Descomposicién en fracciones simples

Dados f y g polinomios consideramos su cociente § que llamamos funcion racional.

Queremos descomponerla en fracciones simples que sabemos integrar.

Una fraccion simple es una expresion de la forma

A Ax+ B

(x —a)" © (22 + bx + o)’ nell

donde en el segundo caso se cumple b? — 4c < 0.

Si gr f > gr g, entonces podemos simplificar el cociente % haciendo la divisién de
f por g, queddandonos entonces

e
donde @) es un polinomio y R es un polinomio de grado menor que g. Por lo tanto
reducimos la descomposicién en fracciones simples al caso § donde gr f < gr g. A partir
de ahora suponemos gr f < gr g.
Admitiremos que toda funcién racional 5 con gr f < gr g admite una tnica descompo-
sicién en suma de fracciones simples.

R(z)
9(x)

Para hallar la descomposicion, factorizamos el denominador dejandolo en su forma
mas reducida. Para seguir con la descomposicién tenemos que distinguir en casos:

Primer caso: El denominador es producto de funciones lineales' diferentes. Por ejemplo,
si es producto de tres funciones lineales diferentes x — x1,2 — 9, — x3 donde
x1,Ta, r3 € R son constantes, debemos hacer

f(x) A B C

(x — 1) (x — z9)(x — x3) x—x1+x—x2+x—x3

donde A, B,C' € R son constantes que debemos determinar. Para determinarlas,
hacemos denominador comun en la expresion de la derecha, y por igualdad de
polinomios nos queda un sistema de ecuaciones lineales. En este caso concreto queda
un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas (A, B y C'). Resolviendo el sistema
hallamos A, By C'y la expresion en fracciones simples queda lista. Sabemos integrar
los sumandos mediante logaritmos. Un ejemplo:

2? +3r 41 A B C
(z—-Dx+D)(z+2) -1 x+1 x+2
(A+ B+C)a*+ (3BA+B)x+2A—-2B-C

(x —1D)(z+1)(x+2)

!Una funcién lineal es un polinomio de grado 1.



Dado que los numeradores son iguales, es una igualdad entre polinomios
?+3r+1=(A+ B+ C)x*> + (3A + B)x + 2A — 2B — C. Por lo tanto los
coeficientes de mismo grado deben ser iguales. Resolvemos el sistema:

A+B+C=1 A=2
3A+B =3 — B=3
2A—2B—-C =1 C=-1
Por lo tanto
22 +3r+1 5 1 1

(x—1)(z+1)(z+2) 6(x—1) 2(x+1) 3(xz+2)

y entonces el calculo de la integral queda

z®+ 3z +1 5 1 1
dr = -1 -1+ =1 1l —=1 2
/(:c—l)(:c—i—l)(:c—i—Z) T 6og|:1: \—l—ZOg\x—l— \ 30g]a:+ ]

Segundo caso: El denominador es producto de funciones lineales al menos una de las
cuales se repite. Por ejemplo, si es producto de dos iguales con una tercera, debemos
hacer:

f(x) A B C

(r—x)?(x—m9) z—17 (x—11)% =—129
Analogamente al caso anterior, hacemos denominador comun en la expresion de
la derecha y por igualdad de polinomios encontramos A, B y C' y la expresion en
fracciones simples queda lista. Sabemos integrar los sumandos mediante logaritmos

y la expresién [ a? dx = ”;:: para p # —1.

Tercer caso: FEl denominador es producto de funciones lineales y al menos una funcion
cuadrdtica® ninguna de las cuales se repite. Se procede similarmente al primer caso,
s6lo que en los numeradores de los factores cuadraticos tenemos que poner una
funcion lineal en vez de una constante. Por ejemplo:

f(x) A Bx +C Cx+D

(x =1 (22 4+z+ 1) (2?2 + 2z +2) x—1+x2+x+1+x2+x+2

donde A, B,C, D € R son constantes que debemos determinar. Para determinarlas,
hacemos denominador comin en la expresion de la derecha, y por igualdad de
polinomios nos queda un sistema de ecuaciones lineales. En este caso concreto queda
un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas (A, B, C'y D). Resolviendo
el sistema hallamos A, B, C'y D, y la expresion en fracciones simples queda lista.
Puede haber una complicacién para hallar las integrales de los miembros cuyo
numerador tiene una funcién lineal. A veces conviene completar el cuadrado en el

2Una funcién cuadratica es un polinomio de grado 2.



denominador. Un ejemplo de calculo de integrales:

/2I—|—3 _/ 2z +1 +/ 2
24+x+1 ) a24+2+1 2+x+1

dx
=log(z? 4+ z +1 +2/—
8 ) (z+3)2+3

4 2+ 1
=log(z®+z+1 —i——arctan( )
g( ) 7 7

La primera igualdad es una astucia que resulta de observar que el numerador es
casi la derivada del denominador, por lo tanto partimos en dos integrales, y en la

primera efectivamente el numerador es la derivada del denominador. En el segundo
1

término completamos el cuadrado para llevar el integrando a la forma -5 en este
_ l _ § . du o l 2 . . ./ o E
casou=x+35ya= \/;. Finalmente, f PR arctan _ via la sustitucién t = o

Cuarto caso: El denominador es producto de funciones lineales y al menos una funcion
cuadratica, y al menos uno de los factores se repite. Se procede similarmente al
segundo caso, sélo que en los numeradores de los factores cuadraticos tenemos que
poner una funcion lineal en vez de una constante. Por ejemplo:

f(z) A N B +CQ?—|—D+E$+F+GZ'+H
(z—1)222+2)P -1 (r—-12 2242  (2242)2  (22+2)3

donde A, B,C,D,E,F,G,H € R son constantes que debemos determinar. Para
determinarlas, hacemos denominador comun en la expresién de la derecha, y por
igualdad de polinomios nos queda un sistema de ecuaciones lineales. En este caso
concreto queda un sistema de ocho ecuaciones con ocho incégnitas. Resolviendo el
sistema hallamos las incégnitas, y la expresién en fracciones simples queda lista. Un
ejemplo de descomposicion:

20— ooty —1 1 1 M3 l6w—4l 11-10
(x—1)2(224+2)3  3@—1) 9z —1)2 92+2) 9(22+2)% 3(22+2)3
_ 1 1 __ 14 _ =3 __ 16 _ —41 _ 1 __ —10
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