Potencias de matrices

Antes que nada, debemos recordar que la potencia de una matriz no siempre se puede calcular. Solo es posible cuando la
matriz es cuadrada, es decir, cuando tiene el mismo nimero de filas que de columnas.

La peculiaridad de la potenciacion de las matrices es que, en muchas matrices, las potencias siguen un patron.
Para encontrar esta formula, tenemos que fijarnos en:

e Larelacion entre el exponente de la potencia y los elementos de la matriz. Por ejemplo, puede que algiin elemento
de la matriz sea el propio exponente.

e La paridad del exponente. Por ejemplo, puede ocurrir que las potencias pares sean de una forma y las impares de
otra.

¢ Si hay distintos patrones. Por ejemplo, los exponentes multiplos de un nimero pueden tener un patrén distinto a
los que son multiplos de otro.

e La variacion de los signos. Por ejemplo, las potencias pares y las impares pueden cambiar de signos.
e Repeticion. Por ejemplo, puede haya varias matrices que se repiten consecutivamente.

En definitiva, para obtener la formula tenemos que observar las primeras potencias y emplear nuestra intuicion.

Normalmente, con el calculo de las primeras 3 6 5 potencias, podremos deducir la formula.

En los siguientes problemas debe hallarse la formula para el calculo de la potencia 1-ésima de la matriz dada.

Problema 1 e (é é)
Calculamos la potencia A2 A?= é é) é é) = (3 é)

No es necesario calcular mas potencias porque como A? = A siempre estamos calculando el producto de la misma
matriz. Por tanto, las potencias de A son una matriz constante:

A=A WkeEN
Problema 2 (g n)

Calculamos las primeras potencias de la matriz:

Jr

Podemos deducir que la potencia 72 tiene el elemento @’ en la posicién (1,1) y el elemento @' Lenla posicion (2,1).

La férmula es
Ak =
(ak+1

k
a g) vk EN
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Problema 3 4= (

Calculamos las primeras potencias de la matriz:

0 Ov/fa 0 O a? 0 0
A= a alla a al=|3a2 a? &t
0 0/%% 0 0 al 0 O

B R B

a 0 0Zv/a2 0 0 a® 0 0
Al = (a a a)(Ba‘ a? af) = (5:13 a? aa)
a 0 0 - 0 0 a’ 0 0
a 0 0O\/ag® 0 0 a* 0 0O
A% = (a a a)(5a3 a? aa) = (?a“ a* a“)
a 0 0/ %vg? 0 0 at* 0 0O

Todas las matrices tienen la misma estructura. Observad que en la posicion (2,1) tenemos el numero (2n — 1) -a”.

Por tanto, la formula para las potencias es

Problema 4

Calculamos las primeras potencias de la matriz: . 1.0 I/ 01 2 0 2
As=10 1 o0j]l0o 1 0o]=|l0 1 0

10 17 0 1 2 0 2

1 0 1hvs2 0 2 4 0 4

A*=|0 1 o)Jlo 1 o]J=l0 1 0O

1 0 172 0 2 4 0 4

1 0 1hv/4 0 4 g 0 8

A*=|0 1 oJlo 1 o]J=|0 1 0O

10 17 0 4 8 0 8

Las matrices tienen la misma estructura, s6lo cambian los elementos de las posiciones (1,1), (1,3), (3,1) y (3,3), que son
la potencia on—1,

k-1 k-1
Por tanto, la formula para calcular las potencias es A= o 1 o kEN
2k=1 g 2%-1

Problema 5

Calculamos las primeras potencias de la matriz:

1 01
A=|0 3 0
0 0 0
w=(

1 0 1hvw/1 0 1 101

0 3 ﬂ)(ﬂ 3 {]) = ({] 9 {])

0 0 0/ 0 O 0 0 0

1 0 Ihvyl 0 1 1 0 1
Al = (0 3 I'J) ({] 9 0) = ({] 27 ID)

0 0 0/ N0 0 0 0 0 0

No calculamos mas potencias porque es facil ver el patron: (1 0 1



Problema 6

=]

010
A=11 1
010

Calculamos las primeras potencias de la matriz:

0
=
0
0
A3=(1
0

Seguimos calculado potencias, pero ya no es
necesario calcular los productos matriciales:

A*=AA%=4.24=1247

A= AA®= A4A = 4A?

1 0O 1 0 101

0 1) (1 0 ‘1) = ({] 2 {])

1 0/ 1 0 10 1

1 v/l 0 1 0 2 0

0 1) ({] 2 {]) = (2 0 2) =24
1 0/ 01 0 2 0

AP =AA*=A24A%=24%=2-24=144

AT=AAP=A447=44%=4.24=84

La formula general de las potencias de A depende de si el exponente es par o impar:

e Si el exponente ™ es par (m = 2k), la potencia A™ es un multiplo de A2

A = A% = ol 42

« Si el exponente M es impar (m = 2k + 1), la potencia A™ es un multiplo de A:

Es decir,

Problema 7

A™ :A2k+1 — 2kA

zk—l 0 zk—l
A¥= 0 2¢ 0

zk—l 0 zk—l

0 28 0
A2k+1: Zk 0 2k

0 28 0

Blatcia+c) 0 bBlat+c)(at+c)

a 0 av/a 0 a alfa+c) 0 ala+c)
A= (b .E:u) (b 0 b) =|bla+c) 0 bla+c)
€ 0 ¢

0
0 ¢ ‘¢ cla+ec) 0 cla+c)
a 0 ay fala+c) 0 ala+c)
A% = (b 0 b) bla+c) 0 bla+c)|=
c 0 e/ \elatc) 0 clatc)

clat+c)la+c) O

(a(a +coia+ec) 0 alat+c)fa+ c})

cla+c)a+c)

ala +¢)?
bla+ c)?
cla +c)?

.

0 ala+c)?
0 bla+c)?
0 cla+c)?

|

|



La potencia A™ es la matriz (a + ¢)™ 1 - A. La formula es ala+c)™! 0 alatc)m?
A= bla+c)™1 0 Bla+c)m™?
cla+ec)™ 0 clat+c)™?

Problema 8 0 0 a
A= ({] b {J)
a 0 0

Calculamos las primeras potencias de la matriz:

B

[4%}

Il
P
=
==
cooR
M“-—_—-""f
P
oo ®,
oo
oo
e —

I
§ = o
oo
oo
oo B
\""-_-"';

[ o
o B

0 0 0 ad at 0 0
A*=10 o ¥ o0l=l0 B* O
a 0 0/ % 0 0 0 0 a*

Las potencias de orden par son matrices diagonales y las de orden impar son diagonales secundarias (hacia el otro lado):

a™ 0 0
m=2k —= A™=|0 ™ 0

0 g a™
0 g am™
m=2k+1- A4A™=|0 b™ 0
a™ 0 0
Problema 9 (dificultad alta)
0 -1
a=(; 1)
Para esta matriz debemos calcular bastantes potencias puesto que 42 = (D —1) ({] —1) _ (—1 —1)
LS R ALY R A R | 0
existe un patron que se repite cada 6 potencias: 4o (ﬂ _1) (_1 _1) _ (_1 0 ) _
1 1 1 0 0 -1 “
: 1—=4
La secuencia es
2 - A2 A*=A(-I))=-4A
32 h AS=—A A=—4A°
4= —4A
5 —AZ A8 =—-AAt=—-A3=1,
b — Ig
7- A AT=AlL =
i) Az 5
” A% = 47

g_> _jl':

m=6k+1 = AM™m=A4
m=6k+2 = Am=A2
Por tanto, la formula general de las potencias de A es m=6k+3 = AT=-I
m=6k+4 - AM=-4
m=6k+5 =+ AMm=-42
m=6k+6 = Am=]

Wiel



a 0 0
—-a —a —-a

Problema 10 (dificultad alta) ( a 0 a )
A=
Matriz de dimension 3x3

Calculamos las primeras potencias de la matriz: Ya podemos deducir que las siguientes potencias son:

a ] a a 0 o a’ 0 a’
A9=(a 0 o)(a 0 u)= A7=(a? 0 o)
—-a —a —-a/‘\-a —-a -—-a —a’ —a’ —a’
0 —a? 0 0 -a® 0
= ( nl 0 az) AR = ( nf 0 as)
—a? a? 0 —a® a® 0

—a? 0 0
A=l0 -a° o0
0 0 —a?
Para no tener que escribir tantas matrices, definimos
las siguientes matrices auxiliares:

1 0 1
_a_ﬂ 0 0 Aj_ = ( 1 0 0 )
( 0 _aﬂ 0 ): -1 -1 -1
0 3

-1 0 0
Az=|l 0 -1 0
0 0o -1

De este modo, la expresion general
de las potencias es

m=6k+1 — AM=aT4,
m=6k+2 — A™=a™4,
m=6k+3 — A™=a"4,

m=6k+4 = A™=—a™4,

m=6k+5 = AM=-—-a™4,

m==6k+6

A™ = —gmA,

Vel





