IES Fco Ayala de Granada Titular Junio de 2019 (Modelo 1) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

Opcion A
Ejercicio 1 opcion A, Junio 2019 (modelo 1)
2
Considera la funcion f definida por f(x) = % para x # -1.

a) [1'5 puntos] Estudia y halla las asintotas de la gréafica de f.
b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
Solucién

24 3x +
Considera la funcion f definida por f(x) = % para x # 1.
X

a)
Estudia y halla las asintotas de la gréafica de f.

X = a es una asintota vertical (A.V.) de f(x) si lim x_a+[ (f(X) ] =
im X*+3x+4) 2
Como "1 %+ 2

= o =% Jarectax = -1 es una A.V. de la gréfica de f(x).
N im X+3x+4)_ 2 _
Posicion relativa |1 o+ 2 = 0 =

Como la funcién f es un cociente de funciones polinémicas, con el grado del numerador una unidad mas
que el grado del denominador, f(x) tiene una asintota oblicua (A.O.) delaforma y=mx+n con

m = lim [mj y n=lim (f(x) - mx), y es la misma en +c y en -co. Como hay A.O en +o, f no tiene
X - 00 X X - 00
asintotas horizontales (A.H.) en .

También se puede calcular la A.O. dividiendo numerador entre denominador y la A.O. es el cociente de la
division entera.
Lo vamos a realizar por divisién

X24+3x+4 2X+2
-X2 -X X2 +1
0 2x+4
-2X-2
2

LaA.O.def(x)esy=x/2+ 1 en + co,
Veamoslo también con limites.

2 2 2
m = lim [@J T S ks Sl ) w = lim X_2 = lim (1/2) = 1/2
xool X x-o| X-(2X + 2) x-e| 2X° + 2X x-e| 2X X o

n = lim(f(x) - mx) :li[‘l[w - (%)J:lim(xz+3“4'x2'x J:li[‘l(ZXMJZ lim (Z—Xj: lim (1) = 1

2(x+ 1) © 2(x+1) 2X+2) x-=\2X) x-w
Efectivamente la A.O. de f(x) eray =x/2 + 1 en + co,
2
Como lim (% - (x/12 + 1)} =0", f(x) est4 por encima de la A.O. en + « (le damos a x el valor + 100)
[ x*+3x+4 . , .
Como lim YT (x/2 + 1) | =07, f(x) esté& por debajo de la A.O. en - « (le damos a x el valor - 100)
X e X
Si hay es este caso A.O no hay asintotas horizontales (A.H.)
b)

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.

Me estan pidiendo la monotonia, que es el estudio de f ‘(x)

f(x)—w.fy(x)_(2><+3)'(2X+2)-(X2+3x+4)-2_4x2 F10K+6-2X2-6X-8 _ 26+ 4x -2
2X+2 ' (2X+2)2 (2X+2)2 (2X+2)2 .
SIf()=0 . 2 +4x—2=0 - x2+2x-1=0 , x= 2t¥4*4 :‘Zi*/gz-liﬁ

2 2
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IES Fco Ayala de Granada Titular Junio de 2019 (Modelo 1) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

Las soluciones son x = -1 - /2 0-2'41 y x=-1+ V2 00'41, gue seran los posibles extremos relativos.
Como f ‘(-3) = 4/(+) > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/‘) en (-o,-1 - \/E)

Como f *(0) = -2/(+) < 0, luego f(x) es estrictamente decreciente (\) en(-1- 2,1+ «/E) - {-1}
Como f ‘(1) = 4/(+) > 0, luego f(x) es estrictamente creciente (/') en(-1+ V2 ,+00)
Por definicion en x = -1 - /2 hay un maximo relativo que vale f(-1 - V2 ).

Por definicion en x = -1 + /2 hay un minimo relativo que vale f(-1 + V2 ).

Ejercicio 2 opcion A, Junio 2019 (modelo 1)

[2’5 puntos] Sea la funcion f: (0, +o) — R definida por f(x) = 11+ e: . Halla la primitiva de f cuya gréfica
-e
pasa por el punto (1, 1). (Sugerencia: cambio de variable t =ex.)
Solucion
l1+e

Sea la funcion f: (0, +) — R definida por f(x) = 1 : . Halla la primitiva de f cuya gréfica pasa por el

punto (1, 1). (Sugerencia: cambio de variable t =e*)

Las primitivas de f son F(X) =J'11+ ex dx={z - Eit?t X= In(t)} = .[(11 +t)t tdt = J-((lA t)+%)dt =
-e X = - 1) -

=-A-In|1 - t| + B-In|t| + K = {Quito cambio} = -Aln|1 - €X| + B-In|eX| + K=-A-In|1 - &| + B-x + K.

Calculamos las constantes Ay B
1+t A B 1+t At+B-(1-1)
e ——— = _—_+— tenemos =
@a-ot (@-1 t -1t @a-t-t

Igualando numeradores tenemos 1 +t = A-t + B(1 - t)

Parat=1, tenemos 2 = A, de donde A =2
Parat =0, tenemos 1 = B(1), de donde B = 1.

Las primitiva son F(x) = -A:In|1-e|+B-x+K=-2:In|1-e*+ 1-x + K.

Como piden la que pasa por (1, 1) tenemos f(1) = 1, es decir F(1) =1 = -2:In|]1 — e!| + 1 + K, de donde
tenemos que K = 2:In|1 — e) = 2-In(e — 1) y la primitiva pedida es: F(x) = -2:In|1 - e*] + x + 2-In(e — 1).

Ejercicio 3 opcion A, Junio 2019 (modelo 1)

ab
[2'5 puntos] Calcula todas las matrices X = ( d] tales que a + d =1, tienen determinante 1 y cumplen
c

0 -
AX = XA, siendo A = .
1 0
Soluciéon

a b
Calcula todas las matrices X = [c d] tales que a + d =1, tienen determinante 1 y cumplen AX = XA,
0 -
siendo A = .
10

(2 S R e O T

De A-X = X-A tenemos:

-c=b
-d=-a
a=d

b =-c. Enrealidad s6lo haydos a=d y b=-c.
Nosdan a+d=1,luego entrandoena=d tenemosa+a=1- 2a=1 - a=1/2=d
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Nos dan |X| =1 =ad - bc = (1/2)-(1/2) — (-c)-c=1/4 + c2, luego c2=1-1/4 =3/4 - c==+/(3/4).
Si ¢ = +V(3/4), de b = -c tenemos b = -V(3/4)

Si ¢ =-V(3/4), de b = -c tenemos b = +V(3/4)

Solo hay dos matrices:

Unatienea=1/2=d, c=+V(3/4) y b =-V(3/4), es decir X, = ( ):
c d J3
— 1/2
2
b 1/2 +§
Laotratiene a=1/2=d,c=-V(3/4) y b=+V(3/4), es decir X, = ( J=
c d NE)
Y 1/2

Ejercicio 4 opcion A, Junio 2019 (modelo 1)

Xx-2 _y-2 z-1
1 3

a) [1'25 puntos] Halla los puntos de la recta r que equidistan de los planos 1w y Te.

b) [1'25 puntos] Determina la posicién relativa de la recta r y la recta interseccion de los planos T y To.
Solucion

Considera larecta r = ylosplanosu= x=0 y ™= y=0.

Considera la recta rEX 12 = = Zil ylosplanosTu= x=0 y ™= y=0.

a)
Halla los puntos de larecta r que equidistan de los planos T y Te.

De r tomamos un punto, el A(2, 2, 1) y un vector director u = (-1, 3, 1). Un punto genérico de r es
X(X,y,z2)=(2-b,2+3b,1+b)conb OR.
- : - +
|2-b]  _|2-b]_ 12-b] : d(X:Te) = |2-b] _[2+3b|
VE+0?407 L Jor+12+0?

Igualando d(X;m) = d(X;T®) tenemos: |2 - b| =|2 + 3b|, que nos da lugar a dos ecuaciones:

Tenemos: d(X;m) =

=|2 +3b].

2-b
2-b

+(2+3b) - 0=4b - b =0, yun punto X1 es Xi1(2 - (0), 2 + 3(0), 1 + (0) ) = X1(2, 2, 1).
-(2+3b) - 2b=-4 - b=-2,yotro punto Xz es X2(2 - (-2), 2 + 3(-2), 1 + (-2) ) = Xz2(4, -4, -1).

Los puntos de r que equidistande T y T, son Xi1(2,2,1) y Xa(4, -4, -1).
b)
Determina la posicidn relativa de la recta r y la recta interseccién de los planos T y To.

La recta s interseccion de los planos T y Te tiene por vector director v el producto vectorial (x) de los
i j ok

vectores normales de cada plano, es decirv=1{1 0 0|=i(0-0)-j(0-0)+k(1-0)=(0,0, 1), por tanto la
010

recta s en forma vectorial es s =(x, y, z) = (0, 0, m) con m [0 R. Un punto de s es O(0, 0, 0)

Como los vectores u =(-1, 3,1) y v =(0, 0, 1) no son proporcionales, las rectas r y s no son paralelas.
Si det(OA, u, v) = 0 las rectas se cortan en caso contrario se cruzan.

2 2 1Adjuntos
Como det(OA,u,v)=|-1 3 tercera =1-(6+2)=8#0,lasrectas r y s se cruzan.
00 fila

Opcién B
Ejercicio 1 opcion B, Junio 2019 (modelo 1)
Considera la funciéon f: R — R definida por f(x) = (x — a)-e*.
a) [1'25 puntos] Determina a sabiendo que la funcién tiene un punto critico en x = 0.
b) [1'25 puntos] Para a = 1, calcula los puntos de inflexion de la grafica de f.

german.jss@gmail.com 3



IES Fco Ayala de Granada Titular Junio de 2019 (Modelo 1) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

Solucién
Considera la funciéon f: R - R definida por f(x) = (x — a)-e*.
a)
Determina a sabiendo que la funcién tiene un punto critico en x = 0.

Si x = 0 es un punto critico sabemos que f ‘(0) = 0.
f(x) = (x—a)-e5; f'(x) =(1)-e*+(x—a)e=e*-(1L+x-a).
De f‘(0) = 0 tenemos 1 + (0) —a =0, de donde a = 1. (la exponencial no se anula nunca)

b)
Para a =1, calcula los puntos de inflexion de la grafica de f.

Sabemos que los puntos de inflexién anulan la 22 derivada, y en ellos cambia la curvatura.

Para a=1,fx)=(x-1)-e5 f'X)=(1)e+Xx—-1)e=e*- (L +x—-1)=x-e
La22derivadaesf”(x) =1- e+ x-ex=¢eX (X + 1)

De f “(x) = 0, tenemos x + 1 =0, de donde x = -1 que es el posible punto de inflexion.
Como f“(-2) =e2-(-2 + 1) =-1/(e?) < 0, f es concava (n) en (oo, -1).
Como f“(0)=€%(0+1)=1>0, fes convexa (O) en (-1, +).
Por definicion x = -1 es punto de inflexion y vale f(-1) = (-1-1 )-el=-2/e.
Ejercicio 2 opcion B, Junio 2019 (modelo 1)
Considera las funciones f : (- 2, +) - R definidas por f(x) = In(x + 2) (In denota la funcién logaritmo
neperiano) y g: R - R, definida por g(x) = %-(X -3).

(a) [1 punto] Esboza el recinto de la grafica de f, la graficade g, larecta x=1ylarecta x = 3. (No es
necesario calcular los puntos de corte entre las dos graficas)
(b) [1'5 puntos] Determina el area del recinto anterior.

Solucion
Considera las funciones f : (- 2, +) - R definidas por f(x) = In(x + 2) (In denota la funcién logaritmo

neperiano) y g: R - R, derinida por g(x) = %-(x -3).
(a)

Esboza el recinto de la grafica de f, la graficade g, larecta x=1ylarecta x = 3.

Sabemos que la gréfica de In(x + 2) es exactamente igual que la de In(x) (que sabemos, siempre es crecien-
te, y corta al eje OX en el punto de abscisa x = 1, y tiene una asintota vertical en x = 0), pero desplazada 2
unidades a la izquierda en abscisas (OX). Por tanto la asintota vertical es x = -2 y corta al eje OX en x = -1.

De x = 0 tenemos f(0) = In(0 + 2) = In(2), es decir pasa por el punto (0,In(2)).
De f(x) = 0 tenemos 0 = In(x + 2) =In(1), de donde x+2=1, por tanto x = -1, es decir pasa por el punto (-1,0).

Sabemos que In(0*) = - « (es un limite). Como y |in_12+f(x) =1In(-2 + 2) = In(0*) = - =, la recta x = -2 es una

asintota vertical de la grafica de la funcion f(x) = In(x + 2).

Sabemos que la gréafica de g(x) = %-(X - 3) es la de una recta, y con dos puntos es suficiente. El punto

(0, -3/2) y el punto (3, 0).
También sabemos que las rectas x = 1 y larecta x = 3 son rectas verticales.

Teniendo en cuenta lo anterior, un esbozo de las graficas es:
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3_
f{x)=In(x +2)

glx) = (x -3)i2

(b)

Determina el area del recinto anterior.

Viendo la gréafica el area que me piden es la sombreada en marrén, y los limites de integracion son 1y 3:
. . _ 3 1 _ (3 X 3 — **

Area pedida = L (In(x +2) - E(X - 3)jdx = L [In(x +2)- > + Ejdx =

=[xIn(X+2)—x+2In|x + 2| — x&/4 + 3x/2]13 =

=(3In(5) -3 +2In(5)-9/4+9/2) -(1-In(3) =1+ 2In(2) —1/4 + 3/2)u? =

= (5:In(5) — 3/4) - (3-In(3) + 1/4) 2 = (5:In(5) - 3-In(3) — 1) u2 037513527 u?.

** [ In(x + 2).dx, que es una integral por partes (Ju.dv = u.v - [v.du)

Tomamos u = In(x + 2) de donde du = dx/(x+2), y dv = dx de donde v = [dx = X, luego nos resulta
fIn(x + 2)-dx = x:In(x + 2) -[ [x/(x + 2)]dx = x-In(x + 2) - [ [(x + 2 = 2)/(x + 2)]dx =

=x-In(x +2) - [ [1 - 2/(x + 2)]dx = x-In(x + 2) - [ dx + 2Jdx/(x + 2) = x-In(x + 2) = x + 2In|x + 2| + K
La integral | [2x/(2x + e)]dx es racional y también se podria haber realizado la divisién entera.

Ejercicio 3 opcion B, Junio 2019 (modelo 1)

2-m 1 2m-1 X 2m*- 1
[2'5 puntos] Dadas las matrices A = 1 m 1 , X=|y| y B= m , considera el siste-
m 1 1 z 1

ma de ecuaciones X'A = B!, donde X!, Bt denotan las traspuestas. Discutelo segun los distintos valores de
m.

Solucion

Dada la expresién X'A = B!, tomando traspuesta tenemos (X'A)t = (BY)t - (A)L-(X)t=(B)' - A-X=B.
2-m 1 m 2-m 1 m 2m?*-1

Matriz de los coeficientes A' = 1 m 1|, matrizampliada (A')* = 1 m 1 m
2m-1 1 1 2m-1 1 1 1

Calculamos det(A) = det(AY) = |A].

2-m 1 2m- 2-m 1 2m- 2-m 1 2m-
[Al=] 1 m 1 = 1 m 1 |=(m-1)4 1 m 1 =
m 1 1 |R-F, m-11-m 0 1 -1 0 |C+C,
2-m 1 2m- 3-m 1 2m - 1Adjuntos
=(m-1)] 1 m 1 =(mM-1):1+m m 1 | tercera =
1 -1 0 |C+C, 0 -1 0 fila

=m-1){0+(D)D[B-m-2m-21)-1L+m)+0]}=(Mm-21):[3-m-(2m +2m?>—-1-m] =
=(m-1)-(-2m?-2m +4) =-2:(m = 1)-(m? + m -2).
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De |A| = 0 tenemos (m — 1)-(m2 + m -2) =0, de donde m —1 =0 (solucion m =1)y m?+ m — 2 =0 (solucio-
nes m =1y m =-2). Es decir las soluciones de |A|] =0 son m = 1 (doble) y m = -2.

Sim#1y m#-2, |A=|A!#0, rango(A') = rango((AY)*) = 3 = nimero de incgnitas, por el Teorema de
Rouche, sistema compatible y determinado, solucion Unica.

111 111 1
Sim=1, A'=|1 1 1|, matrizampliada (A')*=|1 1 1 1|, tenemos rango(A) =rango(A*) =1 <ni-
111 1111

mero de incégnitas, por el Teorema de Rouche, el sistema es compatible e indeterminado y tiene infin i-
tas soluciones , (méas de una).

4 1 -2 4 1 -2 7
Sim=-2, A'=|1 -2 1|, matrizampliada (A")*=|1 -2 1 -2|.
S5 1 1 5 1 1 1

En At como

1
‘ =-8-1=-9%0, rango(A) = 2.

4 1 7|C,+2C, |4 9 15/Adjuntos
En (AY*como |1 -2 -2/C,+2C, =|1 0O O|segunda =(-1)(1)(-81 + 135) =-54 # 0, rango((A )*) =3
5 1 1 -5 -9 -9 fila

Como rango(A %) = 2 # rango((A Y)*) = 3, por el Teorema de Rouche, el sistema es incompatible y no tiene
solucion .

2-m 1 2m-1
DeXA=B' - (x y t)) 1 m 1 [=(2m-1 m 1),
m 1 1

((2 -m)x+y+mz x+my+z (2m-Dx+y+ z) = (2m2-1 m 1) . lgualando miembro a miembro tenemos

(2-m)x +y + mz = 2m*-1 2-m 1 m
el sistema X+ my+z=m , Y Su matriz de los coeficientes seria A' = 1 m 1 |,queesla
@2m-1)x +y+z=1 2m-1 1 1

gue teniamos de antes y el procedimiento seria el mismo.

Ejercicio 4 opcion B, Junio 2019 (modelo 1)
Considera el triangulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1, 0), B(1, 0, 2) y C(0, 2, 1).
a) [1'25 puntos] Halla el area de dicho triangulo.
b) [1'25 puntos] Calcula el coseno del angulo en el vértice A.

Solucion
Considera el triangulo cuyos vértices son los puntos A(1, 1, 0), B(1, 0, 2) y C(0, 2, 1).
a)
Halla el area de dicho tridngulo

Sabemos que el area de un triangulo ABC es la mitad del area del paralelogramo que determinan su lados
AB y AC, es decir la mitad del mddulo (|| || ) determinado por los vectores AB y AC, luego el Area del
triangulo es = (1/2)JJABxXAC].

AB=(1-1,0-1,2-0=(0,-1,2); AC=(0-1,2-1,1-0)=(1,1,1)

i ]k
ABXAC = [0 -1 2| =i(-1-2)-j(0+2)+k(0-1) = (-3, -2, -1);
11 1

[JABXAC|| = V( (3)2+(2)2+(1)2) =V(14) = 16V(3)

Area del triangulo es = (1/2) [QIABXAC|| = (1/2) H(14) u?
b)

Calcula el coseno del angulo en el vértice A.
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AB-AC AB-AC

Sabemos que cos(a) = cos(<AB, AC>)| = W de donde a = arcos W .

AB = (0, -1, 2); AC = (-1, 1, 1)

ABeAC =0—-1+2=1; |JAB|| = V(02 +12+22) =V(5); ||AC|| =V(12+ 12 +12) =V(3)
AB.AC 1 1

i "5 s

Luego el coseno pedido es cos(a) = cos(<AB, AC>)| = [J0'2581988897,
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