IES Fco Ayala de Granada Septiembre de 2018 (Modelo 4) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

Opcién A
Ejercicio 1 opcion A, Septiembre 2018 (modelo 4)

ax’ +bx+c si x<0

[2’5 puntos] Considera la funcion f: R - R definida por f(x) = { g% - e*-2x . .
X - sen(x) sl x>0
Determina a, by c sabiendo que f es continua, alcanza su maximo relativo en x = -1 y la recta tangente a
la gréfica de f en el punto de abscisa x = -2 tiene pendiente 2.
Solucién
ax’ +bx+c si x<0

Considera la funcion f: R - R definida por f(x) = { e* - e*-2x . .
X - sen(x) sl x>0

Determina a, by c sabiendo que f es continua, alcanza su maximo relativo en x = -1 y la recta tangente a
la gréfica de f en el punto de abscisa x = -2 tiene pendiente 2.

Vemos que los valores x = -1y x =-2 estan en larama x < 0, con lo cual f(x) = ax2 + bx + c y f {(x) = 2ax + b.
Como en x = -1 hay un maximo relativo, tenemos f ‘(-1) = 0.

Como en x = -2 la recta tangente a la grafica de f tiene pendiente 2, tenemos f ‘(-2) = 2.

De f‘(-1) =0, resulta f ‘(-1) = 2a(-1) + b = 0, de donde b = 2a.

De f'(-2) = 2, resulta f ‘(-2) = 2a(-2) + b = 2, de donde b = 2 + 4a. Igualando b = b, tenemos 2a = 2 + 4a, por
tanto 2a=-2,luegoa=-1 y b=-2.

Xx*-2x+c si x<0
La funcion es ahora f(x) = < g* - g*-2x . . Falta calcular “c”.

——F si x>0

X - sen(x)
Como es continuaenx =0, f(0) = |irB]f(X) = Iin(f)] f(x)
X - X —
f0) = lim f(x) = lim (x2-2x+c)=c.
x-0 xX-0

g-e*-2x _€-¢>-0 _1-1_0

lim f(x) = lim = = =—-

x-0" x-0" x-sen(x) 0O0-sen(0) O0-0 O

Le aplicamos la regla de L’Hopital (L’'H): Si Iim—f(X) =0 y existe Iim—]c I(X) , entonces Iim—f(x) = lim T '(X) .

x-ag(x) 0 x-2g'(x) x=ag(x)  x-ag’(x)

o)

La regla se puede repetir y también para —, y cuando X — oo,
o)

Con lo cual tenemos

e*-e*-2x _ . e -e*(-1)-2_ . e +e*-2_ 1+1-2 _ 0 0

x-0" X - sen(x) x-0" 1 -c0os(X) x-0" 1 - cos(X) l-cos(0) 1-1 O

Le aplicamos de nuevo la regla de L'Hépital

im & e 2 gy e e 1L 0.l e te  1rl 2,

x-0" 1 - cos(X) x-0" 0 + sen(x) sen(0) O x-0" €c0oS(X) cos(0) 1

Igualando f(0) = |inOT+ f(x) = |ifT)! f(X), resulta c = 2, luego los valores pedidos sona=-1,b=-2 y ¢c=2.
X - X —

Ejercicio 2 opcion A, Septiembre 2018 (modelo 4)
[2'5 puntos] Considera la funcién f definida por f(x) = ax-In(x) — bx para x > 0 (In denota la funcién
logaritmo neperiano). Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en x = 1y que

sz(x)dx =8In(2) - 9.

Solucion
Considera la funcion f definida por f(x)= ax-In(x) —bx para x > 0 (In denota la funcién logaritmo neperiano).
Determina a y b sabiendo que f tiene un extremo relativo en x = 1 y que sz(x)dx =8In(2) - 9.
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Como tiene un extremo relativo en x = 1, tenemos f (1) =
Tenemos f(x) = ax-In(x) — bx, f‘(x) =aln(x) + (ax)/x —b =aln(x) + a —b.

Def'(1)=0 - aIn(l)+a-b=0 - 0+a-b=0 - a=bh,portantof(x) =
De [ f(dx = 8In(2) - 9, tenemos [’ (ax-In(x) - ax)dx = 8In(2) - 9= {**} =

<[ (502 25 <[ 025 (2 2] (2

2 2
3a 9a
= (2a:In(2) - 3a) - (O _Tj: 2a-In(2) - T={ Igualando} = 8:In(2) - 9, resulta que a = 4 = b.

ax-In(x) — ax.

In(1) - 3a(1) ]

1

u=In(x) =du _d_x

X ax® dx ax®

o In()—j—— ==-In()

2 2
j xdx= %-In(x) -% +K
dv=axdx = v = .[axdx=—

{x+= jax- In(x)dx =

Ejercicio 3 opcion A, Septiembre 2018 (modelo 4)

0 0 1 a b c
Considera las matrices A= |0 -1 0| yB=]0 1 0.
1 00 -1 00

(a) [0'75 puntos] Determina, si existen, los valores de a, by ¢ para que las matrices A y B conmutan.
(b) [1 punto] Calcula A2, A3, A2017 y A2018,
(c) [0'75 puntos] Calcula, si existe, la matriz inversa de A B2 y B2016,

Solucion
0 0 1 a b c
Considera las matrices A=|0 -1 0| yB=|0 1 0].
1 00 -1 00
(@)
Ay B conmutan si A-B = B-A.
0 0 1Y(a bc) (1 0O a b 0 1 c -b a
A-B=|0 -1 0|-|0 1 0|=|0 -1 O0;B-A=|0 1 -1 0|=(0 -1 0
1 00){100 a b c -10 0 0 0 0 -1
-1 00 c -b a
De A-B=B-A,tenemos |0 -1 0|=|0 -1 0 |,dedondea=b=0yc=-1paraque las matrices Ay
a b c 0 0 -1
B conmuten .
(b)
Calcula A?, A3, A2017 y A2018,
0 0 1)(0 0 1 1 00
A2=A-A=|0 -1 0|0 -1 0|=|0 1 0=,
1 0 0)(12 0 O 0 01
0 01
AS=AZA=3-A=A=|0 -1 0
1 00
0 0 1
A2017 = A2016. AL = (A2)1008. A = (|3)1008. A=]3. A=A=|0 -1 O
1 00
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10
A018 = (A2)1009 = (]3)1009 = 3= [ 0 1
00

= O O

(©)

Calcula, si existe, la matriz inversa de A.
0 0 1/Adjuntos

Como det(A) =|A|=|0 -1 O] primera =1(0+ 1) =1 # 0, existe la matriz inversa Al = |Kll-Adj(A‘).

1 0 0O fia
0 0 1 0 0 1
La calculamos Al = |Kll-Adj(A‘). [A]=1; At=]0 -1 O|;Adj(A)=|0 -1 O], por tanto la matriz inversa
1 00 1 00
0 0 1 0 01
es Al= I%l-Adj(A‘) = % 0 -1 0|=|0 -1 0| =A, es decir coincide con ella misma.
1 00 1 00
Lo podriamos haber obtenido directamente de la definicion, si A-B = I3, siendo A y B matrices de orden 3,

entonces B es la inversa de A.
Del apartado (b) tenfamos A-A = I3, luego por definicion A =A™,

Ejercicio 4 opcion A, Septiembre 2018 (modelo 4)
Considera las rectas r EX—+1 =Y z+1 y s= 2x -3y =5
2 1 3 y-2z =-1

a) [1 punto] Estudia y determina la posicion relativade r y s.
b) [1’5 puntos] Calcula la distancia entre ry s.

Solucion
+ + 2x-3y=-5
Considera las rectas rE—l -y-z*1 y s= X- sy
1 3 y-2z =-1
a)

Determina la posicion relativa de r y s.

De la recta “r’ tomamos un punto, el A(-1,0,-1) y un vector director, el u = (2,1,3).

2 =-5 . - :
Ponemos la recta s E{ ) 1 en vectorial, tomando z = y, y = -1 + 2}, sustituimos “y” en la primera
y-2z =-

ecuacion; 2x — 3(-1 +2u) =-5 - 2x+3-6u=-5 » 2x =-8 + 64 - X = —4 + 3. La ecuacién de “s” en
vectoriales s=(Xx,y,z) = (-4 + 3y, -1 + 2, W. Un punto B de “s” es B(-4, -1, 0) y un vector director de “s” es
v=(321).

Como los vectores u de “r’ y v de “s” no son proporcionales (2/3 # 1/2), los vectores u y v no son paralelos,
por tanto las rectas “r’ y “s” tampoco lo son, luego “r’ y “s” se cortan o se cruzan.

Sidet(AB, u,v) =0, “r"y “s” se cortan,con AB =b —-a= (-4,-1,0) - (-1,0,-1) = (-3, -1, 1)

Sidet(AB, u, v) 20, “r" y “s” se cruzan.
2 1 3 2 1 3|Adjuntos

Como det(AB, u,v)=1|3 2 1F-2-F=-1 0 -5segunda=-(1)-(-4 - 5) =-9# 0, luego las rectas “r'y
-3 -1 RKR+F |-1 O 4|columna

“s” se cruzan.
b)
Calculamos la distancia entre “r" y “s”

Antes de resolver el problema, haremos un pequefio dibujo, y de cada recta tomaremos un punto y un
vector director.
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De la recta “r’ tomamos el punto A(-1, 0, -1) y como vector director el u
De la recta “s” tomamos el punto B(-4, -1, 0) y como vector director el v
Tenemos también el vector AB = (-3, -1, 1).

Sabemos que el volumen de un paralelepipedo es el valor absoluto (| |) del producto mixto de tres vectores
con origen comun ( [AB,u,v] ), pero también es el area de la base del paralelepipedo (area de un
paralelogramo, que es el médulo del producto vectorial de los vectores que lo determinan [juxv |[) por la altura
del paralelepipedo ( h ), que es la distancia entre las rectas, es decir:

Volumen del paralelepipedo = | [AB,u,v] | = area base - h = |luxv||-d(r, s), de donde la distancia entre las
rectas es “d(r, s) = | ([AB,u,v])/([jluxv]]) |

AB =(-3,-1,1); u=(2,1,3),v=(3,2,1).

2 1 3
Ya hemos calculado, en el apartado a), [AB,u,v] =det(AB,u,v)=|3 2 1 =-9
311
R
uxv = 2 1 3|=i(1-6) —j(2-9) + k(4-3) = (-5, 7, 1), de donde |Juxv || = V/52+ 72+ 12 = 75
321
-9
La distancia pedida es d(r, ) = | ( [AB.uv])/ (fluxv]l) | = 12k = 275 2 33 || 1103023 01,
J7i5 75 5

Opcion B
Ejercicio 1 opcion B, Septiembre 2018 (modelo 4)
Considera la funcién f definida por f (x) = a:In(x) + bx2 + x para x > 0, donde In denota la funcién logaritmo
neperiano.
a) [1'5 puntos] Halla a y b sabiendo que f tiene extremos relativosen x=1yenx = 2.
b) [1 punto] ¢ Qué tipo de extremos tiene f en x=1yenx =2?

Solucion
Considera la funcién f definida por f (x) = a-In(x) + bx? + x para x > 0, donde In denota la funcién logaritmo
neperiano.
a)

Halla a y b sabiendo que f tiene extremos relativosen x=1yenx = 2.

f(x) = a-In(x) + bx2 + x, es una funcién, suma de una funcién logaritmica con una funcién polinémica, por
tanto es continua y derivable las veces que sean en x > 0.

Como en x =1y x =2 hay extremos relativos, tenemos f'(1)=0y f'(2)=0.
f(x) =a-In(x) + bx® + x; f‘(x) =a/x + 2bx + 1,
Def‘(1) =0, tenemos a/(1) +2b(1)+1 =0, portantoa +2b +1=0.

De f‘(2) =0, tenemos a/(2) + 2b(2) +1 =0, portantoa/2+4b+1=0 - a+ 8b + 2 =0. Restando ambas
ecuaciones resulta 6b + 1 =0, de donde b =-1/6. Entrando en la primera tenemos a +2(-1/6) +1=0 -
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— a-1/3+1=0 -~ a=1/3-1=-2/3.

Los valores pedidos sona =1/3-1=-2/3yb =-1/6, y nuestra funciéon f(x) =-2In( x)/(3) - x?/6 + X. sus
derivadas son f‘(x) =-2/(3x) —=x/3+ 1 y f*“(x) = (-2/3)-(-1/x?) — 1/3 = 2/(3x?) — 1/3.

b)

¢, Qué tipo de extremos tiene f en x=1yenx=2?

Sabemos que:
+Sif‘(@ =0 yf“(@) > 0 resulta que f(x) presenta un minimo relativo en a.
+Sif‘(a)=0 yf“(a) <0 resulta que f(x) presenta un maximo relativo en a.

En nuestro caso f “(1) = 2/(3-12) — 1/3 =2/3 - 1/3 = 1/3 > 0, por tanto x = 1 es un minimo relativo de la
grafica de f, que vale f(1) = -2In(1)/(3) — 1(1)%/6 + (1) =0-1/6 + 1 =5/6 00'833.

Analogamente, f “(2) = 2/(3-22) — 1/3 = 1/6 — 1/3 =-1/6 < 0, por tanto x = 2 es un maximo relativo de la
grafica de f, que vale f(2) = -2In(2)/(3) — (2)%/6 + (2) = -2In(2)/(3) + 4/3 00'8712.

Ejercicio 2 opcion B, Septiembre 2018 (modelo 4)
Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = e -2x.
(a) [0'75 puntos] Determina el punto de la grafica de f en el que la recta tangente es y = -2ex.
(b) [0'5 puntos] Esboza el recinto limitado por la grafica de f, larecta y =-2ex y el eje de ordenadas.
(c) [1'5 puntos] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

Solucion

Considera la funcién f: R - R definida por f(x) = e -2x.
(@)

Determina el punto de la gréfica de f en el que la recta tangente es y = -2ex.

La pendiente de la recta tangente y = -2ex es y ‘ = -2e.
La pendiente genérica a la graficade f es f'(x) = e -2X(-2).

Igualamos pendientes: -2e = e ?(-2) - el = e?X, Es una ecuacion exponencial, como la base es la misma
igualamos los exponentes - 1 =-2x, de donde x =-1/2.

El punto pedido de la grafica de f en el que la recta tangente es y = -2ex es (-1/2, f(-1/2)) = (-1/2, e?) =
= (-1/2, e).
(b)

Esboza el recinto limitado por la grafica de f,larecta y =-2ex y el eje de ordenadas.

La gréfica de f(x) = e 2*es exactamente igual que la de f(x) = e 2, estrictamente creciente, pasa por (0,1),
(1,e?) y asintota horizontal y = 0 en - o, pero simétrica respecto al eje OY ; luego es estrictamente
decreciente, pasa por (0,1), (1,e?) y tiene asintota horizontal y = 0 en + oo,

Para la grafica de la recta y = -2ex, s6lo necesitamos dos puntos, uno es el punto de tangencia (-1/2, e) y
otro pude ser (0,0).

Un esbozo del recinto limitado por la grafica de f, larecta y =-2ex vy el eje de ordenadas OY es:

-05
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El area pedida es

0
L _ 0 ., _ 0 -2X = -2 -1 XZ =
Area = L/z(funcnn - tangente)dx = Il/z(e - (- 2ex))dx = {e (E) * 287} .

= (€9(-1/2) + 0 ) — (€X(-1/2) + 2(-1/2)2 ) u2= (el4 — 1/2 ) u2 00'17957 u?.

Ejercicio 3 opcion B, Septiembre 2018 (modelo 4)

X +y +mz=m’

Considera el sistema siguiente sistema de ecuaciones lineales y -Z =m.,
X +my +z =m

a) [1'5 puntos] Discute el sistema segun los valores del parametro m.

b) [1 punto] Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de “m”, calcula, si es posible, una solucién en la que
z=2.

Solucioén
X +y +mz=m’
Considera el sistema siguiente sistema de ecuaciones lineales Y -Z =m.,
X +my +z =m
a)
Discute el sistema segun los valores de m.
11 m 1 1 m m
Matriz de los coeficientes A= |0 1 -1|, matrizampliadaA*=|{0 1 -1 m
1m 1 I1m 1 m
m 1 1 m |Adjuntos

11
En A, dettA)= 0 1 - =0 1 -1 | primera =1-(1 -m+ m-1) =0, sea cual sea “m”, luego
1 m 1|R-F |0 m-1 1-m|columna

rango(A) < 3 siempre .

En A como ;‘ =1-0=1#0, rango(A) = 2 siempre, sea cual sea “m”.
1 1 m 1 1 m? |Adjuntos
EnA*como |0 1 m =0 1 m | primera =1-(m-m2-m2+m)=2m —2m2 = 2m-(1 — m)#0,

1 m m|f-F |0 m-1 m-m? columna
luegosim#0ym # 1, tenemos rango(A*) = 3.

Por el Teorema de Rouche, sim #0y m # 1, rango(A) = 2 # rango(A*), luego el sistema es incompatible
y no tiene solucion.

Como rango(A) = 2 siempre, sim =0y m =1tenemos rango(A*) =2,esdecirsim=0ym=1
tenemos rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de incogn itas, luego el sistema es compatible e
indeterminado y tiene infinitas soluciones , mas de una.

b)

Resuélvelo para m = 1. Para dicho valor de “m”, calcula, si es posible, una solucién en la que z = 2.

Hemos visto en el apartado (a) que si m = 1, rango(A) = rango(A*) = 2 < numero de incégnitas, y el sistema
era compatible e indeterminado y tenia infinitas soluciones

Como rango = 2, tomamos dos ecuaciones (12 y 22, son las que he utilizado para obtener el menor de orden
2 de A distinto de cero) y dos incégnitas principales:

Xty+z =1
y-z=1
param=1es: (x,y,2)=(-2b,1+b,b) conbOR.

,tomandoz=bORtenemosy=1+b y x=1-(1+b)-b =-2b, la solucién del sistema

Preguntan si alguna solucibn conz=2,enestecasoz=2=b,conlocualx=-22)=-4ey=1+(2)=3,y
la solucién pedida es (x,y,z) = (-4,3,2).
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Ejercicio 4 opcion B, Septiembre 2018 (modelo 4)

- + + =2
Considera las rectas rEX—l =yl Zy s= x+hnz
2 y -z =-3

(a) [1'5 puntos] Halla los valores de “m” y “n” para los que r y s se corten perpendicularmente.

(b) [1 punto] Param =3y n =1, calcula la ecuacién general del plano que contiene a“r” y a*“s”.
Solucion
. x-1 +1 X+nz=-2
Considera las rectas r =—— = y =z y s=
2 m y -z =-3
(@)
Halla los valores de “m” y “n” para los que r y s se corten perpendicularmente.
De la recta “r’ tomamos un punto, el A(1,-1, 0) y un vector director, el u = (2, m, 1).
X+nz=-2 . .
Ponemos larecta s = 3 en vectorial, tomando z = g,y =-3 + 4, X = — 2 - ny. La ecuacion de “s” en
y -z =-

vectoriales s=(X,Y, 2) =(-2-ny, -3+, W. Un punto B de “s” es B(-2, -3, 0) y un vector director de “s” es v
=(-n, 1, 1).

Si las rectas se cortan perpendicularmente, sus vectores directores son perpendiculares y su producto
escalar es cero, es decir usv = 0.

uev =0=(2,m,1)e(-n,1,1)=0=-2n+m+1=0

También sabemos que si rango(u, v) =2 y rango(u, v, AB) = 2, las rectas se cortan en un punto. Ademas
elvector AB =b -a=(-2,-3,0)-(1,-1,0) = (-3, -2, 0)

2 m 1 2 m 1| Adjuntos
Sirango(u, v, AB) =2 entonces det(u,v, AB) =0=|-n 1 1F,-F=|-n-2 1-m Q0| tercera =
320 -3 -2 0|colunma

=1-2n+4+3-3m)=2n-3m+7=0.

22n+m+1=0

2n-3m+7=0

Sumando tenemos -2m + 8 = 0, de donde m = 4. Entrando en la 22 ecuacion 2n-3(4)+7=0 - 2n-5=0,
de donde n = 5/2.

Resolvemos el sistema {

Es decir para m=4 y n=5/2, las rectas “r" y “s” se cortan perpendicularme nte.

(b)

Para m =3y n =1, calcula la ecuacion general del plano que contiene a “r’ y a “s”.

_x-1_ y+1 X+z=-2
En nuestro caso tenemos que las rectas son: r = = =z y s=

3 y -z =-3
De la recta “r’ tomamos un punto, el A(1,-1, 0) y un vector director, elu = (2, 3, 1).
X+z=-2
Ponemos la recta s E{ 3 en vectorial, tomando z = g, y =-3 + 4, X = - 2 - 4. La ecuacién de “s” en
y -z =-

vectoriales s=(X,y,2)=(-2- |, -3+ |4, 1. Un punto B de “s” es B(-2, -3, 0) y un vector director de “s” es
v=(1,1,1).

Sabemos que dos rectas determinan un plano si son paralelas y distintas o si se cortan en un punto D. Este
Ultimo es nuestro caso (no extrafiarse de los valores de m y n, pues en el apartado (a) tenian que cortarse
perpendicularmente), para lo cual necesitaremos para el plano un punto, el D interseccion de ry s, y dos
vectores independientes, los de direccionderys,elu=(2,3,1)yelv =(-1, 1, 1).

Veamos que las rectas se cortan. Como los vectores u de “r" y v de “s” no son proporcionales (2/-1 # 3/1), los

vectores U y v no son paralelos, por tanto las rectas “r’ y “s” tampoco lo son, es decir las rectas “r’ y “s” se
cortan o se cruzan.

Sidet(AB, u,v) =0, “r'y“s” se cortan,con AB =b-a= (-2,-3,0)-(1,-1,0) =(-3,-2,0)
Sidet(AB, u, v) £0, “r"y “s” se cruzan.
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3 20 3 20
Como det(AB, u,v) =12 3 1F-FK=3 2 0|=0, por tener dos filas proporcionales, luego las rectas
1101 111

“r" y “s” se cortan en un punto.

Sabemos que para obtener el punto de corte de las rectas “r’ y “s”, las ponemos en forma paramétrica o
vectorial, con parametros distintos y las igualamos (x = x, y =y, z = z). Se resuelve el sistema formado con
dos de ellas y tenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas A y p. Resolvemos dicho sistema
y obtenemos los valores de A y W. Entrando con dichos valores en la respectiva recta obtenemos el punto de
corte (es el mismo, se entre en la recta que se entre). También se puede ver que estos valores de A y U
verifican la tercera ecuaciéon que no se ha utilizado.

En nuestro caso: X=X y=y z=12
1+2A=-2-u -1+3A=-3+ A=H

Utilizando 12y 32 - 1+2A\=-2-A - 3A=-3 - A=-1=p
Que efectivamente verifica la 22 ecuacion -1 + 3(-1) = -3 + (-1).

El punto de corte dery s es D(1 + 2(-1), -1 + 3(-1), (-1)) = D(-1, -4, -1).
x+1 y+4 z+1Adjuntos

El plano que determinanry s, en su ecuacién gener  ales nm=det(DX,u,v)=0=| 2 3 1 | primera =
101 1 fila

= (x+1)(3-1) - (y+4)(2+1) + (z+1)(2+3) =2x +2 -3y —-12+52+5=2x -3y +52-5=0



