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La matematica es la ciencia del orden y la
medida, de bellas cadenas de razonamien-
tos, todos sencillos y faciles.
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Presentacion

Este libro recoge el material de ejercicios preparado para los estudiantes de la asig-
natura de algebra lineal de las titulaciones de Grado en Ingenieria de Materiales,
Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales y Grado en Ingenieria Quimica, del
Plan 2010, que se imparten en la ETSEIB y en la que el algebra es una unidad
docente obligatoria. Se trata de un libro de ejercicios bésicos de esta materia, si
bien se presentan algunos ejercicios con elementos mas especificos de interés para
los estudios a seguir.

Este libro esta distribuido por temas que son los clasicos en un libro de algebra
lineal: espacios vectoriales, aplicaciones lineales entre espacios vectoriales, reduccion
de endomorfismos asi como la resolucion de ejercicios basicos sobre endomorfismos
ortogonales y simétricos. Junto a estos temas centrales aparecen aquellos que son
herramienta para el estudio de los anteriormente citados: nimeros complejos, poli-
nomios, matrices, sistemas de ecuaciones lineales y determinantes.

Al inicio de cada tema hay una resena histérica. La informacion para la elabora-
cion de dichas notas ha sido extraida de los siguientes textos sobre historia de las
matematicas: [2], [3], [4], [13], [16], [17], [18] v [19].

La intencién de las autoras es ofrecer a los estudiantes un texto completo de ejer-
cicios basicos de algebra lineal que les permita conseguir agilidad en la resolucién
de problemas mas complejos que le puedan surgir en los que se aplique el algebra
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lineal.

Las autoras

Barcelona, 15 de Septiembre de 2014.



Capitulo 1

Preliminares: nimeros complejos,
polinomios

La matemaética aparecié originariamente como parte de la vida diaria del hombre. La
llamada “supervivencia de los mejores adapatados”estd estrechamente relacionada
con el desarrollo de los sucesivos conceptos mateméaticos. Una gran parte de lo que
hoy conocemos como matematica es el resultado de un pensamiento que original-
mente se centrd en los conceptos de nimero, magnitud y forma como consecuencia
de la creciente necesidad e inquietud del ser humano por contar, medir y determinar
la forma de todo aquello que le rodeaba, para su subsistencia, ya sea en agricultura
o en las transacciones comerciales; ya sea en las guerras o en los repartos de poder
de unos sobre otros. Es asi como los niimeros iran constituyéndose como el alfabeto
universal del lenguaje de las matematicas.

Sin embargo, el concepto de niimero tal cual lo conocemos hoy y, més aun, su
extension a utilizarlo por la inmensa mayoria de los individuos dentro de un sistema
decimal es algo que no ocurrié ni en un dia ni por obra de un sélo individuo, sino
que viene a ser el resultado de un largo y lento proceso que se inicié hace millones de
anos. Una muestra de ello, y que podemos denominarla como una primera evidencia
arqueoldgica, la encontramos en el hueso de Lebombo, hallado en Suazilandia y
datado en 35.000 anos de antigiiedad. Este objeto es un peroné de babuino con un
total de 29 hendiduras que, segin las excavaciones arqueolégicas que se llevaron a
cabo en 1973, fueron usadas por las mujeres de la época para mantener la cuenta de
sus ciclos menstruales, ya que otros huesos y piedras se han encontrado con entre
28 y 30 hendiduras, existiendo siempre una marca significativa en la tltima.

9
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Las diferentes culturas han ido utilizando este alfabeto segtin se iban descubriendo
nuevos numeros.Y, hoy en dia, con tan sélo diez simbolos podemos expresar todos
los niimeros que existen. ;No os parece algo realmente maravilloso?

Gracias a la representacion numérica, las mateméaticas han podido desarrollarse me-
diante el juego con operaciones numéricas. Podemos afirmar que la tinica operaciéon
matematica que existe es la operacion de “contar”. Contar cada vez mas deprisa,
més rapidamente. Y es asi como nacieron la suma o adicién, la multiplicacién, la
potenciacién. Y si contamos hacia atras o negativamente obtenemos la resta o sus-
tracion, la division y la radicacién que no es mas que dividir rapidamente. Para que
todas estas operaciones fueran haciéndose posibles, el concepto de niimero se fue
generalizando para adapatarse a los nuevos requerimientos. En primera instancia se
representaron los nimeros naturales (N) con los que el recuento de bienes poseidos
quedaba perfectamente simbolizado. Sin embargo, no asi los bienes perdidos o sus-
traidos, dando lugar a la necesidad de representar los enteros negativos completando
el anillo de los enteros (Z). En cuanto a la reparticién, no siempre resultaba posible
la divisién exacta dando lugar a la aparicién de los nimeros racionales(Q). Y, por
ultimo, para representar aquellos niimeros que no eran solucion de fraccién alguna
se constituyo el conjunto de los irracionales complementando asi el cuerpo de los
nimeros reales (R). Mds, tampoco con los niimeros reales es posible la radicacién
pues, por ejemplo, la raiz cuadrada de un ntmero negativo queda sin solucién vy,
por tanto, a los nimeros ya existente hubo que anadir un conjunto de nimeros
imaginarios hoy conocido como el cuerpo de los nimeros complejos (C).

Esta representacion numérica, que hoy es ampliamente admitida por todos los in-
dividuos, con cada nueva ampliaciéon, “tuvo que luchar mucho tiempo contra la
resistencia inerte de la costumbre” (Rey Pastor, Andlisis matemdtico).

El matematico, gracias al simbolismo de la numeracién, de las operaciones y de las
relaciones entre los niimeros, dispone de una lengua sumamente sencilla con la cual
realizar los descubrimientos méas asombrosos. Laplace, gran matemaético y astronomo
francés, dice: “Es a la India que debemos el ingeniosos método para expresar todos
los niimeros por medio de diez simbolos, cada uno de los cuales, ademas de tener un
valor absoluto (representado por su figura) tiene un valor por la posicién que ocupa;
es una idea profunda e importante que de tan sencilla como nos parece ahora, hace
que no nos demos cuenta de su valor real; pero su gran sencillez y la enorme facilidad
que da para todos los cdlculos sitia nuestra aritmética en la primera fila de los
grandes inventos ttiles. Y apreciaremos todavia mejor la importancia de esta idea
capital si tenemos presente que se escapo a los genios de Arquimedes y Apolonio,



dos de los hombres més eminentes que nos dio la Antigiiedad”.

Ejercicios
1. Expresar en forma exponencial los nimeros complejos siguientes:

(a) 4—4i. (b)) V3+3i. (c) 6-+2V3i.

Solucién:
a) z =4 —4i, r = /16 + 16 = 412
4 V2
cosa—4\/§—2 éa:%_ﬁzﬁ
ena— L _ V2 44
44/2 2

— 2= 42T

V3 o1
cosa = —== —

23 2 L,

23 2

:>z:2\/§ei%.

¢) z=64+2V3i, 7 =+/36+ 12 =43

RV GU.
w 23 1 6
no=——= —

43 2

— z = 4\/§ei%.
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2. Escribir en forma binémica los nimeros complejos siguientes:

(a) 6e™*, (b) 4e™™/3, (c) 5e™.

Solucidn:
. T
a) z = 6e's :>7’:6,04:Z
: R )
z = r(cosa + isen ) = 6(cos 1 + isen Z> =13v2 + 3V2i.
. 7r
b) z =4e's :r:él,a:—g

z = r(cosa + isen a) = 4(cos —g + isen — g) =2 — 2V/3i.

c)z=5e" =r=5a=n

z =r(cosa + isena) = 5(cos T + isenm) =

3. Calcular:
(a) (2+v3i)° (b)) (1+i)

Solucion:
a)

(2+ V3i)* =
()27 + ()23 + ()23 + ()22(V30)* + ()2(v30)' + () (V3 =
(32 — 240 4 90) + (—120v/3 + 80v/3 + 9v/3)i =| 118 — 31/3i.

6 6
(1+1)% = (v/2(cos % + isen Z))6 = (v/2)%(cos Iﬂ + isen Zﬁ) = |—8i.

(1+/3i)%°

4. Calcular: m .
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Solucion:

(1+\/§Z)60
m — /%122 COn

2= (14+V3)y

1 (=1 —4)% —1—4\%
2o = = =
2T (14020 (=1 4149)2(=1— ) 2
T s 60 607

21 = (r1(cos ag +isen ay))% = (2(cos 3 + isen g))ﬁo = 250(cos N +isen T) = 260
2 ) ) 2 5)
29 = (ra(cosay + isenay))® = (\/——(cos—7T - z’sen—ﬂ))20 = (£)20(00520—W +
. 1 2 4 4 2 4
, 7r
sen 201) = —ﬁ

1 .
VAR = [ 29(—55) = V2 = [£2%i

5. Encontrar z € C tales que 2% = (1 + )%

Solucion:

z=1/(141)2==£(1+1).
6. Calcular las raices cuartas de z = —1643.
Solucion:

3
r:\/(—16)2:16:24ya:§.

Por lo tanto las raices cuartas de dicho nimero son:

3§+2k7r 37”+2k7r

V2= @(COST + isen ) para k =0,1,2,3.
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Esto es:
3 3 11 11
21 = 2(cos g + isen g), z3 = 2(cos % + isen ?ﬂ),
7 7 15 15
29 = 2(cos % + isen g), z4 = 2(cos TW + isen ?ﬂ)

. . 1 3.
7. Si u es una de las tres raices cubicas de ——= + —i, y w es una raiz cuadrada de

2 2
1 . .
— — ——4, determinar 2iwu?.
2 2
Solucioén:
2T 2 o,
T e g cos om + isen o _ eei
u = cosg—ﬂ—l—isenS—ﬂ—e%ﬂi w = 6 6.
- 117 117 1in;
14r 147 147 . COS— +18sen —— =€ 6
cos 5 + 7sen o = e 9t 6 6
Realizando el producto 2iwu?, tenemos:
2iwu® € {267;1%7 2ei257w, 26i287ﬂ, 267;3%, 2eiQQTW, 261»3177(}.

8. Probar que sélo existen dos niimeros complejos tales que su suma es igual a 2 y

. 3
su producto es igual a —.
Solucién:
Pongamos z; = a; + by, 29 = as + bat.
21+ 22 =2 (a1+(12)+(b1+b2)i =2
3 = ( 3

Z1R9 = ai1ay — blbg) -+ (a1b2 + agbl)i =

3
4

> |
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b1 +by =0
a1 +ay =2 X ;
a1as — biby :2 = 5125220,%:5’@2:5
arby +asby =0
Luego dichos nimeros son reales y son:
1 3
A=g 2= g

24 )
— -+ ¢ es un numero real.
—1

9. Determinar el valor de o € R para el cual

Solucion:
3—}—2'2_’_0[2,: (1—'2):(3+a)+(.2+0z)2:
1—1 1—12 1—2 —
(B+a)+(2+ ))( )_1+5+20&i
2 -2 2

Para que este ntimero sea real ha de ser 5 + 2a = 0. Por lo que

10. ;Para qué valores de la constante a € R el polinomio p(t) = t° +at* 4 7t3 — 2t +
4t — 8, tiene 2 como raiz multiple? Andlogamente para q(t) = t° — 6t* + at® — 8t%.
. Cudl es su multiplicidad en cada caso?

Solucion:

Apliquemos Ruffini con t = 2
1 a 7 -2 4 -8

2) 2 4+2a 22+4a 40+8a 88+16a
1 24a 114+2a 20+4a 4448a (80+16a
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p(t) = (t —2)(t* + (2 + a)t® + (11 + 2a)t* + (20 + 4a)t + 44 + 8a) + 80 + 16a

luego para que el polinomio sea multiplo de ¢ — 2 ha de ser 80 + 16a = 0. De lo que
deducimos que a = —5

En cuyo caso aplicando Ruffini de nuevo y tomando a = —5,

1 3 1 0 4
2) 2 2 2 4
1 1 -1 2 (0
2) 2 2 2
1 1 1 (0

concluimos que

p(t) = (t —2)*(#* +t+1).
Estudiemos el polinomio ¢(t).
Al igual que para p(t), aplicamos Ruffini para t = 2
q(t) = t2((t — 2)(t* — 4t + a — 8) + 2a — 24)

luego para que el polinomio sea multiplo de ¢ — 2 ha de ser 2a —24 = 0 y, por tanto,
a=12.

En cuyo caso y aplicando Ruffini de nuevo y tomando a = 12, observamos que
qt) =t*(t — 2)°.

11. Para qué valor de la constante a € R el polinomio p(t) = t* — at + 1 es multiplo
del polinomio q(t) = t* —t + a?

Solucion:

th—at+1=t—t+a) > +t+1—a)+(1—-3a)t —a+a®>+1

Para que el polinomio t* — at + 1 sea multiplo de > — ¢t + @ ha de ser:
(1-3a)t—a+a*+1=0

por lo que

1 —3a
—a+a’>+1

0
0

} sistema incompatible
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Es decir, no existe ningin valor de a para el cual, el polinomio p(t) = t* —at + 1 es
miiltiplo del polinomio ¢(t) = t* — t + a.

12. Determinar el polinomio ménico p(t) € R[t] de grado 5 que verifica que 2 es raiz
doble de p(t), p(0) = p'(0) =0y p(3) = 2.

Solucion:

(t — 2)% es factor de p(t).

p(0) = p'(0) = 0 luego t? es factor de p(t).

Puesto que p(t) es ménico y de grado 5, p(t) = t*(t — 2)*(t — a)

Obliguemos ahora a que p(3) = 2

25
p(3) = 3%(3 —2)%(3 —a) =2 por lo que |a = 5

13. Encontrar un polinomio ménico de grado 5 tal que p(0) = 10, y p/(t) tiene a 1
como raiz simple y a -2 como raiz triple.

Solucion:

p(t) = t° + agt* + ast® + ast® + art + ag

Puesto que p(0) = 10 tenemos que ag = 10.

puesto que p/(t) tiene a 1 como raiz simple y a -2 como raiz triple ha de ser
() = Mt —1)(t+2)° = A(t* + 5% + 612 — 4t — 8)

pero
P (t) = 5t* + dagt® + 3ast® + 2ast + a;

por lo que

25
)\:5, (I4IZ7 CL3:10, a2:—10, a1:—40
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25
p(t) =15 + It"‘ + 10t* — 10t* — 40t + 10.

14. Determinar el valor de a para el cual, los polinomios de R[t] p(t) = t*—(3+a)t+3a
v q(t) = t? — 4t + 4 tengan una raiz comin.

Solucién:

Observamos que ¢(t) = (t — 2)? por lo que, para que los polinomios dados tengan
una raiz en comun, 2 ha de ser raiz de p(t).

Aplicando Ruffini para ¢ = 2 al polinomio p(t) tenemos
1 -(34a) 3a

2) 2 2:2a
1 -l-a (-2+a

por lo que 2 es raiz de p(t) siy sélo si —2 + a = 0. Esto es

a=2.

15. Sea p(t) € R[t]. Si el resto de dividir p(t) por (t+ 1) es 3, por (t —3) es 4, ;Cudl
es el resto de dividir p(t) por t* — 2t — 37

Solucion:

Por las leyes de la divisibilidad sabemos que

p(t) =+ 1Daq(t) +3
p(t) = (t —3)qa(t) +4
p(t) = (12 — 2t — 3)q3(t) + (at +b) = (t + 1)(t — 3)qs3(t) + (at + b)

Esto es

p(=1)=3=—-a+1b
p(3)=4=3a+b }
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13
Resolviendo este sistema, tenemos a = th’ b= T es decir
t+b lt + 13
a =—-t+ —.
4 4

16. Calcular el resto de dividir por ¢ — 1 el polinomio p(t) = t"+ (n—1)t" 1+ "2+

(n — 3)t" 3.

Solucion:

p(t) = (t = 1)q(t) +a
porloquep(l)=a=14+n—-1)+14+n—-3=2n-—2

17. Determinar las raices reales y dar la descomposicién en factores irreducibles de
los polinomios de R[t] siguientes a R[t] y C[t]: (a) pi(t) = t* + ¢t* — 8 — 12 (b)

pa(t) =t — 5t* + 763 — 262 + 4t — 8.

Solucion:

a) Apliquemos Ruffini

1 1 -8 -12
-2) 2 2 12
1 -1 6 (0

-2) 2 6
1 -3 (0

Por lo que
pi(t)

|
—~
~
-
[\
SN—
)
—~
~
|
w
~

tanto en R como en C.

b) Apliquemos de nuevo, Ruffini
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1 5 7 -2 4 -8

2) 2 -6 2 0 8
1 3 1 0 4 (0
2) 2 2 2 4
1 -1 -1 2 (0
2) 2 2 2
1 1 1 (0

El polinomio t?4¢+1 es primo en R, no asf en C cuya descomposicién es t?>+t+1 =

(1 - B LV

Por lo tanto

pa(t) = (t =22+t +1) en R, |
pa(t) = (t —2)3(t — _1+\/§Z)(t - —1—T\/§z) en C.

18. Determinar el desarrollo de Taylor del polinomio p(t) = t*> — 3t3 + 5 en el punto
t = 1. Utilizar este desarrollo para determinar el resto de la divisién de p(t) por t —1

y por (t —1)2

Solucion:

p(t) = p()+5 (- )+ (=124

Calulemos pues p'(1)

p(1) =3
p(t)=5t" -9 = p/(1)=—4
p'(t) =2083 — 18t = p’(1) =2
p"(t) =60t —18 = p"(t) = 42
p(t) =120t = p™(1) =

pU(t) =120 = p¥(1) =120
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por lo tanto

p(t) =3 -4t - 1)+ (- 1>+ 70— 1>+ 5t —D*+ (¢t — 1)°.

Observamos que

pt)=3—(t—1DA+t-1)+70t—-1)2+5t—1>+(t—-1%

por lo que

p(t) = (¢ — Des(t) +3,

pt) =3 -4t — 1)+ (t—1D*1+70t—1)+5(t—1)*+(t—1)?

por lo que

p(t) = (t—1)%c(t) +3 -4t —1) =|(t — 1)%cy(t) — 4t + 4.

19. Factoritzar como producto de polinomios primos en Q[t], R[t] y C[t] respectiva-
mente, el siguiente polinomio: p(t) = t* — 2 — 2.

Solucion:

Llamemos t? = v, por lo que tenemos un polinomio de segundo grado en la variable
y: y* —y — 2 que sabemos descomponer en C determinando las raices de la ecuacién
subyacente y?> —y — 2 = 0.

1142 [ =2,
y= 2 | =-1L

Por lo tanto el polinomio y? — y — 2 descompone en

Y¥-—y—2=@uy-2)(y+1).

Susituyendo de nuevo y por ? tenemos



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES: NUMEROS COMPLEJOS, POLINOMIOS

p(t) =t* =12 —2 = (1> = 2)(£* + 1).

Observamos que ¢+ 1 no descompone ni en R ni en Q aunque sf en C (—1 sélo tiene
raices en C) y que t? — 2 descompone en R y C aunque no en Q, (2 tiene raices en
R y por lo tanto en C pero no en Q).

Finalmente tenemos

enQ: pt)={#*—-2)(t*+1)
enR:  p(t) = (t—vV2)(t+vV2)(t*+1)
en C:  p(t) = (t = vV2)(t+ V2)(t — i) (t +1)

20. Calcular el maximo comun divisor de las parejas de polinomios siguientes, des-
componiéndolos primero como producto de factores primos:

Determinar también el minimo comun multiplo de dichas parejas de polinomios.
Solucién:

1) pr = (t —1)%(t — 2)(t — 3), en efecto

1 -7 17 -17 6

1) 1 6 11 -6
1 6 11 6 (0
1) 1 5 6
1 5 6 (0
2) 2 -6
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a(t) =63t —1)%
Luego,

m.c.d.(p1,q1) = (t — 1),
m.cm.(py, q1) = t2(t — 1)*(t — 2)(t — 3).

2) pa(t) = (t — 1)(t 4+ 1)(t2 + 1)
q2(t) = (t — 1)%(t — 2)?, en efecto,

1) 1 5 8 -4
1 5 8 -4 (0
1) 1 4 4
1 4 4 (0
2) 2 4
1 2 (0

Luego,

m.c.d.(ps, q2) = (t — 1),
m.c.m.(pg, q2) = (t — 1)?(t + 1)(t — 2)*(t* + 1).

21. Sean p(t) = 3 — 6t + 11t — 6 y q(t) = t* + 2t* — t — 2. Encontrar dos polinomios
p1(t), qi(t) tales que:

m.c.d.(p(t), q(t)) = p1(O)p(t) + @ (t)q(t).
Dicha igualdad se denomina Identidad de Bezout.

Solucion:

Calculemos el m.c.d(p(t), ¢(t) mediante el algoritmo de Euclides.

p(t) = q(t)e(t) +r(t) = q(t) - 1+ (=8t* + 12t — 4)

r(t) = p(t) — q(t)c(t) L 1
¢(t) = rt)er(t) +m(t) = r()(=gt = 15) + (1 =)
ri(t) = q(t) = r(t)eu(t) 5 16

r(t) = r)ea(t) = r(t) (=t — 2)
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15
Luego el maximo comun divisor es Zt — — que normalizado es t — 1.

4
Sustituyendo en 71 (t) = q(t) — r(t)ci(t) el valor de r(t) tenemos

ri(t) = q(t) = (p(t) = q(t)e(t))er(t)

esto es

22. Escribir la tabla de la suma y del producto en Z/5Z y comprobar que es un
cuerpo.

Solucién:
+ [ [o] | (1] | [2] | [3] | [4] Lo [ 2] ] (8] (4]
(] | [o] | [2] | [2] | [3] | [4] [0] | [0] [ [0] | [0] | [0] | [0]
(][] 2] | [3] ] [4] | [0] [ o] [ (2] | [2]] 3] | [4]
(2] (21 | [3] | [4] | [O] | [1] (2] | (o] [ [2] | [4] ] (1] | [3]
3] 131 | [4] | [0] | [1] | [2] B0 [ (3] | [1]] [4] | [2]
[4] (4] (o] | (1] | 2] | [3] [4] 1 (0] [ [4] | [3]] [2] | [1]

La simetria de las tablas nos aseguran la conmutatividad de ambas operaciones.

Con respecto la suma, observamos que [0] es el elemento neutro, y que el elemento
simétrico de [1] es [4], de [2] es [3].

Con respecto el producto observamos que [1] es el elemento neutro, y que el elemento
simétrico de [2] es [3], de [4] es [4].

Las demas propiedades se comprueban facilmente.

23. Determinar los elementos [z] de Z/6Z que no son [0] y que no tienen inverso.

Solucion:
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Escribamos la tabla de multiplicar

De la tabla se deduce que estos elementos son:
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Capitulo 2

Espacios vectoriales

Los espacios vectoriales tienen su origen y derivan de la geometria afin a través de
la introduccién de coordenadas en el plano o en el espacio tridimensional. Giusto
Bellavitis defini6 el concepto de bipoint como un segmento orientado, cuyos extre-
mos componen el origen y el objetivo o direccién del segmento. Esta definicion dio
lugar a la nocién de vector hasta que fue reconsiderada por Argand y Hamilton (este
ultimo introdujo el nombre de vector) al presentar el cuerpo de los niimeros comple-
jos. El tratamiento mediante combinaciones lineales fue debido a Laguerre en 1867,
quien también defini los sistemas de ecuaciones lineales. La notacién matricial fue
introducida por Cayley en 1857. Notacién que nos proporciona una simplificacion y
armonizacion de las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales.

Los conceptos de independencia lineal y dimension, asi como el producto escalar
estan presentes en los trabajos, ya iniciados por Mobius, de Grassmann en 1844.

Sin embargo, los conceptos, tanto de espacios vectoriales como de aplicaciones linea-
les, tal como hoy los conocemos, hubieron de esperar a 1888, cuando el matematico
Peano los redefinio.

Ejercicios

Varios de los ejercicios de este capitulo, y tal y como veremos en el siguiente, se pue-
den resolver utilizando lenguaje matricial. En este capitulo se presenta una solucién
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utilizando las herramientas proporcionadas en el capitulo 2 del libro de teorfal.

1. Estudiar la dependencia o independencia lineal de las familias de vectores de R*
siguientes:

(a) {(1,-1,2,2),(-2,-1,3,4),(7,-1,0,-2)}

(b) {(1,1,-2,3),(2,—1,0,4),(5,—1,0,0), (1,0,1,0)}

(c) {(0,-1,3,2),(2,7,-3,4),(5,1,2,—-2),(8,9,3,4), (6, 3,2,4)}
Solucién:

Sabemos que una coleccién de vectores {uy, ..., us} son independientes si y sélo si

MU+ ...+ u,.=0 < \=...=)\.=0

En el préoximo capitulo veremos que podemos estudiar la dependencia o indepen-
dencia de una familia de vectores analizando el rango de una cierta matriz.

a) A1(1,—1,2,2) + Ay(—2,—1,3,4) + A3(7, —1,0, —2) = (0,0,0,0).

M =2 +TAs =0

“AM—Xda—X3 =0 N A1 :—3/\3}
2M +3X =0 Ao =2\

2M +4Xs — 23 =0

Luego los tres vectores son dependientes. Concretamente (7—1,0,—) = 3(1,—1,2,2)—
2(—2,—1,3,4).

b) Ar(L,1,—2,3) 4+ Aa(2,—1,0,4) + A3(5, —1,0,0) + A\s(1,0,1,0) = (0,0,0,0)

M A2 +5X3+X =0 M =0
AM—A—A3 = Ay =

S+ M =0 [ 7 A =0

3)\1+4>\2 :O )\4 :0

Luego los cuatro vectores son linealmente independientes.

¢) Como tenemos cinco vectores en un espacio de dimensién cuatro, podemos ase-
gurar que al menos uno de ellos es dependiente de los cuatro restantes.

IM? 1. Garcia Planas, M. D. Magret, Eines d’dlgebra lineal i matricial per a la enginyeria.
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2. Consideremos los subconjuntos de R3[t] siguientes:
) 7y = {P(t) | P(0) = P(1)}.
ii) Fy = {P(t)| P(0) = P(=1)}.
iii) F3 ={P(t)| P(=1) = P(1)}.
iv) Fy ={P(t)|1=P(1)}.
LEs F;, i =1,2,3,4 subespacio vectorial? Justificar la respuesta.
Soluciodn:
Sabemos que un subconjunto F' de un K-espacio vectorial E, es subespacio si y sélo
7 Yu,v e F, u+v e F

Yue F, Ve K, \ue F
i) Sean P(t), Q(t) € F1 y A€ R
Como P(t),Q(t) € Fy, entonces P(0) = P(1) y Q(0) = Q(1).
Veamos si P(t) + Q(t) € Fy y AP(t) € F}
(P+Q)(0) = P(0)+Q(0) = P(1) + Q1) = (P + @)(1)
(AP)(0) = AP(0) = AP(1) = (AP)(1)
Luego Fi es un subespacio vectorial.
ii) Sean P(t), Q(t) € F, y A€ R
Como P(t),Q(t) € Fy, entonces P(0) = P(—1) y Q(0) = Q(—1).
(P+@Q)(0) = P(0) + Q(0) = P(—1) + Q(~1) = (P + Q)(~1)
(AP)(0) = AP(0) = AP(—1) = (AP)(—1).
Luego F5, es un subespacio vectorial.
iii) Sean P(t), Q(t) € Fs y A€ R
Como P(t),Q(t) € F3, entonces P(—1) = P(1) y Q(—1) = Q(1).
(P+Q)(=1) = P(—1) + Q(=1) = P(1) + Q(1) = (P +Q)(1)
(AP)(=1) = AP(=1) = AP(1) = (AP)(1)

Luego F3 es un subespacio vectorial.
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iv) Sean P(t), Q(t) € Fy y A e R
Como P(t),Q(t) € Fy, entonces 1 = P(1) y 1 = Q(1).
P+Q)(1)=P1)+Q(1)=1+1=2#1

Luego Fj no es un subespacio vectorial.

3. Determinar para qué valores de las constantes a, b, ¢ € R son subespacio vectorial
los conjuntos de R* siguientes:

i) Fy = {(z1, 22,73, 74) € R* | azy — bxg + ¢ = 0},

i) By = {(z1, 22,73, 14) ERY | 1y — 19 = 23 — 14 = a},

i) Fy = {(z1, 72, 23, 74) € R* | (11 — 13) (22 — 23) = ab}.

Solucién:

i) Sean (w1, z9, ¥3,74), (Y1,Y2,Y3,¥1) € F1 y AER

Como (1, e, T3, 24), (Y1, Y2, Y3, ys) € F1, entonces ax1—bro+c = 0y ay; —bys+c = 0.
Obliguemos a que (z1,x2, T3, 24) + (Y1, Y2, Y3, Y1) € Fy

(@1, %2, 3, T4) + (Y1, Y2, Y3, Ya) = (X1 + Y1, T2 + Yo, T3 + Y3, T4 + ys4) € F siy sdlo si
a(xy+y1) —b(xe +y2) +¢c=0

Ahora bien a(zy + y1) — b(xe + y2) + ¢ = (axy — bxy + ¢) + (ay; — byz) = —c. Luego
el resultado es cero si y sélo si ¢ = 0.

Impongamos ¢ = 0 y obliguemos ahora a que A(x1, za, x3,14) € Fi, alx; — bAzy =
Maxy —bzy) =A0=0

Luego Fi es un subespacio vectorial si y sélo si ¢ = 0.

ii) Sean (w1, 2,23, 24), (Y1,Y2,Y3,y1) € Foy AER

Como (z1, g, T3, T4), (Y1, Y2, Y3, Y4) € Fy, entonces 1 — 29 =x3— T4 =ay Yy — Yo =
Ys —Ys = Q.

Veamos si (21, T2, T3, 24) + (Y1, Y2, Y3, Y1) € Fa.

(x1+y1) —(a+y)=(r1—22)+ (1 — ) =a+a=2a=a

(I3+y3) —(I4+y4) = (Ig—y4)+(y3—y4:a+a:2a:a
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Entonces 2a = a si y sélo si a = 0.

Impongamos ahora que a = 0 y comprobemos si A(z1, s, T3, 14) € Fy
)\I‘l — )\.TQ = /\(Il — Ty = )\(Ig - l’4) - )\.T3 - )\1’4 =0

Luego F; es un subespacio vectorial si y sélo si a = 0.

iii) Sean (21, zo, T3, 24), (Y1, Y2, Y3, Y1) € F3 y A € R.

Como (1, g, 3, 24), (Y1, Y2, Y3, Ya) € F3, entonces (v1 — x2)(z2 —x3) = aby (y1 —
y2)(y2 — y3) = ab.

Veamos si (21, g, 3, T4) + (Y1, Y2, Y3, Ya) € F3

(@1+y1) = (z2ty2)) (T2 +y2) — (3+Yy3)) = (T1+y1) —(22+y2)) (T2 +y2) — (23+y3)) =
(z1—22) (22— 23)+(y1—Y2) (Ya—y3)+ (21— 22) (Y2—y3) +(y1—Y2) (22—23) # abVa,b € R

Luego F3 no es un subespacio vectorial.

4. Consideremos las siguientes familias de vectores de R*:

a) {(1,1,2,2),(2,1,3,4),(1,0,7,1)}
b) {(1,-1,2,2),(-2,-1,3,4),(1,0,7,1)}
c) {(1,1,2,2),(-2,1,-3,4),(—1,2,—1,6)}
Dar la dimensién del subespacio que engendran, asi como una base de este subes-
pacio.
Solucién:
a) Planteamos la siguiente ecuacién vectorial:
M(1,1,2,2) + Xa(2,1,3,4) + A3(1,0,7,1) = (0,0,0,0)

Resolviendo el sistema tenemos \; = Ay = A3 = 0. Luego, los tres vectores son
linealmente independientes y, por tanto, forman una base de este subespacio.

b) Planteamos la siguiente ecuacién vectorial:
A(1,—1,2,2) + Xo(—2,—1,3,4) + A3(1,0,7,1) = (0,0,0,0)

Resolviendo el sistema tenemos A\; = Ay = A3 = 0. Luego, los tres vectores son
linealmente independientes y, por tanto, forman una base de este subespacio.

c¢) Observamos que:
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(1,1,2,2) + (=2,1,-3,4) = (=1,2, —1,6)

Luego, el tercer vector es dependiente de los dos primeros. Ahora planteamos la
ecuacion vectorial siguiente.

A (1,1,2,2) + Aa(—2,1,-3,4) = (0,0,0,0).

Resolviendo el sistema tenemos A\; = Ay = 0. Luego, los dos vectores son linealmente
independientes y, por tanto, una base de este subespacio es la formada por esos dos
vectores: {(1,1,2,2),(-2,1,-3,4)}.

5. En R® consideremos los subespacios vectoriales siguientes:

F=1[(1,0,1,2,-2),(3,1,-1,0,2),(2,1, -2, -2,4), (0,0,0,2,1)],
G = [u].

a) Encontrar una base de F'.
b) (Es dim(F + [u]) — dim F' = dim[u]?
Solucién:

a) Observamos que —(1,0, 1,2, —-2)+(3,1,—1,0,2) = (2,1, —2, —2, 4), luego el tercer
vector es dependiente de los dos primeros.

Ahora bien resolviendo el sistema A (1,0, 1,2, —2)+X(3, 1, —1,0,2)+A3(0,0,0,2,1) =
(0,0,0,0,0), tenemos Ay = Ay = A3 = 0.

Luego una base de F'es {(1,0,1,2,-2),(3,1,-1,0,2),(0,0,0,2,1)}

b) dim(F + [u]) — dim F = dim F' + dim[u] — dim(F N [u]) — dim F' =
= dim[u| — dim(F N [u]).
Por lo que dim(F + [u]) — dim F' = dim[u] si y sélo si F' N [u] = {0}.

6. Encontrar la dimensién del subespacio vectorial de RS:

Fo = {(21, 22, 23,24, 75, 76) | am1 + 24 = a9 + 75 = az3 + 76 = 0}
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segun los diferentes valores de a € R.
Solucion:

Calculemos la dimension del espacio F,,.

Las condiciones que definen F' dicen x4 = —axi, x5 = —axs y Tg = —axs, por lo
) Y
que, todo vector v = (z1, a9, T3, x4, 5, T6) € F es de la forma

v = (:Ela X2, T3, —AT1, —AT2, —Clx;g) ==
21(1,0,0, —1,0,0) + 22(0,1,0,0, —a, 0) + 23(0,0,1,0,0, —a).

Obviamente los vectores (1,0,0,—a,0,0),(0,1,0,0,—a,0),(0,0,1,0,0,—a) pertene-
cen a F') son independientes y generan el subespacio, son pues una base de F'.

Por lo que

7. Determinar la dimensién y una base de los subespacios vectoriales de £ = Ryt]:

Fy={p(t) € E|pt) = p(0) + p'(0)t + p"(0)¢*}

d) Fy={p(t) € E | p(t) = p(1) + p'(0)t + p(0)¢* + p(0)£’}

Solucion:

Dado un espacio vectorial E de dimensién n, y un subespacio F' definido a través
de un sistema de r ecuaciones y n incognitas, si las ecuaciones son linealmente
independientes entonces dim F' =n — r.

En nuestro caso dim £ = 5 y una base es {1,¢,¢ 3 t*}.

a) Escribamos F; mediante un sistema de ecuaciones F; = {p(t) € E | p'(0) =0} =
{a+bt+ct?>+di*+et* € E|b=0}.

Tenemos un sistema de una sola ecuacion, luego
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dimF; =dimFE —r=5—-1=4.
Los polinomios de F} son a+ct?+dt®+et?, por lo que una base de F es {1,123, t*}.

b) Describamos F» también como un sistema de ecuaciones, para ello recordemos
que p/'(t) = b+ 2ct + 3dt* + 4et®. Con lo cual Fy = {a + bt + ct®> + dt* + et € E |
a = 0,2c+ 3d + 4e = 0}.

F, viene representado por un sistema de dos ecuaciones independientes. Tenemos
2
pues

dimFy =dimFE —r=5-2=3.

1
Determinemos una base. Un polinimio de F; es de la forma bt + ct? + dt3 + (_QC —

3 1 1 3
Zd)4 = bt +c(t* — 5154) + d(t* — 3t*). Luego una base de Fj es {t,1? — §t4, 3 — Zt”‘}.

¢) Describamos Fj3 como un sistema de ecuaciones. Para ello observamos que si p(t) =
a+bt+ct? +di* +et*, entonces p'(t) = b+ 2ct +3dt* +4et® y p(t) = 2c+6dt +12et?.
Porlo que Fy = {a+ bt +ct? +dt3 +et* € E | c=2c,d = e = 0}.

I3 viene representado por un sistema de tres ecuaciones independientes. Tenemos
pues

dimF3;=dimFE —r=5-3=2.

Los polinomios de F3 son de la forma a + bt por lo que una base de Fj es {1,t}.

d) Al igual que en los apartados anteriores, describamos Fj como un sistema de
ecuaciones.

Fy={a+bt+ct?+dt*+et* € E|a+bt+ct? +dt*+et* = (a+b+c+d+e)+bt+
at? +at’} ={a+bt+ct’*+dt*+et* € E|b+c+d=0,c—a=0,d—a=0,e =0}

F4 viene representado por un sistema de cuatro ecuaciones independientes. Tenemos
pues

dimFy=dimFE —r=5—-4=1.

Teniendo en cuenta que los polinomios de Fy son de la forma a — 2at + at? + at® una
base de Fy es {1 — 2t + > + 3},

8. Lo mismo que en el ejercicio anterior, si F = R[t].
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Solucién:

R[t] = {ag + ait + ast® + azt® + ast* + ... + a,t™,Vn € N,Va; € R}. En este caso
dim £ = oo.

a) F1 = {p(t) ek | p’(O) = 0} = {a() + alt + a2t2 + a3t3 + a4t4 + ...+ ant” ek |
ay = 0} = {ag + aot® + azt® + agt* + ... + a,t",Vn € N},

Por lo que dim F} = oc.

Base (infinita) de Fy es {1,263 t%,.....}.

b) Sea p(t) = ag + ait + ast? + ast® + ast* + .... + a,t" € Fy por lo que ag = 0,
a; = aj + 2as + 3az + .... + na, = 0,Vn € N}.

Observamos que Vn € N, p(t) = nt"! — (n — 1)t" € Fy, por lo que dim F, = oo.

c) En este caso observamos que Fy C Ro[t] C Ry[t] por lo que nos remitimos al
ejercicio anterior. Esto es, F3 es de dimension finita e igual a 2 y una base de Fj3 es

(1,4}

d) Al igual que en el apartado anterior Fy C R3[t] C Ry[t] y podemos remitirnos al
ejercicio anterior. Esto es dim Fy = 1 y una base de Fy es {1 — 2t +t* + t*}.

9. Encontrar una base de los subespacios vectoriales de R* generados por los con-
juntos de vectores siguientes:

a) {(1,1,0,1),(0,1,1,1),(=2,1,0,1)}

b) {(17 L, -1, 0)7 (27 -1,-1, 0)7 (37 0, -2, 0)}

c) {(1,=1,0,1),(1,1,1,1),(2,0,1,2),(0, =2, =1,0)}
Solucién:
a) Estudiemos la independiencia de los vectores

A(1,1,0,1) + A2(0,1,1,1) + A3(—2,1,0,1) = (0,0,0,0)

Resolviendo el sistema tenemos Ay = Ay = A3 =0
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Los tres vectores son independientes por lo que determinan una base.

b) Estudiemos la independiencia de los vectores
{(1,1,-1,0),(2,-1,-1,0),(3,0,—2,0) }

Observamos que (1,1, —1,0) + (2,—1,—1,0) = (3,0,—2,0), por lo que son depen-
dientes. Ahora bien, (1,1,—1,0),(2,—1,—1,0) son independientes. Por tanto, una
base es: {(1,1,—1,0),(2,—1,—1,0)}.

) {(1,-1,0,1),(1,1,1,1),(2,0,1,2), (0, -2, —1,0)}
(1,—-1,0,1) + (1,1,1,1) = (2,0,1,2), (1,—1,0,1) — (1,1,1,1) = (0, =2, —1,0).

Por lo tanto, el tercer y cuarto vector son dependientes de los dos primeros. Obser-
vamos que los dos primeros son independientes.

Por lo que una base es {(1,—1,0,1),(1,1,1,1)}.

10. Encontrar una base de los subespacios vectoriales de R3[t] generados por los
conjuntos de vectores siguientes:

(a) {1,t+%¢°}
(b) {1, 1+, 1+t+*t+t%}
(c) {t+t2,t— 12,631+ 12,1+ 3}

Solucion:

a) Analicemos la dependencia o independencia lineal de los generadores.
Consideremos A\; 1+ Xo(t + %) + A3t = 0 y esto s6lo es posible si y s6lo si A} = Ay =
A3 = 0. Por lo que los tres vectores son independientes y determinan una base.

b) Hagamos A1+ Ao(1+8) + A3(1+ ¢+ %) + M(E+2) =0

equivalentemente: (A; + Ay + A3)1 + (A2 + A3 + M)t + (A3 + A\y)t?> = 0 y puesto que
1,t,t2 son independientes tenemos que A\ +Xo+X3 = 0, \a + A3+ Ay = 0, A3+ Xy = 0,
sistema indeterminado, una solucién es Ay = 1, Ay = 0, A\3 = —1, Ay, = 1. Por lo que
el vector t + ¢ es linealmente dependiente de los anteriores.
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Ahora bien, A1+ Ao(1+1) 4+ A3(1+¢+¢%) = 0 implica \; = Ay = A3 = 0 por lo que
son independientes y por tanto una base. Esto es, {1,1+¢,1 + ¢ + t?} es una base
del subesapcio.

¢) At +t2) 4+ Aa(t — 2) + Ast® + M\a(1 + %) + X5(1 + %) = 0 equivalentemente
As+ X)L+ (A + At 4+ (A — dg + M)t2 + (A3 + A5)t> = 0. Por lo que Ay + A5 =
0, A1 + Ao =0, A\ — Ao+ Ay = 0, A3 + A5 = 0. Sistema compatible indeterminado,
una solucién es A\; = 1, = —1,A3 = =2, Ay = —2, A5 = 2 por lo que t + t* es
dependiente de los cuatro anteriores.

Ahora bien, A (t + t2) + Ao(t — %) + X3t® + M(1 + %) = 0 equivale a A\; = Ay =
A3 = Ay = 0. Por lo tanto, los cuatro primeros vectores determinan una base del
subespacio. Esto es, una base: {t + ¢ — t*,13,1 + t*}.

11. Determinar la dimensién de C? considerdandolo como un espacio vectorial sobre
R y sobre C.

Solucion:

Sea v € (ay + byi, as + boi) € C% entonces ay(1,0) +by(4,0) +az(0, 1) +by(0, 1), luego
(1,0),(7,0),(0,1),(0,4) es un sistema de generadores.

Si trabajamos con coeficientes reales éstos, ademads, son independientes por lo que
C2?, considerandolo como un espacio vectorial sobre R, tiene dimensién cuatro.

Ahora bien, si trabajamos con coefientes complejos se tiene (i,0) = i(1,0) y (0,7) =
(0, 1). Por lo que sobre C la dimensién del espacio es dos.

12. Determinar la dimensién de Cy[t] considerandolo como un espacio vectorial sobre
R.

Solucién:
Sea (ag + boi) + (a1 + byi)t + (ag + bei)t? € Cylt].

Este polinomio podemos escribirlo de la forma agl + byi + ayt + b (it) + ast® + by (it?).

Por lo que 1,14,t,it,t?,it> es un sistema de generadores que son independientes si

trabajamos con coeficientes reales (no asi si trabajamos con coeficientes complejos
en los que 1y i son dependientes, al igual que t y it, y t* y it?).
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La dimensién de C?[t] sobre R es

13. En E = R considerar el subespacio vectorial F' engendrado por el conjunto de
vectores,

{(1,-1,0,1,1),(0,1,0,-1,1),(1,0,0,0,2),(2,—1,0,0,1)}

Determinar una base de I’y ampliarla a una base de R®.
Solucién:
Observamos que (1,0,0,0,2) = (1,—1,0,1,1) + (0,1,0,—1,1).

Por otra parte (1,—1,0,1,1),(0,1,0,—1,1),(2,—1,0,0, 1) son linealmente indepen-
dientes, pues

A(1,—1,0,1,1) + A2(0,1,0, =1, 1) + A3(2, —1,0,0,1) = (0,0,0,0)

siy s6losi Ay = Ay = A3 =0.

Por lo tanto dim F' = 3 y una base de F'es {(1,—1,0,1,1),(0,1,0,—1,1),(2,—1,0,0,1)}.
Para completar a una base de R® utilizamos el Teorema de Steinitz:

Sea {(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)} la base can6ni-
cadeR® y sean (1,—1,0,1,1), (0,1,0,—1,1), (2, —1,0,0, 1) una coleccién de vectores
independientes. Podemos cambiar tres vectores de la base dada por los vectores da-
dos obteniendo una nueva base del espacio.

Empezamos cambiando el primer vector de la base obteniendo una nueva base
(1,-1,0,1,1),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1).

A continuaciéon cambiamos el segundo vector de esta base por el segundo de la co-
leccién obteniendo la base {(1,-1,0,1,1), (0,1,0,—1,1), (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0),
(0,0,0,0,1)}. Finalmente observamos que no podemos cambiar el tercer vector de
esta base por el iltimo de la coleccién, pero si podemos cambiar el cuarto, obteniendo
la base deseada siguiente:

(1,—1,0,1,1),(0,1,0,—1,1),(0,0,1,0,0), (2, —1,0,0,1), (0,0,0,0, 1).
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14. En E = R*, consideramos los subespacios vectoriales

By = {(xy, 29, 73,24) €R* | 2y — 25 = 0}
F2 = {<$1,$2,$3,x4) < R4 ’ 2.1'1 — 3$2 = I3 = 0}
F3 = {<$1,$2,$3,x4) eR? | Ty = T3 = 1;4}

Encontrar a) FlﬂFQ, b) FlmFg, C) FQHF3, d) FlmFngg, e) F1+F2,
f) F1+F3, g) F2+F3, h) F1+F2+F3.

Solucion:
Recordemos que

i) dado un espacio vectorial E de dimensién n y un subespacio F' definido a través
de un sistema de r ecuaciones y n incognitas, si las ecuaciones son linealmente
independientes entonces dim F' = n — r.

ii) Dados dos subespacios vectoriales F, F» de un espacio vectorial F de dimensién
finita entonces dim(F; + Fy) = dim F} 4+ dim Fy, — dim(F; N Fy).

a) FlﬂFQ = {($1,$2,$3,$4) € R4 | T1—Tg = 21‘1—3{23'2 = T3 = 0} = {(ZE1,$27I3,$4) S
R*| xy =29 =23 =0} =[(0,0,0,1)].

b) Fy N F3y = {(x1,22,73,24) € R | 21 — 290 = 0,290 = 23 = x4} = {(x1, 22,73, 24) €
R4 ‘ Tl = Tyg = X3 = .’L'4} = [(1, 1, 1, 1)]

c) BN Fy = {(x1,29,23,14) € RY | 20y — 329 = 0,23 = 0,20 = 73 = 34} =
{(
d) Puesto que Fy, N Fy = {0} entonces F; N Fy N F3 = {0}.
e)dimF; =4—1=3,dim F, =4 — 2 = 2. Por lo tanto

xl,xQ,azg,m) c R* | Ty = T2 =T3 =Ty = 0} = {0}

Luego | F} + F, = R*.

f) dimFy =4 —1 =3, dim F3 = 4 — 2 = 2. Por lo tanto dim(F} + F5) = dim F; +

Luego | Fy + F3 = R*.
g) dim Fy =4 —2 =2, dim F3 =4 — 2 = 2. Por lo tanto

dim Fy + Fy = dim Fy + dim Fs — dim(Fy N Fy) =242 — 0 = 4.
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Luego | Fy + F3 = R*.
h) d1m(F1+F2+F3) == d1m(F1+F2)+d1mF3—d1m((F1+F2)ﬂF3) = 4+2—2 =4.

Luego | F} + F5 + F5 = R%.

(Observacién: puesto que F; + F, = R", entonces I} + I, + G = R, VG).

15. En E = R,]t], determinar F' + G si

F=A{p(t) € B | p(t) = p/(0)t +p"(0)t°}
G =[1+3t—1t1Y
. Es directa la suma?
Solucién:
Un sistema de generadores de F'+G se obtiene juntando bases de ambos subespacios.
Determinemos pues una base de F.
Sea p(t) = ag + ait + ast? + azt® + aut*, entonces p'(0) = a1 y p”(0) = 2as, por lo que
F = {p(t) = ap + ait + ast® + azt® + ast* € E | p(t) = ait + 2at3}
= {ag + art + ast® + azt® + ast* € E | ag = 0,a5 = 0, a3 = 2as, a4 = 0} = [t].
Por lo tanto F + G = [t,1 + 3t — 3, t1].

Estudiemos la dependencia o independencia lineal de estos cuatro vectores

Mt 4+ Ap(T 4+ + A3t — 3) + Mttt =0
equivalentemente
Aol 4 (A1 4+ A3)t + Agt? — Mgt + M\t =0

y esto sélo es posible si y sélo si Ay = Ay = A3 = Ay = 0.

Luego los vectores son independientes, por lo que podemos concluir que la suma es
directa (observar que dim(F + G) = dim F' + dim G por tanto dim F' N G = {0}).

Luego |F & G = [t, 1+t —*, %]




41

16. En R® consideremos los subespacios vectoriales seguientes:

[(1,0,2,1,3)]
1,0,0,1,0

F 2
[( ) 707 Y )7(07170707())7(070717170)]

G

Encontrar F'+ G. jEs directa la suma?
Soluciodn:

La reunion de bases de F' y G proporcionan un sistema de generadores de F' + G
si ademas son independientes pasaran a ser una base por lo que ademas la suma
sera directa.

Estudiemos pues la independencia A\;(1,0,2,1,3) + A2(1,0,0,1,0) + A3(0,1,0,0,0) +
X (0,0,1,1,0) = (0,0,0,0,0)

Resolviendo el sistema tenemos Ay = Ay = A3 = Ay, = 0. Por lo que los vectores son
independientes.

Tenemos que una base de F+G es {(1,0,2,1,3),(1,0,0, 1,0), (0,1,0,0,0),(0,0,1,1,0) }
y la suma es directa.

17. Dar tres subespacios complementarios del subespacio vectorial

F = {(x1,19,73,24) € R*| 21 — 29 + 203 = 321 — 24 = 0}

Solucion:
Determinemos una base de F":

x4 = 371, Tg = 71 + 273, por lo que (71,72, 73,74) = (71,71 + 273,73,371) =
21(1,1,0,3) + 5(0,2,1,0).

Tenemos F = [(1,1,0,3),(0,2,1,0)].

Busquemos subespacios complementarios de F' que seran de dimensién 2 ya que
dim ' = 2.

Asi tenemos que tres subespacios complementarios de F', pueden ser:
1) F; =1(0,0,1,0),(0,0,0,1)]
Claramente {(1,1,0,3),(0,2,1,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} es una base de R*.
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2) F, =1[(0,1,0,0),(0,0,0,1)]
Claramente {(1,1,0,3),(0,2,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} es una base de R*.
3) F3 =1(1,0,0,0),(0,0,1,0)]
Claramente {(1,1,0,3),(0,2,1,0),(1,0,0,0),(0,0,1,0)} es una base de R*.

18. Dar tres subespacios complementarios del subespacio vectorial
F = {p(t) € Ry[t] [ p(0) +p"(0) = p"(0) = 0}

Solucion:

Determinemos una base del subespacio

F = {p(t) € Ry[t] | p(0) + p"(0) = p"(0) = 0} =
={a+bt+ct?+dt*+et* e Ry[t] | a +2c=6d =0} =

=[2—%t,t"]
Busquemos complementarios que seran de dimension 2 ya que dim F' = 3.
1) Fy = [t%,13].
Claramente {2 — 2 ¢,t* 12 #3} es una base de Ry[t].
2) By =[1,13].
Claramente {2 — 2 ¢,t%, 1,43} es una base de Ry[t].
Fy =1, + 3.

Claramente {2 — 2 ¢,t*,1,1? 4+ ¢3} es una base de Rylt].

19. Discutir cuales de las familias siguientes de vectores de R? son bases ortonor-
males, con el producto escalar ordinario de R3.

2) {(0.1,0), (4,0, 5). (£.0.= %)}

b) {(1,-1,0),(1,1,0),(0,0,1)}
o) {(32,42,0), (B, —2,0)}

2 2
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1 1
d) {(1,0,0),E(—l,l,o),%(l,—l,l)}.
Solucién:

Si una familia de vectores es ortonormal necesariamente es una familia independien-
te. Para que ademas sean base el numero de vectores tendra que coincidir con la
dimensién del espacio.

a) Calculemos el valor de la norma de cada uno de los vectores:

1(0,1,0)] = V12 =1

2 2
12,0, 2)] =/(2) + (@) =/2+2=1

2 2
12,0, - L) = /() +(—L) = [2 12 =1

Calculemos el producto escalar dos a dos:

< (0,1,0), (%2,0,¥2) >=0

NI\

=

< (0,1,0), (42,0, —¥%2) >=0

< (%570’ \/Tg)v (\/75707—\/%) >= (72) - (\/75) =0

Luego tenemos tres vectores ortonormales por lo que tenemos una base ortonormal.

b) Calculemos las normas de los vectores:

1(1,—1,0)|| = \/12 + (=1)2 = /2 # 1. La familia no puede ser ortonormal

c¢) Esta familia de vectores no puede ser una base pues la dimensién del espacio es
tres y sélo tenemos dos vectores.

1 1
d 1,0,0), —=(-1,1,0), —(1,—1,1) }.
) {(1,0,0), —5(=1,1,0), 2 (1, 1,1}
Calculemos el valor de las normas:

I(1,0,0)] = V1> =1

I5LLOI = /(-5 +(H) = /h+1=1
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2 2 2
150101 = () + () + (&) = i+i+i=1
Calculemos el producto escalar dos a dos:
1
< (1, O, 0), ﬁ(_17 1, 0) >= _\/Li
Los dos primeros vectores no son ortogonales, por lo que la familia no puede formar

una base ortonormal.

Calculemos de todas formas los otros dos productos escalares

< (1,0,0), -1,1) >= —L

1
vt v
1 1 1 1 1 1
< —=(-1,1,0), —=(1, -1, 1) >= —— - — — —= - —= = —
o "5 )

Tampoco son ortogonales.

20. Sea E un espacio vectorial sobre K y sean F] ... F, subespacios vectoriales tales
que
E=F® - -dF.

. Estudiar si es cierto que para todo subespacio vectorial G de E se tiene:

G=(GNFH)® ---&(GNEF,)

Solucion:

Supongamos E = R?, y F| = [e1], I3 = [es] y G = [e1 + ea].

Se tiene:

E=F & Py,
G N = {0},
G N Fy,={0}.

Por lo que (G # GN F) & (GN Fy) = {0}.

Por lo tanto, en general es falso.
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21. Consideremos el espacio euclideo ordinario R®. Encontrar la proyeccién ortogo-
nal sobre F' = [(2,—1,0),(0,0,1)] del vector (0,5,4).

Solucion:

Dado un subespacio F' de un espacio vectorial FE, la proyeccién ortogonal de un
vector v € E cualquiera se define como 7g(v) = vy siendo v; tal que v = vy + v, con
v € Fyuvy € Ft,

Calculemos pues F*.
P = {(z,9,2) € R¥20 — y = = = 0} = [(1,2,0)]
Determinemos ahora v; y v9

(0,5,4) = a(2,—1,0) + £(0,0,1) +~v(1,2,0), entonces:

< (0,5,4),(1,2,0) > =< a(2,—1,0) + 8(0,0,1) +v(1,2,0), (1,2,0) >=
=7 < (1,2,0),(1,2,0) >

por lo que
10=5y = v=2

Por lo tanto vy = (2,4,0) y p(v) = v; = v — vy =|(—2,1,4).

22. Dar la proyeccion ortogonal sobre el subespacio vectorial F' de los vectores
indicados en cada uno de los casos siguientes:

a) E=R3 F=1[(1,0,-1),(0,1,1)], v = (1,1,1)
b) E=R", F={(z1,...,20) |21 — - —2, =0}, v=(1,2,...,n).

Solucion:

a) Calculemos F*.
Fr={(z,y,2) €Rr —z =y +2 =0} = [(1,~1,1)]
(1,1,1) = (1,0, -1) + 8(0,1,1) + (1, —1, 1), entonces:
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1=<(1,1,1),(1,-1,1) > =< «(1,0,—1)+ B(0,1,
=v<(1,-1,1),(1,-1,

)+(1,-1,1),(1,—1,1) >=

1
1) >= 3.

Por lo tanto

1 1

1=73 = y=-yu=—(1,—1,1).

g v=3ye= gl )
Asi pues, la proyeccién ortogonal de (1,1, 1) sobre F es: mp(v) = v — vy = (%, %, %)
b) Calculemos F*.
Fr=[1,-1,...,-1,-1)],v=v1+v. € F L Ft con vy = \(1,-1,...,,—1)
<(1,2,...,n),(1,=1,...,—1) >=< v, + ML, —1,...,—1),(1,—1,...,—1) >.
Esto es
1-2—...—n=AX1+14+...4+1)=X-n.
Asi, la proyeccién ortogonal de (1,2,...,n) sobre F' es:

4 — 2
r(v) =v—vy=(1,2,...,n) —%(1,—1,...,71).
n

23. En F = R* considerar el subespacio vectorial
F ={(z1,79,23,24) €ER*| 21 + 29 — 23 — 14 = 0}

Estudiar si se cumple que:

a) 2-((1,0,1,=1) 4+ F) —=3-((0,1,-1,2) + F) = (=2,1,-5,2) + F,

b) 2-((1,0,1,=1)+ F) —3-((0,1,—1,2) + F) = (3,0,7, —6) + F.

Solucion:

Recordemos que a + F =b+ F siysoélosia—be F.
a)2-((1,0,1,-1)+F)—3-((0,1,-1,2)+ F) = ((2,0,2,-2) + F) 4+ ((0, —3, 3, —6) +
F)=(2,-3,5—8)+F.

Veamos si (2, —3,5, —8)+ F = (—=2,1,—5,2)+ F, para ello veamos si (2, —3,5, —8) —
(—=2,1,-5,2) = (4,—4,10,—10) € F.
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4—4—10+ 10 = 0. Por lo que si se cumple.
F)=(1,-3,4,-7)+ F.

Veamos si (1,—-3,4,—-7)+ F = (3,0,7,—6) + F, para ello veamos si (1, —3,4, —7) —
(3,0,7,—6) = (=2, -3,-3,~1) € F

—2—3+4+3+1# 0. No se verifica.

24.Si E=R3[t] i F ={P(t)| P(t) = P(1) + P(0)t + P(—1)t*}, estudiar la depen-
dencia o independencia lineal de los vectores (t +t?) + F' y 1 + F. Dar una base de

Solucién:
F={a+bt+c?*+di* e E|b+c=d=0,a=0b} =[1+t—¢?

(t+t*)+F y 1+ F son linealmente independientes si los vectores de F 1, t+t%, 1+t —t>
también lo son.

AMcol4+ X+ 4+ N0+t —t2=0,

es decir
)\1 + )\3 = 0 )\1 - O
)\2 +X3 =0 = )\2 =0
)\2 - )\3 == 0 )\3 - O

Estos tres vectores son independientes. Luego (¢ + t?) + F' y 1 + F son linealmente
independientes.

25. Calcular la dimensién y encontrar una base de R*/F siendo
F=](1,0,—-1,1),(0,1,1,-2),(1,1,0,—1)]

Solucion:

Observamos que (1,0,—1,1) + (0,1,1,-2) = (1,1,0,—1) y (1,0,—1,1),(0,1,1,—2)
son linealmente independientes, por lo tanto son una base de F.
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Asf pues, dimR*/F =4 — dim F = 2.

Una base de R*/F es uy + F,uy + F con {u;,us} base de un complementario cual-
quiera de F'.

Un complementario es: F° = [(0,0,1,0),(0,0,0,1)] y
R*Y/F = [(0,0,1,0) + F, (0,0,0,1) + F].

26. Sea E el espacio vectorial (Z/5Z)*. Estudiar en E la dependencia/independencia
lineal de los conjuntos de vectores:

{(1,1,2,0),(2,1,1,0)}
{(1,1,0,3),(2,1,1,1),(0,1,0,1)}

Solucion:
A1(1,1,2,0) + X2(2,1,1,0) = (0,0,0,0) con \; € Z/57Z.

Utilizando las tablas de sumar y multiplicar obtenidas en el ejercicio 22 del capitulo
1, obtenemos A\ = Ay = 0.

Luego {(1,1,2,0),(2,1,1,0)} son linealmente independientes.

A1(1,1,0,3) + Aa(2,1,1,1) + A3(0,1,0,1) = (0,0,0,0) con \; € Z/5Z.
Resolviendo el sistema obtenemos Ay = Ay = A3 = 0.

Luego {(1,1,0,3),(2,1,1,1),(0,1,0,1)} son linealmente independientes.

27. Siendo FE el espacio vectorial del ejercicio anterior, determinar la dimension y
una base del subespacio vectorial F' formado por los vectores (x1,xq,z3,x4) tales
que 1 + 2x9 = 3x3 + 4x4 = 0.

Escribir todos los vectores de este subespacio.

Solucion:

E = (Z/5Z)* =[(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)]
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F = {(z1, 29,73, 74) € (Z/5Z)* | 21 + 225 = 33 + 424 = 0} = [(1,2,0,0), (0,0, 1, 3)]
Asi, todos los vectores de F' se pueden escribir de la forma:

«(1,2,0,0) + 5(0,0,1,3), con «, 5 € Z/5Z
Asi para o = 3y = 2 se tiene 3(1,2,0,0) +2(0,0,1,3) = (3,1,2,1).

28. Sea E el espacio vectorial formado por los vectores (z1,xo,x3) con x; € Z/37Z.
Determinar los subespacios vectoriales de E de dimensién 2.

Soluciodn:

[(1,0,0),0,1,0)], [(1,0,0),0,0,1)], [(1,0,0),0,1,1)], [(1,0,0),0,1,2)], [(1,0,0),0,2,1)],
[(0,1,0),(1,0,1)}, [(0,1,0),(1,0,2)], [(0,1,0),(2,0,1)], [(0,0,1),(1,1,0)], [(0,0,1),(1,2,0)],
[(0,0,1),(2,1,0)}, [(1,1,0),(1,0,1)], [(1,1,0),(1,0,2)], [(1,1,0),(2,0,1)], [(1,1,0),(0, 1, 1)],
[(1,1,0),0,1,2)], [(1,1,0),(0,2,1)], [(1,0,1),(0,1,2)], [(1,0,1),(0,2, 1)}, [(0,1,1)1,2,0)],
(0,1, 1)4(2, 1,0, [(1,0,1),(1,2,0)], [(1,0,1),(2,1,0)], [(0, 1,1)(1,0,2)], [(0, 1,1),2,0, 1)],
[(1,1,1),(1,2,0)], [(1,1,1),(2,1,0)], [(1,1,1),(1,0,2)], [(1,1,1),(2,0,1)], [(1,1,1),(0,1,2)],
[(1,1,1),0,2,1)].
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Capitulo 3

Matrices y sistemas de ecuaciones

Diofanto de Alejandria (Diophantos Alexandrefas, AvdpavTos Alefavdperal) (214-
298 antes de nuestra era) fue un antiguo matematico griego. Se le considera el padre
del Algebra. Naci6 en Alejandria pero nada se conoce de su vida con seguridad, salvo
la edad a la que fallecié, gracias a este epitafio redactado en forma de ecuacion y
conservado en la antologia griega:

“Transeunte, ésta es la tumba de Diofanto: es él quien con esta sorprendente distri-
bucion te dice el numero de anos que vivio. Su ninez ocupo la sexta parte de su vida,
después, durante la doceava parte su mejilla se cubrio con el primer bozo. Paso aun
una séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco anos después, tuvo un
precioso nino que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre, perecio de una
muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llordndole, durante cuatro anos.
De todo esto se deduce su edad”.

Los sistemas de ecuaciones lineales comenzaron a ser estudiados de forma sistematica
por Leibniz y Cramer a mediados del siglo XVIII. Este ultimo expuso lo que hoy
conocemos como regla de Cramer para los sistemas de orden 3. A mediados del XIX,
Cayley, al estudiar las matrices, dedujo la formula general de la regla de Cramer
exponiendo la condicion necesaria y suficiente para que un sistema cuadrado de
ecuaciones lineales tuviera solucion tinica: que la matriz de los coeficientes del sistema
fuera invertible. En 1879, Frobenius introdujo la nocién de rango y, a principios del
XIX, Gauss dedujo un método que permite resolver cualquier sistema de ecuaciones
lineales. Sin embargo, el que hoy usamos es el debido a Jordan y que conocemos
como algoritmo de Gauss-Jordan.

51
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Ejercicios

1. Dadas las matrices

=
o~

Calcular A+ (C' + D)B.
. Es posible calcular A'C' + DB? Y ;AB'+ D'?

3
9

S N O

Solucion:

=)
C+D:(8 8 0)’ <C+D)B:<24 § 24 77

por lo tanto

-3 10 39 8 —9 3)

33 12 27 79

A+(C+D)B:<42 10 =7 4).

Al € Myxo(R), C € Myy3(R), luego A'C' € Myy3(R),

D € My.3(R), B € M3yx4(R), luego DB € Moy 4(R),

Las matrices A'C' y DB pertenecen a espacios diferentes, luego no pueden sumarse.
A € My y(R), Bt € Myu3(R), luego AB' € Myy3(R),

D' € Msy5(R),

Las matrices AB! y D! pertenecen a espacios diferentes, luego no pueden sumarse.

2. Una fébrica produce dos modelos de un producto, A y B, en tres submodelos:
N, Ly S. Del modelo A produce: 400 unidades del submodelo N, 200 unidades del
submodelo L y 50 unidades del submodelo S. Del modelo B produce: 300 unidades
del submodelo N, 100 unidades del submodelo L y 30 unidades del submodelo S. El
submodelo N conlleva 25 horas de taller y 1 hora de administraciéon. El submodelo
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L conlleva 30 horas de taller y 1.2 horas de administracion. El submodelo S conlleva
33 horas de taller y 1.3 horas de administracién.

a) Representar la informacién en dos matrices.

b) Encontrar una matriz que exprese las horas de taller y de administracién em-
pleadas para cada uno de los modelos.

¢) Determinar el nimero de unidades de cada submodelo que se han producido
si el coste total en horas de taller han sido 13980 para e modelo A y 11490
para el modelo B y en horas de administracién han sido 558 para el modelo A
y 486 para el modelo B y el nimero total de unidades del modelo A han sido
510 y del modelo B un total de 460.

Solucién:
a) Matriz de produccién: Filas: Modelos Ay B Columnas: submodelos N,
L, S
400 200 50
M = (300 100 30) ’

Matriz de coste en horas: Filas: submodelos N, L, S Columnas: Coste en
horas: T', A

25 1

N=130 12
33 1.3

b) Matriz que expresa las horas de taller y de administracion para cada uno de los

modelos:
25 1
400 200 50 17650 705
MN = <300 100 30) gg 1; - (11490 459)'

¢) Llamemos z1, y; v 21 las cantidades producidas de los submdelos N, Ly S del
modelo A y x5, y2 y 22 las cantidades producidas de los submdelos N, L y S del
modelo B.
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Por una parte tenemos que:

T Y1 2 3(5) 112 ~ (13980 558
To Yo 2o 33 1'3 — \ 12170 486

y por otra
T+ U1 +21 = 510
To + Yo + z5 = 460

Por lo que tenemos dos sistemas de ecuaciones a resolver
251 4 30y; + 3327 = 13980

r1+y1+2 =510

2529 + 30y2 + 3322 = 12170
To + 1.y2 + 1322 = 486
To+ Y2+ 22 = 460
(Observar que la matriz del sistema es la misma para ambos).

Cuyas soluciones son:

T = 300, Y1 = 150, 21 = 60,
To = 350, Yo = 70, Z9 = 40.

3. Dada la matriz

8 —5 —13
A=|[8 —4 —29],
4 -1 —6

reducirla a una forma escalonada
a) por filas.

b) por columnas.
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Solucion:

a) Tomamos la matriz A y restamos la primera fila a la segunda; y la primera al
doble de la tercera, quedando

8 =5 —13
A~ 10 1 —16) =4,
0 3 1

Tomamos ahora la matriz A; y restamos a la tercera fila el triple de la segunda,
quedando

8 =5 —13
Al ~ 0 1 —16 - AQ
0 0 49

Sobre As, dividimos la tercera fila por 49

8§ —5 —13
A2 ~ 0 1 _16 = A3
0 0 1

Sobre As, sumamos a la segunda fila dieciséis veces la tercera y a la primera trece
veces la tercera

8 —5 0
As~ 10 1 0] =4,
0 0 1

Sobre A4, sumamos a la primera fila cinco veces la segunda y tenemos

Ay~ = As

o O 0o
O = O
_ O O

que es ya diagonal; podemos seguir reduciendo dividiendo la primera fila por 8,
obteniendo
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A~

luego

)

-1
—-17

-3
-2
0

-5 —13 2 -5 —13 2
—4 29|~ 12 —4 =29~ |2
-1 -6 1 -1 -6 1

8
8
4

S — O

o O

o — O

— O O

— O O

S — O

o o -

4. Calcular el rango de las siguientes matrices:

01 02 03 04
, B=(02 03 04 05
0,3 04 05 0,6

1
1
3

AN O AN
— —

— O

-

—Ist—ho—| S-S

1o <t Sl 00
— | O | o | O | ©

— N <

Solucion:

N O O

— — O

— O O

— — A

N O O

— o

— O O

— — ™M

AN O AN

— — N

— O



Luego el rango es r = 3.

01 02 03 04 01 02 03 04 01 02 03
02 03 04 05|~ 0 —-01 —02 —03|~|0 —01 —02
0,3 04 05 0,6 0 —02 —04 —0,6 0 0 0

Luego el rango es r = 2.

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
1 1 1 0 2 -1 0 2 -1
0 1 1 0 1 1 0 0 3
2 0 3 0 2 -1 0 0 0
Luego el rango es r = 3.
1 111 1 L 11 1 1 1 1
IS O O o 1+ 1 3 o 1+ 1 3
23 1 5|~ 2012 1 |~ 12 12 10
AR B - R Bl S o
i 6 85 10 0 21 2w 00 00
Luego el rango es r = 2.

Esto es

rango A =3, rangoB =2, rangoC =3, rangoD = 2.

5. Estudiar cuales de las siguientes matrices son inversibles:

1 -1 2 0 41 -1 0
1 -1 2
1 1 -1 2 01 -1 2
A((l) 1 01)’3 0 1 -1 1 » 0= 11 1 -1
-1 3 -4 2 01 1 -1

Solucion:

0,4
—0,3

57
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Luego las matrices que son inversibles son la A y la C.
6. Discutir para qué valores de la constante a € R, la matriz

o8

co o

¢ oo o
~ _

oo o Oln/_jl_A
oo — O

= = 1On_w9_~
NS

o o - O
— — N
O~ —H A

— O N3
(@)
@]
i

o O O

o0 —H O o o —H O

es inversible, y encontrar en estos casos su inversa.

— — M - =}
— — O
o — — —
m — O AN I3 O —H OO
\ (\
—
o] — O O O
= N~ —
_—
]
n



1 010
. 0110 ) ) ) .
Observamos que la matriz 9 13 1| inversible si y sélo si
a 210
Calculemos la matriz inversa en estos casos
10 1 0] 1 0 00 1000 | & -1 0 =
01 1 0] 0 1 00 0100 | —3% 2 0 —
00 1—a 0| —a =2 0 1 0010|1jt_—ali—aOﬁ
00 0 1| -2 -1 10 0001 =2 -1 1 0
Por lo que la matriz inversa es
1 -2 0 1
1 1 1
j—cza —1++aa Ta
1 1 1
R T
l1+a 1+4+a 1+a
-2 -1 1 0
7. Calcular las inversas de las matrices:
1 11 0,1 0,2 0,3 ? ; 1 1
A=|(0 1 1), B=1(02 03 05|, C= 112 1
1 2 3 04 04 0,5 111 9
Solucion:
a)
111100 11 1] 1 00 111 1 0 0
o11]01o0f~f011}|] 0O 1TO0O]~|0111] 0 1 0
123001 012 | —-101 001 ] -1 —-11
110 | 2 1 -1 100 | 1 1 0
010 ] 1 2 —1|~f0 10| 1 2 -1
001 ] -1 -1 1 001 ] -1 -1 1

29



-1

1
0
0
0
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0,1 02 0,3
0,2 0,3 05
04 04 05

—10

o O
™M — ™

N - O
A — O

— O O

10
20

1 2 3
1
4
2
1
0
0
1
0

Por lo tanto la matriz inversa es

60

Por lo tanto la matriz inversa es

)N

oS o -

@)

o o —H O
o O O O
— — O O

—~ — — O
— — N
2111
1

AN~

X

o O

]

o o - O
o - O O
— o O O

— — —~ A
— — A
1211
2

— o

|

1
—1
1
0

2
-3
-1
-1

1
0
0
0



2
— — 2
< _)4
—
S
o O +H O
—_ - O — O O
OO O A = — O
———— 0 O O
-
[
— — 0
]
—
— O — O
N - O O
N — O O
— O O O
N O O O
(\
¢ 2
-~
— N - —
STTTS 77
SO O -
S O —-H O
— - - O
— - O
o O —H O
OO O H
—-—_——
1411114
[ [
— —
— o == O =
N OO AN OO
— O O O H O OO

2

<t o o ho —
_ sl Pie

[ O Lo [0

_ _ _ <tho
—ho —ho
—ho | he | —ho—ho —ho
_ _ <tho _
— ho— 0
©Ohostho || =i oo
_ <tho _ _
— O— O 0

—ho
| | | OO 10

SO O
oS O~ O
o — O O
~— o O O

2
— ———————
D I B

o ho—ho—ho

_ _ _ < ho
oo — — o
_ onho—ho —ho
_ _ <tho _
— e
< _ — o= o
P~ho<tho | _
coco™”?
_ — O~ 10— 0
[a\]¥=} _ _ _
— T

o O O
o o - O
AN — O O NN - O O
— O

o O

Por lo tanto la matriz inversa es

~
O [ L~ [ 1O
_ _ _ <tho

— oo —ho
_ _ <tho _

—ho —[O— 10
_ <t ho _ _

— O— OO
e

N——

8. Sea A una matriz triangular superior (inferior) invertible. Probar que A~! es

triangular superior (inferior).

Solucion:

Sean

—
S
S g — g
= [
o O 2 O
)

2]
M M - ™M
— [
o O -]
)

[a]
[N A |
— N [
S O [N -}
)

—
- - o~
AR N~
S O N~
)
(\

—

<

>
—
I
oo O o =&
3

o
T3

o O
SR~

3

[a\]
-8 132
=} g3
3

—
— o
— N |2
[SEE SR
3
(
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Puesto que A es inversible tenemos que a; # 0 para todo i =1,...n.
Si A~! es la matriz inversa de A ha de ser AA™! = 1I.

La primera fila de AA™! es

(Gllbll apbia anbiz ... allbln)
por lo tanto
1
bllz—, b12:...:b1n:0.
ail

Sustituyendo en A~! los valores de la primera fila, la segunda fila de AA™! es

a1
(a—+a22bz1 2222 622523 a22b2n>
11

por lo tanto

1
bQQI—, b23:...2b2n:0.
a22

Siguiendo este proceso concluimos que A~! es también triangular.

01
0 0

Deducir de aqui A™, donde A es la matriz

9. Sea N = ( ) Calcular N2.

a b .
A= (0 a> ;a,b € R cualquiera.

Solucion:

2
, (0 1\"_ (00
v=(50) =0 1)
. (0 1\" (00
S O R (I e

Por lo tanto
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Calculemos A™ para ello observamos que A = al + DN y que las matrices [ y N
conmutan, por lo que podemos usar el binomio de Newton.

A" = (al +bN)" =
(h)a™I™+ (7)a™'bI.N + (3)a"2bI"2N? + ...+ (" )ab" "IN + (")b"N™ =
(@1 + (oo

Por lo que

n_ af1 0 no1, (0 1
A" =aq (0 1)—|—na b(o 0).

10. Se dice que una matriz A € M3(R) es magica si al sumar los elementos de cada
fila, de cada columna, de la diagonal principal, y de la diagonal secundaria se obtiene
siempre el mismo valor s. Construir todas las matrices magicas simétricas.

Solucion:

Una matriz A = (a;;) es simétrica si y sélo si a;; = aj;, luego las matrices magicas
simétricas seran de la forma

T a
a y c
b ¢ =z

con r+a+b=s,a+y+c=s,b+c+z=s,r4+y+z2=s2b+y =5 que
interpretdandolo como un sistema de cinco ecuaciones con siete incégnitas

r+y+z—s =0
y+a+c—s =0
r+a+b—s =0
z+b+c—s =0

y+2b—s =0

resulta un sistema homogéneo, por tanto compatible, y que vamos a resolver por
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transformaciones elementales

—
11010
[ _ N R e R
_ _ — N
— S I e
@ = 9 = — )
_21 _303
O O — — AN _0330
— a1 o)
— | e < o)
o~ ©
N — MmO
101_‘10 _ _ S OO MmO
—_ o o MO oo Mmoo
—
—
| @ < o oo OO0 OMmo oo
—_ o o oo o oo OO0 moo oo
2 e 2 2
™ —~ —~ — ™ — — N
[ I A I R R
O —-H O H O — — SO O Mm MmO
OO = —~ & o)
— — G\ — 30000_
oOHH OO |
— cocomo
— o O - O N o ~
| 7/ @ 4o mo o
—— — O O —
— O = e
—_. o - OO ! — o o
(\
o oo coo oo
o oo oo o 2

~

quedando el sistema de rango cinco:

O
o ™M
G

A

O A

I I

5 0> W

[P N
@» »
N
+ +
SIS

o M ™

N I

1 T 11
>0 3O

oﬂ3333

N

cooc oo

1 T 11

S 28[”

L2

NSRS e

o™ 33_
+ +
SRS
™M ™

por lo tanto la matriz magica simétrica buscada es



para todo ¢, s € R. Esto es:

2s—3c¢ S
2s5—3c s c ara todo ¢, s € R
3 3 P ’ ’
s 2s—3c¢
3 ¢ 3

11. Encontrar la matriz inversa de la matriz

1 1 1
A=11 a 1
1 1 2
segun los diferentes valores de a € R.
Solucion:
1 1 1] 100 1 1 11 1 00
lL al]O01O0|~[0a-10]-110
112|001 0 0 1| -1 01
1 1 0] 2 0 -1
0O a—1 0| -1 1 0
0 O 1] -1 0 1
Obervamos que la matriz es inversible si y sélo si o # 1.
Supongamos pues que « # 1, entonces:
1 1 0] 2 0 -1 110 | 2 0
0O a—1 0] -1 1 0 |~[010 | —ﬁ ﬁ
0 0 1| -1 0 1 001 ]| -1 0
1 0 0 | 25__11 —ﬁ -1
1 1
~ 0 ]. O | I a1 0
001 ]| -1 0 1

65
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Por lo tanto la matriz inversa es

1

)

12. Sea S € M,(C) una matriz inversible. Probar que la matriz

L/s—t gt . : S S
5 (Sl —Sl) es la inversa de la matriz X = (S —S)'
Solucidn:

Basta probar que el producto de esta matriz por la matriz X es la matriz identidad.
1rs -5t S SN\ _ (I 0
2\St -5 t)\s —-s) \o 1)

13. Discutir y resolver en R el sistema:

3r+2y+52=1
4o 4+ 3y + 62 =2
or +4y+ 72 =3
6z + 5y + 8z =4

Solucion:

Escrito matricialmente, el sistema es

b

<

I
S O = W
U W N
0 3 O Ot

<

I
W N =

I

oy
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Tomamos la matriz A obtenida de A yuxtaponiéndole la matriz columna B y
procedemos a efectuar transformaciones elementales de fila

3251 3 2 5 1 3 2 5 1
4 36 2 0 -1 2 -2 0 -1 2 -2
5 473710 =24 —4] 7o 0o 0o ol"”
6 5 8 4 0 -1 2 -2 0 0 0
6 9 0 12 2 0
0 -1 2 -2 0 -1 2 -2
“1o o o ol lo 0o 0 o0
0 0 0 0 0 0 0 0

y tenemos rango A = rango A = 2 < 3, luego el sistema es compatible indeterminado
y el conjunto de soluciones es

1
(2,9, 2) € R3/20 43y — 4, —y+ 22 — —2} — {(2— gA, A 14 50, VA € R)

14. Determinar el valor de A de manera que el sistema

r+y+z =2
204+3y—2 =2
3r+4y = A

sea compatible y dar el conjunto de soluciones para dicho valor de .

Solucion:

11 1 2 11 1 2 11 1 2
23 -1 2|~101 -3 -2 |~(01 -3 =2
34 0 A 01 -3 A—6 00 0 Xx—4

11 1 11 1 2

rango (2 3 —1| =rango |2 3 -1 2

34 0 34 0 A

si y sélo si
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Supongamos pues A = 4 y resolvamos el sistema

11 1 2 10 4 4
01 -3 -2|~101 =3 =2
00 0 O 00 0 O

luego las soluciones son:

r=4—4z,y = —2+4 3z para todo z.

15. Resolver segtn los valores de a, b, c,d € R el siguiente sistema:

r+2y+3z+4t=a
260 +3y+4z+t=>
dJr+4dy+z2z+20=c
dr+y+22+3t=d

Solucioén:
1 2 3 4 «a 1 2 3 4 a
2 3 4109 0 -1 -2 -7 —2a+%b
341 2 ¢ 0 -2 -8 —-10 —-3a-+c
4 1 2 3 d 0 -7 =10 —13 —4da-+d
1 2 3 4 a 1 2 3 4 a
012 7 2a — b 012 7 2a — b
0 04 -4 a—2b+c 00 4 -4 —-a+2b—c
0 04 36 10a—T7b+d 0 00 40 11—-9%+c+d

30 40 10a
0 40 80 280 80a — 40b
0 0 40 0 a+11b—9c+d
0 0 0 40 1la—9%+c+d

40 0 0 0 —9a+b+c+11d
0 40 0 0 a+b+1lc—9d
0 0 40 0 a+11b—9c+d
0 0 0 40 1la—9%+c+d

lé
—
o
[\
(@]
N——
2

2
~
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El sistema tiene solucion tinica

 9atb+c+lld a+b+1lc—9d
v 40 ) y= 40 ’
_a+1lb—90+d t_lla—9b+c+d
= 40 ’ - 40 ‘

16. Considerar el sistema AX = B, siendo

1 2 a 1 «a
A=1-1 3 a|, B=|1 10
1 4 «a 1 ¢

Discutir el sistema segun los diferentes valores de las constantes a,b € R. Encontrar,
en los casos en que ello sea posible, el conjunto de soluciones.

Soluciodn:
1 2 a | 1 a 1 2 a | 1 a 12 a | 1 a
—13a|1b~O52a|2a+b~020|00—a~
1 4a | 1c¢ 02 0 | 0 c—a 052 | 2 a+b
12 a |1
~10 1 0 | O
0 0 4a | 4 7a+26—5c
Luego para que el sistems sea compatible ha de ser a # 0.
Supongamos pues que a # 0.
1 2 a |1 a 1 2 a | 1 a
01 0 | O <t ~10 1 0] 0 =t ~
0 0 4a | 4 Ta+2b—5c 00 1 | & Tetbse
1 2 0 ‘ 0 73a742b+5c 10 0 | 0 afib+c
0101 0 =t ~10 1010 =t
1 Ta+2b—5¢ 1 7a+42b—5¢c
0 01 ‘ P JQT 001 | a Jr4a
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Luego la solucién del sistema es:

0 a—2b+c
X: 0 c;a

1 Ta+2b-5¢c

a 4a

17. Discutir, segun los diferentes valores de a,b € R, el sistema

()x=(00Y)

y resolverlo en los casos en que sea compatible.

Solucion:

1 a | 010 1 a |
1 b ] 001 0 b—a |

el sistema es compatible si b — a # 0.

o O
| =
—_
)
N

Supongamos pues, b — a # 0.

Luego la solucion es :

0 b —a

X — b_—a b—a
0

b—a b—a
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18. Consideremos las matrices de M(R) siguientes:

A=) o= (5 o= 0) o= (%)

Resolver el sistema:

X+AY =B
X+CY =D

Solucion:

XAy =B| _ X+4Y =B
X+CY =D (C—AY =D-B

la matriz C — A = g _21 es inversible por lo que Y = (C — A)™'(D — B) y

X =DB-AY = B— A(C — A)~YD - B).
Calculemos pues (C' — A)~!

>N

—
(el \V)
R
—_
— O
: O =
N——

2
N\
(el \V)

—_
—_
= O
O =

DO | = | =
O =
N——

N
S N
_ O
N [ =10 | =
O =
N—— —

Luego
9 u L
x- |3 g]v-] 2
2 1 =

19. Determinar la dimensién de los subespacios vectoriales de R* siguientes:

Fo=](1, 10%0@,13@2 11)@L31ﬂ
F, =1(1,1,2,-1),(0,1,-1,2),(1,2,1 1) (1,1,-1,0)]

Fy = [(1.-1,0,1), (1,1, — ,)m@ )u& “21)]
Fi = [(1,1,0,—1), (=2, — ,,%@Lz 2),(2,0,1,1)].
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Solucién:
11 0 1 11 0 1 110 1
A — -1 1 2 1 N 0 2 2 2 N 0 2 2 2 N
0o -1 -1 3 0 -1 -1 3 000 4
2 1 -1 -1 0 -1 -1 -3 000 -3
1101
02 2 2
1o 0 0 4|’
0000
el rango de la matriz A es 3, luego
1 0 1 1 1 0 1 1 1 01 1
5 — 1 1 2 1 N 0 1 1 0 N 011 0 N
2 -1 1 -1 0 -1 -1 -3 000 -3
-1 2 1 0 0o 2 2 1 000 1
1 0 1 1
01 -1 0
“loo o 3|
00 0 O
el rango de la matriz B es 3, luego
1 1 0 1 1 1 0 1 1101
c_ -1 1 2 3| (02 2 4] (0112
0o -1 -1 =2 0o -1 -1 =2 00 0 O0f"
1 1 0 1 0O 0 0 0 0000

el rango de la matriz C' es 2, luego
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1 -2 3 2 1 -2 3 2 1 -2 3 2
|t 210 foo 22 fo1 2 1]
0 1 2 1 01 2 1 0 0 -2 —2
11 -2 1 0 -1 1 3 0 0 3 4
1 -2 3 2
0 1 21
“lo o 1 1|
0 0 01

el rango de la matriz A es 4, luego

20. Estudiar cudl es la dimensién de los subespacios vectoriales de R® siguientes:

F1 :{(.Tl,xg,xg,.%‘4,x5) €R5 ’$1—$2+I3:2$4—ZL’5:0}
F2 = {(I17$2,$3,I4,ZE5) - RS | 2[E1 — X9 +ZE3 = 0}
F3 = {(Il,$2,$3,$4,$5) € RE) | I + 21’2 = T2 + 21’3 = T3 + 21’4 = 0}
Fy = {(z1, 79,73, 24,75) € RS | 20y — zo + 323 = 4x) — 19 + 414 =
= 211 — 2wy — 323 + 44 = 0}
Solucién:

Calcularemos los rangos de los sistemas que definen estos subespacios, ya que dim F' =
n — rango.

(L1100
WMo\ 0 02 —1)7
dimFy =5—2=|3.]

rango (2 -1 10 O)zl

dimF, =5 —1=4.]



74 CAPITULO 3. MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES

12000
rango [0 1 2 0 0] =3
00120
dim F3 =5 -3 =[2.]
2 -1 3 00 2 -1 3 00 0 -1 0 00
rango [4 -2 0 4 0] ~12 0O 3 O0O0|~(2 O 3 0 O0]=3
2 -2 -3 40 2 -2 -3 40 2 -2 -3 40

21.

Calcular la dimension de los subespacios vectoriales de R[t] siguientes:

F =[1—t+22, 1+ —3t" — 7]
G =1+t =t 1+, —t — 12+ 1"+ 1°]
H =212 1+t41+15 2 +t* + 15

Solucion:
Observamos que Vp(t) € F gradop(t) < 5, por lo que F' C Rslt],
Sea {1,t,t2,t3,t* t5} una base de Rs|t], entonces
1—t+2t2=(1,-1,2,0,0,0)
1+t —13=(1,0,1,-1,0,0)
t* — 1> =(0,0,0,0,1,—1)
1 1 0
-1 0 O
2 1 0
rango (o _; o | = 3
0 0 1
0O 0 -1



75

Lucgo

Al igual que para F', G C Rslt], considerando la misma base para Rs[t] tenemos

1+t=(1,1,0,0,0,0)

t? —t*=(0,0,1,0,—1,0)

1+ =(1,0,0,0,0,1)
—t—t2+tt+°=(0,—-1,-1,0,1,1)

1 0 1 0

1 0 0 -1
rango 0 10 —1 =3

0 0 0 O

0 -1 0 1

0 0 1 1

Luego
Ahora observamos que, Vp(t) € H, gradop(t) < 6, por lo que H C Rg]t],
Sea {1,t,t% 3, t*,1°,1%} una base de Rgt], entonces

2 — 2 =(2,0,—1,0,0,0,0)

1+t =(1,0,0,0,1,0,0)

1+ =(1,0,0,0,0,0,1)
= (

I A ,0,1,0,1,0,1)
2 110
0 000
-1 0 0 1
rango| 0 0 0 0| =3
0 101
0 000
0 011

Luego
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22. Calcular la dimensién de los subespacios vectoriales de Rs]t] siguientes:
F={p(0) € Ralt] | p(0) =9/ (0) + 601}
G =1{p(t) € Rs[t] | p(0) = 5p"(0) — 2" (0)}
H = {p(t) € Rsft] | p(0) = p'(0) — p"(1) = 0}

Solucién:
Para el subespacio F, sea p(t) = ag + a1t + ast® + ast® € F, p'(0) = ay, p"(0) = 2a,
Luego ag + ait + ast? + azt® = ayt + 12a9t?, esto esag =ay = a3 =0y F = [t].

Por lo que

Estudiemos el subespacio G, sea p(t) = ag + a1t + ast* + ast® € G,

p(0) = ap, p"(0) = 2ay y p"(0) = 6as,, luego ag = %2@ — é6a3 = ay — as, por lo que
p(t) =ait +ax(1+t3) +as(=1+ ) y G=[t,1 + 1%, -1+ 13]

Estos vectores son claramente independientes, comprobémoslo de todos modos.
Sea {1,t,1?,t3} una base de R3[t], en dicha base estos vectores son

t=(0,1,0,0)
142 =(1,0,1,0)
—1+t3=(-1,0,0,1)

—1

=3

(_
1
0
rango 1
0

O O = O

0
0
1

Por lo que

Finalmente, estudiemos el subespacio H, sea p(t) = ag + ait + ast® + azt® € H,

P(0) = ag = 0, p'(0) — p"(1) = a1 + 2ay + 6az = 0, luego p(t) = as(—2t + t?) +
az(—6t + 12y H = [—2t + 12, —61 + t*]

Estos vectores son independientes, comprobémoslo

Sea {1,t,t% ¢3} una base de R3[t], en dicha base estos vectores son

2t +12 = (0,-2,1,0)
—6t + ¢ = (0,—6,0,1)



rango =2

Por lo que

23. Calcular la dimensién de los subespacios vectoriales de Ms(R) siguientes:

=[G )6 066 )
S (R EH IR N el

Escojamos una base de Ms(R), {61 = ((1) 8) ey = (8 (1)> e = <(1) 8) 7

0 0
€4 = < ) } en esta base, los generadores de F' se expresan

01
é 11 =(1,-1,0,1)
; (1)) — (4,1,2,0)
é Zl =(1,-1,0,1)

(g _54) — (0,5,2,—4)

Calculemos el rango de la matriz formada por estos vectores

1 4 1 0 1 4 1 0 1410
11 -1 5 05 0 5 0505
02 0 21710 2 0 2] 7{ooo0o0
1 0 1 —4 0 —4 0 —4 0000
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el rango es 2 por lo que

Con respecto a G,

((1) 1) — (1,1,0,1)
(_21 i) —(2,1,-1,1)
(_01 j) =(0,-1,—-1,-1)

(_11 8) — (1,0,—1,0)

Calculemos el rango de la matriz formada por estos vectores

1 2 0 1 1 2 0 1 1201
1 1 -1 0 0 -1 —1 —1 0111
0 -1 -1 —1] 710 =1 =1 =17 loo0o0 0
1 1 -1 0 0 -1 -1 —1 0000

el rango es 2 por lo que

24. Calcular la dimensién de los subespacios vectoriales de M3(R) siguientes:

F1 :{AEMg(R)|A+At:O}

F2 = {A S M3(]R) | trA = 0}
ai; aiz2 a3

Fg =< A= a91 Qo9 ao3 | € Mg(R) a1z + 2CL13 = 2a99 + 3@33 =0 }
a3 432 0433

Solucion:

Seleccionemos una base de M;(R):

100 010 0 0
er=(0 0 0],ea=10 0 0),e5=(0 0
000 000 0 0

S O =
v



79

0 00 0 00 0 00
ea=11 0 0 , €65 = 010 , €6 = 0 0 1 >
0 00 0 00 0 00
0 00 0 00 0 00
er=10 0 0],es=[0 0 0],ec=10 0 0
1 0 0 0 10 0 01
Escribamos las ecuaciones que definen F7,
2a11 a2+ az a3 +az
A+ A= | ag + arz 2a9 azs + asy |, luego

as; + a3 asp + a3 2azz =0

Fy ={a1 = asn = as3 = 0,a12 + az1 = 0,a13 + az; = 0, a3 + azga = 0}

El rango de dicho sistema es 6, por lo que dimF; =9 — 6 =
Escribamos, ahora, las ecuaciones que definen Fj,
Denotemos por tr a la traza de la matriz.

trA = ail + age + ass, luego

Fy ={an +ax + a3 =0}

El rango de dicho sistema es 1, por lo que dim F, =9 — 1 =

El subespacio Fj3 esta ya definido como conjunto de soluciones de un sistema de

ecuaciones lineal homogéneo.
Estudiemos pues el rango de dicho sistema.

El rango de dicho sistema es 2, por lo que dim F3 =9 — 2 =

25. Encontrar las ecuaciones que definen los subespacios vectoriales de R® siguientes:

F = [(27 17 _17 07 0)7 <07 17 17 _27 1)]
G =1(1,3,0,0,0), (1,-2,0,1,0),(1,2,0,3, —1)]

Solucion:
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Sea (x,y, z,t,u) € F luego este vector ha de ser dependiente de los generadores de
F' esto es

2 0 2 0 =z
1 1 1 1 y
rango | -1 1 | =rango | -1 1 =z
0 -2 0 -2t
0 1 0 1 wu
Obliguemos pues a que ambos rangos coincidan
2 0 =z 2 0 T 2 0 T
1 1 v 0 2 2y—x 0 2 20—
-1 1 z|~10 2 2242|~10 0 22—-2y+ 22
0 -2t 0 -2 t 00 —xz+2y+t
0 1 wu 0 1 u 0 0 x—2y+2u
Para que los rangos coincidan ha de ser
20 -2y +22 =0
—r4+2y+t =0
r—2y+2u =0
Anélogamente para el subespacio G
1 1 1 =z 11 1 x 1 1 1 x
3 -2 2 y 0 -5 -1 y—3z 0 -5 —1 y— 3z
0O 0 0 z|~10 1 3 t ~10 0 14 3Bzx+4+y+5dt|~
0 1 3 t 0 0 -1 u 0 0 -1 u
0 0 -1 w 0 0 0 z 0 0 0 z
1 1 1 x
0 -5 —1 y— 3z
~10 0 14 —3r+y+5t
0 0 0 —=3x+y-+5t+14u
0 0 0 z
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Para que los rangos coincidan ha de ser

—3r+y+5t+14u =0
z 0 |-

26. Encontrar las ecuaciones que definen los subespacios vectoriales de R4[t] siguien-
tes: F=[1+2t,t%], G=[1+t—t2¢*—t* 1+t

Solucion:
Escojamos una base de Ry[t]: {1,¢,t% ¢3,t*} por ejemplo,
En coordenadas los generadores de F' son

1+ 2t = (1,2,0,0,0)
2 =(0,0,1,0,0)

Obliguemos a que (z,y, z,u,v) € F

S OO N
S O = OO
S 2 ve r

El rango de dicha matriz es 2 si y sélo si

20—y =0
u =0
v =0

Escribamos también en coordenadas los generadores de G

1+t—t*=(1,1,-1,0,0)
2 —t*=(0,0,1,0,—1)
1+t*=(1,0,0,0,1)

Obliguemos a que (z,y, z,u,v) € G,
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1 0 1 =z 1 0 1 x 10 1 x

1 0 0y 0 0 -1 —z+4y 00 -1 —T+y

-1 1 0 z|~]0 1 1 z42z |~]0 1 1 T+ z

0 0 0 w 0 0 0 u 00 O u

0 -1 1 w 0 -1 1 v 00 0 —x+2y+z+v

El rango de dicha matriz es 3, si y sélo si

SEES

I

o O
~—

—x+2y+z+

27. Determinar las ecuaciones que definen los subespacios vectoriales de Ms(R)

N6 6 )
R IGN)

Escojamos una base en My(R):

=0 0) e (0 0) o= (0 0) =0 )

En esta base las coordenadas de los generadores de F' son

Solucion:

1 -1
0 1) =(1,-1,0,1)
2 1
1 =1/ (271a17_1)

G _22> —(1,2,1,-2)

Obliguemos a que (z,y, 2,t) € F
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1 2 1 =z 1 2 1 x 121 x

-1 1 2 y 0 3 3 x4y 0 3 3 r+y

o 1 1 z|7lo 1 1 z 000 —z—y+32
1 -1 -2 ¢ 0 —3 —3 —z+t 000 y+t

El rango de dicha matriz es 2, si y sélo si

—r—y+3z =0
y+t 0|

Estudiemos G

En la base escogida las coordenadas de los generadores de G son

; _11 =(1,-1,2,1)
: 1):(2,1,0,1)
_04 _31 :(0737_47_]—)

(Z _22) =(2,-2,4,2)

Obliguemos a que (z,y, 2,t) € G
1 2 0 2 =z 1 2 0 2 z
11 3 -2y 0 3 3 0 a4y
2 0 -4 4 =z 0 4 —4 0 —2x+=z
1 1 -1 2 t 0 -1 -1 0 —xz+t
1 2 0 2 T
0330 Tty
000 0 —2x+4y+3z
0000 —2+y+3t

El rango de dicha matriz es 2, si y sélo si

—2x + 4y + 32
—2x+y+3 =0 [
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28. Estudiar la dependencia o independencia lineal de las familias de vectores de R*
siguientes:

(a) {(1,-1,2,2),(-2,-1,3,4),(7,—-1,0,—-2)}

(b) {(1,1,-2,3),(2,—1,0,4),(5,—1,0,0), (1,0,1,0)}

(c) {(0,-1,3,2),(2,7,-3,4),(5,1,2,—-2),(8,9,3,4), (6,3,2,4)}
Solucién:

Este ejercicio se corresponde con el ejercicio 1 del tema anterior, que pasamos a
resolver calculando rangos de matrices.

Para estudiar en cada caso la dependencia o no de los vectores, se calcularé el rango
de las matrices que forman dichos vectores.

1 -1 2 2 1 -1 2 2
a)rango | -2 -1 3 4 | =rang [0 -3 7 8 | =2
7 -1 0 -2 0 -6 —14 —-16

Luego los tres vectores son linealmente dependientes.

Observar que hemos colocado por filas los vectores dados. Hemos hecho uso del
hecho de que el rango por filas de una matriz coincide con el rango por columnas.

1 1 -2 3 1 1 -2 3
b) rango -L0d = rango 34 =2
5 =1 0 O 0 -6 10 -—15
1 0 1 0 0o -1 3 =3
1 1 -2 3
rango 0 0 =57 =4.
0 0 -8 3
0 -1 3 =3

Luego los cuatro vectores son linealmente independientes.

¢) Como el rango de la matriz que forman los vectores como maximo es cuatro y
tenemos cinco vectores, podemos asegurar que al menos uno de ellos es dependiente
de los cuatro restantes.

29. En F = R® considerar el subespacio vectorial F' engendrado por el conjunto de
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vectores,
{(1,-1,0,1,1),(0,1,0,-1,1),(1,0,0,0,2), (2,-1,0,0,1)}.
Determinar una base de F' y ampliarla a una base de R5.

Solucion:

Este ejercicio se corresponde con el ejercicio 13 del tema anterior, que pasamos a
resolver calculando rangos de matrices.

1 0 1 2 1 0 1 2
-1 1 0 -1 0 1 1 1
dimF =rango| 0 0O O O | =rango |O O 0 O | =
1 =10 0 0 -1 -1 -2
11 2 1 0o 1 1 -1
101 2
011 1
rango [0 O O O | =3.
000 -1
000 -2

Observamos que el rango de las tres primeras columnas de la matriz es dos, por lo
que las columnas 1,2,4 son linealmente independientes, y puesto que la dimensién
es tres, tenemos que una base es: {(1,-1,0,1,1),(0,1,0,-1,1),(2,—1,0,0,1)}

Completemos esta base hasta conseguir una de R5.

1 0 1
Como rango | —1 1 0] = 3, entonces,
1 =10
1 0 2 |00
-1 1 =100
rangol 0 0 O | 1 0f|=5
1 -1 0 | 00
1 1 1 | 01

y por tanto la base de R® buscada es

{(1,-1,0,1,1),(0,1,0,—1,1),(2,—1,0,0,1), (0,0, 1,0,0), (0,0,0,0, 1)}.
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30. Probar que

{(0? 170)7 (gvov £)> (??Ov -

[\

)}

[

es una base ortonormal de R3.
Solucion:

Sea A la matriz formada por los vectores dados, basta probar si A'A =T

0 X2 V2

2 2

A=(1 0 0

0 X2 _v2

2 2
01 0 0 L2 L 100
AlA=[¥2 0 2|1 0 0 |=]010
2o/ \o2 g/ Voo

31. Considerar en R? el producto escalar:

((z1, 9, x3), (Y1, Y2, Y3)) = T1y1 + T1Ya + Tay1 + 2T2y2 + Tays + T3ya + 3T3Ys.

Estudiar si las familias de vectores siguientes son, o no, bases ortonormales, respecto
de este producto escalar.

a) {(1,0,0),(=1,1,0), (1,—1,1)}
b) {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

1 1 1
c) {EO’O’O)’ﬁ(_l’l’l)’ﬁ(l’l’l)}

1 1
d) {%(0,0,1),(1,0, 0),%(3,—3,1)}
Solucién:

El producto escalar de dos vectores podemos obtenerlo matricialmente de la forma
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1 10 Y1
(v, 20,23) [1 2 1 Yo | = y1 + T1Y2 + oY1 + 2T2y0 + Toy3 + T3y2 + 3x3Y3
01 3/ \ys

Por lo tanto para estudiar si las familias dadas forman o no, una base ortonormal,
basta hacer el producto de matrices S*AS donde S es la matriz de la famila de
vectores y A la matriz del producto escalar.

1 -1 1
a)S=10 1 -1],
0 0 1
1 0 0\ /110 1 -1 1 1 00
-1 1 0 1 21 0 1 —-1}J=10120
1 -1 1 013 0 0 1 0 0 2

Luego no es ortonormal. Observamos que es ortogonal, pero el tercer vector no tiene
norma uno.

b) S =TI por lo que S'AS = A # I, por lo tanto la base no es ortonormal.

)

1 1 11 1 2
I I S R N
-5 B B 1 21 0 5 A= 0o 3 % | #1
1 1L 1 01 3 0 11 2 6 10
V3 V3 V3 V2 VB Vvis V6 3
por lo que los vectores no constituyen una base ortonormal.
d)
1 3
0 0 &\ /110 /(01 v
1 0 0 1 21 00 —5]|=1
3 3 1J\gq 3/l g o
V6 V6 V6 V3 NG

Por lo tanto la familia de vectores es una base ortonormal del espacio.
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Capitulo 4

Aplicaciones Lineales

Descartes, en uno de sus intentos por algebrizar la geometria plana, estudio la rela-
cién entre (z,y) y (z',y) si el segundo se obtiene girando un dngulo a el primero.
Jean Bernouilli (1667-1748) en una carta a Leibniz en 1715 introdujo los planos
coordenados en R? tal como los conocemos hoy en dfa.

Los siguientes pasos los dieron Euler y Lagrange desde los puntos de vista geométrico
y analitico que les llevaron a descubrir las traslaciones y formular los movimientos
que conservan distancias. En lenguaje moderno sus ecuaciones se escriben como
v = Ax', donde A = (a;), v = (v,y,2)' vy o = (2',y,2)". Mientras que las
condiciones impuestas equivalen a AA! = I.

La relaciéon entre matriz y aplicacién lineal se hizo mas palmario cuando Cayley
escribié de forma matricial las ecuaciones de los diferentes tipos de transformacio-
nes geométricas. También escribié de forma matricial las ecuaciones obtenidas por
Lagrange obteniendo un tipo particular de matrices: las llamadas ortogonales. El
concepto de aplicacion lineal en su forma actual se debe a Peano cuando axioma-
tizo la definicion de espacio vectorial.

En la actualidad, tanto en matematicas como en ciencias aplicadas, las aplicacio-
nes lineales son fundamentales ya que modelan las transformaciones geométricas y
las ecuaciones lineales. En realidad, muchos de los problemas més complicados son
linealizados mediante aproximacion prefiriendo, asi, el estudio de los problemas li-
neales que surgen mediante este proceso por su menor complejidad. Incluso en la
mecanica cuantica, un observable es cierto operador lineal en un espacio vectorial
complejo.

89
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Ejercicios
1. Discutir a partir de la definicion, si las siguientes aplicaciones son, o no, lineales:
a) f:R® — R*
(21, 29, x3) —> (321 + Bx9, 9 + T3, X9 — HT3, 1 + To + T3).
b) f:R? — R?
(21,22, 23) — (21 + a,bxs) con a,b € R.
c) [:R,[t] — R[]
— p

p(t) () + 2/ (0)p' (1) +p"(0)p" (1) + - + p™ (0)p™(2).

a b . a—>b a+b
c d c+2d a—b+c—d
e) [: R — My(R)

ary bxs

xT1,T2,T3) —r
(w1, 72, 73) (cx;; r1+ T + 23

) con a,b,c € R.

Solucion:
Recordemos la definicién de linealidad.

f: By — E5 es lineal si y sélo si, para todo x,y € Fy, f(z)+ f(y) € Es, y para
todo A € K, f(Az) = A\f(x).

a’) Sean (I'l,[fg,l’g), (y17y27?/3)7

(w1, 2, 23) + (Y1, Y2, ¥3) = (1 + Y1, T2 + Yo, T3 + ¥3)
M1, T2, 13) = (AT1, ATo, A23)

f((x1 +y1, w0 + Yo, 23 +y3) =

(B(z1 +y1) +5(x2 + y2), (22 + o) + (z3 + y3), (¥2 + y2) — 5wz + y3),
(w1 +y1) + (22 +92) + (23 + y3)) =

(321 + 5x9, T2 + X3, 29 — D3, 1 + To + 3) + (3Y1 + DY2, Y2 + Y3, Y2 — HYs,
Y1+ Y2 +y3) =

f(xy, 20, 23) + f(y1, 42, 93),



f()\l’l, )\ZEQ, )\.%'3) =

(3A\z1 + BAxo, Axg + Ax3, ATo — DAT3, ATy + Axo + A13) =
A(Bx1 + g, xo + T3, 9 — T3, 1 + Ty + x3) =

M (21, 9, x3).

b) Al igual que en el apartado a)

fxr + 1,20+ y2, 3 + y3) =
((z1 +w1) +a,b(z2 + 1)) = (21 + a,bxs) + (y1 +a,byz) — (a,0) =
f(Ith; xs) + f(ylu yz,y3) - (aa 0)-

Luego la primera condicion se verifica si y sélo si a = 0.
Impongamos a = 0,

f()\l'l, )\l’g, )\.773) = ()\33'1, b)\.%'g) =
)\(.Tl,bl'g).

Luego la aplicacion es lineal para a = 0 y para todo b.

c¢) Dados pi(t),p2 € Ry[t], (p1 + p2)'(t) = pi(t) + pi(t) para todo i = 1,...

(p1 + p2)*(0) = pi(0) + p5(0) para todoi=1,...,n

Por lo tanto

J((p1 +p2)(1)) =

(p1+p2)(t) + (p1 +pz)’( )(p1 +pz) (t) + (pr +p2)"(0)(p1 +p2)"(t) +-- -+

+(p1 + p2)™(0)(p1 +pz) "(t) =

put) + ph (0)ph (t) + D (0)p (8) + -+ p{” (0)p™ (£)+
+pa(t) + py(0)ph(t) +p2< () + -+ py (0)pS" (1) +

+p(0)ph () + Py (0)ply () + +p§ ><o>p§ ><t>+
+p5(0)p} (t) + py (0)pi’(t) + - & (0)pt ( ) =

Foi(t) + f(pa(t)) + Py (0)ph(1) + p’{( > 5(t) + -+ p (0)ps? () +
o (0)p4 () + py (0)p(E) + -+ + pY’ <o>p§" < >

Por lo que la aplicacién no es lineal.

d) Recordemos que
a; b 4 ay b\ (a1 +ap by + bo
C1 dl Co dg a 1+ ¢ dl + dl + dg

)\ab_)\a)\b
Y e d) T \ae M)
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92
f((a1+a2 b1+b2 )):
c1+cey dy+dy+dp
( (a1 + az) — (b + bo) (a1 + ag) + (by + bs) ) _
(Cl + CQ) + 2(d1 -+ d2> (CL1 + ag) — (bl + bg) -+ (Cl + CQ) - (dl + d2)
CLl—bl CL1+b1 +<a2—b2 CL2+1)2 ):
61+2d1 CL1—b1+Cl—d1 CQ+2d2 ag—b2+02—d2

() ()

Luego se verifica la primera condicién, veamos si se verifica la segunda

f Aa Ab\Y\ [ Aa—Mb Aa + b [ AMa—0) Aa +b) B
Ae M) ) \Xe+2Md da—X+AXc—Ad)  \MNc+2d) Ma—b+c—d))
a—>b a+b _ a b

A(c—i—Zd a—b—l—c—d)_/\f((c d))

e) En este caso tenemos

_ (alz1+ ) b(z2 + yo) B
AR R (C(l'?» +uys) (14+uy)+ (ze+ye)+ (23 +ys))
ary by ayi bys
+ = f(x1, 22, 23) + (Y1, Y2, s)-
(Cl’g 1+ 29 + x3> <0y3 Y1+ Yo + y3) f( 1,42 3) f(yl Yo y3)

Se verifica la primera condicién para todo a,b,c € R, veamos la segunda.

F s, Aaa, Aag) = (2201 o = (e Azt N
AT AT =\ gy Ay + Avo + Awz )\ \ewy M@y + 2o +13))

ary bxs B
A (cxg 1+ 2 + :1:3> = Af(@1, 22, 75).

Luego la aplicacion es lineal para todo a,b,c € R.

2. Estudiar cuales de las aplicaciones lineales siguientes son inyectivas, exhaustivas
y/o biyectivas.
a) f : Rg[t] — Rg[t]
p(t) — Ap(0) + 3p"(t)

b) f: Ms(R) — Ms(R)
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a b a+b a—>b

(c d)'—>(c+d c—d)
c) [ R — R?

(21, T2, x3,24) — (X1 — To, T3 — T4, T1,T3).
d) f: R — R?

(21, 29, x3) — (1 + X2, T3 — x3).
e) [ R? — R?

(21, 22) — (321 — x2, 1 + g, 221 — 41)

Solucion:

Una aplicacion lineal f : Fy — F5 es inyectiva siy sélo si Ker f = {0}, es exhaustiva
siy solosiIm f = Es. Es biyectiva si y solo si es inyectiva y exhaustiva. Observamos
que si E; es de dimension finita para que la aplicacién sea biyectiva es necesario
que dim F; = dim F>. Ademas si dim F; = dim E, entonces inyectividad equivale a
exhaustividad.

a) Recordemos que dado p(t) = a + bt + ct?, p(0) = a y p"(t) = 2c.

Ker f = {p(1) | f(p(1)) = 0} = {p(t) = a+ bt + ct? | ¢ = —2a).

La aplicacién no es inyectiva, por tanto tampoco exhaustiva (ni biyectiva).

o =l (e )09
: § }(212 =)-(0 o)

Por lo que la aplicacién es inyectiva, por lo tanto exhaustiva y biyectiva.

c)

S0 @ o
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Kerf = {(I‘l,x27l’3,x4> | f(‘r17x27$3ax4> - (O 0 0 O)} =
— {($1,$2,$3,$4) | (I’l — Xy, T3 — $4,$1,ZE3) (0 0 O O)}

{(0,0,0,0)}.

La aplicacion es pues inyectiva, exhaustiva y por tanto también biyectiva.

d) Teniendo en cuenta que dim £} = dim Ker f +dim Im f, esta aplicacién no puede
ser inyectiva. Veamos si es exhaustiva.

Sea {e1, €2, e3} la base canénica de R3. Im f = [f(e1), f(e2), f(e3)]
f(el) = (170)7 f(€2) = (17 1)7 f(€3) = (07 _1)’

dim Im f = rango (1 0

1 P 9
01 _1>—2—d1mR.

Luego la aplicacion es exhaustiva.

e) En este caso observamos que la aplicacién no puede ser exhaustiva ya que dim Im f <
dim F; < dim F,. Veamos si es inyectiva.

Ker f = {(x1,22) | f(z1,22) =0} =
= {(z1,22) | (3x1 — @2, 1 + 5o, 221 — 4x5) = (0,0,0)} =
= [(0,0,0)].

Luego la aplicacion es inyectiva.

3. Sea u = {uy,us, uz, us} una base de R Sea f el endomorfismo de R* que verifica:

flur) =

f(u2) = 2us,
fluz) = —uy +uy,
f(u4) Uz — U3

., Cudl es la imagen del vector v = 2u; — 3uz + 4uy? ;Y la del vector w = uy — ug +
Us — U4?

Solucion:
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fv) = f(2u; — 3ug + 4uy) =
=2f(ur) — 3f(u3) + 4f (ug) = 2ug — 3(—uy + uq) + 4(ug — uz) =
= 3u; + 4us — 2us — 3uy
fw) = f(ug —ug +uz —ug) =
fur) = f(uz) + flus) = flua) = uz — 2u3 — uy +uy — ug +uz =
= —Up — Uz + Uy
También hubieramos podido obtener las imédgenes de dichos vectores de forma ma-
tricial:

Escribamos la matriz de la aplicacion en la base dada

00 —1 0
00 0 1
A:120—1
00 1 0

y los vectores v y w en coordenadas v = (2,0, —3,4), (1,—1,1,—1). Entonces

00 -1 O 2 3 00 -1 0 1 -1
00 0 1 O | 4 00 0 1 -1 |-1
12 0 -1 -3 2|’ 12 0 -1 11 [0
00 1 0 4 -3 00 1 O -1 1

4. Sea f : R*> — R? una aplicacién lineal tal que f(1,0,1) = (3,0,2), f(0,1,0) =
(1,1,2) y f(3,1,0) = (—1,0,0). Hallar el valor de f(1,1,2).

Solucion:

Escribamos el vector (1, 1,2) como combinacion lineal de los vectores (1,0, 1), (0, 1,0),
(3,1,0) y la linealidad de la aplicacién nos permitiré obtener la imagen de dicho vec-
tor.

(1,1,2) = A1(1,0,1) + A2(0,1,0) + A3(3,1,0) que escrito en forma matricial es

10 3\ /\ 1
01 1| ([x]=1]1
10 0/ \\ 2
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Esto es .
A1 10 3\ /1 2
]l=[1011 1= 3
A3 100 2 —%
Busquemos ahora la imagen de dicho vector
4 1 23 4 20
1,1,2) =2f(1,0,1) + = f(0,1,0) — = f(0,1,1) = (—, =, —
F(1,1,2) = 2£(1,0,1) + 5 £(0,1,0) = /(0. 1,1) = (5,5, )

que hubieramos podido resolver matricialmente escribiendo la matriz de la aplica-
ci6n tomando en la base de partida los vectores (1,0, 1),(0,1,0),(3,1,0) y la base
canodnica en el espacio de llegada

31 -1

A={01 0

2 2 0
31 1\ (2 31 -1\ /10 3\ " [1 2
01 0 s |l=101 0]f0o11 1] =13
22 0/ \—3 22 0/ \100 2

5. Consideremos la aplicacién lineal f : R* — R* definida por
(1, T, T3, x4) — (1 + 29, To + 223, T3 + 224, 221 + T4)
Calcular f71(1,1,1,1) (conjunto de antiimdgenes del vector (1,1,1,1)).
Solucién:
Buscamos {(x1, x2, 23, x4) | (21 + 229, x9 + 223, 3 + 224, 221 + x4) = (1,1,1,1)}.

Esto el conjunto de soluciones del sistema

.’171—{—2.CE2 =1
To+2x3 =1
I3+2$4 =1
2.%‘1+ZL'4 =1

Sistema compatible determinado, por lo que tiene una tnica solucién por lo que

Py ={G 3}
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6. Determinar los subespacios vectoriales Ker f y Im f para la aplicacion lineal
f:R¥ — RS
(z1,79,23) — (¥1 + T2 — T3, 71 — T + X3, —T1 + Ty + T3)
Soluciodn:
Escribamos la matriz de la aplicacién lineal en la base candnica.

Recordemos que cada columna de la matriz es la imagen de los vectores de la base
expresados en la base del espacio de llegada (en este caso la misma) o equivalente-
mente cada fila son los coeficientes de los polinomios (homogéneos de grado 1) en
las variables dadas por las coordenadas

Busquemos el Ker f,

Sistema compatible determinado, por lo que

Ker f = {(0,0,0)}.

Teniendo en cuenta que Im f = [f(e1), f(e2), f(e3)] v que la matriz A (cuyas colum-
nas son f(eq), f(es2), f(e3)), tiene rango méximo tenemos que

Im f = R3.

7. Dar la matriz del endomorfismo f de R? definido por
f(l’l, o, .2?3) = (2.931 + 3.172 — I3,Tq + 2332 — X3, T2 + 2.173)

en la base canénica de R? y en la base u = {(1,—1,0),(0,1,1),(2,0,1)}.



98 CAPITULO 4. APLICACIONES LINEALES

Solucion:

Para escribir la matriz en la base candnica basta observar los coeficientes de los po-
linomios que definen las coordenadas del vector imagen. Asi, la primera coordenada
es el polinomio 2z, + 325 — x3 cuyos coeficientes son 2,3,-1, por lo que la primera

fila es 2,3,-1, etc.

2 3 -1
A=1|1 2 -1
01 2

Para obtener la matriz en la nueva base basta hacer

A=S8"1AS
1 0 2
siendo S=]1-1 1 0
0 1 1
Calculemos S~1!
-1 -2 2
ST=1-1 -1 2
1 1 -1

Por lo que haciendo el producto matricial tenemos

8. Consideremos la aplicacién lineal
f:My(R) — R*

(Z Z) — (a+b—d,c+d,b—2c+d,a—d).

Dar la matriz de f en las bases
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(0 -0 )0 Dpw
v=1{(1,-1,0,1),(1,1,2,0),(1,1,0,2),(0,1,1,1)} de R™

Solucion:

Escribamos primero la matriz tomando la base u en el espacio de partida y la base
canodnica en el espacio de llegada y tenemos

11 0 -1
0 0 1 1
A=101 -2 1
10 0 -1
1 110
-1 111 . .
Sea S = 0 2 0 1 la matriz cambio de base que nos pasa los vectores expre-
1 0 21

sados en la base v a la base canodnica.

Por lo tanto la matriz buscada es
A=S"1A

Calculando la inversa de la matriz S y realizando el producto tenemos

11 12
3 3 3
_ AN S SR
_ 6 3 6 6
A=119 5 & 4
2 2 2
S U B
3 3 3 3

10. Calcular la imagen por la aplicacién lineal

f 'R — Rg[t]
(ml,ZL’Q, 133) — (Il —+ .Z‘Q) + (Il — l’g)t + $3t2 + l’gt?’

del vector de R?, cuyas coordenadas en la base u = {(—1,0,1),(2,1,1),(1,0,2)} son
1-2,3.
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Solucion:

Escribamos la matriz de la aplicacién en la base canénica de R? y base {1,t, % 3}
de Rg [t]

0

—1

1

S O = =
_ o O =

Pasemos ahora el vector dado a la base candnica. La matriz de cambio de base es

-1 21
S=10 10
1 1 2

Por lo que el vector en la base candnica es

-1 2 1 1 -2

0 1 0 21 =1-2

1 1 2 3 5)

Por lo tanto
1 1 0 9 11 0 1 9 1 1 —4
10 1 1 0 —1 -7
21| = 0O 1 0 -2 =

00 1 5 00 1 1 1 92 5 5
01 O 01 0 -2

11. Sea f el endomorfismo de Ry[t| definido por:
F(p(t)) = 3p(t) — p'(0)t — p"(0)2*

Calcular rango f
Solucion:

Dada una base del espacio, el rango del endomorfismo es el rango de la matriz
asociada en dicha base. (El rango no depende de la base escogida).
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Consideremos la base {1,t,t*} de Ry[t] y escribamos la matriz de f en dicha base

f(1) =3
f(t) =2t
) =

La matriz es pues

I

|
S O W
o NN O
—_ o O

cuyo rango es claramente 3.

Observamos que el rango coincide con la dimension de Im f.

12. Sea f el endomorfismo de Ry[t] definido por:
fla+bt+ct?) =a+b+ (a—bt+ (b+ )t
Dar la matriz de f en la base {1 +¢,1 —¢,1—¢*} de Ry[t].

Solucion:

Escribamos primero la matriz de f en la base {1,t,*}

1 1 0
A=|1 -1 0
0 1 1
y sea S la matriz del cambio de base
1 1 1
S=11 -1 0
0 0 -1

Entonces la matriz pedida es A = S~'AS

Calculemos S1,
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)

4
—_
|

RS
O NN =
(@) | N |

N
I N0 [

Haciendo el producto tenemos

N
I
~
—_

— I DO
roleo
— I DO
N |
N———

13. Sea f el endomorfismo de Ma(R) tal que:
15((0)-(2 5
0e((00))=(18)
oxes=|(15) (o 1))

Determinar la matriz de f en la base

(Go) o) (Vo) (o)

de My(R).

Solucion:

10 10 )
Puesto que (1 0) , (O 1) € Ker f se tiene que

o) =) on) =)
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Por lo tanto la matriz buscada es

1 3 -1 -1
12 1 1
A=145 1 5
3 0 -3 -3

14. Sea f el endomorfismo de R3 tal que
Ker f =1(2,-1,0),(2,0,1)], f(1,0,0) =(2,0,—1).

Determinar la matriz de f en la base natural de R3.
Soluciodn:

Puesto que (2,—1,0),(2,0,1) € Ker f, se tiene que
f£(0,1,0) =2f(1,0,0), f(0,0,1) = —2f(1,0,0),

por lo que la matriz de la aplicacion es

2 4 -4
A= 0 0 0
-1 -2 2

15. Sea w = (wy, wq, w3) una base de R?, F' = [w;] y G = [w3]. Sea g el endomorfismo
de R3 tal que

a) F'y G son invariantes por g.

b) g(wy + ws) = g(we — w3) = 2wy + ws.
Determinar la dimensién de Ker g.
Solucién:

Puesto que F'y G subespacios de dimension 1, son invariantes por g, tenemos que:

g(wr) = Mwr,  g(ws) = Azws.
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Por otra parte la condicién b) nos dice

i) g(wy +wsz) — (w2 —w3)) = g(w; +w3) = 0, y puesto que g(w; +wsz) = Awi + Azws,
se tiene: A\ = A3 = 0 (ya que w; y ws son linealmente independientes.

i) g(wr + we) = g(wr) + g(w2) = Mwy + g(wz) = g(wz) = 2wy + wy # 0.

Por lo que Ker g = {wy,ws} y ‘dimKerg = 2. ‘

16. Sea f : R* — R? la aplicacién lineal definida mediante f(z,y,2) = (22 —
y,2y + 2), vy g : R? — R3 definida mediante g(x,y) = (4x + 2y,y,x + y). Sea
u = (uy,us,uz) una base de R3, con u; = (1,0,0), us = (1,1,0), uz = (1,1,1), y
v = (v1,v2) una base de R?, con v; = (1,0) y vy = (1, 1).

a) Dar la matriz de f y la matriz de g en las bases canénicas.
b) Dar una base de Ker f y una base de Im g.

c¢) Calcular las matrices de f y de g en las bases u y v.

Solucion:

a) La matriz de f en la base candnica es

2 —1 0
A‘(o 2 1)

La matriz de g en la base canoénica es

oy

I
— O
— = DO

b) Ker f = {(z,y,2) | 2 —y =0,2y + 2 = 0} = [(1, 2, —4)].
Img=1[(4,0,1),(2,1,1)].
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¢) Sea S la matriz cambio de base que pasa las coordenadas en la base u a la base
candnica

1 11
S=10 11
0 01

y sea T' la matriz cambio de base que pasa las coordenadas en la base v a la canénica

1)

Entonces las matrices pedidas son A = T-'AS y B = S™'BT.

[1—(1 1)‘1<2 ~1 0) é}} _(2 ~1 —2)
01) o 2 1)\, 0 2 3

oo
I
o O =

17. Sea f el endomorfismo de R* tal que f(e;) = e; — eq, f(e3) = e; i Ker f =
[e1 + €2, e3 — e4]. Estudiar si se verifica R* = Ker f & Im f.

Solucion:

Observamos que dim Ker f = 2, por lo que Im f = [e; — eg,e1] = [e1, €3] (va que
dimIm f = n — dim Ker f).

Veamos si estos dos subespacios forman suma directa:

Sea v € Ker f NIm f, entonces v = Aj(e1 + e2) + Aa(es — €4) = pyeq + poes. Equi-
valentemente: (1 — A)e; + (o — A1)ea — Aaesz + Aaeqy = 0y esto sélo es posible si
Ao =0y A\ = p1 = po.

Es decir, los vectores de la forma A(e; + e2) pertenecen a la interseccién y lo suma
no puede ser directa.
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18. Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo K de dimensiéon n, y
sea [ € End(FE). Probar que los subespacios vectoriales Ker f y Im f son invariantes
por el endomorfismo f.

Solucion:

Recordemos que un subespacio F' es invariante por el endomorfismo f, si y sélo si

f(F)CF.
Veamos pues, si se verifica la condicion para los subespacios dados.
Sea v € Ker f, entonces f(v) =0 € Ker f, luego este subespacio es invariante.

Sea v € Im f, por lo tanto f(v) € Imf = {w € F'| Ju € E con f(u) = w}. Luego
este subespacio también es invariante.

19. Sean f : ¥ — F y g : F — (G dos aplicaciones lineales, con F, F'i G
espacios vectoriales sobre un cuerpo conmutativo K de dimensién finita. Probar que
rango (g o f) < rango f. Si g es inyectiva, entonces se tiene la igualdad.

Solucién:

Observamos que Yv € Ker f es f(v) = 0 por lo tanto (go f)(v) =0y v € Ker (go f).
Esto es, Ker f C Ker(go f) y dimKer f < dimKer (g o f).

Teniendo en cuenta que dim £ = dim Ker f+rango f = dim Ker (go f)+rango (go f)
tenemos que rango (g o f) < rango f.

Supongamos que g es inyectiva y sea v € Ker (g o f), entonces g(f(v)) = 0y al
ser g inyectiva es f(v) = 0 es decir v € Ker f. Tenemos pues que si g es inyectiva,
Ker (g o f) C Ker f, de donde deducimos la contencién en sentido contrario, y por
tanto la igualdad.

20. Sea f: Ry[t] — Ryt] la aplicacion lineal definida por:
F(p(1)) = 2(p(0) = p"(0))t + (#"(0) — p'(0) — p(0))*

i Es el subespacio vectorial F' = [1 + 2t,1 — #?], invariante por f?
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Solucion:
Busquemos las imagenes de los vectores de la base de F'.
F(1+2t) =2t — 3% f(1 —1t*) =6t — 3t>

Veamos si estos vectores estan o no en F',

1 1 ] 0 0 1 1 |00
rango (2 0 | 2 6 |=rango|0 -2 | 2 6| =3>2
0 -1 | -3 -3 0 0 | 46

por lo que el subespacio no es invariante.

21. Sean [ : My(R) — M;(R), g : M3(R) — My(R) las aplicaciones lineales

definidas por:
0 b a a
(G a)-lees
c d a d

a b
g d e
g h

o
o [ o

B e
Il
N\
QS
o o
~_

. Es invertible la aplicacion f o g? iy go f?
Solucién:

Observamos que la aplicacion g nunca puede ser inyectiva pues la dimension del
espacio de salida es mayor que el espacio de llegada, por lo tanto f o g tampoco
puede ser inyectiva (observamos que si g(v) = 0 entonces f(g(v)) = f(0) =0).

La composicion g o f serd invertible si Ker g N Im f = {0}.

Haciendo la composicion vemos que

Es decir f o g es la identidad y por tanto invertible.
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22. Sea f un endomorfismo de R? tal que f(e;) = e; + e, €1 — ex € Ker f. Probar
que el subespacio vectorial F' = [eq,es] es invariante por f y dar la matriz del
endomorfismo restriccion fir en la base (e, e) de F.

Solucion:

Puesto que e; — es € Ker f, tenemos que f(es) = f(e1) y puesto que f(e1) = e + e
tenemos que f(ey), f(e2) € [e1, ea] y el subespacio es invariante.

La matriz de la aplicacion restriccion es

11
(1),

23. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial F de dimension n y sea F'
un subespacio vectorial de E engendrado por los vectores {vy,...,v,} tales que
f(vi) = auu; Yi € {1,...,m}. Probar que F' es un subespacio invariante por el
endomorfismo f.

Solucion:

Claramente f(v;) € F, por lo que el subespacio es invariante.

24. Sea f el endomorfismo de M,(R) definido por:
7 a b)) _ 3a+b —4a —b
c d)) \Ta+b+2c+d —17a—6b—c

2 —4 1 -2
) . _ : . o
.Es el subespacio F' [(7 _17> , <1 —6)] invariante por f7

Solucion:

. . ., 10 01 00 0 0
Escribamos la matriz de la aplicacion en la base { (0 0) , (O O> ) <1 0) ) (0 1)}
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3 10 O

-4 -1 0 0

A= 7 1 2 1
-17 -6 -1 0

Busquemos las imagenes de los vectores de la base del subespacio

31 0 0 2 1 2 1
—4 -1 0 0| -4 —2| | -4 -2
701 2 1 71|71
17 =6 -1 0) \-17 —6 ~17 -6

Observamos que ambos vectores son invariantes, por lo tanto el subespacio es inva-
riante.

25. Sea f : Ry[t] — Ry[t] la aplicacién lineal definida por: f(p(t)) = 2p(t) — 3p/(¢).
a) Dar la matriz de f~! en la base (1,t,¢?) de Rylt].

b) Escribir f~! en funcién de f.

Solucioén:

a) Determinemos primero la matriz de la aplicacién en la base dada

Basta ahora invertir dicha matriz A~ =

O Owi-
O N
DO [0 | Qo [ ©

b) Observamos que (f — 2id)® = 0 de donde
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fP=6f24+12f —8id =0

é(f3—6f2+12f) = id

é(f2—6f+12id)f = id

%(f2—6f+12id) = [

26. Sean f, g los endomorfismes de Ry[t] definidos mediante:

f(1) =1+ 1¢
ft) =2—t+1t2
) =2

1 1
g(a+bt—|—ct2):(a+b+20)+bt—(1a—|—£b+§c)t2

a) Dar la matriz de f en la base (1,t,t%) de Ry[t].

b) Dar la matriz de f o g en la base (1,t,t%) de Ry[t].

c) ;Es f invertible? En caso afirmativo, dar la matriz de f~! en la base (1,¢,t?).
d) (Es f o g invertible?

e) Determinar Im (f o g).

Solucion:

a)

1 2 0
A=10 -1 0
112

b) Escribamos primero la matriz de la aplicacién g en la base dada
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1 1 2
0 1 0
1 7 _1
1 1 2
Por lo tanto
1 2 0 1 1 2 1 3 2
B=[0 -1 0 0 1 0O ]=10 -1 0
1 1 7 1

c¢) rango A = 3, por lo tanto la matriz es invertible. Calculando la inversa tenemos

1 2 0
A7'=10 =10
T 0 3

d) rango (f o g) = 2, por lo tanto el endomorfismo no es invertible.

e) Im(fog)=1[1,3—1t—2t?.

27. Sea f un endomorfismo de Ry[t] definido por
fla+bt+ct?) = (a+2b+c) + (aa+b)t + (a + 2b+ ac)t®.

Encontrar las dimensiones de Ker f y Im f segtn los distintos valores de o € R.
Solucién:

Escojamos una base de Ry[t], por ejemplo {1,¢,t*} y escribamos la matriz de la
aplicacion en dicha base.

[N R )
S O+
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1 21 1 2 1
a1l 0] ~10 1—-2a¢ —«
1 2 « 0 0 a—1

1
3 si 1, =
si v #£ 5

Por lo tanto

dimIm A = rango A = 1
2sia=1,0 3>

lsia=1,0 —.

Osia#1 !

si « , =

dim Ker A = 21
2

28. Sean fi, fo v f3 los endomorfismos de R3[t] siguientes:

f1 . Rg [t] — Rg [t]
p(t) — p(0) +p(0)¢

fo : Rs[t] — Rslt]
p(t) — p'(t)

fg . Rg [t] — Rg [t]
p(t) — p(0)

(Es fs = fao [i? (Es f3 = fio fo?

Solucion:

(f20 f1)(p(t) = f2(f1(p(t)) = fo(p(0) + p(0)t) = p(0) = f3(p(1))

(fro f2)(p(t) = fi(falp(t)) = fr(P' (1)) = P'(0) + p'(0)t # f3(p(2))
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29. Sea 7 el endomorfismo de R™ que a cada vector le hace corresponder su proyec-
cién ortogonal sobre el subespacio vectorial F' fijado. Probar:

a) Kerm = F*.

b) Imm = F.

c) m=m
Solucién:

Sabemos que R* = F 1 F*, es decir para todo z € R, = 2; + x5 con z; € F,
Ty € F* tnicos. Por lo que 7(z) = z;.

a) Para todo x = 21 + 29 € Kerm, es m(x) = 2, = 0 por lo que z € F*. Esto es
Ker f C F*. Ahora bien, para todo x € F*, 2 = 0 + x4, por lo que 7(z) = 0y
Ft C Kern.

b) Para todo x = z1 € F se tiene 7(z) = x1, luego x; € Imm, y F' C Im .

Ahora bien, dimR" = dim Ker 7 + dim Im 7 = dim F + dim F*. Teniendo en cuenta
el apartado a) dim F* = dim Ker 7. Por lo tanto dim F = dimIm 7 y F = Im 7.

c) m3(x) = m(m(xy + x2)) = 7(x1) = 1.

30. Sean F' un subespacio vectorial de R” y G C F*. Sean 7x y 7 los endomorfismos
de R™ que a cada vector le hacen corresponder su proyeccion ortogonal sobre los
subespacios vectoriales F' y GG. Probar que g omg = mgomp = 0.

Solucion:

Dado F tenemos que R® = F | F*. Puesto que G C F* tenemos que F* = G L
(GENFL).

Por lo tanto R" = F 1 G L (Gt n F4)

Entonces, para todo vector x € R", © = 1 + 29 + 23 con 1 € F, 29 € G, 23 €
(GENFh).
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Capitulo 5

Determinantes

En el intento de resolver los sistemas de ecuaciones lineales es cuando surgen los
determinantes. Pero pronto también se emplearon en la solucién de problemas de
transformacién de coordenadas, de sistemas de ecuaciones diferenciales, cambios de
variables, integrales dobles o triples... En 1693, Leibniz (1646-1716) usé un conjunto
sistematico de indices para los coeficientes de un sistema de tres ecuaciones lineales
con tres incognitas obteniendo un determinante. La solucion de ecuaciones lineales
de dos, tres y cuatro incognitas fue obtenida por Maclaurin (1698-1746) y publicada
en 1748 en su Treatise of algebra. Cramer (1704-1752) publicé en 1750 el libro titu-
lado Introduction a l’analyse des lignes courbes algébriques donde describe la regla
para determinar los coeficientes de una cénica general pasando por cinco puntos
dados utilizando los determinantes. En 1776, Bezout (1730-1783) demostré que la
anulacion del determinante de un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas ho-
mogéneo es una condicién necesaria y suficiente para que haya soluciones no nulas.
Sin embargo, el primero en hacer una exposicién légica y coherente de la teoria de los
determinantes como tales, aplicandolos a los sistemas de ecuaciones lineales fue, en
1776, Vandermonde (1735-1796). Proporcioné una regla para calcular determinantes
por medio de submatrices de orden 2. Laplace, en su ensayo de 1772 Recherches sur
le calcul intégral et sur le systeme du monde, generalizo el método de Vandermonde.

La palabra “determinante”, usada por primera vez por Gauss, la aplic6 Cauchy
(1789-1857) a los determinantes ya aparecidos en el siglo XVIII en un articulo pu-
blicado en 1815. En 1812, Binet (1786-1856), enunci6 el teorema de multiplicacién
previamente demostrado por Cauchy. H. Scherk (1798-1885) aporté nuevas reglas
como la de que el determinante es nulo si una fila es combinacién lineal de otras.
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Ejercicios

—
~+
—_
wn
—

1. Determinar las permutaciones de C5: sot,tos,s”

s:Cs Cs t:Cs — Cs
1 o s()=4 1 s t1)=1
25— s(2)=3 2 > #(2)=5
3 — s(3)=5 3 s #(3)=2
4 +— s(4)=1 4  — t4)=4
5 s s(5)=2 5 s t(5)=3

Solucién:

Las permutaciones son las siguientes:
sot=1(4,2,3,1,5),
tos=(4,2,3,1,5),
s71=(4,5,2,1,3),
t71=1(1,3,5,4,2).

2. Determinar el valor de los determinantes de las matrices de M;5(R) siguientes:

1 0 3 0 -1 0
A=(4 -1 7 ), B=[1 1 1],
7 2 -1 0 1 0
1 1 1 1 1 3
cC=| -1 -301], D=2 -2 4
1 2 1 4 2 3
Solucion:
1 0 3

detA=1{4 —1 7|=1+24+0—(-21)—14—-0=[32]
72 -1
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0 -1 0
detB=1[1 1 1/=|0]
0 1 0"
a) la primera y tltima columna son iguales.
1 1 1 1 1 1 9 1
detC'=|-1 —3 0/ =10 —2 I :1‘1 0‘:
1 2 1 0 1 0

b) a la segunda fila le sumamos la primera y a la tercera le restamos la primera.

1 1 3 |11 3 4 9
detD=12 -2 4|/=10 —4 -2 :1‘_2 _9‘:1(36—4):
4 2 31910 =2 -9

c) a la segunda fila le restamos 2 veces la primera, y a la tercera le restamos 4 veces
la primera.

3. Encontrar el valor de los determinantes de las matrices de My(R) siguientes:

0 0 1 1 0O 1 1 O

2 -1 2 1 2 -1 -1 0
A= 2 1 3 =3 |’ B = 2 2 1 =11

0 1 1 2 1 -1 2 0

1 -1 0 0 1 1 -1 =2

0o 1 2 -1 0 0 1 1
¢= 0 -2 0 » D= 0 -1 2 0

1 -1 2 0 11 2 2

Solucion:
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00 1 1] Jo 0 1 1
2 -1 2 1| |2 -1 2 1
detAd =)o 1 3 3|50 2 1 -4~
01 1 2| o 1 1 2
01 1
=202 1 —4/=-20+2-4—1-0—4)=[14.
11 2

a) a la tercera fila le restamos la segunda.

0o 1 1 0 0 1 1 0
2 -1 -1 0 0 1 -5 0

detB =l o 1 _i|ylo 4 —3 1|~
1 -1 2 0| [1 -1 2 0
1 1 0 L
= 4 Yo 3o

b) a la segunda y tercera filas les restamos dos veces la tltima.

1 -1 0 0 1 -1 0 0 1 2 1
0o 1 2 -1 0o 1 2 -1
e e N T R
1 -1 2 0 0o 0 2 0
1 -1
1))y |-
¢) a la cuarta fila le restamos la primera.
1 1 -1 -2 1 1 -1 =2
0 11
0o 0 1 1 0o 0 1 1
detD =1y 1 2 ol5l0 -1 2 0*1_0132*
1 2 2 0O 0 3 4

d) a la cuarta fila le restamos la primera.
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4. Probar que

2 .3
1 x a7 o
1 2o 22 o3
Vo = det 22 | = (x; — ;).
1 x3 23 a3 J
3 73 3 1<i<j<4
1 2 3 Si<ys
En general,
2 n—1
1 7 xy X
2 n—
1z x5 ... )
Vo=det | ... ... .. . L = ” (xj; — ;)
1<i<j<n
2 n—1
1z, x, ... x

para n >2 (Es el denominado determinante de Vandermonde).

Solucion:
1 o 22 23 1 x x? x3 5 o 3 3
1 2 .3 - 2 .2 .3 .3 Ty — X1 Ty —T] Ty — Ty
Ty T5 X 0 29—2x1 = Ty T T
2 Lol _ 2 1 L2 - et S S |
1 2 3= o 2 .2 .3 .3/ = |¥3 1 I3 1 I3 1| =
T3 T3 Ty 0 23—a 25—27 25— B 5 9 3 3
1 2 .3 _ 2 .2 .3 _ .3 Ty —T1 Ty — T3 Ty — X7
Ty X5 Ty 0 z4—21 o5 —27 T — 2

1 29+ 21 x% + 129 + x%

3 20 _
(IQ —.xl)(.fg —Il)($4—371) 1 T3+ T Qf2—|—l'1{23'3—|—l'1 =
1 xy+x 254 224 + 23

1 29+ T2+ 3179 + 22
(1]2-[[‘1)(3[’3—1’1)(1‘4—1['1) 0 T3 — I x%—x%—i—xl(:&g—:@) =

0 @4—x9 23— 23+ 21(04 — T0)

3 2
T3 — Tog Th — T+ 131(353 - 52)
To —X1)(T3 —T1)(T4 — X B
(72 1)(@3 1) (24 1) Ty — Ty TF— T34 x1(T4 — T2)

1 T3+ To+ X1

(z2 — m1)(w3 — 21) (24 — 21) (23 — 22) (T4 — 22) 1 @4+ 29+ 14
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g
+ &
o\l
g |
+ g
o
&
— O

(22 — 21)(23 — 21) (T4 — 1) (73 — 22) (T4 — T2)

(9 — 1) (23 — 21) (x4 — 1) (T3 — 23) (T4 — xa) (T4 — T3).

5. Calcular los determinantes de las matrices siguientes:

— o =+
R B e R s B S |
R B e B R e B |
L B SR e B e B
¥ r— —~ —
I
~—
+
S~—
O DO~ =
O = o =
— = =
— R = - O
= o— - OO
I
—
-~
S~—
(o]
Oo_t
02..L2
[aN] (o]
:.L_O
(@]
- o O
Il
—
>
N~—

Solucion:

[©° =70+ 61+ 3t —2.|

t 1100
1 ¢ 110
11 ¢ 11
011 ¢t 1
00111

B(t)

I
— = = -
— = ot
— =+ <
—
—
— 4 o |
— o o — =
f =
+ +
-+~
/:..L\ ~—
Il I
— = = =+
o O
— = ot
— = o+ —
— 4 o S
< <t <t <t <
—
+ 4+ttt
N S _
-~
Il
—
— = o o + | ©
— o o = +=
— o o <@
—~
— = o o ~
+
= o - - +
S~—
Il I
—~
-+~
S~—
QO




6. Calcular los determinantes de las matrices siguientes:

. t 10
a>A2<t>=\1 t], DA =1t 1|,
01 t
t 0 0 0
t 100 t 1 0 0
1t 10
A=y 1 ¢ g DA = "
00 1t 0 0 0 1t
0 0 0 0
Solucion:
a) As(t) =1 — 1
b) As(t) =13 — 2t.
t 10 100 t 10
o) Ayt)y=t[1 t 1| —|1 t 1|=t|1 t 1—‘1 t’:
01 t| |01 ¢ 01t

=tAs(t) — Ay = t* = 383 + 1.

d) A,(t) =tA,_1 — App =t = ("2 4 (") = () 4+

7. Estudiar el rango de las matrices siguientes.

1 -3 -1 -1 2 -3 4
3 -3 1 1 -1 5 2
A= _ o 2| BT 3 2 3
5 —1 1 1 2 -1 3
-1 1 2 0 0 0 1 -1 1
1 3 -1 -1 4 1 0 1 1
c=|1 1 2 1 -1|, bp=|2 -1 3 =3
5 1 -1 2 3 3 4 -2 1
2 2 -1 1 4 4 1 -3 -3
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Solucion:

1 -3 -1
3 -3 1]|=64+04+6+6-0-18=0
-2 0 =2
1 -3 -1
3 -3 1|=-3+3-15-156+1+9=-20
5 —1 1

Luego el rango de la matriz A es 3.

-1 2 -3 4 -1 2 -3 4 -1 2 -3 4
1 -1 5 2 (0 1 2 6| (0 1 2 6 20
-1 -3 2 3 |0 -5 5 -1 |0 0 15 29
1 2 -1 3 0o 4 -4 7 0 0 —12 17
Luego el rango de la matriz B es 4.
-1 1 2 0 0 -1 0 0 0 O
1 3 -1 -1 4 1 1 0 0 0
11 2 1 —-1}=2|1 -4 -3 0 0[#0
5 1 -1 2 3 5 9 11 18 22
2 -2 -1 1 4 2 3 4 6 12
Luego el rango de la matriz C' es 5.
0o 1 -1 1 0 1 0 0
-1 0 1 1{ |-1 0 1 1| 0
2 -1 3 =3 2 -1 2 =2
3 4 -2 1 3 4 2 -3
0o 1 -1 1 o 1 0 0
-1 0 1 1} |-1 0 1 1 _ 0
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0 1 -1 1| o 1 0 o0
2 -1 3 =3_|2 -1 2 -2[_,
3 4 -2 1| [3 4 2 -3
4 1 -3 =3 |4 1 —2 —4
0 1 -1
—1 0 1|#£0
2 -1 3

Luego el rango de la matriz D es 3.

8. Estudiar si son invertibles las matrices siguientes y, en caso de serlo, calcular sus
inversas.

1 3 =2 5 -1 0 1 2

-3 -3 0 -1 2 =2 3 -1

A= -1 1 =2 1 B = 0O 1 -1 0

2 3 1 -1 4 -3 5 =2
1 -2 3 -3 0 3 0 2 1 0
11 =2 2 1 1 0 1 2 -1
c=13 -2 1 -1 0||,D=|1 -1 =2 2 3
o 0 2 3 =2 -1 0 -2 0 0
1 2 3 -1 -2 3 0 1 3 -1

Solucion:
det A#0, det B=0, detC #0, det D =0.
Luego las matrices A y C son invertibles y sus inversas son:
5 15 0 —10 -7 12 23 —4 10
1 3 . 5 10 1 7 24 —-17 -8 20
w7 13 —12 10 0*1:8—4 49 36 —29 16 2
14 24 —10 20 =8

64 =60 70 72 —44 4 —10

ATl =

Las matrices B y D no son invertibles.
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9. Sea A una matriz de M, (R) tal que A? = 0 para un cierto p € N (una tal matriz
se denomina nilpotente). Probar que det(A) = 0.

Solucion:
(det A)P = det AP =det0=0

Luego

10. Resolver los sistemas de ecuaciones lineales siguientes, utilizando la regla de
Cramer.

201 — 319+ x3—14 =0 Ty — 209 +2r3+1x4 =1
a) 3r;, —2x9+x4 =0 b) r1—2x9+3x3 = —1
2%1—3[[34—334 =-1 $1—|-3$2—[E3 =1
Ty — T+ 3 — x4+ 205 =2 3x1+2r+w3+ws =1
c) X1+ 209 +153 — 225 =1 d) 1+ 20 +15 =1
Ty —T3+2rx4+x5 =1 201+ 3x5 —xg =0
Solucién:
2 -3 1
a)[3 =2 0|=-11#0.
2 0 -3
Luego el sistema
2ZE1 — 31‘2 + T3 = —14
31‘1 — 21’2 = —T4
201 —3x3 = —1—14
es compatible y
Ty -3 1
—Ty -2 0
—-1-2, 0 -3 —2 4 1314
T = =
2 -3 1 —11
3 =2 0
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2 Ty 1
3 —XT4 0
2 —1- Ty —3 —3 -+ 141‘4
To — =
2 =3 1 —11
3 =2 0
2 0 -3
2 =3 Ty
3 —2 —XTy
120 —l—wy] | =5+ 5my
BT s 1] |~
3 =2 0
2 0 -3
1 -2 2
b) (1 —2 3 | = —5%#0. El sistema es compatible indeterminado y el sistema
1 3 -1
T, — 2209+ 223 =1—124
1 — 2x9 +3x3 = —1
T+ 31’2 — T3 = 1
es compatible y
l—2y =2 2
-1 -2 3
1 3 -1 —13 + Ty
I = =
1 -2 2 -5
1 -2 3
1 3 -1
1 1—24 2
1 -1 3
1 1 —1 6 — 4z,
To = =
1 -2 2 -5
1 -2 3

1 3 -1
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1 -2 1-— Ty
1 -2 -1
1 3 1 10 — 5y
T3 =
1 -2 2 -5
1 -2 3
1 3 -1
1 -1 1
c)|l1 2 1]|=—6%0. El sistema es compatible indeterminado y el sistema
1 0 -1
T — otz =24 34— 205
ZE1+2[EQ—|—IE3 :1+2.’E5
1 —x3 =1-—2x4 — x5

es compatible y

2+ZL‘4—21'5 —]_ ]_
1+ 275 2 1
1—2954—.755 0 -1 _8—41‘4—5I’5

xr1 =
1 -1 1 6
1 2 1
1 0 -1
1 2—|—[L’4—2$5 1
1 142z 1
1 1—2‘%'4—1'5 —1 —1—:L’4+4x5
S R - 3
1 2 1
1 0 -1
1 -1 =12+ x4 — 225
1 2 1+ 225
- 1 0 1—2x4 — x5 _2—|—8CL’4+ZE5
e 1 -1 1 G
1 2 1
1 0 -1
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00 1
d) |2 1 0 |=6+#0. El sistema es compatible indeterminado y el sistema
0 3 —1
T :1—31'1—21’2—1'3
21’4 + x5 = 1-— I
31[5 — Tg = —2331

es compatible y
o 2+2$1—|—2$2—|—£L‘3
B 6

1-51‘1-21’2-1‘3
Ty — 3

x6:1—3x1—2x2—x3

Lyq

11. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en C

rT+yt+z=a
T +wy+w'z =0
r+wly+wz=>0

sabiendo que w es una raiz ciibica de la unidad.
Solucion:

El determinante del sistema es

—_ = =

1 1
w w=(w-1)>*— (w®—1)* =3w(w - 1)
w* w

(Nota: puesto que w? = 1, se tiene w* = w, ..., y w® — 1 = (w — 1)(w* + w + 1)).

Si w(w — 1) # 0, el sistema es compatible y determinado para todo a,b € C y
resolviendo el sistema por Cramer,
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a 1 1

b w w?

b w? w a—+2b
T = =

3w(w — 1) 3

1 a 1

1 b w?

1 b w a—>b
Y7 3ww—1) 3

1 1 a

1 w b

1 w? b a—>b
Z_Sw(w—l)_ 3

si w(w—1) =0, se tiene que w=00w—1 = 0, pero si w® =1, es w # 0, luego
ha de ser w —1 =0, es decir w = 1, en cuyo caso

1 11
1 11
1 11

SN o Q

y para que el sistema sea compatible, b —a = 0, y el conjunto de soluciones es
{(z,y,2) €C¥/z+y+2=a)

si a # b, el sistema es incompatible.

12. Estudiar si son, o no, linealmente independentes, los conjuntos de vectores de
R3 siguientes.

a) {(2,1,-3),(4,5,-3),(2,1,1)},

b) {(1,1,3),(2,-1,3),(2,-5,-3)},

¢) {(1,1,2),(4,6,8), (3,5,6)}.
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Solucion:

Calculemos los determinantes de estas familias de vectores
2 4 2 2 00

a1 5 1l=|1 3 0/=24+#0

-3 -3 1 -3 3 4

2 2 1 0 0 ‘

-3 =7

1
b) |1 -1 —5|=|1 =3 —7|=| :9‘:67&0
3 3 -3 |3 -3 -9
143 (100
)|l 6 5/ =[1 2 2[=0
2 86/ (200

Luego, las dos primeras familias son independientes y la tltima dependiente.

13. Estudiar para qué valores de a los siguientes conjuntos de vectores de R? y R*
respectivamente, son linealmente independentes.

a) {(1,a2),(~1,0,3),(2,1,1)}.
b) {(1,1,1,1),(1,1,0,0),(1,—1,0,a),(1,0,2,1)}.

Solucion:

Calculemos el determinante de estas familias de vectores y obliguemos a que sean
no nulos

1 -1 2
a)la a ll=a+6a—2—4a—-3+a=4a—-5
2 3 1
C 5
4o — 5 # 0 si y sélo si a;«éz.
11 1 1
11 -1 0
b) 10 0 2:a+2
1 0 a 1
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a—i—27éOSiysélosi

14. Calcular el determinante de los endomorfismos siguientes.

f:R* —R*

(w1, T2, w3, 24) —>(T1 + Ty — T3, T1 — To + T3, T1 — Ty, Ty + T4)

a)

Solucion:

Sabemos que el determinante de un endomorfismo es el determinante de la matriz
de la aplicacién en una base cualquiera.

a) Escribamos la matriz de la aplicacion en la base candnica

1 1 -1 0
1 -1 1 0
A= 1 0 0 -1
0 0 1 1
Calculemos el determinante de A.
1 1 -1 0 1 1 -1 0 59 g o0 0
1 -1 1 0 0o -2 2 0
1 0 0 -1 0O -1 1 -1 0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1 1
0 -1
S

Por lo que

b) La imagen de un polinomio cualquiera p(t) = ag + a1t + ast? + azt> es

f(P(t)) = (CLO + 2@2) + (CL1 + 66L3)t) + a2t2 -+ a3t3
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Escogiendo la base {1,t,t% 3} de R3[t], tenemos que la aplicacién en coordenadas
queda
f(a07 ai, as, a3) - (ao + 2@27 a + 6@37 ag, a3)

por lo que la matriz de la aplicaciéon en dicha base es
0 0
A=

o O O
O = O

1
0
0

= ®))

Matriz triangular por lo que su determinante es el producto de los elementos de la
diagonal: det A = 1.

. 10 01 0 0 0 0 L,
¢) Escogiendo la base { <O 0) , (0 O) , (1 0) , <O 1> } de M5(R), la aplicacién

en coordenadas queda

fla,b,¢,d) = (a,—d,c,b)

por lo que la matriz de la aplicaciéon en dicha base es

100 O
000 -1
001 0
010 0

Calculemos su determinante
1 00 O

000 -1 291

=01 0|=1
001 0 | 4
010 0

Por lo que

15. Considerar la aplicacién f : My — R que viene definida por f(A) = det(A).
Estudiar si es lineal.
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Solucion:

Sean A = ((1) 8) y B = 8 (1]), se tiene que, det A = det B = 0 sin embargo

A+ B=1I,porloquedet(A+ B)=1#det A+det B=0+0=0.

Luego la aplicacion no es lineal.

16. Sea A € M,(R) fija. Consideremos los endomorfismos de My(R) que vienen
defindos por:

filM) =AM, fy = MA, f3(M)=A'M, f, = MA"

Probar que: det(f;) = det(fs) = det(f3) = det(fy).

Solucion:

Escojamos la base {¢; = ((1) 8> ey = (8 é) eg = <(1) 8) ey = (8 ?)} do

M, (R), y escribamos las matrices de f; en dicha base.

ay 0 ag 0 ay das 0 0
10 a 0 a _laz as 0 O
A= as 0 agy O] Ay =

0 a3 0 ay 0 0 ay ag

aq 0 as 0 a; Qg 0 0
o 0 aq 0 as . as ay 0 0
As = a 0 ay 0|’ As = 0 0 a as|’

0 ay 0 a4 0 0 as ay

Calculando los determinantes de dichas matrices tenemos

det f; = det f, = det f3 = det fy = det A%
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17. Sea E = End (R™) y consideremos el conjunto C' = {f € E | det(f) # 0}.
Probar que C' con la operacién composicién es un grupo (no conmutativo), pero que
con la operacién suma no lo es.

Soluciodn:

Sean fi, fo € C para que C sea grupo respecto la operacion producto f, 'f; € C.
Puesto que det fy # 0 existe f, !y det f;' = . Ahora bien det(fy'f)) =
det fy* det f, # 0.

Para que C' tenga estructura de grupo con la operacién suma ha de ser que dados
f1, f2 € C, entonces f; — fy € C

Sean f; un endomorfismo cualquiera y fo = fi, claramente f; — fo =0y det0 = 0,
por lo que f; — fo ¢ C, y C no tiene estructura de grupo respecto la suma.

det f2

18. Sea f el endomorfismo de R™ definido de la siguiente manera f(z) = Az
Vo € R", con A € R fijo (un tal endomorfismo se denomina homotecia). Determinar
det f.

Solucion:

Sea {ey,...,e,} la base candénica de R™, en dicha base (y en este caso, en cualquier
otra base), la matriz del endomorfismo es

A
A:
A

cuyo determinante es det A = A", por lo que [det f = \".

19. Sea f el endomorfismo de R™ que a cada vector de R™ le hace corresponder la
proyeccién ortogonal de este vector sobre un subespacio F' # {0}, R™ fijo. Probar
que det(f) = 0.

Solucion:
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Puesto que F' # 0,R" es 0 < dim F' = r < n. Sea {vy,...,v,} una base de F.

Consideremos F'* cuya dimensién es n — 7, también por tanto, distinta de 0 y n.
Sea {v,11,...,v,} una base de F'*.

Claramente {vy,...,0;,Vr11,...,0,} €s una base de F, y la matriz de la proyeccién
ortogonal sobre I’ en esta base es

1

Es obvio que el determinate de esta matriz es nulo por lo que |det f = 0|



Capitulo 6

Diagonalizacion de endomorfismos

El rapido desarrollo de las matematicas durante los siglos XVII y XVIII fue conse-
cuencia, en gran parte, del descubrimiento y utilizacion de nuevos métodos. Ademas,
los estrictos requerimientos de légica en los nuevos conocimientos, no sélo propor-
cionaron unos fundamentos sélidos y estables a los métodos ya conocidos, sino que
dieron un valor propio a todo un sistema construido logicamente. Con la aparicién
del “algebra de determinantes con matrices”, el concepto de niimero se perfecciond vy,
mas ain, permitié poseer de un gran nimero de herramientas para enfrentarnos a
la realidad exterior, a la materia, y descubrir el mecanismo de sus profundidades.

Cayley fue el primero en desarrollar, de modo independiente, el concepto de matriz
en 1855. A partir de este momento los trabajos sobre matrices se disparan habiendo
de destacar los trabajos de Jordan (1838-1922), Rouché (1832-1910) y Frobenius
(1849-1917). En el siglo XX es raro encontrar cualquier rama de la matematica
aplicada que no haga uso de la teoria de matrices. Pues como en su dia dijo Tait
(1831-1901), casi, podriamos decir, a modo de profecia, “Cayley estd forjando las
armas para las futuras generaciones de fisicos”.

El tema de los valores propios aparecié cuando Euler, en el primer tercio del siglo
XVIII, estudio sistematicamente la ecuacion general de segundo grado en dos y tres
variables en el plano y en el espacio respectivamente. Posteriormente, las situaciones
por él encontradas en sus trabajos, se vio que eran casos particulares del hecho de
que una matriz simétrica sea ortogonalmente diagonalizable. La nocion de polinomio
caracteristico aparece explicitamente en los trabajos de Lagrange, sobre sistemas de
ecuaciones diferenciales en 1774, y de Laplace en 1775.

135
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Ejercicios

1. Encontrar los valores propios del endomorfismo de R* que viene definido por
f(z1, 20, 23, 24) = (11 + X3, 229 — x4, —T3 + T4, 224)

Solucion:

Escribamos la matriz de la aplicacion en la base candnica

10 1 0
02 0 -1
A=100 1 1
00 0 2

Esta matriz es triangular por lo que los valores propios son los valores de la diagonal.

Valores propios:

—1,1, y 2 de multiplicidad 2.

2. Encontrar los valores propios del endomorfismo de R® definido por

f($1,l'2,x3,$4,335) = (_mlaxl + 2.1'27:[;37 —1'5,1'4)

Solucién:

Escribamos la matriz del endomorfismo en la base candnica

S O O N O
O O = OO

—1—-t 0 -t -1
det(A—t]):det< 1 2_t)(1—t)det<1 —t)
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det(A—tI) = (=1 —1)2 = )(1 — )(1 +123) = —(t + 1)(t — 2)(t — 1)(t — i) (t + ).

Por lo tanto los valores propios son

—1,1,2,4,—i.|

3. Sea f el endomorfismo de R® cuya matriz en la base canénica de RS, es

1 2 1 02 =5
0 -1 0 00 0
-1 3 -1 08 9
M= 0O 0 0 20 0
0O 0 0 0 4 12
0o 0 0 01 3
Encontrar el polinomio caracteristico.
Soluciodn:
1—t 2 1 0 2 -5
0 —-1-t 0 0 0 0
-1 3 —-1-t 0 8 9
et —th) =14 0 2-t 0 0|~
0 0 0 0 4—t 12
0 0 0 0 13—t
1—t 2 1
0o —1i-¢t o -(2—t)-‘41t31_2t‘:
-1 3 —1-—t
1—1t 1

’4-1& 12 ’

=(—1—t)’_1 _1_t"(2_t)' 1 3¢

Por lo tanto

Q)= (t+1)t3t—2)(t - 7).
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4. Encontrar el polinomio caracteristico del endomorfismo f de R? dado por

[z, y,2) = (=3y + 22,22 —y,x — 22).

Solucion:

Escribamos la matriz de la aplicacion en la base candnica

0 -3 2
A=12 -1 0
1 0 =2
y calculemos det(A — tI).
—t -3 2
det(A—tl)=[2 —1—-t 0 |=|—t>—3t>—6t—10.
1 0 -2t

5. Estudiar la diagonalizacién de los endomorfismos de R? cuyas matrices en la base
canénica de R?, son:

-1 2 0 1 4 =2
A=1-2 3 0 y B=10 3 0
-2 1 2 11 1
Solucién:
Calculemos los valores propios de A
det(A—tI)—_l—;t 3315 8 —(2—t)-_1_t 2 |-
N N -2 3—t|

—2 1 2—1t
(2- 1)1 - 1)

Los valores propios son 2 y 1, éste de multplicidad 2.
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Calculemos la dimension del subespacio de vectores propios de valor propio 1:

-2 20 T 0
—2 yl =10
-2 1 1 z 0

Esto es, Ker (A — 1) ={(z,y,2) | —=a +y =0,z =0} = [(1,1,0)]
Luego dim Ker (A — I) = 1 # 2. Por lo tanto A no diagonaliza.

Estudiemos la matriz B

1—1t 4 —2
det(B—tI)=| 0 3—t 0 |=B—=t)((1+v2i)—t)((1—2i)—1)
1 1 1—1

Observamos que en R el polinomio caracteristico solo tiene una raiz mientras que
en C tiene tres. Es decir en R tiene un sélo valor propio (simple) y en C tiene tres
valores propios distintos, por lo que B no diagonaliza en R, pero si en C).

6. Estudiar la diagonalizacién de los endomorfismos de R* cuyas matrices en la base
canénica de R*, son:

1 0 =10 01 00
2 -1 -3 0 0010
A=11 0 1ol Y2 o001
0O 0 0 2 0000
Solucion:
Busquemos los valores propios
1—1t 0 -1 0
2 —-1—-t -3 0
det(A —tI) = 1 0 1-¢ 0 |7

0 0 0 2—1
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1-1 —1
1 —-1-t

(=1—t)-2—t)=t*(-1-1t)(2—1).

Los valores propios son 0 de multiplicidad 2, -1 y 2.

Calculemos la dimension del subepacio de vectores propios de valor propio 0

1 0 -1 0 x

2 -1 -3 0 vyl

1 0 -1 0 z = (0,0,0,0)
0 0 0 2 t

KerA = {(z,y,2,t) =|x =2,y =t =0} =[(1,0,1,0)]
Por lo tanto dim KerA = 1 # 2 y A no diagonaliza.
Estudiemos B

Al ser la matriz triangular los valores propios son los elementos de la diagonal. Es
asi que todos son nulos y la matriz B no es nula, concluimos que la matriz B no
diagonaliza.

Observar que las matrices escalares lo siguen siendo por cambio de base: S~!AIS =
Al. Es asi que si el polinomio caracteristico de una matriz A es (A — t)", esta no
diagonaliza salvo que dicha matriz fuese escalar.

7. Estudiar la diagonalizacién sobre R del endomorfismo f de Rs[t] definido por
f(ao + alt + a2t2 + (l3t3) = (ao — al) + 2@175 — a2t2 + (CLQ + 2@3)t3.

Solucion:

Consideremos la base {1,¢,¢* t*} y escribamos la matriz de la aplicacién en dicha
base

SO O
N O OO
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Observamos que es una matriz diagonal por bloques por lo que distinguimos dos
subespacios invariantes a saber [1,t] y [t?,3].

Calculemos los valores propios

1—-¢t -1 0 0
0 2-—t 0 0
0 0 1 2—1

’1—75 -1 H—l—t 0

0 2—¢t/| 1 g_t‘:(l—t)@—t)Q(—l—t)

Los valores propios son 2 doble, 1, -1.

Observamos que dim Ker(A — 2I) = 2 puesto que el subespacio invariante [1,¢]
contiene un vector propio de valor propio 2 y el subespacio [t?, 3] contiene otro.

Podemos pues concluir que el endomorfismo diagonaliza.

8. Estudiar la diagonalizacién del endomorfismo f de Rs[t] definido por f(P(t)) =
P"(t) — P'(0)t.

Solucion:

Consideremos la base {1,t,t? t3} y escribamos la matriz de la aplicacién en dicha
base. Para ello busquemos las imagenes de los vectores de la base

f1) =0
f) =t
f(#2) =2
f(t*) =6t
luego la matriz es
0020
0106
0000
0000
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Matriz triangular, por lo que los valores propios son los elementos de la diagonal.
Es decir 0 triple y 1.

El rango de la matriz es claramente 2, por lo que dim KerA = 2 # 3. Por lo tanto el
endomorfismo f no diagonaliza.

9. Sea f el endomorfismo de R? tal que
flz,y,2) = 3z, —y + az, 3z + b2)

. Para qué valores de a,b € R es f diagonalizable?
Solucion:

Escribamos la matriz de la aplicacion en la base candnica

3 0 0
0 -1 a
3 0 b
Calculemos los valores propios
3—t 0 0 11—t 4
det(A+tl)=| 0 —-1—t a |=(3-1) =B—t)(—1—t)(b—1)
30 bt 0 bt

Por lo que los valores propios son 3, —1,b.
Sib+# —1,3, f tiene tres valores propios distintos por tanto diagonaliza.

Si b = —1, el valor propio -1 es de multiplicidad 2, calculemos pues, la dimension
del subespacio de vectores propios correspondiente

rango(A + ) = rango

W O =~
o O O
o2 O

_ J I paraa=0
| 2paraa#0

3—1=2paraa=0

Luego dim Ker(A + 1) :{ 3—2=1paraa##0
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Por lo que
f para a = 0 diagonaliza,
para a # 0 no diagonaliza.

Si b = 3, el valor propio 3 es de multiplicidad 2, hemos de calcular la dimensién del
subespacio de vectores propios de dicho valor propio

0 0 O
rango(A —3I) =rango= |0 —1 a| =2
3 0 0

Luego dim Ker(A —31) =3 —2 =1 # 2 por lo que f no diagonaliza.

10. Sea f el endomorfismo de R* tal que

fler) = fle2) =aler+ ey —ez+e4),
fles) = fles) =b(er + eq).

Estudiar la diagonalizacion de f, segun los distintos valores de a,b € R y, en el caso
en que sea diagonalizable, encontrar una base de vectores propios.

Solucion:

Escribamos la matriz de f en dicha base

IS

IS
SO O
OO

Calculemos los valores propios

a—t a b b
det(A—try=| @ 70 00— oo

a a b b—t

Observamos que si a = b = 0 la matriz es idénticamente nula.
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Supongamos 2a # b y ambos no nulos. El valor propio cero tiene multiplicidad 2 y
rango A = 2 por lo que f diagonaliza.

Supongamos 2a = b # 0. El valor propio cero tiene multiplicidad 2 asi como 2a = b.
Calculemos la dimension de los subespacios de vectores propios correspondientes

rango A = 2,

—a a 2a 2a
a —a 0 0
—a —a —2a 0
a a 2a 0

rango(A — 2al) = rango = 3 por lo que dimKer(A — 21) =

4-3=1
por lo tanto f no diagonaliza.

Supongamos a = 0, b # 0. El valor propio cero es de multiplicidad 3 y rango A = 1.
Por lo que f diagonaliza

Supongamos b = 0, a # 0. El valor propio cero es de multiplicidad 3 y rango A = 1.
Por lo que f diagonaliza

Busquemos una base de vectores propios para el caso 2a # b y ambos no nulos:
KerA = {(z,y, 2,t) | ax+ay+bz+0bt = 0,ax+ay = 0} = [(1,—1,0,0),(0,0,1, —1)].

Ker(A —2al) = {(z,y, 2,t) | —ax + ay + bz + bt = Oazx — ay = 0, —ax — ay — 2az =
0} = [(1,1,-1,1)].

Ker(A—bl) = {(z,y, z,t) | (a—b)x+ay+bz+bt = 0,ax+(a—b)y = 0, —ax—ay—bz =
0} =[(b—a,a,—a,b—a).

Por lo que una base es {(1,-1,0,0),(0,0,1,-1),(1,1,-1,1),(b — a,a, —a,b — a)}.
Busquemos una base de vectores propios para el caso 2a = 0, b # 0:

KerA = {(z,y, z,t) | b=+ bt = 0} = [(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,—1)].
Ker(A—0bl) = {(x,y,2,t) | =bx +bz+ bt =0,—by =0,—bz =0} = [(1,0,0,1)].
Por lo que una base es {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,—1),(1,0,0,1)}.

Queda ahora el caso b=10, a # 0

KerA = {(z,y, 2,t) | axr +ay =0} = [(1,-1,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0,1)].

Ker(A —2al) = {(z,y,2,t) | axr —ay = 0, —ax — ay — 2a = 0,ax,ay — 2at = 0} =
[(1,1,—1,1)].
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Por lo que una base es {(1,—1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,—1,1)}.

11. Sea f un endomorfismo de un espacio vectorial F sobre K de dimension n.
Probar que f es injectivo si, y sélo si, Q(0) # 0.

Solucion:

Basta observar que si Q¢(0) = 0 siy sélo si Q¢(t) es multiplo de ¢, equivalentemente
0 es valor propio de f, es decir existe u # 0 con f(u) = 0.u = 0y f no es inyectivo.

12. Consideremos el endomorfismo de R* definido por

fler +e2) =2(e; — e3)

f(61 — €9 + 63) —=e; — €2+ 363

f<262 + 63) = 261 — 262 + 363

Fles) =

a) Encontrar los valores propios de este endomorfismo, y, para cada uno de ellos,
encontrar el subespacio de vectores propios.

b) Estudiar si diagonaliza.

Solucion:

a) La matriz de la aplicacién en la base {u; = e; + eg,us = €3 — €3 + e3,u3 =
2e5 + e3,uy = e4} en el espacio de salida y la base canénica en el espacio de llegada
es

2 1 2 0
= -2 -1 -2 0
A= 0o 3 3 0
0O 0 0 0

Por lo que la matriz en la base canénica es:

A=AS™t
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con
1 1 00 3 1 =20
11 -1 20 4 111 -1 2 0
S = 01 10 por lo tanto S =7l 1 2 o
0 01 0O 0 0 1
Haciendo pues el producto tenemos
5 3 2 0
11-5 -3 -2 0
A=1lo o0 12 0
0O 0 0 0
Calculemos el polinomio caracteristico
U B
s e o SV N e
det(A—tI) = 0 0 a2 0 (3—t)t _% —%—t_(_t>t <§_t)'
0 0 0 -t

1
Valores propios 27 3 v 0 de multiplicidad 2.

Busquemos los subespacios de vectores propios

Para el valor propio 0:
KerA = {(z,y,z,t) | bx + 3y + 22 =0,122 =0, } = [(3, —5,0,0), (0,0,0, 1)].
Para el valor propio 5:
1 5 1
Ker(A — 5]) ={(z,y,2,t) | 3z + 3y +22=0, 2% = 0, —§t =0} =1[(1,-1,0,0)].

Para el valor propio 3:

Ker(A —3tl) =
{(z,y,2,t) | =Tz +3y+22=0,—bx — 15y — 22 =0,—-3t =0} = [(1,—1,5,0)].
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b) Observamos que el valor propio de multiplicidad dos tiene un subespacio asociado
de dimensién dos por lo que el endomorfismo diagonaliza.

13. Sea f, el endomorfismo de R? tal que

faler) = fales) = ale; +e3), e3 € Ker f,

a) Estudiar si el endomorfismo f, es diagonalizable.

b) En caso afirmativo, encontrar una base de vectores propios y la matriz D, de
fa en dicha base.

Solucion:

a) Escribamos la matriz de la aplicacion en la base dada

A:

f o
f o
oo o

Observamos que si a = 0 el endomorfismo es idénticamente nulo.

Si a # 0, el rango de la matriz A es uno, por lo que dimKer A = 2 y 0 es valor
propio de multiplicidad por lo menos dos

La traza de la matriz es invariante y traza A = «a por lo tanto el tercer valor propio
es a.

Los valores propios son 0 de multiplicidad 2 y a. Puesto que dim Ker A = 2, el
endomorfismo diagonaliza.

b) Para a = 0 la matriz es diagonal en cualquier base.
Sea pues a # 0. Busquemos una base de Ker A
Ker A = {(z,y,2) | ax + ay = 0} = [(1,—1,0),(0,0,1)]

y un base de Ker(A — aI),
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Ker(A—al) ={(z,y,2) | ay =0,z + ay — az = 0} = [(1,0,1)].

Una base de vectores propios es pues

{(1,-1,0),(0,0,1),(1,0,1)}

y la matriz de la aplicaciéon en dicha base es

Observamos que la forma diagonal D,, es para todo a.

14. Sea f el endomorfismo de R[¢] definido por
F(p(t)) = tp"(t) + ¢*p" (¢)
a) Probar que R3[t] = {p(t) € R[t]| gr p < 3} es un subespacio invariante por f.

b) Encontrar la matriz de fir,y en la base (1,¢,t%, %) de Rslt].

c¢) Estudiar la diagonalizacién del endomorfismo anterior.

Solucién:
a) Sea p(t) = a, + ait + ast?® + azt® € Rs[t], miremos si f(p(t)) € Rs]t]

p'(t) = a1 + 2ast + 3ast?
p"(t) = 2ay + 6ast
p"(t) = 6as

Por lo tanto f(p(t)) = 2ast + 6azt? + 6ast® = 2ast + 12a3t* € R3[t] y el subespacio
es invariante.

Podemos restringir pues la aplicacion a este subespacio que es de dimensién finita.

b) Escribamos la matriz de la aplicacién restriccién en esta base
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000 O
002 0
A= 0 0 0 12
000 O

c¢) Observamos que la imagen de un polinomio de grado n > 2 es un polinomio de
grado uno inferior, por lo que ningin polinomio de grado mayor o igual a dos puede
ser vector propio.

Los polinomios de grado menor o igual a 1 son del niicleo de la aplicacién, son pues
los tinicos vectores propios (de valor propio cero) del endomorfismo.

15. Encontrar los valores propios y los vectores propios del endomorfismo f de R?
cuya matriz en una base d’R?, es

a —a a
M=|—-a a -—a aeR; a#0.
a —a a

Solucion:

Observamos que al ser a # 0, el rango de la matriz M es uno, por tanto 0 es valor
propio de multiplicidad por lo menos dos. La invariancia de la traza de la matriz nos
dice que el tercer valor propio es 3a # 0. Por lo que el endomorfismo diagonaliza.

Busquemos los vectores propios
Ker A ={(z,y,2 = ar —ay +az =0} =[(1,1,0), (1,0, —1)],
Ker(A —3al) = {(x,y,2) | —2ax —ay + az = 0, —ax — 2ay —az = 0} = [(1,—1,1)].

16. ;Para que valores de las constantes a, b, ¢, d, e y f, la matriz

QL

A:

W N =
o o Q

~ @
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tiene como vectores propios (1,0,1), (=1,1,0) y (0,1,—1)7
Solucién:

Obliguemos a que estos vectores sean propios

1 a d 1 -1 0 )\1 —)\2 0
2 b e 0 1 1 = 0 )\2 )\3
3¢ f/\1 0 -1 A0 =g
Por lo que
1 a d A =X 0 1 -1 0\ "
2 b e = 0 )\2 )\3 0 1 1 =
3 ¢ f /\1 0 —)\3 1 0 -1
)\1 )\2 )\1 )\2 )\1 )\2
Mo 0 fag g\ _(37F E0F 20
L VAN T M 3% 3% 3t%
Tenemos pues
/\1+>\2 =2
X+ A3 =4
)\1—)\3 _6

Esto es, los valores propios posibles son los siguientes relacion:

)\1 - 6
Ay = —4
/\3 - O

Por lo tanto, los valores de los parametros son:

a d 1 5 5
b e|l=[2 —2 —2
c f 3 3 3

W N =
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17. Sea f : Ry[t] — Ry[t] la aplicacién lineal definida por:

con a € R. jCuales son los valores propios y los vectores propios de f?
Solucién:

Consideremos la base {1,¢,1?} de Ry[t] y escribamos la matriz de la aplicacién en
dicha base

f) =a

flt) =aot

f(t?) =at? =2t = (a — 2)t?
Observamos que los vectores de la base son vectores propios de valores propios «;, «
y a — 2 respectivamente por lo que la matriz es diagonal:

a 0 0
A=10 « 0
0 0 a—2

Por lo que los subespacios de vectores propios son Ker(A — al) = [1,t] y Ker(A —
(o = 2)I) = [t°].

18. ; Existe alguna base de Ry[t] formada por vectores propios del endomorfismo f
de Ry[t] cuya matriz asociada, en la base (1,t,1?), sea

A:

WM [ =

Wi = N

— Nl QO
Q

En caso afirmativo, dar una base formada por vectores propios de f.
Solucién:

Observamos que el rango de la matriz es uno y que la traza de la matriz es tres. Por
lo que
det(A —tI) = t*(3 — t)
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Y puesto que dim Ker A = 3 — 1 = 2, la matriz diagonaliza.
Busquemos una base de vectores propios

KerA={(z,y,2) |z +2y+32=0} =[(—2,1,0),(=3,0,1)].

1 3
Ker(A —3I) :{(:E,y,z)|$+2y+3z:0,§m+y+5220}: [(6,3,2)].

Por lo tanto, una base de vectores propios es

{=2+1t, -3+ 6+ 3t + 2t*}.

19. Estudiar la diagonalizacion, segin los distintos valores de «, de la matriz

l—-a -« —
A= « l+a -1+«
0 0 2

Solucion:

det(A —tI) = (1 —1t)*(2 —t).

Luego los valores propios son 1 doble y 2.

1 sia#0,

dim Ker(A — 1) :{ 9 sia—0

Por lo que la matriz diagonaliza si y sé6lo si a = 0.

20. Estudiar la diagonalizacién del endomorfismo de R?* cuya la matriz en la base
canénica de R, es:

1 0 0 a
0 a —a O
A= 0 —a a 0
a O 0 1
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segun los valores del parametro a € R. En los casos en que sea diagonalizable, dar
una base de R* formada por vectores propios.

Solucidn:

Observamos que si a = 0, la matriz es diagonal.
det(A—tI)=((1 —a) —t)((1 +a) — t)t(2a — t).
Los valores propios son 1 —a, 1+ a, 0, 2a.

Observamos que los subespacios F} = [e1, e4] y Iy = [eg, €3] son invariantes y det(A—
tI) = det(Ajp, — thy) det(Ajp, —thh) = (1 —a) —t)(14+a) —t)) - (t(2a — t)).

La matriz restriccién a Fj es

cuyos valores propios son 1+ a y 1 — a que sélo son iguales si a = 0 en cuyo caso la
matriz es la identidad.

Una base de vectores propios es
Ker(Ay — (1 = a)lz) = {(z,y) | ax + ay = 0} = [(1,-1)]
Ker(A; — (14+a)l) = {(z,y) | —ax +ay =0} = [(1,1)].

Por lo que (1,0,0,—1) es un vector propio de A de valor propio 1 —a y (1,0,0,1)
es un vector propio de A de valor propio 1+ a

a —a
A2 -
—a a
cuyos valores propios son 0 y 2a que sélo son iguales si a = 0 en cuyo caso la matriz
es la nula.

La matriz restriccién a Fj es

Una base de vectores propios es
Ker(A; — 0z) = {(2,y) | ax — ay = 0} = [(1,1)]
Ker(As — (2a)1) = {(z,y) | —az —ay = 0} = [(1,~1)].

Por lo que (0,1,1,0) es un vector propio de A de valor propio 0y (0,1, —1,0) es un
vector propio de A de valor propio 2a.
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Luego Va € R la matriz A diagonaliza y una base de vectores propios es

{(1,0,0,-1),(1,0,0,1),(0,1,1,0),(0,1,—1,0)}.

Observacion: la matriz A es simétrica por lo que estaba asegurada la diagonalizacion.

21. Estudiar la diagonalizacion, segtin los distintos valores de a y b, constantes no
nulas, del endomorfismo f de R? que tiene como matriz asociada en la base candnica
a la siguiente:

1 a ab
M=+ 1 b

1 1

@b 5 L

En el caso en que diagonalice, dar una base de vectores propios.
Solucién:

Observamos que el rango de la matriz es uno, por lo que 0 es valor propio de
multiplicidad por lo menos 2. La traza de la matriz es 3. Luego los valores propios
son 0 doble y 3

Puesto que dim Ker A = 3 —rango A = 3 — 1 = 2, la matriz diagonaliza.
Busquemos una base de vectores propios

Ker A ={(z,y,2) | x + ay + abz = 0} = [(a,—1,0), (0,5, —1)]

Ker (A —3I) ={(z,y,2) | =2z 4+ ay + abz = 0,2 — 2ay + abz = 0} = [(ab, b, 1)].

Tenemos que una base de vectores propios es ‘ {(a,—1,0),(0,b,—1), (ab,b,1)}. ‘

22. Sea f el endomorfismo de My(R) tal que
10 01
(w)-0)
01 0 1
(o) =(5)
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Estudiar si f diagonaliza.

Solucion:

. 10 0 1 00 0 0
Escojamos a e; = 0o0le2=1oo0)e=\1 o) =1y 1 como base y

escribamos la matriz de f en dicha base

0 0 0 0
1 1 1 1
A=1, 1 1 4
1 1 1 1

det(A —tI) = t3(1 — t).
Los valores propios son 0 de multiplicidad 3 y 1.

Puesto que rango A = 2, dimKer A =4 — 2 = 2 # 3. Por lo tanto el endomorfismo
no diagonaliza.

23. Consideremos el endomorfismo de Ry[t] cuya matriz, en la base (1,t,?), es

0 39
A= 1 0 3

il()

9 3

a) Probar que este endomorfismo diagonaliza.
b) Encontrar una base de Ry[t] formada por vectores propios.
c¢) Determinar A~! a partir del Teorema de Cayley-Hamilton.

d) Calcular AP, per a p € N.
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Solucion:

a) det(A—tI) = —(t*—3t—2) = —(t+1)*(t — 2), dim Ker(A + I) = 2. Por lo tanto
el endomorfismo diagonaliza y la matriz diagonal es

-1 0 0
D=10 —-10
0O 0 2

b) Determinemos una base de Ker(A + I).

1 39 T
) (o)
9 3 1 Z
vy = (=3,1,0) = =3+1t, vo = (=9,0,1) = =9+ 2. Falta ahora determinar una base
de Ker(A —2I).
-2 3 9 x 0
i -2 3 y]l =10
o —2 Z 0
9 3

v3 =1(9,3,1) =9+ 3t + t*

Luego una base es {—3 +¢,—9+ 12,9 + 3t + t*}.

c) Por el Teorema de Cayley Hamilton, sabemos que cambiando la variable del
polinomio caracteristico, por el endomorfismo, obtenemos el endomorfismo cero.

Luego
A3 —3A—-21 =0,

por lo que
1., 3
A(zA*—-A) =T
2 2
Teniendo en cuenta la unicidad de la matriz inversa, tenemos
1
Al =47 — §I )
2 2

d) La matriz cambio de base para la cual diagonaliza la matriz es
-3 -9 9
S=11 0 3],
0 1 1
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esto es
A=SDS™,
de donde
AP = (SDS™)...(SDS™Y) = SDPS~!
1 -3 18 =27
Calculando pues St = > -1 -3 18
1 3 9

y realizando el producto obtenemos

57 —3(—1)P43-2P 18(—1)P+9-27 27(—1)P+1427.27

1 (—9(—1)P+1+9(—1)P+9~2P 48(—1)P+1427(—1)P+9-2P 81(—1)P+162(—1)P+1+81.2P
(—1)Ptlqor 3(—1)Pt143.2P 18(—1)P+9-2P

24. Calcular A™, para m € N, si

N
I
cow
o= o
WO

Solucion:

La matriz A es triangular con los elementos de la diagonal todos distintos. Podemos
asegurar pues, que dicha matriz diagonaliza.

La matriz diagonal es

D=

S O N
S = O
w o O

Busquemos la base de vectores propios. Claramente e; es un vector propio de valor
propio 2, es es un vector propio de valor propio 1. Busquemos el vector propio de
valor propio 3.

v € Ker(A — 31),

~1 0 0\ [z 0
0 -2 2| (y|l=10
0 0 0/ \z 0
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Resolviendo el sistema tenemos 2 = 0,y = z, por lo que podemos tomar v = (0,1, 1).

La matriz de cambio de base es

100
S=10 11
0 01
y SDS™1 = A.
2" 0 0
Observamos que SD™S ' =A"yDm=|[ 0 1 0
0o 0 3™
10 0
Calculando St = [0 1 —1| y realizando el producto tenemos
00 1
2m 0 0
A= 0 1 —1+3™
0 0 3"

25. Sea f un endomorfismo de un K-espacio vectorial ' de dimension finita n, y
sea A un valor propio de f. Probar que los subespacios vectoriales Im (f — A\id) y
Ker(f — AI) son invariantes por f.

Solucion:

Seau € Im (f—AI). Porloqueu = (f—=A)vy f(u) = f((f=AD)v) = (f=A)(f(v)).
Es decir f(u) € Im (f — \I).

Observamos que hemos utilizado la conmutatividad de f y f — Al

Sea u € Ker (f — AI). Veamos si f(u) € Ker (f — M), (f = A)f(u) = f(f —A)u =
f(0) =0, por tanto f(u) € Ker (f — \I).

26. Sea f un endomorfismo de un K-espacio vectorial F de dimension finita n, y
sea A un valor propio de f y v un vector propio de f de valor propio A.
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a) Probar por induccién que X es un valor propio de f™, para m > 1.
b) Probar que v es un vector propio de mf de valor propio mA.

¢) Sea g otro endomorfismo, si u es un vector propio de go f de valor p. Probar que
f(u) es un vector propio de f o g de valor propio p.

Solucién:
a) Observamos que se verifica para m = 1. Esto es f(v) = \v.
Supongamos que se verifica para m — 1. Esto es [} (v) = X" 1.
Entonces

fr() = f(f"7Hw) = fO ) = AT () = AT (w) = AT
b) mf(v) =m(f(v)) = m(Av) = (mA)v.
¢) pu = (go f)(u) = g(f(u)).
Apliquemos f a ambos lados de la igualdad f(pu) = f(g(f(w))).
Por lo que sof (u) = (f o g)(f(u).

27. Sea f un endomorfismo de un K-espacio vectorial E de dimensién 3 tal que
f2 — f? = 8f + 121 = 0. Determinar el polinomio caracteristico de f? ;Qué puede
decirse del polinomio anulador minimo de f?

Solucion:

De f3— f2—8f+12I = 0 tenemos que el polinomio ménico de grado 3, t3—t2 —8t+12
es tal que al cambiar la variable por el endomorfismo obtenemos el endomorfismo
cero. Por lo que dicho polinomio coincide con el polinomio caracteristico (salvo el
factor (—1)3).

En cuanto al polinomio anulador minimo sabemos que es un divisor del caracteristico

con las mismas raices por lo que tenemos dos posibles polinomios (¢ + 3)(t — 2) o
bien (t + 3)(t — 2)2.

28. Sea f un endomorfismo de R, f # I, tal que f2 —2f +1 = 0. Determinar Q(t)
y ps(t)-
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Solucién:
Observamos que f2 —2f +1=(f —-1)2=0.

Por lo que (t — 1)? es un polinomio tal que al cambiar la variable por el endomor-
fismo obtenemos el endomorfismo cero. Por lo que dicho polinomio es multiplo del
polinomio anulador minimo.

Ahora bien por hipétesis sabemos que f # I. Por lo que el polinomio anulador
minimo no puede ser ¢t — 1 (de lo contrario f — I = 0 contra la hipétesis).

Asf pues polinomio anulador minimo es: |p;(t) = (t — 1) |.

En cuanto al polinomio caracteristico, sabemos que es de grado n, multiplo del
polinomio anulador minimo y con las misma raices.

Por lo tanto, el polinimio caracteristico es

Qf(t) = (¢t = 1)".

29. Construir un endomorfismo de R? tal que su polinomio anulador minimo sea
t2(t — 3).

Solucion:

Puesto que el polinomio anulador minimo no es producto de factores lineales de
multiplicidad uno, este endomorfismo no diagonaliza.

Los valores propios de dicho endomorfimo son 0 de multiplicidad 2 y 3 de multi-
plicidad 1. Por lo que un posible endomorfismo con estas condiciones puede ser el
siguiente

f:R3 — R3
(l’,y,Z) —)(O,$,3Z>

cuya matriz en la base candnica es

A:

o = O
o O O
w o O
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en la que es facil probar que verifica las condiciones exigidas.

30. Sea A € M3(R) una matriz que tiene a 1 como valor propio doble y a 1/2 como
valor propio simple. Utilizando el teorema de Cayley-Hamilton, calcular:

2A* —7TA% +9A%2 —5A+ 1.

Solucion:

Como que las raices del polinomio caracteristico de A son los valores propios contados
con su multiplicidad tenemos que

POA) =1 —=X*(1/2=X)) = —(A* =5/2X + 2X — 1/2)

Por el Teorema de Cayley-Hamilton se verifica que
—(A® —5/2A* + 24 —1/21) =0

= 24 —BA’+4A—-T=0 = 24" — 543 +4A4%2 - A =0

Por tanto

24" —TA® + 9A? —5A+ 1 = (2A" —5A® +4A* — A) — (24° —5A* +4A - 1) =0.
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Capitulo 7

Endomorfismos ortogonales y
simétricos

Cuando los matematicos posteriores a Descartes desarrollaron la geometria analitica
no se dieron cuenta que el concepto de perpendicularidad era independiente del
concepto de paralelismo. Fue a principios del siglo XIX, con el estudio de la geometria
proyectiva y las geometrias no euclideas cuando se observé su independencia del
espacio métrico y se desarrollaron los conceptos de producto escalar, vectorial y
producto interno que se culminaron con los trabajos de Hilbert (1862-1943), en los
que definié el concepto de perpendicularidad y norma, en base a los ya iniciados por
Grassmann y de Gram (1850-1916) con su proceso de ortogonalizacién que construye
un conjunto ortogonal de vectores a partir de un conjunto independiente.

Cauchy valoré el problema del valor propio en la obra de Euler, Lagrange y Laplace
para determinar los “ejes principales”de una forma cuadratica con n variables. En
1826, abordd el problema de la reduccién de la forma cuadratica en tres variables y
demostré que la ecuacion caracteristica es invariante para cualquier cambio en los
ejes rectangulares.

En 1829 Cauchy prueba que los valores propios de una matriz simétrica son reales.
Las matrices Hermiticas (4 = A*) fueron introducidas por Hermite (1822-1901). Fro-
benius, en 1878, prueba la diagonalizabilidad ortogonal de las matrices simétriacas,
extendiendo en 1883 la demostraciéon a matrices unitarias (AA! = I). El teorema
para matrices normales (AA! = A'A) es debido a Toeplitz (1881-1940).
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Ejercicios

1. Dados los endomorfismos fi, fo de R?, las matrices de los cuales, en la base

canénica de R?, son:
4 6 14 6
A1=<9 1), Yy A2=<1 9>

Determinar sus endomorfismos adjuntos.
Solucion:

Puesto que la base candnica es ortonormal, las matrices en dicha base, de las apli-
caciones adjuntas son las traspuestas de las matrices dadas.

Esto es, la matriz en la base candnica de la aplicacién adjunta de f; es

. (49
i (30

Y la matriz en la base candnica de fs es

. (141
AQ—(6 9).

2. Dados los endomorfismos f;, fo de R? cuyas matrices en la base candnica de R3,
son:

4 -8 3 12 -3
Ai=l0 1 o], A=[41 2
4 3 7 00 1

determinar sus endomorfismos adjuntos.
Solucion:

Al igual que en el problema anterior, puesto que la base canénica es ortonormal las
matrices en dicha base, de los endomorfismos adjuntos de los dados son las matrices
traspuestas de las dadas.
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Por lo que la matriz en la base candnica de la aplicacién adjunta de f; es

4 0 4
Al=|[-8 13
307

Y la matriz en la base candnica de la aplicacién adjunta de f5 es

1
A= | 2
-3

N =
_ o O

3. Estudiar si son, o no, ortogonales, los endomorfismos fi, fa, f3, f1 de R? cuyas
matrices, en la base canénica de R?, son:

P A )}

B
C) A3 = (f f) s d) A4 = (
V2 V2 T2

En caso afirmativo, decir que transformacién representan.

N[
S
=N
wrmwfg,

)

Puesto que las matrices estan expresadas en bases ortonormales, para saber si los
endomorfismos son o no ortogonales basta calcular el producto de cada una de ellas
por su traspuesta y ver si el resultado es la identidad.

Agm:(f }) G D:(g ;))#((1) ?)

Luego f1 no es ortogonal.

b)
w= ()06 )

Solucion:

a)
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Luego f, es ortogonal, puesto que la matriz no es simétrica la transformacion es un
giro cuyo angulo lo podemos calcular utilizando el hecho de que la traza es invariante
por cambio de base, tenemos: 2 cos § = traza A; = 0, por lo que § = £7. Ahora bien,

. . - ; . m
la imagen del primer vector de la base candnica estd en el primer cuadrante |0 = —.

2
c)
1oL\ /L1 10
wan= () (2 ) (3 0)
V2 V2 V2 V2

por lo que f3 es un endomorfismo ortogonal. Puesto que la matriz no es simétrica
el endomorfismo corresponde a un giro cuyo angulo pasamos a determinar 2 cosf =

——, por lo que 6 = j:% Ahora bien, la imagen del primer vector de la base canénica

V2

esta en el primer cuadrante |0 =

™
4 .

‘ 59 e 10
s (s ) 1)-6Y)

por lo que f; es un endomorfismo ortogonal. Puesto que la matriz no es simétrica el
endomorfismo corresponde a un giro cuyo angulo pasamos a determinar 2 cosf = 1,
por lo que 6 = :I:%”. Ahora bien, la imagen del primer vector de la base candnica

d) Ya por iltimo

| N
B

esta en el segundo cuadrante |0 = 3

4. Estudiar si hay elementos fijos al aplicar las transformaciones del ejercicio anterior
y, en caso afirmativo, determinarlos.

Solucion:

Las aplicaciones fs, f3, f4 son giros, por lo que el tnico elemento fijo es el vector
nulo.

Sin embargo f; es un endomorfismo simétrico ya que su matriz en una base orto-
normal es simétrica. Sabemos que todo endomorfismo simétrico diagonaliza en una
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cierta base ortonormal, por lo que hay dos subespacios invariantes de dimension 1,
que pasamos a determinar

El polinomio caracteristico de A; es t?> — 3t + 1. Por lo que los valores propios son
- 1++/5 Ny — 1-5

2 2
Los vectores propios son

2 (_11+\/5
5+v5 2
2 (1+\/51

5+v5 2

v € Ker (A — M), v ) teniendo en cuenta que vy ha de ser

).

ortogonal a v; tenemos vy, =

5. Estudiar si son, o no, ortogonales, los endomorfismos de R? cuyas matrices en la
base canénica de R3, son:

. 10
0|, A3 =
—1

A =

2
3
2 _1

3 3

0 —
, Ao=11 O
0 0

COINCO | N [ =
QO oo [

1 2
3 3

En caso afirmativo, decir que transformacién representan.
Solucion:

Puesto que las matrices estan expresadas en bases ortonormales, para saber si los
endomorfismos son o né ortogonales basta calcular el producto de ellas por su tras-
puesta y ver si el resultado es la identidad.

[SSIINRI e
wWin

ALA, =

WI—W N
QOO | N [ =
Wb

|
win
|

Luego es ortogonal.

El endomorfismo no es simétrico ya que la matriz no es simétrica, por lo que la trans-
formacién es una rotaciéon o una rotacién seguida de una simetria. Para distinguir
de cual de los dos casos se trata calculamos el determinante de la matriz

det Al =-1
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por lo tanto se trata del segundo caso, es decir una rotacion seguida de una simetria.

Veamos A,

0 1 0 0 -1 0 1
-1 0 0 1 0 0]=]|0
0 0 -1 0 0 -1 0

o = O
= O O

Al igual que en el anterior caso se trata de un endomorfismo ortogonal pero no
es simétrico y puesto que det A, = —1, se trata de una rotacién seguida de una
simetria.

Finalmente veamos As

1 2 1 1 2 1
AW I A WP P
A1 A S Al Rl v A
—3 —3 3/ \3 3 3 001

por lo que el endomorfismo no es ortogonal.

6. Sea f el endomorfismo de R?, cuya matriz en la base candnica es

A:

SN o
Qo
SIS~

., Qué condicién han de verificar a i b por tal de que el endomorfismo sea ortogonal?
Solucion:

Observamos que f es un endomorfismo simétrico puesto que su matriz en una base
ortonormal es simétrica. Por lo que el endomorfismo diagonaliza siempre. Este en-
dormorfismo serd ademds ortogonal si los tinicos valores propios son 1,-1 o ambos (1
o-1).

Los valores propios de la matriz dada son claramente a — b doble, a + 2b.
Para que los tres valores propios sean +1 ha de ser a = 1, b = 0.

Para que los tres valores propios sean -1 ha de ser a = —1, b = 0.
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Para que los valores propios sean 1 doble y -1, hadesera—b=1,a+ 20 = —1, en
cuyo caso a 3 3
Para que los valores propios sean -1 doble y 1, hadesera—b=—1,a+2b=1, en
2
cuyo caso a = ——, b= —.
Y 33

7. Escribir la matriz en la base canénica del endomorfismo de R? tal que el vector
uy = (1,1) se transforma en el vector (0,+/2) y el vector uy = (—1,1) en el (—/2,0).
. Es ortogonal?

Solucion:

Tomando {uy,us} como base en el espacio de salida y la base candnica en el espacio
de llegada la matriz A; de la aplicacién es

(0 V2
=\vz 0 /)
Sea S la matriz de cambio de base
1 -1
()
Entonces la matriz A de la aplicacién en la base canénica es A = A;S~1. Calculando

1/1 1
1 1t
S~ tenemos ST = 5 (_1 1).

Por lo que

Observamos que A*A = I por lo que si que es ortogonal.

8. Determinar la imagen del vector (3, —1) por el giro respecto del origen de R? de

m
angulo 6 = 3 (en sentido antihorario).
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Solucion:

La matriz del endomorfismo en la base candénica es

A cosg —semy) _ % —73 .
senf  cos% V31
2 2
Por lo que la imagen del vector (3, —1) es

1 V3 34+V3
2 g 3): 5
V31 (—1 3v3 -1

2 2 2

9. En R?, determinar la matriz de la simetria respecto la recta 2z = v, en la base
canénica de R2.

Solucion:

Sea u; = —=(1,2) un vector unitario en la direccién de la recta eje de simetria.

V5

Completemos a una base ortonormal de R?: u; = —(1,2), us (2,—1). En esta

= _ L
V5 V5

base la matriz de la aplicacién es

1 0
a=(y %)

Aplicando el cambio de base tenemos

A=S5A,5""1

siendo S = L2 ) Puesto que S es ortogonal y simétrica S~! = St = S.

A5

Por lo que
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10. Determinar la matriz, en la base canénica de R3, del giro de eje [(1,—1,0)]

7
aingulo 6 = —.
angulo 1

Solucion:

Tomando una base ortonormal en la que el primer vector tenga la direccién del eje
de giro, la matriz de la aplicacion tendra la forma

1 0 0
B=10 cosf —senf
0 senf cosf

V2

[ m 2
puesto que el angulo es 6 = e entonces cos ) = - ¥ senf = -

Determinemos la base ortonormal con la cual la matriz del endomorfismo tiene esta
forma

V2 V2

v = 7(1,—1,0), por lo que vy, v3 € [v1]F, podemos tomar vy = 7(1,1,0) y
v3 = (0,0,1).
V2 V2
R
Sea S = V2 V2 0 la matriz cambio de base. Por lo que la matriz de la
2 2
0 0 1

aplicacion en la base candnica es
A=SBS™ "

Ahora bien S es un matriz ortogonal por lo que S~! = S, y haciendo el producto
tenemos

) 142 142 1
A=S-1+L2 142 1

2
1 1 V2
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11. Determinar la matriz, en la base canénica de R?, de la simetria axial respecto
de la recta z — 2y =y — 32 = 0.

Solcién:

El eje de simetria es un subespacio de vectores propios de valor propio 1, y su plano
perpendicular un subespacio de vectores propios de valor propio -1.

Tomando pues una base ortonormal de vectores propios la matriz de la aplicacién
es

1 0 0
B=|[0 -1 0
0 0 -1

Explicitemos la base en la cual estd escrita esta matriz a fin de poder hallar la matriz
en la base candnica

1
v = ——(6, 3, 1), por lo que vq, v3 han de estar en el plano 6x+3y+z = 0. Escojamos

V46 ,

1
una base ortonormal en dicho plano: v, = ——(0,1, —3), v3 = —=(5, 9, 3).
v 10 V115

Sea S la matriz cambio de base

6 0 5
46 115
AR

Va6 V10 V115

Por lo que la matriz de la simetria es
A=SBS™!

teniendo en cuenta que S es ortogonal S~ = S, por lo que haciendo el producto se
obtiene

N
I
eSS

B[S
RS
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12. Determinar la matriz, en la base canénica de R3, de la simetria especular respecto
del plano = + 2y + 3z = 0.

Solucion:

El plano de simetria es un subespacio de vectores propios de valor propio 1, y la
recta perpendicular un subespacio de vectores propios de valor propio -1.

Tomando pues una base ortonormal de vectores propios la matriz de la aplicacién
es

0

B = 0

O O =

0
1
0 —1

Explicitemos la base en la cual estd escrita esta matriz a fin de poder hallar la matriz
en la base canoénica

{v1, 12} es una base ortonormal del plano de simetria, asi pues podemos tomar

1 1
—(2,-1,0), vy = ——(3,6,—5), v3 € [v9, v3]* por lo que v3 = ——(1, 2, 3).
\/g( ) 2 \/7_0( ) 3 [2 3] p q 3 \/ﬁ( )

Sea S la matriz de cambio de base

V1 =

Slesl2l-
=~ =~ A~

Por lo que la matriz de la simetria es
A=S5BS!

teniendo en cuenta que S es ortogonal S~ = S, por lo que haciendo el producto se
obtiene

6 -2 -3
-2 3 -6
-3 —6 =2

A=
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13. Determinar la matriz, en la base canénica de R3, del giro de eje larectax = y = 2
y angulo 6 = % seguida de simetria especular respecto del plano x +y + z = 0.

Solucion:

Consideremos la siguiente base ortonormal

L (1,1,1)
Uy = —=\4, 1,
P
Uy = —(1,-1,0
2 \{5( )
ug = —(1,1, -2
3 \/6( )

Observamos que u; es la direccién del eje de giro y [ug, ug] es el plano de la simetria.
Por lo tanto las matrices de ambas aplicaciones en dicha base son

Rotacion:
1 0 0
A; =0 cosi —sen%
0 sen % Cos %
Simetria:
-1 00
A, = 0 1 0
0 01

-1 00 1 0 0 -1 0 0
A3 =AA =10 1 0 0 cosy —senf | = 0 cosy —seny
0 0 1 0 sen % cos % 0 sen % coS %

En la base canénica la matriz serd A = SA357! siendo S la matriz de cambio de
base

= sl

Sl =5l -GSl
=
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Puesto que esta matriz es ortogonal S—! = S,

14. Sea f un endomorfismo simétrico del espacio euclideo ordinario R?, tal que
tr f = 0, (1,1-1) es un vector propio de f de valor propio 1 y (1,0,1) € Ker f.
Justificar cual de los siguientes vectores es un vector propio de f de valor propio 1
i/o-1:

a) (1,-2,1), b) (1,-2,-1), ¢) (1,0,1), d) (1,0,-1), e) (1,1,1).
Solucion:
Puesto que el endomorfismo es simétrico, este diagonaliza en una base ortonormal.

Sabemos que (1,1, —1) es un vector propio de valor propio 1 y (1,0,1) es un valor
propio de valor propio 0.

Observamos que estos dos vectores son ortogonales.
Puesto que la traza del endomorfismo es nula, entonces el tercer valor propio es -1.

El vector propio correspondiente ha de ser ortogonal al subespacio [(1,1, —1), (1,0, 1)].
Luego el tnico vector posible es (1, -2, —1).

15. La imagen del vector (3,4) € R? por un endomorfismo ortogonal es (0, ).
Determinar el valor de o.

Solucion:

Puesto que todo endomorfismo ortogonal conserva la norma ha de ser
13, ) = 11(0, )]

por lo que 5 = Va2 y
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16. Sean f,g € End (FE) tales que f es simétrico y ¢ es ortogonal. Probar que:
(gofog)og=gof.

Solucién:

Si f es simétrico es f' = f, si g es ortogonal entonces ¢! también es ortogonal y

(g7 = (¢g7)~!. Ahora teniendo en cuenta que (f o g) = g’ o f’ tenemos

(gofog ) eg=((g7")of og)og=((g7") " ofog )og=(gof)o(g 'og) =gof.

17. Sea f un endomorfismo del espacio euclideo E, tal que (f(u),v) = —(u, f(v)),
para todo u,v € E. Probar que £ = Ker f 1 Im f.

Solucion:
Basta probar que Ker f N Im f = {0}, ya que dim £ = dim Ker f + dim Im f.
Sea x € Ker f NIm f, entonces f(z) =0y x = f(y) para un cierto y € E.

Apliquemos la condicion

(z,7) = (z, f(y)) = =(f(x),y) = (0,y) = 0.
Puesto que (x,z) = 0 si y sélo si x = 0 se tiene el resultado.

18. Encontrar un endomorfismo ortogonal f de R? de tal manera que para todo

m
vector u € R? no nulo, se tiene que dngulo(u, f(u)) = 3

Solucién:
Este endomorfismo ha de ser un giro de angulo %

La matriz en la base candnica de este giro es:
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Observamos que esta aplicacion verifica la condicién:

1 3
Dado un vector u = (a,b) cualquiera f(u) = (§a — %

(0.0, (o= 220, L0 Ly = Lt 88) — cos Dl ()l

—a+ b) por lo que

7

V3
2

19. Resolver utilizando la matriz quasi-inversa el sistema

r =4
Yy =95
r+y =6
2v4+y =5
r+2y =4

Solucion:

Escribamos el sistema en forma matricial AX = b

_— N = O
N = == O

VRS

< R

~__

Il
NGNS B IS BTN

Observamos que la matriz A es de rango maximo igual al nimero de columnas, por

lo que AT = (A'A)~' A’. Por lo tanto la solucién es X = (A*A)~1A%.

Calculando ahora este producto de matrices tenemos

(z,9) = (2,2),

20. Hemos medido el volumen de un gas 4 veces y hemos obtenido los siguientes
valores, Vi = 150 cm?, V5 = 153 cm?, V3 = 150 cm?, V, = 151cm?. ;Qué volumen le
asignaremos mediante el método de los minimos cuadrados?
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Solucion:
Planteemos el sistema de ecuaciones que describen estos datos

x =150
xr =153

x =150 (’
r =151
sistema sobredeterminado que resolveremos mediante el método de los minimos cua-
drados.

Escribamos el sistema de forma matricial Az = b

150
153
150
151

—_ = =

La matriz A del sistema es de rango maximo igual al niimero de columnas, por lo
que AT = (A'A)7tA! y la solucién del sistema es x = (AA)~LA%D.

1
La matriz A’ A es el escalar 4, por lo tanto (A*A)~! = 1Y Alb = 150+153+150+151.

Por lo que la solucién coincide con la media aritmética de los datos

21. Calcular la mejor solucién aproximada del sistema:

2I1+ZL’2—I3 =5

.171—1'2—21’3 =2
T+ a9y =-—1
To—x3 =1

Solucion:

Escribamos el sistema en forma matricial AX = b
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2 1 -1 5
1—1 =2 (") | 2
11 o | {™) 7=
0 1 -1/ \™ 1

La matriz A es de rango méximo igual al nimero de columnas, por lo que AT =
(A'A)7LA! y la solucién del sistema es X = (ATA)~LA.

Calculando pues la matriz A* tenemos que

2
33'1:2,.1’2:5,333:—.

22. Determinar la recta de la forma y = ax 4+ b que aproxima mejor, por minimos
cuadrados, los puntos: (1,—1),(0,1),(2,1),(4,2).

Solucion:

Impongamos que los puntos (1,—1),(0,1),(2,1),(4,2) verifican la ecuacién de la
recta:

N D =
— = =

4

Tenemos un sistema de la forma AX = B con A matriz de rango méaximo e igual
al niimero de columnas por lo que AT = (A'A)71A! y la solucién del sistema es

X = (A'A)71A'B, con a = 0,b = ;, esto es la recta
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Capitulo 8

Forma reducida de Jordan

Ya se ha puntualizado que fue Cauchy quien se dio cuenta de la estrecha relacion
existente entre los valores y vectores propios de una matriz simétrica con las direc-
ciones principales y las longitudes de los ejes de la funcién asociada a esta matriz
simétrica, motivo por el cual se introdujo el concepto de ortogonalmente diagonali-
zable.

Gracias a los descubrimientos de Cauchy, Jacobi (1804-1851) pudo dar la solucién
al sistema de ecuaciones diferenciales Y’ = AY’, donde A es una matriz diagonaliza-
ble. Posteriormente Jordan resolvio el caso no diagonalizable usando los conceptos
de matrices similares (dos matrices A y B se dicen similares si existe una matriz
invertible S tal que A = SBS™'). En su libro Traité des substitutions (1870) de-
mostré que una matriz puede ser transformada a una forma candnica hoy conocida
como Forma Candnica de Jordan.

Como hemos podido observar en este breve recorrido histérico, tanto los determi-
nantes como las matrices, y todas las elaboraciones abstractas que en el siglo XIX
se desarrollaron respecto a estos elementos, nos son imprescindibles en la evolucion
y avance cientifico, tanto en fisica como en ingenieria, en la actualidad.

181
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Ejercicios

1. Determinar la forma reducida de Jordan asi como la base para la cual adopta la
forma reducida, de la matriz

N

I
W N =
N = O
— O O

Solucion:

El polinomio caracteristico es:

det(A — AI) = (1 — \)?

dimKer (A—\) =1

Por lo tanto:

<
Il
oo~
[ RS
[ )

La base ha de ser tal que

v; € Ker (A —1)
vy € Ker (A —I)? — Ker (A —1), pues (A—T)vy = vy
v3 € Ker (A —I)3 —Ker (A —1)?, pues (A —I)vz = v3

000 000 00 0
A-T={200|,A-D1)?*=|00 0|, A-1P=100 0
320 4.0 0 00 0

Luego vs = (1,0,0), va = (A = Ivs = (0,2,3), v = (A = Ivy = (0,0,4).

3 pr—
La base es pues {(0,0,4), (0,2,3),(1,0,0)}.

2. Sea A una matriz 4 x 4 con valor propio A = 5 de multiplicidad 4.
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Determinar todas las posibles formas de Jordan de esta matriz.

Solucion:
50 0 0 5 0 00 5 0 00
1 500 1500 1 500
015 0]’101 5 0]’10 0 5 0]}
00165 0005 0015
50 0 0 50 00
1500 05 00
005 0]’1l0 050
0 005 0005
3. Sea
-2 1 0 -1
0 -2 0 4
A= —4 5 2 —4
0O 0 0 2

i) Determinar la matriz de Jordan asi como la base en la cual la matriz adopta
la forma reducida hallada.

ii) Hallar A0

iii) Calcular e?

Solucion:

i) Empecemos buscando los valores propios

det(A —tI) = (t +2)*(t — 2)°

Determinemos ahora los tamanos de los bloques de Jordan.
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0 1 0 -1

. 00 4
dim Ker (A 4 2/) = 4 — rango (A + 2I) = 4 — rango 45 4 4 =4-3=1

0 00 4

lo que nos dice que hay una sola caja de Jordan para este valor propio, y que por lo
tanto (teniendo en cuenta que n; = 2) tenemos una caja de tamano dos.

-4 1 0 -1

. 0 —4 0 4

dim Ker (A —21) = 4 —rango (A +2I) = 4 — rango 45 0 -4 =4-3=1
0O 0 0 0

al igual que para el valor propio -2, lo que también nos dice para este caso, es que
hay una sola caja de Jordan y que por lo tanto (teniendo en cuenta que n; = 2)
tenemos una caja de tamano dos.

En definitiva,

Busquemos ahora la base en la cual la matriz del endomorfismo adopta esta forma
reducida.

Empecemos por los vectores correspondientes al primer bloque de Jordan.

u; € Ker (A + 2I)?\Ker (A + 21I)
U = (A + 2])U1

0 10 —1 0 0 0 0

B 00 4 , | 0 0 0 16
(A2 ="y 5 4 4| A=2D"=| 16 15 16 -3
0 00 4 0 0 0 16

Escogiendo pues u; = (1,1,0,0), tenemos que uy = (1,0, 1,0)
Anélogamente, para el segundo bloque

uz € Ker (A — 2I)*\Ker (A — 2I)
Uyg = (A + 2[)’&3
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-4 1 0 =1 16 -8 0 8
lo0 4 0 4 », |0 16 0 —16
(A-2I)= -4 5 0 -4 (A-20)"= 16 —24 0 24
0O 0 0 0 0O 0 0 0

Escogiendo pues uz = (0,1,0, 1), tenemos que uy = (0,0, 1,0)
ii) Teniendo en cuenta que A* = (SJS™1)" = SJ'S™!, siendo
1 100
1 01
010
0 01

Por lo tanto

A00 — g 7100 g—1

S = la matriz cambio de base obtenida en el apartado anterior.

o = O

2100

100 —100 - 299 2100
J = 9100

100 - 2% 2100
(") e’
iii) e = Se/S~1 = Se\  2/)S71)S ( 6J2> S
1
Cada caja eMTN = eMeN =ereN N =T+ N + §N2 +...

2
En ambos casos N* = 0 para todo ¢ > 2, por lo que e/t = (22 62> y e =

4. Probar que las matrices

>
>

A =

o -
R =
> O O
“
N
[N}
|

oo
o > =
> = o
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son semejantes. (Es decir, existe una matriz S invertible tal que A; = S71A,S9).

Solucion:

En efecto, basta tomar la matriz permutacién siguiente

0
S=10
1

o = O

1
0
0

3 -1 1 2
1 1 1 1
5. Sea A = 0 0 0 9
0 0 -2 4

Hallar la forma reducida de Jordan asi como la base en la cual la matriz adopta la
forma reducida hallada.

Solucion:

Busquemos los valores propios

det(A —tI) = (t — 2)*

1 -1 1 2

. 1 -1 1 1
dim Ker (A —2J) =4 — rango (A — 2I) = 4 — rango 0 0 -9 9 =4-3=1

0 0 -2 2

Por lo tanto tenemos una tunica caja de Jordan y la forma reducida es

= N
— N
=N

Pasemos a determinar una base de Jordan
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u; € Ker (A — 2I)*"\Ker (A — I)3
U = (A — 2[)161

Uz = (A — 2])2U1

Ug = (A — 2[)3u1

Calculemos pues, las potencias de (A — 21)

00 —6 7 00 —2 2
e |00 -4 5 s |00 =22 o
(A=202=10 0 o ol @=20P=1, 5 o o] (A-20"=0
00 0 0 00 0 0

Escogemos u; = (0,0, 1,0), por lo que
us = (1,1, -2, ~2),u3 = (—6,—4,0,0), us = (—2,-2,0,0).

6. Sea

o O O wo
o O w o o
O N O
W= O O =

Hallar la forma reducida de Jordan asi como la base en la cual la matriz adopta la
forma reducida hallada.

Solucion:

Busquemos los valores propios

4—t 0 0o -1 1
-1 3—t 0 1 0

det(A—tl) =] 1 0 3—-t 0 0 | =(=1)°t-3)°
1 0 0 2—t 1
0 0 0 0 3-—t
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Determinemos ahora el tamano de las cajas de Jordan

1 00 -1 1
-1 00 1 O
dimKer (A—3/) =5—rango(A—3[)=5—rango| 1 0 0O 0 O
1 00 -1 1
0 00 0 O
=5—-3=2
000 0 O
000 0 O
dimKer (A —3I)? =5—rango(A—3I)2=5—rango|[1 0 0 —1 1
000 0 0
000 0 O

=5—-1=4
dimKer (A — 37)® =5 —rango(A — 31)® =5 —rango(0) =5—-0=5

Concluimos que la forma reducida de Jordan tiene dos cajas y la de tamano més
grande es de orden tres, en definitiva:

300 00
13000
J=101 3 0 0
00030
00013

Determinemos ahora una base en la cual la matriz adopta esta forma reducida.

uy € Ker (A — 3I)*\Ker (A — I)?

Ug = (A - 3I)U1

Uz = (A — 3[)2U1

uy € Ker (A —3I)*\Ker (A —1), L. i. con ug,us3
Uy = (A — 3])"&4



(Observamos que u4 también es Li. con uq, ug, ug)

uw = (1,0,0,0,0)

uy = (1,-1,1,1,0)
ug = (0,0,1,0,0)
ug =(0,0,0,1,1)
us = (0,0,0,1,1)
6. Hallar la forma reducida de Jordan de

1 -1 1
A=11 1 0

1 —a 1+a

segun los valores del parametro a € R.

Solucidn:

Hallemos los valores propios, el polinomio caracteristico es
det(A—tI)=(1—t)*(a+1—1)

Por lo que los valores propios son 1,1, a + 1

Para a # 0 el valor propio 1 es doble

0 -1 1
rank(A—I)=rank |1 0 0| =2
1 —a a

de donde dimKer (A — I) = 1 y la forma reducida de Jordan es

1
J=11 1
a—+1

Si a = 0 el valor propio 1 es de multiplicidad 3 pero

rank (A — I) =rank | 1

189
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por lo que dimKer(A—1)=1y

1
J=|(11
11



Capitulo 9

Sistemas lineales discretos

Una de las primeras aplicaciones de la teoria de valores y vectores propios fue en el
estudio de las sucesiones dadas por recurrencia lineales, como es el caso de la su-
cesién de Fibonacci. Sin embargo, no fue hasta finales del siglo XIX, con Poincaré,
quien hubo de mostrar que los métodos de perturbaciones podrian no dar resultados
correctos en todos los casos, que el andlisis perdi6é su hegemonia, como herramienta
favorita en el estudio de los problemas matemaéticos, y se fusioné con las herra-
mientas geométricas para el estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias. Asi, los
sistemas dinamicos, como métodos de anélisis cualitativo de ecuaciones diferenciales,
fueron desarrollados por diversos matematicos como Birkhoff, que establecié las ba-
ses, Andronov y Pontriagyn, que introdujeron el concepto de estabilidad estrutural,
y Kolmogorov, Arnold y Moser, que fundaron toda una teoria de control, conocida
con sus tres nombres, de crucial importancia en nuestros dias.

En los albores del siglo XX, Mérkov (1856-1922) fue el primero en estudiar los
procesos estocédsticos no dependientes del tiempo, llamados hoy cadenas de Markov
y consistentes en una sucesion de variables dependientes X (t;) = (z1(¢;), ..., zn(t;))
identificadas por valores discretos crecientes de t; con la propiedad de que cualquier
prediccién de X (t;) es sélo funcién de X (¢;_1). Es decir, son sucesiones representadas
mediante un sistema lineal discreto. Markov pudo estudiarlas completamente por la
relacion lineal habida entre X (¢;) y X (¢;—1). Su trabajo ademas ha sido aplicado a
la biologia. En 1945, Leslie introdujo un cierto tipo de matrices usadas en ecologia
con el fin de estudiar problemas de evolucién de poblaciones en un cierto periodo de
tiempo y que hoy son conocidas como matrices de Leslie.

191
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Ejercicios

1.- Resolver el sistema lineal discreto a coeficientes constantes siguiente:

x1(k+1) = z1(k)

xo(k+ 1) = z1(k) + xo(k)

x3(k+ 1) = xo(k) + x3(k)

x4k +1) = —z1(k) — xo(k) + z4(k)

Solucion:

Escribamos este sistema de ecuaciones en forma matricial:

1k +1) 1 0 0 0\ [xi(k)

El sistema queda escrito en la forma
z(k+1) = Ax(k),

por lo que es un sistema de ecuaciones lineal discreto a coeficientes constantes y
homogéneo.

El conjunto de soluciones sera por tanto

e T bt
) | =4 | 500
$4<k) .%'4(0)

Calculemos pues la potencia k-ésima de la matriz A.

Para ello observamos que la matriz A descompone en suma de dos matrices que
conmutan:

1000 0 0 00
0100 1 0 00
A=I+B=10 910l 0 1 00
000 1 1 —10 0
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y en la que la matriz B es nilpotente B® = 0. Luego

k(k—1)

AY =T+ kB + B* =

1 0 00

k 1 00

_ | k(E-1)
5 0
—k(k2+ D 401
Por lo tanto
171(0)
xi(k) = wxl(o) + kx2(0) + 25(0)
z4(k) k(k+1)

——5—11(0) — kz2(0) + 24(0)

2.- Una ciudad tiene tres supermercados X, Y, Z. Considerando un determinado
periodo de tiempo observamos que por diferentes razones como precio, calidad,...,
algunos habitantes deciden cambiar de cadena. Deseamos expresar en un modelo
matematico y analizar el movimiento de clientes de una cadena a otra suponiendo que
la proporcion de clientes que cambian al dia de supermercado se mantiene constante
durante un mes.

Aplicarlo al caso en que la proporcién de clientes de X, Y, Z el 31 de Diciembre es
(0,2,0,3,0,5) = u(0) respecto de la poblacién total y que la proporcién de clientes
que permanecen en el supermercado o que cambian de uno a otro es:

que se mantiene en X 0.8, que pasade Y, Z a X es 0.2, 0.1 resp.
que se mantiene en Y 0.7, que pasa de X, Z a Y es 0.1, 0.3 resp.
que se mantiene en Z 0.6, que pasa de X, Y a Z es 0.1, 0.1 resp.

Solucion:
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Supongamos que la proporcién de clientes de X, Y, Z el 31 de Diciembre es (zq, yo, 20)
= u(0) respecto de la poblacién total y que el 31 de Enero es (z1,y1, 21) = u(1).

Puesto que la totalidad de la poblacién compra en estos tres tinicos estableciemientos
tenemos que
To+Yo+20=1

rt+yt+a=1
Ahora bien, la proporcién de clientes en Enero en cada uno de los supermercados es

T1 = a11%0 + A12Yo + A1320
Y1 = a21ZTo + A22Yo + A2320 ¢
21 = a31%o + a32Yo + a3320
donde a;; con j # i es la proporcién de clientes del supermercado j que absorbe el

supermercado ¢, y a;; es la proporcion de clientes del supermercado ¢ que se mantiene
en 7.

Puesto que la proporcién de clientes que cambia de supermercado se matiene cons-
tante durante un mes tenemos

Tpt1 = 11TE + Q12Yk + G132k
Yk+1 = 21Tk + A22Yk + G232k o

241 = 31Tk + A32Yk + G332k

por lo que, en lenguaje matricial tenemos

J](k? + 1) a1y a1 Q13 .%'(]{3)
ylk+1) | = [an ax ax y(k)
Z(k’ + 1) a3y Q32 ass Z(/{?)

Aplicandolo a nuestro caso concreto tenemos

k

2 (k) 0,8 0,2 0,1 0,2
yk) | =101 07 03] (03
2(k) 0,1 0,1 06/ \05

Los valores propios de A son 1, 0.6, 0.5 y los vectores propios respectivos son

v = (0,45,0,35,0,20), vy = (1,—1,0), vs = (1,-2,1).
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Por lo tanto y teniendo en cuenta que
u(0) = vy + (—0,55)vy + 0,303

tenemos que

AFu(0) = 1,1%0; 4 (—0,55)(0,6) v, + 0,3(0,5) w3
Finalmente, observamos que

lim AFu(0) = v, = (0,45,0,35,0,20).

3.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones discreto
z1(k +1) = 21(k) + B(z2(k) — 21 (k))
.Z’Q(k -+ 1) = l’g(k) + Oé(ilfl(k> — $Q(k)) 7
suponiendo que « + 3 # 0.

Analizar el caso en que a + 8 = 1.

Solucion:

Escribamos matricialmente el sistema
za(k + 1) a l—a) \z(k))’

x(k+1) = Azx(k)

con A constante, es pues un sistema lineal discreto a coeficientes constantes y ho-
mogéneo, por lo que su solucién es

tenemos pues

z(k) = A¥z(0).

Claramente 1 es valor propio de la matriz (rango A — I=1), ademéds puesto que la
traza de la matriz A es invariante por cambio de base es

l+A=1-p+1—-aqa,



196 CAPITULO 9. SISTEMAS LINEALES DISCRETOS

por lo que A =1 — a — [ es también valor propio.
Los vectores propios correspondientes son:

para A =1, v; = (1, 1),

para A=1—a— 3, vy = (f, —«).

Luego

Aﬁ

— =
|
QE
~_
N
o
-
|
S o
|
=
~__
E
R
— 9
| =
~__
o)
+ |~
=
Il

Il
7~ N 7 N
—_ =
|
QQ
N——
VR
N\
o =
o O
N———
+
—
|
o
|
=
>
VRN
o O
— O
N———
N———
VR
— 9
|
HQ
N———
)
+ | =
@
Il

y la solucion es
z1(k) ((a+ A1 —a—B))z1(0) + (8~ B(1 — a — B)")z2(0)),

$2(k)

-
((a+a(l —a—8)"z:(0) + (B + a(l — a— §)")zs(0)).

:a—i—ﬁ

En el caso particular en que o 4+ 5 = 1 tenemos

x1(k) = az1(0) + Bxo(0),
$2(k):: @1@(0)'+'51Q(0)

Noétese que si x1(0) = x2(0), entonces z1(k) = xo(k) = x1(0) para todo k. Esto es
asi debido a que (z1(0),22(0)) = A(1,1) es vector propio de valor propio 1.

4.- Resolver

Solucion:
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010
Tenemos que A =1+ Ay con Ay = [0 0 0| yes tal que A? = 0. Luego
000
1 £ O
AP =(T+A)"=10 1 0
0 01
Por otra parte
A'B = B.

(esto dice que B es vector propio de A de valor propio 1).

Por lo tanto

k—1
}:B:kB
/=1
Luego
1 k 0\ [x(0) k
wk)y=[0 1 0] [z0)] + (0
00 1/ \a30) k

5.- a) Determinar, si existe, el punto de equilibrio de

b) En caso de existir el punto de equilibrio jes estable?.

Solucioén:
Tenemos el sistema z(k + 1) = Az(k) + B.

Los valores propios de A son 5, -1, -1. Puesto que 1 no es valor propio y B # 0,
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existe un unico punto de equilibrio z..

11 1 1
_1 - - - -

0 -2 —2 1 4 1 1 4
Y e vrc-4 N (5 OO S S G N
92 —92 0 1 4 A1\ A

4 4 4 4

b) Puesto que el valor propio dominante es 5 > 1, el punto de equilibrio es inestable.

Ecuaciones en diferencias

1.- Consideremos la ecuacion en diferencias siguiente
y(k+2)+3y(k+1) +2y(k) = 2.

a) Resolver la ecuacién homogénea asociada.
b) Dar la solucién general de dicha ecuacién.

¢) Deducir la solucién particular tal que y(0) =0, y(1) = 1.

Solucion:

a) La ecuacién homogénea asociada es
y(k+2)+3y(k+ 1)+ 2y(k) =0,
cuya ecuacion caracteristica es
*+3t+2=0.

Las raices de dicha ecuacion son claramente -2, -1. Por lo que la solucién general de
la ecuacién homogénea es

yh<k') = Cl(—Q)k -+ CQ(_].)k
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b) Para dar la solucién general de la ecuacién en diferencias completa, necesitamos

una solucién particular de dicha ecuacion.

Puesto que (k) = 2 constante, ensayamos una solucién constante:

yp(k) = C.

esto es

C+3C+20 =2,

1
por lo que C' = 3

Finalmente tenemos

y(k) = C1(=2)F + Co(—1)F + é

c¢) Obliguemos a que la solucién general de la ecuaciéon dada en b), verifique las

condiciones iniciales dadas:

1
y(O)—O—Cl+C2+§ o)

y(1):1:—201—02+% s

Por lo que resolviendo el sistema queda

2.- Consideremos la ecuacion en diferencias siguiente

y(k+2) — 3y(k +1) + 2y(k) = 3*.

a) Resolver la ecuacién homogénea asociada.

b) Dar la solucién general de dicha ecuacién.

Solucion:
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a) La ecuacién homogénea asociada es
y(k+2) —3y(k+1) +2y(k) =0,
cuya ecuacion caracteristica es
t?—=3t+2=0.

Las raices de dicha ecuacion son claramente 2, 1. Por lo que la solucién general de
la ecuacién homogénea es

yn(k) = C1(1)* + Co(2)F = O + Co(2)".

b) Para dar la solucién general de la ecuacién en diferencias completa, necesitamos
una solucién particular de dicha ecuacion.

Puesto que k) = 3k exponecial 3 no es raiz de la ecuacién caracteristica, ensa-
)
yalnos una solucién del tlpO

yp(k) = A3F

esto es
A3F+2 _ 3A3F £ 243k = 3k

que simplificando
3F(24-1) =0,
1 1.,
y por tanto A = o1 esto es y,(k) = 53 )
Finalmente tenemos pues

1

3.- Consideremos la ecuacién en diferencias siguiente
y(k+2) — 9y(k + 1) + 20y (k) = 4*.

a) Resolver la ecuacién homogénea asociada.
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b) Dar la solucién general de dicha ecuacién.

Solucidn:
a) La ecuacién homogénea asociada es
y(k+2) —9y(k+ 1) +20y(k) = 0,
cuya ecuacion caracteristica es
2 — 9t +20 =0,

Las raices de dicha ecuacion son claramente 5, 4. Por lo que la solucién general de
la ecuacién homogénea es

yh(k) == 01(5)k + 02(4)k

b) Para dar la solucién general de la ecuacion en diferencias completa, necesitamos
una solucién particular de dicha ecuacion.

Puesto que ¢(k) = 4* exponecial y 4 es raiz de la ecuacién caracteristica de multi-
plicidad 1, ensayamos una solucion del tipo

y, (k) = Ak3F,
esto es
Ak +2)45%2 — 9A(k + 1)4F + 20Ak4" = 45,
Ak(4%F2 — 9 4" 120 . 4F) 4 (2442 — 9 A4k T — 4F) = 0,
esto es

(Ak(16 — 36 + 20) + (A(32 — 36) — 1))4* =0

1 1
y por tanto A = 1 esto es y,(k) = _Z_Lk4k = —k4F L,
Finalmente tenemos pues

y(k) = C1(5)F + Cy(4)* + —kd* 1.
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4.- Consideremos la ecuacion en diferencias siguiente
y(k+3) —3y(k+2)+3y(k+1) —y(k) = 1.

a) Resolver la ecuacién homogénea asociada.
b) Dar la solucién general de dicha ecuacién.

¢) Deducir la solucién particular tal que y(0) =0, y(1) =1, y(2) = 0.

Solucion:

a) La ecuacién homogénea asociada es
y(k+3) = 3y(k +2) +3y(k+ 1) —y(k) =0,
cuya ecuacion caracteristica es
3 —3t2+3t—-1=0,

Dicha ecuacién tiene una tnica raiz (¢t = 1), de multiplicidad 3. Por lo que la solucién
general de la ecuacién homogénea es

yh<k) = Cl(l)k -+ Cgk(l)k + Cng(l)k = Cl -+ Cgk + Cgk2.

b) Para dar la solucién general de la ecuacién en diferencias completa, necesitamos
una solucién particular de dicha ecuacion.

Puesto que ¢(k) = 1 es constante y 1 es raiz de la ecuacion caracteristica de multi-
plicidad 3, ensayamos una solucion del tipo:

y,(k) = Ck?

esto es
Clk+3)°-3Ck+2)?°+3C(k+1)?°-Ck =1,

1 1
por lo que C = oV yp(k) = 6[63.

Finalmente tenemos

1
y(k) = Cy + Cok + Csk? + ékf”.
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c¢) Obliguemos a que la solucién general de la ecuaciéon dada en b), verifique las
condiciones iniciales dadas:

1 1

9(1)21:CI+02+C3+6 =~ G :§
4 _

¥(2) = 0=C1 +2C; +4Cs + 5 G =5

Por lo que resolviendo el sistema queda

11 1..
k)= -k — k> 4+ k%

5.- Consideremos una sucesion u,, definida de forma recurrente mediante las rela-

clones
Uy = U = 1,

Up41 = Up + Up—1, n > 2.

a) Determinar el término general de la sucesion u,,.
Un

b) Calcular lilgn L (razén aurea).

n

Solucion:

a) La relacién de recurrencia que verifican los términos de la sucesién es una ecuacién
en diferencias a coeficientes constantes homogénea y de orden 2:

Upt1 — Uy — Up—1 = 0.
que resolvemos determinando las raices de la ecuacién caracteristica

2 —t—1=0,

. Por lo que la solucion general de la ecuacion es

1+v5) 1-v5\
R

que son

1+v5 1—-+5
2 ' 2
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Determinemos el valor de las constantes C4, Cy a partir de las condiciones iniciales

u; = us = 1, esto es
145 1-v5 )

145\ VAN
(5 ()

cuyas soluciones son

Por lo que

6.- Consideremos la ecuacién en diferencias siguiente:

y(k+3) — gy(k:+2) + gy(k+ 1)+ y(k) = 0

i Para qué condiciones iniciales las soluciones son convergentes? y ;para cuales son
acotadas?

Solucién:
Resolvamos primero la ecuacién.

La ecuacién caracteristica es

t3—§t2—§t+1:0
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1
cuyas raices son 3 -1 y 3, por lo que la solucion general es
Lk k 3
y(k) = Cl(g) + Co(=1)" + (33

que convergen (hacia 0) si y sélo si Cy = C3 = 0.
y que son acotadas si y sélo si C3 = 0.

Ahora sélo falta poner estas condiciones en términos de las condiciones iniciales:
y(0) =C1+ Cy+Cs,
1
y(l) == —Cl - 02 + 303,
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