INTEGRACION POR SUSTITUCION

A veces es conveniente hacer un cambio de variable, para transformar la integral
dada en otra, de forma conocida. La técnica en cuestion recibe el nombre de
método de sustitucion.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

14758
2.1.-Encontrar:'|'e2 dx
X“+7
ryx
Solucién.- Como: e = x, se tlenej dx I >2<dx
X*+7 X +7
Sea la sustitucion: u=x*+7, donde:du = 2xdx , Dado que.[ X IZZXdX,
X2 +7 2 X“+7
Se tiene: J'ZXdX =—.[— integral que es inmediata.
x +7

Luego: ——I é |u|+c——£77‘x +7)+c

Respuesta: j de =£€77‘x2 +7|+c

/77)( dX

2.2.- Encontrarf

'™ dx I x%dx

Solucién.- Como: e =x?, se tiene: I 3
x°+8 X" +8

2
Sea la sustitucion: w=x’+8, donde: dw=3x’dx, Dado que: [ Xdx _ 1J'i’3( d:;
+

x¥*+8 3

3x%dx _1
Se tiene: —J. 3.8 3_[— integral que es inmediata.
Luego:—j—=—£n|w|+c:§£n‘x3+8‘+c

(77X

Respuesta: j d8 =%£n‘x3+8‘+c

2.3.-Encontrar: I(x+ 2)sen(x® +4x—6)dx

Solucion.- Sea la sustitucion: u = x* + 4x—6, donde: du = (2x + 4)dx

Dado que:'[(x+2)sen(x2 +4x —6)dx :%J.(2x+4)sen(x2 +4x—6)dx, se tiene:



=%I(2x+4)sen(x2 +4x—6)dx =%Isenudu , integral que es inmediata.
. 1 1 1 1 )

Respuesta: I(x+2)sen(x2 +4xX—6)dx = —%cos(x2 +4X—6)+C

2.4.-Encontrar: J'xsen(l— x?)dx
Solucion.-Sea la sustitucion: w=1-x*, donde: dw = —2xdx
Dado que: j xsen(l-x?*)dx = —%j(—Zx)se n(l— x?)dx

Se tiene que: —%J'(—Zx)se n(l—x?)dx = —%se nwdw, integral que es inmediata.
1 1 1 1 )
Luego:—Ejsenwdw:—i(—cosw)dwm =§cosw+c :Ecos(l—x )+cC

Respuesta: J'xse n(l—x*)dx = %cos(l— x’)+c

2.5.-Encontrar: Ixco rg(x* +1)dx
Solucidn.-Sea la sustitucidn:u = x? +1, donde: du = 2xdx

Dado que:.[xco rg(x* +1)dx :%J'Zxcwg(x2 +1)dx
Se tiene que:%ij corg(x® +1)dx =%jco rgudu , integral que es inmediata.
1 1 1 ,
Luego.—J'COrgudu ==/(nlsenul+c :—fn‘sen(x +1)‘+c
2 2 2
Respuesta: Ixcwg(x2 +1)dx =%€n‘sen(x2 +1)‘+ c

2.6.-Encontrar:j 1+ y*yidy

Solucién.-Sea la sustitucion: w=1+y*, donde: dw = 4y>dy

Dado que:j 1+y*yidy = %f(lJr y*)* 4y*dy

Se tiene que:%j(1+ y)24yidy :%J'W%dw, integral que es inmediata.

%
Luego: EJ.W%dW _Lw
4 42

+c:%w%+c:%(1+ v +c

Respuesta: I«/1+ y*y3dy :%(1+ y')* +c
3tdt
It +3

Solucidn.-Sea la sustituciéon:u =t? + 3, donde: du = 2tdt

2.7.-Encontrar:j



Dado que:.[ 3tdt =§J' 22tdt
Yz 27 (E+3)"
. 3 2tdt 3cdu . ) )
Se tiene que:— | ———=—| —, integral que es inmediata
q 2I (©+3)F 2igr e

u’

+c—%u/+c— (t2+3)% +c

u _}/ _3
7 _—j du = 2
3tdt :—(t

2.8.- Encontrarj

Respuesta: J' +3)% +c

ay b constantes.

a+bx)y’
Solucion.- Sea: w = a+bx, donde: dw = bdx
1¢ bdx dw 1, % 1w” 3 4
Luego: =—— 4+C=—W +C
J I(a+bx)y bJ.(a+bx)y bJ.wy bI b 2 2b
3
=—~(a+bx)" +c
m ( )
Respuesta: I— (a+bx)%+c
(a+bx)* 2b
2.9.-Encontrar: I4d&rcsenx

Solucion.- I4duarcsenxx j\/arcsen x%,
1-x
dx

V1-x°
Luego: I\/arcsen X \/dLZ = ju%du :gu% +C =§«/(arcsen x)® +c

\/ rcsen x
Respuestaj acse =—«/(arcsenx) +C

Sea:u=arcsenx, donde: du =

arCTg—
2.10.-Encontrar: jgdx
Solucion.- Sea:W:arCTg—, donde:dw = - (l)dx: 2dx2
2 1+ (g) 2 4+ X
arCrg— 2
Luego: jgdx——farwg(xj ZdX2 zljwdwzlwﬁc:l(arcm% +C
4+x> 2 4 4 2

arCrg— 1 2
Respuesta: I4dX_4(archEj +C



2.11.-Encontrar: IMd

arcrg?2
SolUCIHN.- jx aI’CTQZX _I xdx I«/ rgzx
1+4x? 1+4x? 1+4x
Sea:u=1+4x’, donde:du =8xdx; w=arcrg2x, donde:dw = 1 Zixz
+4x
xdx JarCrgZx 1 8xdx
Luego: —=|+arct 2x
J Il 4x° I 1+4x° 87 1+4x° I 7
== I———I ydw——£77|u|——w/+c——€77‘1+4x ‘——(arCr92x)/+c
Respuesta: IL:gzxd _—En‘1+4x2‘—§(ar0192x)4+c
1+4x
2.12.-Encontrar: o
\/(1+x2)€77‘x+ 1+ x?
dx dx

Solucion.-

J.\/1+ X2 ,Mn‘x+\/1+ X2

1

@+ 2X ):>du=—dx
x A1+ X2 T 241+ X° 1+ X2
I J'u%du:2u%+c:2‘/€n‘x+\/l+x2 +C

V1+ En‘x+ 1+ x°

Respuesta: o =2 /én‘x+\/1+ X*|+c
2 2

\/(1+x )én‘x+ 1+Xx

\/(1+ xz)én‘x+\/1+ |

Sea:u=£77‘x+ 1+ x*|, donde: du =

Luego:j

2.13.-Encontrar: Ide
X

Solucion.- Sea:w = /nx, donde: dw = ax
X

Luego:IMdX:ICOrngW:€n|senw|+c:€n|sen(£77x)|+c

X

Respuesta;Ide:fﬂsen(fnx)hc

2.14.-Encontrar: I—
x(¢nx)*

Solucion.- Sea:u =/nx, donde: du :%
X

dx du . u? 1 1
Luego:| ————=|—=|u"du=—+cC= +C= +cC
g J‘x(€77X)3 J.u3 -[ 2 2u® 2(¢nx)?




1

+c

X(MX) 20Xy’
o

2.15.-Encontrar: I—dx

Respuesta: I

Solucion.- Sea: W:i, donde: dw = —%dx
NG X

2dx 1
2

Luego: J'—dx———'f e/

Respuesta;j%dx_—% /2 +C
X

2.16.-Encontrar: je’xz*zxdx
Solucion.- Sea:u =—x?+2, donde: du = —2xdx

xdx = _ljeixz+2(—2XdX) = —ljeudu = _leu +C= _le*XZJrZ +C
2 2 2 2

X242

Luego: Ie’

—x%42

xdx:—le +C
2

X2+2

Respuesta: J'e‘

2.17.-Encontrar: Ixzexsdx
Solucidn.- Sea: w = x*, donde: dw = 3x*dx

. 2. 4y 1 2. 4y 1 w _ 1 X
Luego.J'xe dx_§J'3xe dx_g_[e dw_ge +C
Respuesta: szexgdx =%e*3 +C

2.18.-Encontrar: 'f(ex +1)%e*dx

Solucién.- Sea:u =e* +1, donde: du =e*dx
3 X 1)3
Luego: [ (e* +1)2%e*dx = [u’du="1+¢ :(e;+c
go: [ (" +1) [ 5 .

X 3
Respuesta: f(eX +1)%e*dx = % +C

2.19.-Encontrar: ex—_idx
+

Solucion.- j L j Xe dx—.[ Xl dx:J' Xe dx — exidx
e +1 e"+1 e"+1 e"+1 e*+1

e e
:Iex +1 J‘e‘x(ex +l)dx:-|.eX +1dx_~|.l+eX

Sea:u=¢" +1 donde:du =e*dx; w=1+¢e7*,donde: dw = —e‘xdx

dx

Luego: J‘e +1 _Il+e _-[e +1d _Il+e I



e* +1‘ ‘1+ e™*

| J+c

:|+ C, otra respuesta seria:

=lnlul+c, +Ln|w

Respuesta: J.ex—_idx = Enﬂ(ex +1)(1+e7)
e+

2
—X+C

2x _
2.20.-Encontrar: Iix—gdx

Solucion.- Iezx 3 _-[ezx 3d - mdx
+ + +

—2X 2X —2X

e’ e e
= dx — dx = dx — dx = dx — dx
J.ezx +3 I e +3 J.ezx +3 Ie‘zx(ezx +3) J-ezx +3 J.1+ 3e
Sea:u=e"*+3, donde: du = 2e?*dx ; w= 1+ 3e‘ZX donde' dw = —6e 2*dx

2x -2X —6
Luego:jezs +3dX_J1+e3e’2XdX= Ie2X an 1+§e 2 I_ 6w

—2X

%£n|u|+1€n|w|+c:££n‘e“+3‘+g€n‘l+3e +C

+c:§€77‘e“ +3‘+g€77

éry‘e“+3‘+ ‘n e +3

c:%ﬁn‘ezx +3‘+%£n‘ezx +3‘—%£ne“+c

:gn(ezx +3)1/2 +€77(ez>< +3)1/6 —%2X+C=€77[(92X +3)1/2 (ezx +3)1/6}—§+C

= (n(ezx +3)2/3 —§+c

2x
Respuesta: jey—;dx - gn(e“ +3)2/3 —§+c
e +

2
2.22.-Encontrar: X—de
X_

Solucion.- Cuando el grado del polinomio dividendo es MAYOR o IGUAL que el
grado del polinomio divisor, es necesario efectuar previamente la division de
polinomios. El resultado de la division dada es:

X2

2
_(x+1)+—1 Luego: I—dx J(x+1+—jdx J'xdx+jdx+2j—
Sea u=x-1, donde du =dx
Luego:J'xdx+.[dx+2.[£:dex+jdx+2jd—uzx—2+x+€77|x—]4+c
x—1 u 2

2 2
Respuesta:IX—de:X—+x+£n|x—1|+c

x-1 2

2.23.-Encontrar: Xdex
X+1



Solucién.- i=1+i, Luego:J'Xdex: '[(1+—]dx J'dx+.|'
X+1 X+1 x+1 X+1 X+1

Sea u=x+1, donde du =dx

jdx+jdu—u=x+€77|u|+c=x+£77|x+]4+c

Respuesta: IXLde =X+ {n|x+1+c
X+1
2.24.-Encontrar: jrgsxsecz xdx
Solucion.- Sea: w = rgx , donde: dw = sec? X

(90’ _ 79
6

6
Luego: jrgsxsec2 xdx = J'(rgx)5 sec” xdx = Iw5dw = %+ cC= +C

6

79°x

Respuesta: jrgsxsec2 xdx = +C
2.25.-Encontrar: Isen xsec? xdx

dx

_Isenx

Solucién.-jsen xsec’ xdx = jsen X
cos® X

cos® X

Sea:u=cosx, donde:du=-senx

senx —senxdx _ rdu s u™t 1 1
I = =—|u“du=——+Cc==—+C=——+cC

cos? x cos? X -1 u COS X

Respuesta: ISGI’] xsec? xdx =secXx+c

Luego: j

sec? 3xdx
1+ 793x
Solucién.- Sea:u =1+rg3xdx , donde: du = 3sec” 3xdx

2.26.- Encontrarf

2
Luego:J'sec Sxdx 1 J~35ec 3de_— d—u:1€77|u|+C:l€77|1+rg3X|+C
1+ 793X 1+ 793X u 3 3
2
Respuesta:J.lezﬂhrgwhc
1+7g3x 3

2.27.-Encontrar: Isen?’ X €0S Xdx

Solucién.- Sea: w=sen x, donde: dw = cos xdx
sen®x

Luego: Isen X €0S xdx = .[(senx) cos xdx = J'wdw I—+ _I

senx

Respuesta: Isen X C0S Xdx = I +C

2.28.-Encontrar: J'cos Xsen xdx

Solucion.- Sea:u =cosx, donde:du=-senx
Luego: J'cos4 xsenxdx = .|' (cos x)*sen xdx = —J' (cos x)*(—senx)dx = —_|'u“du



u’ cos x° cos® X
=——4C=— +Cc=— +c
5 5 5
5
cos° X
Respuesta:fcos4xsenxdx=— +c
sec’
2.29.-Encontrar: | ———dx
COS ecx
1
senx
Solucion.- I ICOS Xdx _j .
cosecx (cos x)
senx
Sea:w=cos x, donde: dw =—sen xdx
senx C(dw . w 11 1
Luego: Igd —_[ dw=-——+Cc==—+C=—"—+C
(cos x W -4 4w 4cos” X
sec’ x
= +c
4
5 4
sec” x
Respuestaf dx = +C
COS ecx 4

2.30.-Encontrar: je“’zx sec? 2xdx

Solucion.- Sea:u = rg2x, donde: du = 2sec? 2xdx

Luego: J'e’g2X sec? 2xdx = %je’gzx(Zsec2 2xdx) = %Ie“du :%e” +C= %e’gzx +C

lergZX

Respuesta: Ie’gzx sec? 2xdx = +C

2.31.-Encontrar: I%dx
X —

Solucién.- Sea:w = 3x2—2 donde: dw = 6xdx
3(2x 5) 1 6x-15 1, 6xdx 15, dx
S5, =55 =5 |

Luego: J'ﬂdx =

33X -2 -2 333x%-2
1 I 6xdx I dx =__[ 6xdx _§J- dx :lj' 6xdx _§I dx
3x2-2 3(x2-z) 373x*-2 3 (x?-z) 373x* -2 37 x2-(2)
dw 5 dx 5 — Ay —
5 W—EJW 77|W| I (\/_) Sea.V—X,donde.dV—dX
. . 5 dv
Ademas: a = /% ; se tiene: §£n|w|+cl—§jm

1 51 v-a 1 5 1 X—1/%
:EM‘&(Z_Z‘H 1"32a vra C2:§M‘3X2_2‘_5{2«/% X X+4% H+c
N P I |\/_XV|_1 o o5, N3x—V2|
_3€77‘3X 2‘ \/§2\/7 ‘\/7X+\/7‘+C_3£77‘3X 2‘ 2\/6€77 \/7X+\/7‘



|«/—x\/_|

Respuesta: I—dx_—f ‘3x 2‘

RN
2.32.-Encontrar IL
X4 —907°X
Squcién.-I o :I o
XJ4-90m?X  * xJ22 —(30nx)?
Sea:u =3/nx, donde: du :%
X
1 u
Luego: :—arcsen +cC
J. (3£nx) 3I X+/22 — (3£nx 3J‘\/22 (u? 3 2
1 3£nx 1
=—arcsen +Cc=
3 3

Respuesta: 'f

x\/4 9£ "3
2.33.-Encontrar:
R

Solucioén.- Sea:u=+/e¢* -1, donde:du :&; Tal que:e* =u® +1
24e* -1
Luego: j I 2du —2] ?u =2arcrgu+c=2arcrgve* +1+c
u®+1 u+1

=2arcrgve +1+c

Respuesta: I
\/eX -

2.34.-Encontrar: de

2 2
Solucien - [ X 12X 2 [(CH 2D Ty O Ly PO Ly,

X+1 X+1 Xx+1 x+1
:J'(x+1+i)dx :jxdx+fdx+ % Sea: w=x+1, donde: dw = dx
Luego: J'xdx+J.dx+J‘ —_[xdx+'|'dx+'f—:?+x+€77|w|+c

X2
=7+x+£n|x+1|+c

Respuesta: ILX;de—X?+x+én|x+]4+c
X+

2.35.-Encontrar: j—dx

et +1

Solucién.- Sea:u =e* +1, donde: du =e*dx



u¥
% %

Luego:

+C

du= J‘(u}/ u”)du = Iuydu J'uydu

I\/e +1dx juy

% %
_u —iuf e =2 +1)° —2\/(€* +1) +c
A
er
Respuesta: | ——dx =2,/(e* +1)°® —2/(e* +1) +¢
J.\/ex+1 3\/ \/
{n2x dx

2.36.-Encontrar:j€ 2
n4x x

Solucién.- Sea:u =/n4x, donde: du :%; ademas: /ndx=(2x2x)=/(n2+(n2x
X

=>U=(n2+Iin2X=In2X=u—{n2

fn2xdx  cu—tp2 ‘n2 du
Luego.f€n4X7—j du —jdu—JTdu —J'du—KUZ'[T—u—€772|u|+c
= (nAx—In2[(n(inix)]+c

Cn2X OX g — (n2[en(tnax)]+c
X

Respuesta: j

2.37.-Encontrar. Ix(Sx +1)"dx

Solucion.- Sea:w=3x+1, donde:dw=3dx ; ademas: w-1=3x = x:WT_1

Luego: Ix(3x+1) dx = J'W ! 7dW 1.|'

(w —1)de——j(vv8 w’)dw
=§jw8dw——

1 1
=—(3x+1)° —=—(Bx+1)’+c
81( ) 72( )

9 8
Respuesta:fx(3x+1)7dx=(3X+1) ~ (3x+1) e

81 72
2.38.-Encontrar: jﬂd
X +4

2_ J—
Solucién.-wdx:H 22 SX

X +4 X +4

-5x+6 xdx
Luego: 4d 1+ dx dx+2 -5

Sea:u=x* +4, donde. du= 2xdx, Entonces:
X 5¢du X b X b )
=x+arCrg———j—=x+arCTg——E€77|u|+c=x+arwg§—§€77‘x +4‘+c

Respuesta: Iﬂdx x+arwg§—§£n‘x2 +4‘+c



EJERCICIOS PROPUESTOS

Usando Esencialmente la técnica de integracion por sustitucion, encontrar las
siguientes integrales:

2.39.-I3Xexdx 2.40. J-adx 041 J-4t+6
2.42.- jl 3X i 2.43.- X 2.44.- j &x=b,
a+bx ax+ﬂ
2 2
2.45.- j?’t 34 2.46.- [ XXX g 2.47.-jx+—x+1dx
X+3 x-1
2.48.- ar_P de 2.49.- [ _dx 2.50.-jﬂ
) ) X—a (X+1) 4/:I_—y
[a— xdx
2.51.I a—bxdx 2_52__.[ —— 2.53__.[&+£77x i
x> dx y* -5y +6
2.54.-
5 I3X = 2.565.- ja = 2.56.- Iﬁdy
6t—15 3-2x, 3x+1
2.57. I—dt 2.58.- j 2.59.- jﬁd
xdx xdx ax+b
2.60.-[—— 2.61.-[2)(2+3 2.62.- jszd
) XdX x2dx x2dx
2.63. Im 2.64.- j1+x 2.65.- [ e
2.66.J' 1/arcrg3x 2.67.-.[ arcsent . 5 gg j fCTg( )d
1+9x2 \ 4—at?
269 dt 2.70.- [ ae™™dx 2.71.- 42-3de
\/(9+9t2)€77‘t+\/1+t2
2.72.-[ (¢! —™)dt 2.73.-[e " Dxdx  2.74.-[(e" —e ) dx
2x }; d
2.75.-[%@ 2.76.-je_zdx 2.77.-j5ﬁT’)‘(
aX
2.78.-J'x7Xz dx e dt 2.80.-J'exx/a—bexdx
e e'dt )
2.84.- [ = 2.85.-[\/1_7 2.86. jcosﬁdx
2.87.- [sen(a-+bx)dx 2.88.-Icos\/§% 2.89.-Isen(£77x)d—:
X

2.90.-J'(cosax+senax)2dx 2.91.-jsen2xdx 2.92.-.[cos2 xdx



2.93.-Isec2(aX4—b)dx

96_IL
" J 3cos(5x - %)

299:jc0rgaxbdx

2
1
2.102.- [| ———-1] dx
J’(senx«/i j
2.105.-jtsen(1— 2t%)dt

Sen xcosXx
2.108.- j dx
Je

0s’ x—sen’x

2.111.-jtcorg(2t2 —3)dt

2114:[V1+3uxzxsen2xdx

2
2.117._'.- (cosax+senax) dx

senax
2.120.- j—ldx
Xt —4x+1
2123=JT93X_C0793de
sen3x
sec? xdx
2.126.-[W
2.129.- jﬁdx
sec? xdx
2.132.-[W
dx
2.135.-jrg\/x—1
Jx-1
e L xln(l+x*) +1
2.138.-| T
2.141.- ———————ld
sen
2.144 -IL
" Jsena#dcosad

2.94u-jc03rg2axdx

287 [— % __
" Jsen(ax+b)

2.100.-jrg\/§d—f
X

2.103.- j

2.106.- jﬂd

3+c0s3x

2.109.- jr

Cos™ X

3dx

2.112.- j

2.115.-Ix\/5—x dx

2.121.-jxe-*2dx

2.127.- Ixfn -

xdx

\/l—x4

COS¥%,
xdx
senx?
xdx

2.130.-]’

2.133.- j

2.136.-]

2.139.- j

2.142.- [ —2 i 3X

2.145.- [——5__4s

N

Sen Xcos X

dx
\4—3x?

2.95.-
Isenx
2.08.- j—de
COS™ X
2.101.-
J.Tgs
2.104.- jﬂd
Sen- ax

2.107.-Irg3§sec2 Xdx

leosjcosgsengdx

2.113:Isen36xc036xdx

2.116. de

coS
cosec?3xdx

b—acorg3x

\2+43x%?

2.122.- I4d
+3x

2.119.-]

2.125.- j“sﬂd

X +COS X
2.128.-]61Senx cos xdx

2.131N-Irgzaxdx

2.134.- [ 4d\’1+€77x

2.137.- [T B gy

Sen X+ Ccos X
2.140.-jese”2Xsen2xdx

2.146.- jsen(zﬂt + ¢, )t



—-70X 2
2147 - .[arccos/l 2 148.- I 2.149.-je % sec”xdx

Ny X(4 - En X)
2 150 - Jsenxcosx ix 2.151.- 5152 - J. dt
V2-sen*x J'de sen®tcos’t
Jsecix+1
2 7
2.153. de 2.154.- | xdx 2.155.- [ x(5x* ~3) dx
V1-x° Vx+1
[y 2 cos xdx
Zn(x+ x* +1 2157.- sen X 2.158.- | ———
2156"]\/ 21 '[\/cos '[\/1+sen2 X
x+e* _ 7
2 159, J(arcsenx) dx 2.150.- [e**“'dx 2.161.- [t(4t+1)"dt
V1-x?
2
2.162.- jwd 2163 [ g
e +e
RESPUESTAS
2.39.-I3xexdx : Sea:u=Xx,du=dx,a=3e
.|'(3e)xdx:.|'(a)”du= & = (3€) +Cc= (3¢) +C= e +Cc= e +cC
Ina n(3e) {n3lne In3+/(ne In3+1
2.40.- Iadx Sea:u=a-x,du=-dx
a4 d—u:—a£77|u|+c:—a€77|a—x|+c
a—x u
2.41.- I4t+6 , Sea:u =2t+1,du = 2dt; 2t+3:1+ 2
2t+1 2t+1

j4t+6dt=2j(1+ 2 )dtz
2t+1 2t+1
=2t+20n[2t+1+c

1
2.42.- jl X ix, Sea:u =3+2x,du = 2dx; ;_?Z’X:_%+_2%3
+2X X+

1-3x ) 11 x _ 3 11rdu
I3+2x _IL 2 2x+3jdx_"j 432x+3 2jdx+4
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