INTEGRALES ELEMENTALES

El Propdsito de este capitulo, antes de conocer y practicar las técnicas
propiamente tales; es familiarizarse con aquellas integrales para las cuales basta
una transformacion algebraica elemental.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

1.1.- Encontrar: J'e"’X2 xdx

., 2
Solucion.- Se sabe que: e =x°

4
Por lo tanto: Ie‘”xz xdx = j x2xdx = j x°dx = XI+ c

4 n+l

) ry2 X , - X
Respuesta: je‘”x xdx:7+c, Formula utilizada: J'x”dx:

n=-1
n+1

1.2 .- Encontrar: I3a7x6dx
Solucion.-

7
ISa7x6dx = 3a7.[ x®dx =3a’ X7+ C

X’ ] . o .
Respuesta: I3a7x6dx =3a’ = e, Formula utilizada: del ejercicio anterior.

1.3.- Encontrar: J'(sz +2x+1)dx

Solucion.-
I(3x2 +2x+1)dx = I(3x2 +2x+1)dx = I3x2dx+.[2xdx+fdx

3 2
:SIXde+2jxdx+Idx:ZX—+ZX—+X+C:x3+x2+x+c

g7

Respuesta: I(3x2 +2x+)dx = x>+ x>+ x+¢

1.4.- Encontrar: jx(x+a)(x+ b)dx
Solucion.-
jx(x+ a)(x +b)dx :J'x[x2 +(a+b)x+ ab]dx = J'[x3 +(a+h)x*+ abx}dx

:Ixsdx+j(a+b)x2dx+jabxdx = _[x3dx+ (a+ b)J' xzdx+abj xdx
4 3 2

=X—+(a+b)x—+abx—+c
4 3 2

x* (a+b)x* abx’
+ +

Respuesta: a b)dx = — c
pu .|'x(x+ ) (X +Db)dx 1 3 "B

1.5.- Encontrar: j(a+bx3)2dx

Solucién.-

_[(a+ bx®)?dx = j(az +2abx® +b*x®)dx = J’azdx+_|‘2abx3dx+ Ib2x6dx
4 7

= azjdx+2ab.|'x3dx+bzfx6dx = a?x+2ab>+02 X 1 ¢
4 7

abx* b%x’

+ +C

Respuesta: j(a +bx®)’dx=a’x+

1.6.- Encontrar: I«/Z pxdx
Solucién.-



1 % %
_[ 2pxdx:j\/ﬁxzdx:\/ﬁjx%dx:\/ﬁ%+c:@+c
3

2.2 pX/X
Respuesta:j 2pxdx:+\/—+c
dx
1.7.-Encontrar: | —
%
Solucién.-
;1+1 —1+n —1+n
dx ,[ A XN X " nx "
I =|x/"dx = +C= +C= +C
\/; _—l+l -1+n n-1
n n
-1+n
dx nxn
Respuesta: | —==—+¢C
P IW n-1

1-n

1.8.- Encontrar: I(nx)de

Solucién.-
1-n 1-n 1-n 1-n

I(nx)l_“ndx = J' n"xndx= nTJ' X " dx = nl:*nj' x%ldx

iR
S|

1-n un 1-n

+c=n"

1-n 1 1-n 1 1-n+n 1
i | -

rc=n"nx"+c=n" X +c=n " x"+c=n"x"+c¢

3\»—\|><

1-n
Respuesta;j(nx) " dx =Unx +¢
1.9.- Encontrar: .[(a% —x”%)%dx

Solucion.-
[@* —x*yax= j[(a%)a—s(a%)z X +3a% (x4 ) _(x%ﬂdx

= I(a2 _3a/%% +3a75x5 —x?)dx = Iazdx—j3a%x%dx+I3a%x%dx—jx2dx

% %oox3
X X? X
+3a% -2 4¢

% /s

= azjdx—3a%jx%dx+3a%_[x%dx—szdx =a’x—3a”

., 9a%x* 9a*x* X’

=a'X + —+cC
5 7 3
Yy AV IV
Respuesta:J'(a%—x%fdx:azx—9a AL . S
5 7 3
1.10.- Encontrar: J'(\/;+l)(x—\/§+1)dx
Solucion.-
[ (X D(x =X +Ddx = (x/x = AT + 5% + X~ K +1)dx

X't 2x”
+X+C=——+X+C
% 5

= j(x&+1)dx :j(xx% +1)dx = j(x% +1)dx :jx%dx+jdx =

%

Respuesta: .f(\/; +1)(x—/X +1)dx = 2X7 L x+e

2 2
1.11.- Encontrar:J'(X +1)3(X 2)dx

\/?



Solucion.-

J-(x2+1)(x2—2)dx:j(x“—xi—Z)dx:jx_;dx_j%dx_.'-%dx

3X2
E-v—l ﬂ+1 ;2+1
. , . x3  x3 X3 x5 xA x4
:J.xédx—.fxédx—zj.x %dx = %1 - %+1 -2 %1 :?—?—2 Y +C
3 3yt x43 23
:323 13 \/—_6\/_ 1\3{; 3X;/;_63X+C
Respuesta: J~(x +1)(x° —2)dx 3x* 3x 6 |3x+c
Ix? 13 7
1.12.- Encontrar: J'wdx
Jx
Solucion.-
m ny\2 2m my,n 2m 2n
I(X\/;X) lxzj-(x 21(/;x +x° )d I(X 2x1/2x + X )dx
2m-1/2+1 m+n+1/2 2n+1/2
:J'(XZm—lIZ_2Xm+n—l/2+X2n—1/2)dxz X _ 2X + X +C
2m-1/2+1 m+n+1/2 2n+1/2
4m+1 2m+2n+1 M 4m+1 2m+2n+1 M
_x22x 2 +XZ+C_2x2_4x2 +2x2+c
C4Am+1 2m+2n+1 4n+l T 4m+1l 2m+2n+1 4n+1

2 2 2

2X2m\/§ 4Xm+n\/§ 2X2n\/§
= — + +C

C4Am+1 2m+2n+1 4n+1

_ 2m m+n 2n
Respuesta: J'4X)d =/X 2T X + 2x +
Jx Am+1 2m+2n+1 4n+1

W
e

1.13.- Encontrar:

Solucion.-
J~(\/5\/—_\/§)4 dX:J~a2—4a\/§+\€}E—4x ax + X2 ix
ax ax
r a 4a )K bax = 4x )K
_J.(ax)}/ J. j(ax)y dx .[ J.(aX)/V dx

:J'aza ' }/dx—J'4adx+.[Gaa‘yxx‘ydx—j4xdx+'fa X2 adx

= a%j X2 dx — 4aj dx + Ga%J' X “dx — 4_[ xdx + a’%j x’2dx

X }/ + X%H' X1+1 X%H'
—a* —dax+6a” ——-4-—+at —+c
—+1 =+1 + —+1
2 2 2
3 5
X2 X2 % X2

=a%T—4aX+6a%T—4T+a_%—+C

2 2 2

=227 x” — dax +4a’*x" —2x* + 28 X?+c



j (*F I) dx = 2a”

% B 2x°
X”? —dax +4a’’x"? —2x* + ——+c¢C

Respuesta: 5\/_
xa
—10
Solucién.-
Sea: a=/10, Luego: | 2dx10 = | 2an2 = Zlafn )):+Z +c
o1l A0, Ix—vio|
\X+J_\ \X+J—\
Respuesta:f 7 %X ?%
X+
1.15.- Encontrar: -[x 7

Solucién.- Sea: a=+/7 , Luego:j de :J’ dx zlarCTgﬁJrc
X*+

x*+a? a a
—arCrgi +Cc= farc gﬂm
J7 V7 7
=ﬂ arcr gﬂw
a
1.16.- Encontrar: .[ /
Solucioén.-

+C

dx
Sea:a=2, Luego: = n‘x+ a’+x°
I\/4+x ‘[\/a +x°

:én‘x+ 4+x*|+c

Respuesta: I

:fn‘x+ 4+ x*|+c

dx
V4 +x?
dx
1.17.- Encontrar:
I

Solucion.-

Sea: a=+/8, Luego:

dx dx X
j :j =arcsen—+c¢
V8-x? a2 -x? a
X X
=arcsen——+Cc=arcsen——=-+¢

J8 242
J2x

Respuesta: I —arcsen—+c
\/8 NG

Solucion.-

La expresion: actla como constante, luego:

x*+9

dy y
= = +Cc= +C
Ix2+9 x2+9I y x2+9y x?+9




Respuestaf — +cC

x2+9 x°49

\/2+x —\/2 X2

\/4 x*
Solucién.-

I\/2+\74::{42_X dx=f,/it§4dx—_|'4/j:§4dx
(i JJ N b= -
(2—x?) (2+%7) (277 (2+x%) J2-x \/2+x

X
Sea: a=+/2, Luegoj _arcsen——zn‘x+ a’+x°
a

1.19.- Encontrar:J'

+C

e e

X
:arcsen——f ‘x+ \/5 +x*|+c=arcsen——/ ‘x+ 2+ x*|+C
N (V2)? N
2 2
Respuesta:J'\/2+X V2-x dx=arcseni—£n‘x+ 2+ x|+cC
Ja—x J2
1.20.- Encontrar: Irgzxdx
Solucion.-

jrgzxdx = I(sec2 x—1)dx = jsecz xdx—jdx =7QgX—X+C
Respuesta: _[rgzxdx=rgx—x+c
1.21.- Encontrar: Icwgzxdx

Solucién.-
J'co 7g*xdx = J'(coseczx—l)dx = J'coseczxdx—J'dx =—COTQOX—X+C

Respuesta: J'co rgzxdx =—COTQgX—X+C

1.22.- Encontrar: I

x+4
Solucién.-
J' dx :j ox 1J' ax _1 larc X e —ﬁarc @+C
2¢+4 I2(x2+2) 2% 42 22 R T
Respuesta: I—?):L4 =?ar0rg %m

-8
Solucion.-
J‘ dx :J- dx :J' dx :lj dx
X" -8 7(x2—;3) 110e-(By] 77 -(5r]
e 1 el e
T g)m\mﬁ\%_mﬁm\m gfe TN \fx+ﬂ

N



|fx 2f| \/7 |fx 2f|
‘\/_x+2\/—‘ ‘\/—x+2\/_‘
|fx 2f|
‘\/—x+2\/_‘

Respuesta:j7 7
X

1.24.- Encontrar: .[2—
X+

Solucién.-
x2dx 3 dx dx
—=|(0- =|dX-3| ————

Ix2+3 I( X% + 2y I Ix2+(\/§)2

1 X \@x
=X-—-3—arcr —+c::x—\/§arCr —+C
B 973

J3x

2
X
T3 :x—\/§ar07gT+c

1.25.- Encontrar:j d
\J7+8x%?
Solucién -

J‘ _J dx
J7+8x ng)z +(f 7

Respuesta:J' :—E ‘fx+ 7+8x2

\/7+8x
1.26.- Encontrar:
j'\/7—5x2

=i£77‘\/§x+ 7+8x*|+c

Solucioén.-

V5
7

J‘ o Z.[ o =—=alcsenx
V7-5¢ J(ﬁ)Z—M 50° V5
f V35
7

—arcsen———

+C

Respuesta: _[

\/7 5x?

1.27.- Encontrar: JW
a

Solucioén.-
X __hX)2 Xy X 2x

J(a b)dx_J~(a 2ab +b )dx:j
a’b*

Xbx Jﬁ/ﬁ{dx+_f Ja/
:IS—:dx—Ide+jZ—zdx I(bj dx — 2.[dx+j£ J %—2x+%+c

‘n— ‘n—
nb na
_ (a/b) o (b/a) oo (a/b) oy (b/a)
{na-{nb {nb—/na {na—{nb {na—{nb
S
= b* a 2X+C
{na—{nb

aZx _b2x
X _bX)ZdX B ( axbx j

a’b” I{na—{nb

—2X+¢C

Respuesta: I (a



1.28.- Encontrar: J'senzgdx

Solucién.-
X
1-cos Z -2,
J‘senzidx: —’de:.[l_cﬂdx:ijdx—ijcosxdx
2 2 2 2 2
_ X senx
2 2
Respuesta:jsenzgdx:g—%m
1.29.- Encontrar:J'( ) dz( b) ~(0<b<a)
a+b)+(a—b)x
Solucién.-
dx dx
Sea:c’ =a+b, d*=a-Db,; luego =
9 ~|.(a+b)+(a—b)x2 IC2+d2X2
IL—iji—iiarctgim—iarctg%w
,( ¢c? d®J ¢y , d? ¢ % cd c
d d7+X a +X ﬂ/
= arctg ,a—bx+C: ! arctg a;bx+c
Ja+bva-b Ja+b Ja? —p? a+b
Respuesta'j ax arctg —x+c
J (a+b)+(a—b)x? «/ 2 _
1.30.-Encontrar:j( ) dz( 0) ~(0<b<a)
a+b)—(a—b)x
Solucién.-
dx dx
Sea: ¢ =a+b, d* =a—h, Luego: I(a+b)—(a—b)x2 =ch_d2X2
_I dx _1.[ dx 11 X_/+c— 1 de—c
)T 2 N q2)o N2 T 7 20 =T o
dz(gz_xzj d (SJ e x+/ 2cd ' |dx+c
_ 1 |\/ bx—-+va+b |
2Ja? - ‘\/a bx+\/a+b‘
Respuesta'f ox 1 | /a—bx-—va+ |
J@+b)-(@a-b)  2Jfar- ‘\/a bx+\/a+b‘

1.31.- Encontrar: j[(azx)o —1}dx

Solucion.-

j[(a“)(’ —1}dx ~ [ (8" ~Ddx= [ (t~Dx = [ dx—[ e = 0dx = c

Respuesta: J'[(azX )0 —1}dx =c

+C



EJERCICIOS PROPUESTOS

Mediante el uso del algebra elemental, o algunas identidades trigopnométricas,
transformar en integrales de facil solucién, las integrales que se presentan a

continuacion.

1.32.-j3x5dx
1.35.-J'coszidx
1.38.- j“ i

1.41.-]

dx
VX2 +5

1.44.- J'(sen2 X +c0s” X —1)dx

1.47.- jx _12

\/xz +12

dx
XV/12 — x?

dx
\J2x* -8
1.59.-I\/x2 +10dx
1.62.-'f\/1—sen2 xdx

1.65.-](20 —3%)"dx

1.50.-]
1.53.-]

1.56.-I

1.68. j é—xzdx

171]

Xy/3— x?

1.74.-'fsen3X ady
1.77.- e dx

1.80.-I\/x2 ~11dx

1.33.-](1+e)*dx
1.36.-](1+&)3dx

dx
\/5— x?

1.39.-]

142]

x*+5

1.45, -j\f(l—\&)dx

148]

x? +12
\/12—x2

dx
XV12 + X2

dx
\J2x* +8
1.60.-j\/1o—x2dx
1.63.-_|'\/1—cos2 xdx

1.51.-]
1.54.-]’

1.57.-[

1.66.-_[ TOX — SENX 1
COS X

1.69. j xz—édx

172]

Xvx? =3
1.75.- [ 77|ufdx
Jx - f
J2x
1.81.-j\/x +11dx

1.78.- j

1.34.- j 1+ rgx)dx
1.37.-](1+ Jx)%dx

dx
N

1.40.- j

1.46.-j(rg2x+1)dx

1.49.-]

dx
Vx* =12
dx
G Py

dx
1.55.-]M
1.58.-Ix/x2 —10dx

1-cos® x
sen’x
1.64.-](2* —3*)%dx

1.61.-] dx

1.67.-]3—"

1.70.- [ /X + 3dx

dx
1.73.-
'[x\/xz +3
1.76.- J'exp(ﬁnx)dx

1.79.- | V11— x%dx
N

1.82.- [ 1(e”)dx



1.83.- J.[:H_\/;j/_;\/_]

1.86.-I(co 790 —senf@)dx

189j

1+3x

x\/3x2 -1
1.95.- [ v1-3x%dx
N

1.98.-](3x2 —1)dx

1.92.-[

1.101.-jexp(znﬂ)dx

1.104.- j(lﬁg X_ jdx

Sec” X

1.107.-j\/x2 —27dx

1.110.- j

2x\/1 x?
A\ x% +16

1.116.- [ (L+/x + %) dx
0 1-cosx

1.119.-je'7 2

1.122.-I(l+\/x—3x)0dx

1.113.- j

dx

RESPUESTAS

3x
1.32.-j3x5dx - 3j Xodx = -

1.33.- [ (L+e) dx

1.84.-J(rg2X+SeC2 X —1)dx

1.87.—_[

dx
\/1+ 3x?

3x? +4

XvV1+ 3x2
1.96.-_|'\/1+3x2dx

1.99.- [ (3% -1 dx
1.102.- [ £5(e™ )dx
1.105.- _[exp(€77|l+ x)dx

190j

1.93.-j

1.108.-j\/x2 +27dx

1.111.- j

5x\/x +1
5xy/Xx* —25

1.117.- [ (L=x +x)*dx

1.114.- j

2
1.120.-Iexp£n£l+;( ]dx
X

1.123.- [(ne * dx

XG 6

X
+C=3—+C=—+C
1 6 2

a” _ (1+e)”

Sea: a=1+e¢, Luego:J'(1+e)de:J'ade: +c=

/na (n(l+e)

1.34.-](1+ rgx)dx = jdx+frgxdx = X+ (n|secx|+c

1.35.-J'coszgdx:j

1+cosx

1.85.-.[

dx
V3xt -1

1.88.-_[

dx
VJ1-3x?

dx
1.94.-

J‘x\/1—3x2
1.97.-J'\/3x2 —1dx
1.100.- [ (3x* ~1) du
1.103.-j(e2 +e+1)%dx

1.106.-j\/27—x2dx

1.109.- j

3x\/ x? -1

3xv9-x?
L-Vx)*
X2

1.112.- j

1.115.-j

1.118.- [ (L+x)*dx

1-senx

1.121.-[/ne * dx

dx 1_[dx+1_[cosxdx:1x+lsen X+C
2 2 2 2



1.36.-](1+\/§)3dx:J'(1+3\/;+3(%)+\/F)dx:Idx+3\/;+31xdx+jx%dx
3 X2 2 5 X2 2 2
:x+2x2+3?+gx2+c:x+2x\/§+3?+gx Jx+c

1.37. -j(1+f)°dx:jdx:x+c
L

1.38.- dy =—=%
j1+f 1+J3;J‘ d 1+%erC
1.39.-
[
Sea: a=\/§,Luego:J'\/;'_XX2 :J.\/(\/;);—xz =arcsen%+c:arcsen@+c
dx dx
1.40.-]\/ — =j'\/xz_(\/§)z=fn‘x+\/xz_5 +C
dx
1.41.- = = ‘ VX2 +5
I\/x +5 I\/x2+(J§)2 1 |X+~/X"+5[+C
1.42.- jx T
Al L S
Sea: a_\/g,Luego.J'XzﬂL(\/g)2 \/garCrg\/ngc
=£&FCT9@+C
5 5
o dx dx |x J_| 3 x—~/5
1.43. J.X2—5_J.x2—(\/g) ‘X+\/—‘+C n X+\/§ +C
1.44.-j(sen2 X +c0s” x —1)dx = I(l—l)dx = Jde =c
1.45.-]&(1—&)dx:j(& —x)dx:j&dx—jxdx :%x% -
1.46.-I(rgzx +1)dx = _[secz xdx = rgx+¢
B |x \/_| |x 2\/_|
147I '[ (\/_) 2\/_ ‘x+\/_‘ ‘x+2\/_‘
:Lg
x+2\/—
L8[

Sea: a=+/12, Luegoj' +C

1 X
y +(\/—) \/ﬁaCTgE



X 3 /3x

arCTg—+c:—arCTgT+c

23 T2 6
dx dx
1.49.- _ :En‘x+x/x2—12 e
J.\/XZ—].Z I\/XZ—(\/E)Z
:fn‘x+\/x2+12 +C

dx dx
1.50.- =
I\/X2+12 J.\/x2+(«/ﬁ)2
d
1'51'_1\/12)(T

Sea: a=+12 ,Luego:J

dx dx
Ji2-x I,/(\/l_z)2 — X2

X X \@x
=arcsen——+C =arcsen——=+c=arcsen——+¢
J12 23 6
152-'[ d j arcsec 1 arcsec X +C
XVXE =12 7 xyfx? x/_ J_ 2@ 2.3
J3 J3x

=——arcsec——+c¢C
6 6

153 o = x L, X e
xW12-x  ° x (W22 -x2 12 V12 ++412- x|
:ﬁé | X +C

6 | V2412 x|

S S S I S
Wi2ext 6 V124124 %

dx dx 1, dx
1'55'_I\/8—2x2_I\/2(4—x2)_«fjﬂ 2

1.54.-j

X J2 X
FACSeN 0= narcsen  +C

1'56'_IJ2:§_8:I\/2(:§—4):}Iﬁ N ‘H\/r‘ﬂ
=%€7]‘X+M‘+C
‘x+«/xT‘+c

dx dx 1
1.57.- = =
I\/2x2+8 '[\/Z(x2+4) \/_J.\/x +4
:%fﬂ‘x+\/x2+4‘+c
1.58.- [Vx* ~10dx = [/x’ —(\/1_0)2dx=§\/x2 -10-%@;‘“\/% —10‘+c



:gx/xz -10 —5€n‘x+\/x2 —10‘+c
1.59.-J.\/x2 +10dx :gxlxz +10 +5€77‘x+\/x2 +10‘+c
1.60.-j\/1o—x2dx = j\/(\/ﬁ)2 — x2dx :2\/10— X2 +%arcseni+c

J10
_X 10—x2+5arcsen\/ﬁx+c
2
1.61.-I1 COZS de:jsen de Idx X+C
sen?x sen’x

1.62.-'f\/1—sen2xdx:I\/cos xdx:jcosxdx:senx+c
1.63.-J'\/1—cos2 xdx:I\/sen2 xdx:jsen XdX = —COS X +C

1.64.-](2* —3)%dx = jdx =X+cC
1.65.-](20 ~3%)"dx = I(O)“dx = dex =c

1.66.- J‘( COSXjdx Irgx rgx)dx = Ide c

dX=.[3de: 3 +C
g ’n3
1.68.- I‘/ x2dx = I«/(I) —x*dx == ‘/——x +/arcsen—/+c
X 2 3 2X
=—/2-x*+>arcsen—+c
2 8 V3
3
1.69.-I xz—%dx:jwlxz—(@)de:gwlxz—%—ém‘xh/xz—%+c
X 3
= xz—%—gﬁn‘x+ x> —2l+c
1.70.-J' xz+%dx:j\/x2+(§)2dx:§«/x2+%+§€n‘x+\/x2+%+c

+C

{IATRY PR :im‘—x
xV3-x% T xJ(WB)E-x2 V3 [VB+3-x
3

X

—In|——F—=|+C
3 |\VB+3-x2
1 X J3 J3x
1.72.- ——arcseC—+C=—arcsec——+=¢
'fx\/x f f 3

+C

1.73.- —:—fn—
'[x\/x2+3 3 ‘\/§+\/X2+3



1.74.-I(sen3X #)dy =sen* ejdyz(sen3X 0)y+c
1.75.-I£n|u|dx =€n|u|jdx = (n]u]x+c

2
1.76.-Iexp(£77x)dx :J'xdx :X?+c

1.77.-Ie"”xzdx = .|' x2dx = x?3+c

Jx- J’ S 2
1.78.- —d —d dx — dx— dx — —dx=
[ e [ o e | Ko [ |2 o=t fox- | 1
: % J2
_ Yoty — X* P2
_ﬁj‘dx—jx dx_\/E %+ _7x—2x +C
2 X 7 11 X J11x
1.79.-I\/11—x dx =—=+/11-x° +=arcsen— \/11 NG +—arcsen +C
2 2 J1_1 11

1.80.- [/x? —11dx:§\/x2 —11—%€77‘x+\/x2 “11]+¢c
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