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) CONCEPTO DE INTEGRAL INDEFINIDA* (Ver pag. 338 del libro de ed. Anaya)

Dada f(x)=2x nos preguntamos ¢qué funcién F(x) es tal que al derivarla nos da f(x)? Claramente es
F(x)=x?, pero no sélo esa sino también F(x)=x*+2, F(x)=x*-5,... y en general F(x)=x’+C (siendo C cte.). A F(x)
se le llama "primitiva de f(x)". La notacion que se sigue es:

j i) dx = F() + C = E'(x) = ()
S S

integrando primitiva de f(x) cte. de integraciéon

A J.f(x) dx se le llama "integral (indefinida) de f(x)". Nétese que una f(x) puede tener? infinitas primitivas,

gue se diferencian, como vemos, en una constante.

Ejemplos:  a) IZX dx=x2+C pq. (xz)I =2x d) .[e" dx =
b) J‘3x2 dx = e) Idx:
c) jcosxdx: f) .[2 dx =

La cte. de integracion C a veces se omite pues se sobreentiende. Notese que la integracion es la
operacion contraria de la derivacion, por lo que la tabla de integrales (ver anexo final de este libro) es
practicamente idéntica a la de derivadas pero al revés. Vamos a justificar, por ejemplo, el caso de la integral
de una potencia, que, por cierto, es la mas utilizada (el resto se haria igual):

n+l

jxn dx = X puestoque (

=X C.QD.
n+1 n+1 n+1 (€QD.)

|
x"+lJ _(n+1)x" o,

Ejercicio: Utilizando la tabla, hallar las siguientes integrales inmediatas, y efectuar la comprobacion:

a) jx“ dx = e) J‘g’/xi2 dx =

b) dex=

c) J'X—lag dx = f)J.%dx:
9) J'% dx =

@) [k o= h) J%dx:

YEnel préximo tema veremos el concepto de integral definida, y entonces comprenderemos que el obtener una primitiva
de una funcion es relevante, pues nos permitira obtener el area bajo una curva.
2 Mas adelante veremos gue no todas las funciones tienen por qué tener una primitiva, al menos "elemental”.
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) PROPIEDADES DE LA INTEGRAL (Ver pag. 338 del libro de ed. Anaya)

Son consecuencia de las propiedades de la derivada:

1) Jf(x) +g(x) = Jf(x) + jg(x) es decir, “la integral de la suma (diferencia) es la suma (diferencia) de
las integrales”.

2) '[k O(x) Lex =k Ej.f(x) Calx es decir, “las constantes multiplicativas pueden entrar o salir de la
integral”.

La utilizacién conjunta de ambas propiedades, junto con la tabla, nos permite resolver un gran ndmero de
integrales. Para ello, a veces tendremos que introducir o extraer una constante en el integrando, segun
convenga, como veremos en el siguiente

Ejercicio: Resolver las siguientes integrales inmediatas (al margen figura cada primitiva); se recomienda
efectuar la comprobacion:

1) .[(X2+X+1) dx = :X3i+§+x+c
2) IGX3 dx = =%+C
3) J.(3x2+2x+1) dx = =x3+x2+x+C
4) I(x+1)2 dx = :@u;
(de 2 formas)
5) I(x+1)5° dx = =(’“;71)51+c
6) J.Zx (x2+1)3 dx = =@+c
7) Ix (x2—2)4 dx = :%H;
S)J. X dx = =—J1-x> +C
1-x2
2
9)J. 733)( 1 = =In(x3+x+5)+C
X" +X+5
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2
) 1O)J‘ ;( dx = =x-arctg X +C
X +1

(de 2 formas)

2
11) J‘ X dx= =in¥dx® +8+C
x3 +8
12) Ii dx = R
N BV
13) Jctgxdx= =Insen x+C
14) jthdXZ =Insecx +C
19) J._iz dx = =3¢
X X
16) J‘ sen2x . =In(1+sen?x) +C
1+sen®x
17) .[62><+1 dx = _ e2><+1 vC
2
18) ng dx = :3x +C
In3
19) .[x eXdx = _¢€ +C
2
20) J.cosxese”x dx = =e™ +C
21) jcos 2x dx = =7se”22)(+c

22) jsen(Zx +8)dx = __ cos(22x *8) ¢

2
23) J.x cos(x? +1) dx = _ Sen(z D,

24) J‘cosgn X) dx = =sen(inx)+C
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(*) 25) Itgzxdx= =-x+tgx+C
2

(*) 26) Itggx dx = = thX +In(cosx) +C

27) .[sen?’x cos x dx = _ sez“x ic

28) J‘COSX = =-cosec x+C
sen?x

4

) 29 [{ixetgs) o e

30) I—X+ld = =x+In|x|+C

31) J' 2 gx= =2arcsen x +C
1-x?

32) ILL‘ dx = =arcsen X2 +C

33) IL dx = =arcsen e +C
1-e

34) _[ dx = =arcsen In [x|+C

-In% x
(*) =2arcsen Vx +C

35 1 -
)I&\/ﬁdx

CONSECUENCIA: Para adquirir una buena técnica de integracién es condicién previa el saberse perfectamente la tabla
de derivadas

36)]‘ LS :arctgx2+c
1+x* 2
2 3
37)J‘ X dx = _arctg x +C
1+x° 3
38) J. 1 dx = :_i+C
(X_1)2 x-1
* 39)[ -- 1 .c
x? +2x+1 x+1
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(*) 40) J‘X +X+l dx =

41)J' X —5X+1 X =

42) J.\/; (x2 +x+1) dx =

43) J‘ (X\/—_1)2 e
X

44) J‘x +1

45) J‘ senx
1- COSX

eX
46) [ £ dx=
1+e™

Ejercicios finaltema: 1ab5
Ejercicios PAEG: sept 2012 2A, jun 2011 2A, sept 2005 2B

2
=X?+In\x+14+c

%+7x+29|n\x—4\+c

S22 2 e

:gx/x—t‘—%\/x_ﬁzx/ﬁc

X2
:7—x+ln(x+1)2+c

=Inl-cosx|+C

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 339: 1; pag. 340: 2y 3; pag. 342: 1y 2; pag. 345: 1y 2; pag. 356: 1 a 12

lIl) METODO DE SUSTITUCION o CAMBIO DE VARIABLE

(Ver pag. 342 libro de ed. Anaya)

Se trata de resolver una integral no inmediata Jf(x) dx mediante el siguiente procedimiento:

1°) Escogemos el cambio apropiado: x=g(t)
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y calculamos la diferencial® en ambos miembros: dx=g'(t) dt

2°) Sustituimos las dos expresiones anteriores (x y dx) en la integral a resolver (con lo que ahora pasara a
depender de t), simplificamos y, si hemos escogido el cambio adecuado, obtendremos una integral
inmediata en t, que resolveremos.

3°) Una vez resuelta deshacemos el cambio, es decir, ponemos la expresion obtenida de nuevo en funcién de x

El saber elegir el cambio de variable apropiado en cada caso a veces puede resultar complicado®, y en
cualquier caso lo da la practica. A veces es algo intuitivo, pero en ciertas integrales (trigonométricas, tipo arco
tangente, etc.) pueden darse algunas reglas orientativas:

1. En las integrales NO inmediatas en las que haya +/, suele funcionar el cambio RADICANDO=t*

2. u u “ u “ “ « “ aparezcan 4 de distinto indice, puede funcionar el
cambio RADICANDO=™em de los indices

3. Enlas integrales NO inmediatas en las que aparezca a*, puede ensayarse a’=t

4. Para integrales trigonométricas NO inmediatas existen ciertos cambios establecidos, como
veremos en el apdo. VII, al final del tema.

Ejemplo: Resolver J'L mediante® el cambio t*=x-1
Xvx -1

Ejercicios final tema: 6
Ejercicios PAEG: jun 2007 2A, jun 2010 2B
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 358 y ss.: 25, 26, 31y 46

V) INTEGRAL TIPO ARCOTANGENTE

A) Vamos a ver, en primer lugar, un caso particular facil de resolver:

Ejemplo:J' 1 x=

x2+9

® De momento bastara con saber que la diferencial de una funcion es igual a la deriva da de dicha funcién,
multiplicada por su incremento dx correspondiente (es decir, el dx seria como una especie de unidad de medida).

Ejemplos: d(x®)=2x dx, d(t®)=3t*dt, etc.y, en general, [x=g(t) = dx=g'(t)-d{

* En la PAEG, algunas veces se indica al alumno el cambio a realizar, pero no siempre...

® En este tipo de integrales con una sola raiz cuadrada puede funcionar el siguiente cambio: radicando=t?



ALFONSO GONZALEZ
IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

Ejercicio PAEG: jun 2012 2B

B) Veamos ahora el caso general :

I dx donde ax*+bx+c se resuelve 1°) Hallando sus raices complejas a + bi
2 . . . .
ax® +bx+c no tiene raices reales ::> 2°) Haciendo el cambio x-a=bt se transforma®
en j dt
1+1t2

Ejemplo: J'L_

xZ+x+1

Ejercicios final tema: 7

C) Si el numerador es un binomio de 1% grado, se resuelve analogamente, pero la integral resultante sera de
tipo neperiano-arcotangente

J

1°) Separando en dos integrales: una tipo In
(inmediata) y otra tipo arctg, para lo cual habra que
ajustar constantes en el numerador.

Mx + N se resuelve

> dx donde ax*+bx+c

ax“+bx+c g tiene raices reales
29 La 22 integral, la tipo arctg, se resuelve como en el

caso anterior, haciendo el cambio x-a=b-t

iIMPORTANTE!: No conviene invertir los dos pasos anteriores, pues entonces se obtiene una primitiva cuya
expresion no es del todo correcta’.

Ejemplo: Ejercicio 8a

® Existe otro procedimiento, llamado “completar el cuadrado”, pero el que aqui indicamos suele resultar mas sencillo.
" En realidad si podria procederse de esa forma, pero al final habria que simplificar la primitiva resultante...
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D) Si el numerador es de grado igual o mayor que el denominador , se efectlia previamente la division
polinbmica, se reconstruye a continuacion el integrando (mediante la regla D=d-C+R), y se integra
finalmente aplicando los procedimientos anteriores.

Ejercicios final tema: 8

Ejercicios PAEG: sept 2000 4A, jun 99 2B, sept 2006 2A (caso particular, con division previa), jun 2009 2A
(caso particular, con separacion previa)

V) INTEGRACION POR PARTES  (Ver pag. 343 del libro de ed. Anaya)

Esta utilisima técnica se utiliza para hallar, en ciertos casos, la integral de un producto de funciones. Se
basa en la diferencial® de un producto:

d(u-v)=v-du+u-dv= u-dv=d(u-v)-v-du | ntegramos > Iudv=u-v—Jv-du

ambos miembros

Existen infinidad de reglas mnemotécnicas para esta férmula, como por ejemplo: "Un dia vi un viejo soldadito
vestido de uniforme”.

Ejemplo: IX eXdx =

Consejos para elegir u y dv: 1) Hay que elegir un u cuya derivada no se complique mas.

2) El dv restante (jse tiene que llevar siempre el dx!) ha de resultar facil de integrar.
Existe una sencilla regla mnemotécnica para elegir u:
A — arcsen, arccos, arctg, etc.
L - logaritmo
P polinomio (o cociente de polinomios)
E- exponencial

S — sen, cos, tg, etc.

® Recordar que la diferencial de una funcion es igual a la derivada de dicha funcién, multiplicada por su incremento dx

correspondiente. Por lo tanto, conserva las mismas propiedades que la derivada; en particular, para la diferencial del
producto, se cumple que d(u-v)=v-du+u-dv
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Observaciones: 1. Enel casojeXponenCial - trigonomeétrica - dx podemos tantear ambas posibilidades.

2. Es muy frecuente que, al resolver una integral por partes, haya que aplicar la férmula
dos o mas veces (como en el apdo. 5 del siguiente ejercicio).

3. En algunos casos, para que dv resulte una integral inmediata, hay que “partir’ el
polinomio, como en el apdo. 7 del siguiente ejercicio.

4. En otros casos, al aplicar la formula, vuelve a aparecer la integral del principio, pero
cambiada de signo: en tal caso llamaremos a ésta |, y la despejaremos (Es lo que se
conoce como “iteraciéon”, como en el apdo. 6 del siguiente ejercicio).

Ejercicios:

1) Ixcosxdxz

=xsenx+cosx+C

2) Ilnxdx=

=xIn x-x+C

3) Iarctg x dx =

=xarctg x —Im/x? +1+C

4) Iarcsen X dx =

=x arcsen X +v1-x% +C
5) Ixz cos x dx =

(Hay que proceder 2 veces)

=x% sen x +2x cos X -2 sen x +C
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6) J.ex cosx dx =

(Por iteracion)

_e* (sen x +cos x)
2

+C

7) J.x3 e dx =

Ejercicios final tema: 9
Ejercicios PAEG: sept 2010 2B, sept 2009 2A, jun 98 4A, sept 99 3B, sept 97 3A
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 343: 1y 2; pag. 344: 3y 4; pag. 357: 13y 14

VI) INTEGRACION POR DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES

Se trata de hallar J‘% dx donde: Q(x) es factorizable (es decir, tiene raices reales)
X

grad P(x)<grad Q(x) (en caso contrario los dividimos)

NOTA: Interesa previamente comprobar si el numerador es la derivada del denominador, pues en ese caso

seria inmediata: IE (aunque, como puede imaginarse, algo tan sencillo no es lo habitual...)
u

El tipo de integral que nos ocupa se resuelve por el METODO DE DESCOMPOSICION EN FRACCIONES
SIMPLES. Dependiendo de como sean las raices de Q(x) tendremos 3 casos:

1°) SOLO RAICES REALES SIMPLES:  (Ver pag. 346 libro de ed. Anaya)

Ejemplo: J.& dx

X2 —=3x+2
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I) Descomponemos el denominador, teniendo en cuenta que sus raices son x=1 y x=2:

x2—3x+2:(x— 1)(x-2)

I) Descomposicion del integrando en fracciones simples®:

2x +1 A B
= Ay *)
X< =-3x+2 X-1 x-2

IIl) Determinacion de las constantes A y B: para ello, multiplicamos ambos miembros de la expresion
anterior por el m.c.m. de los denominadores, esto es x2—3x+2:(x—1)(x—2):

2x+1=A(x-2)+B(x-1)

A continuacion, lo que funciona es dar a x los valores de las raices (recuérdese que la expresion
anterior se cumple para todo x):

x=1 = 3=-A;

x=2 = |5=B

IV) Sustituimos en (*) los valores obtenidos de A y B e integramos cada sumando por separado:

(x-2)°,
(x-1)°

J‘zz"iﬂ dx=j_—3 dx+J'i dx =3 In(x~1)+5In(x~2)+ C o bien =fin
X —3x+2 Xx-1 X—-2

X

L e . . . ¥ -1
Ejercicios: 1) Resolver ITl dx haciendo previamente™ el cambio e*=t [Soluc: In,|< +cj
o> _

e*-1

6/, 7 5
2) Resolver j%/l/;ﬂ dx mediante el cambio x=t° [Soluc: 6 \ﬁx_ _5 \éx_ +2/x -6 ¥x +6arctg¥x +c]
X

Ejercicios PAEG: jun 2013 2B (+ | trigopnométrica inmediata), jun 2000 2A, Sept 98 4A, jun 2008 2A
Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 357: 15; pag. 358: 25 d

2°) APARECEN RAICES REALES MULTIPLES: (Ver pag. 347 libro ed. Anaya)

Ejemplo: j& dx

x3=x?-x+1

I) Factorizamos el denominador por Ruffini, obteniendo las raices x=-1 y x=1 doble:

X2-x2-x+1=(X+1)(x-1)

II) Descomposicion del integrando en fracciones simplesll:

° Este resultado deberia ser demostrado, pero ello supera las pretensiones de este estudio. Esta descomposicién sé6lo
funciona si grad P(x)<grad Q(x).

% para las dos integrales de este ejercicio recordar los consejos del apdo. 1l a la hora de escoger un cambio de variable.

™ También deberia ser demostrado.
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3x+5 _ A + B + C (**)
x3-x?-x+1 x+1 x-1 (x—1)2

II) Quitamos denominadores en la expresidon anterior multiplicando por el m.c.m. de estos, es decir,
X =xP-x+1=(x+1)(x-1)

3x+5=A(X-1)*+B(x+1)(x-1)+C(x+1)

A continuacion, damos a x los valores de las raices y, ademas, otro valor sencillo como por ejemplo
x=0 (recuérdese que la anterior expresion se cumple para todo x):

x=-1 = 2=4A;
x=1 = 8=2B+2C
x=0 = 5=A-B+C

obteniéndose finalmente y

IV) Finalmente, sustituimos en (**) los valores obtenidos de las constantes e integramos cada sumando por

separado:
J' X+5 = [Y2 g4 [TY2 gy +j 4 dx=ijidx—ljidij'(x—l)‘zdx
x3-x%-x+1 x+1 x-1 (x-1)? 2 x+1 2 x-1

_1)-L
=1In(x+1)—gln(x—1)+4ﬁ=In\/x+1—lnx/x—l—i+c ,0bien, =|In x7+1_i+c
2 2 x-1 x-1 x-1

- - - 2
Ejercicios: 1) J’L’”l dx [Soluc: In 4fx —1P(x+1) +—= +C)

X +x2-x-1 2(x +1)

X =1

2x2

2) J 1 dx :
NNV Soluc: In

+£+i+c
X

Ejercicios PAEG: sept 2011 2A, sept 2001 4A, sept 2002 2A, jun 97 3A, sept 2007 2A, jun 2006 2A

Ejercicios libro ed. Anaya: pag. 348: 3 y 4; pag. 357: 16 (se recomienda, ademas, realizar los ejercicios resueltos de las
pags. 349 a 354)

3°) APARECEN RAICES COMPLEJAS **:

Ejemplo: IX31+1 dx

I) Factorizamos el denominador por Ruffini;
X3+1=(X+1)(x*-x+1)

(Notese que tiene una Unica raiz real, x=-1, y dos raices complejas)

12 Este tipo de integrales no entran en la PAEG de Castilla-La Mancha, al menos en el presente curso 2013-2014, salvo el
caso sencillo tipo arcotangente visto en el apdo. IV A
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I) Descomposicién del integrando en fracciones simples:

1 _ A Mx +N (***)
3 - t
x°+1 X+1 x°-x+1

II) Quitamos denominadores en la expresidon anterior multiplicando por el m.c.m. de estos, es decir,
x3+1:(x+1)(x2—x+1):

1=A(C-X+1)+(Mx+N)(x+1)

A continuacion, damos a x el valor de la Unica raiz real, x=-1, y ademas, otros dos valores arbitrarios
sencillos:
x=-1= 1=3A;
x=0 = 1=A+N
x=1 = 1=A+(M+N)-2

obteniéndose finalmente [M=-1/3| y N=2/3]

IV) Finalmente, sustituimos en (***) los valores recién obtenidos de las constantes e integramos cada
sumando por separado:

1 102
1 -1 3 -
dx= | ——dx+ dx
X3 +1 X+1 /2 -Xx+1
inmediata tipo In-arctg
. . 5X_12 X2_4x+5
Ejercicios: 1 J dx Soluc: In Z—_=+5 arctg(x-2)+C
J ) x3 -6x2 +13x - 10 (x —2)?
-6 2
2) _[Xi dx . X +4 X
X2 +dx—4 Soluc: In 1 +arctgz+C

Ejercicios final tema: 10
Ejercicios PAEG: jun 2001 2A
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RESUMEN: PROCESO LOGICO A LA HORA DE INTEGRAR COCI ENTES DE POLINOMIOS

[ PX)
é W dx?

(EsP(X) la

PX) 4y =
derivada de Q(x)? I— dx =InQ(x) +C

Q(x)

Dividimos P(x) entre
Q(X) y reconstruimos
el integrando

¢Es grad P(x)=grad Q(x)?

Haciendo el cambio
x-a=b-t se convierte
en I tipo arctg, o In-
arctg (Apdo. VI, 3°)

¢Q(x) tiene raices
complejas a+bi?

Descomposicién en
fracciones simples del
integrando (Apdo. VI, 1°)

¢Q(x) tiene raices
IR simples?

Q(x) tiene raices IR
multiples =
Descomposicién en
fracciones simples del
integrando (Apdo. VI, 2°)
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VII) INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

m En algunos casos se resuelven transformando el integrando mediante identidades trigonométricas; he aqui
algunas de las mas habituales:

2 2 2 2 - 2 2
sen®x +cos?x =1 |:'> cos?x =1-senx 1=cos’ x +sen’x
1-cos2x = 2sen®x

C0S2X = oS’ X —sen’x Festando
ﬂ cos X =+/1-sen?x 1-cos2x

sen’x =
Sumaido 2
sen®x =1-cos?x

1+cos2x = 2¢0s® X
senx =+/1-cos?x

2 1+cos2x
cos’x = ————=
2
Ejemplos:
13
1) Jsenzxdx= _Xx_sen2x .
2 4
2) Icos3x dx = J.cos X (1-sen’x) dx =
3
=senx->1 X, ¢

14 - -
3) Isen“x dX:J‘l cgszx 1 c;)st dx =

3X sen2x , sen4dx
= - + +

=== C
8 4 32
— - 2
4) J‘l sen X dx = (1-sen x) dx =
1+senx (1+sen x)(1-sen x)
=X +2tgx -2secx+C
5) lel—xz dx =

(Haciendo el cambio de variable x=sen t)

_arcsenx X 1-x?

2 2

+C

3 puede ensayarse, o bien utilizar la identidad trigonométrica correspondiente (lo mas rapido y recomendable), o bien por

partes, eligiendo u=sen x, y reemplazando a continuacion cos’x=1-sen’x, con lo cual saldra por iteracién (proceso muy
tedioso...).

* También puede intentarse por partes, eligiendo u=sen’x, y reemplazando posteriormente cos’x=1-sen’x; finalmente,
habra que aplicar iteracion.
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m También pueden resolverse, en ciertos casos, mediante el apropiado cambio de variable; basicamente, hay
tres casos principales, que se presentan a continuacién, junto con todos los elementos restantes para hacer

el cambio:
1° Si el integrando es impar en sen x: senx =~/1-cos? x
Dikrenciamos
amibas
miembros
-senx dx =dt
senx =1-t?
dt
dx=-
1-t°
0 i A1 . )
2° Si el integrando es impar en cos x: cosx = V1—serix
Dikrencdamos
ambos
miembros
cosx dx =dt
cosx =+1-t2
dt
dx =
1-t
3° Sj el integrando es par en sen X y cos X: Ltgix =t Senx = tgx-cosx

2
Dierenciamos COSs™ X
ambos
miembros

(1+tg®x) dx =dt

1 t
COSX =
dx = dt V1+t? V1+t?

T 1+t

Los dos primeros cambios suelen funcionar muy bien, no asi el tercero, que suele conducir a integrales
racionales muy arduas, con raices complejas multiples. Finalmente, conviene saber que existe un cambio
general , tgx/2=t, aunque también puede dar lugar a un desarrollo laborioso.

Ejemplos:
6) IcosS xdx =

(Haciendo el cambio de variable sen x=t)

sen~x
=senx-—

+C

7) J.sen5 2x dx =

(Haciendo el cambio de variable cos 2x=t)

_cos2x . cos® 2x _ cos® 2x .
2 3 10

C
Ejercicios final tema: 11a 15
Ejercicios PAEG: sept 2008 2A (tedrico-practico)

Ejercicios libro ed. Anaya: pags. 357 y ss.: 17 a 24, 32, 33, 44, 45, 56 y 57 (integrandos de todo tipo)
pags. 358 y ss.: 27 a 30, 34 a 42, 47 a 49, 51 y 60 (tedrico-practicos)
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TABLA de INTEGRALES INMEDIATAS

FUNCIONES SIMPLES

FUNCIONES COMPUESTAS

1
) jk dx = kx
n+l un+l
3 X" dx = (nz-1) uudx= (nz-1)
n+
4 1dx:Inx ju— =Ilnu
X u
X u
5 jaxdx:a Iu’a“:a
Ina Ina
6 Iex dx =e* Iu’ e' =¢"
7 Icosxdx:senx Iu' cosu=senu
8 jsen X dx = —cos x Iu' Sen u=-cos u
_ 2 _ 2 _ u 2N —|,v 20—
9 dx—I(1+tg x) dx—Isec x dx =tg x I 5 —Iu (1+tg u)—ju secu=tgu
cos‘u
10 dx = J.(l+ ctgzx) dx = Icoseczx dx = —ctg x u — = Iu’ (1+ Ctgzu) = .[u' cosec®u = —ctg u
sen-u
1 u'
11 I - dx = arcsen x = =arcsenu
1-Xx -u
1 u’
12 I—1+ v dx = arctg x .[_1+ i arctgu

En esta tabla, k y n son nimeros reales, a es un nimero real positivo, y u es una funcion.



EJERCICIOS de INTEGRAL INDEFINIDA 2° BACH.

1. Calcular las siguientes integrales potenciales (se recomienda hacer la comprobacion):

1 x°

= b) | 2 3 d |- 2:3 f 23
a)sz dx )J.G dx c) J-x dx )j dx e)J-ttdt )J-xx dx

2 X2/3 . . \/;

L 3 3/, 2 k 2 N[ VX
9) [&a n [ ) [V ¥ ax D [ ox ) [ () e ) [~ ox
m) I—dx n)'[gdx 0) J‘\/;Q/;i‘/;dx p)jx}zd

X
(Soluc: a-1x  bx3s  3¢¢ g 3Yx et 3¢ g) /2 h 33x* ) e
5 8 4 11
p3VE i p2vx m2 madx o rW%E  p e, )
5 3 25 3

2. Calcular las siguientes integrales de funciones compuestas

a) I (x +1)2dx b) J-(7x+5)2dx c) J'2x (x2 +1) dx d) I R+ dx €) J't (€ +3) dt

2x+1

f) Ixz(x3+2) dx
S
t“+2t+1

X2

u) J-cosx senx dx

9) J' (2x +1)dx

dx
) j X +3¢ +3x+1

1
a) J-m dx

V) Icosx sen?x dx

h) I X2( +1)7dx

m) Ix 1+ x%dx

r I (16x+1) (8X° +X ~5) dx

w) Isenx cos’x dx

z)j'”X @) [ dx B) [ ™o
xIn® x X
§) () [3%9 %2 g
4+
(Soluc: a) (x+1)%3 b) (7x+5)*/21  c) (x*+1)%/2
g _ -1 h) -1 ) __ -1
4(2x +1)? 18 (x* +1)° 2(2x +1)
m) (1)’ n) _ (1-x)° 0) (X*+2x+5)/14
3 3
S) 24/x +1 ) x2+1 u) sen®x/2 0 -cos’x/2
y) —COsec X ) In’x/3 a) —1/Inx

g) arctg® x/2 )
4

NOTA: En todas las soluciones se omite, por razones de espacio,

; 1

) .[ axs1

n) Ix \1-x%dx

s) J-\/X—ﬂ dx
X+1

X) jarctg X

V) J'arcsen X

Vi

d) (0C+1)%/2

e) (*+3)%/4

_ 1 k) 1
X2 +x+1 t+1

p) -1 q) 2v3x+1
9(x® +1)° 3

v) sen’x/3 W) —Cos’x/3

B) In’x/2

3
Y) arc sen“x

(X* +x+1)?

0) j X+ +2x+5ck

) J’X\/x—+1

X2 +1

COSX
=
sen’ X

) I$
1-x% arcsen’x

f) 0C+2)/6
n_ -1
2(x +1)°

1 (8x*+x-5)%2

2
x) &rc tg’
2

5 1
arc sen x

la cte. de integracién C.
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3. Calcular las siguientes integrales de tipo logaritmico :

a) J‘4x'ldx b) I— dx c) .[7 dx
2 —_ . X _
23x dx 9) I 2x+1 h) 2x 1 dx i) J‘ e dx ) J‘senx COS X dx
6x° +1 X2 +x+l 3X°-6x+5 1+¢* senx +cos X
OfLo D[ m Jrgew sec'x g o) () [= g,
1+ x?) arctg x 2 sresenx 1+1tg x Jx sen V/x
(soluc: a) In ¥ b) In (x-1) ) In¥3x+5 d)N@*D) e nYd 2 f mexT+1
a
9 In(x2+x+1) h)In¥Y3x®-6x+5 i) In (1+e) Dimn—L Wi (Inx) ) In (arctg x)
Senx +Ccosx

m)In (arcsenx) N) In (1+tg x) 0) In senzx/;)

4. Calcular las siguientes integrales de tipo exponencial :

a) J‘e'X dx b) Iezx dx c) J‘e’2X dx
f) J‘x e 2 dx

k) Ile'“x dx
X

)] Ix e dx h) Ixz e dx

arctg x

m) Ie 5 dx
1+x

1) J-seczx e dx

P) [(6)" ox D [£ ox ) [5 9o
(Soluc: a) -1/e* b) e?/2 c) -1 d) €22
2 er
h) e’ +1 I) e)<2+X—1 ]) esenx k) X
3
0) 12*/In12 p) 36*/In36 q) (775)° 1) 45"
In7/5 In45

5. Calcular las siguientes integrales trigopnométricas sencillas

a) Icos(—Zx) dx b) I% senx dx c) Icosg dx

f) jsen(—x +1) dx 9) j3cos(2x +6)dx  h) jx senx? dx

cos \/—

k) jxcos(—Sx -5)dx ) J‘7x sen(4x® +5) dx M) J.

D) J‘cos (arctg x) dx

(Soluc: a) # ¢) 3sent
3

d) —cos (x+1)

d) J'e2><+l dx

|) J-(2X+1) ex2+x—1 dX

e) J‘e—2x+l dx

) Icos X e%Mdx

n) J’ 0) J' 12k
\1-x?
x?-22
e) _e >y f) e g9 - 1 i
2 2 e*
|) etgx m) earctgx n) earcsenx

d) j sen (x+1) dx

e) J-cos(2x +5) dx

i) j 2xcos(x2+255) dx j) j xsen(3x? +7) dx

n) J‘SE\T/L\/; d

e) sen (2x +5)

0) cos Inxdx

f) cos (-x+1)
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0) 3sen(ax+6) h) -C0SX i) sen(i+2ss) ) (05 (BX*7) ) sen(Bx'-5) ) Teos (4X' +25)
2 2 6 6 12
m) sen V/x n) —2cosv/x 0) sen(Inx) p) sen(arctg x))

6. Calcular las siguientes integrales por el método de sustitucién o cambio de variable :

a) j(x +2) x dx mediante x+2=t b) jx Jx=1dx haciendo t’=x-1 c) I dX  con t=e®
ex + e_x
10
d) J'La dx haciendo x+1=t e) J' dx f J- (x+)”
x+1) X

12 11 X+1 2(x+1)°

(Soluc: a) (x+2)” _2(x+2)“ b) ) [J(x—l)s +,/(x—1)3J C)arctger d)__1 , 1 e) (\/——arctgx/;)
5 3

10 9 2
f) (x+1) +(X+l) +...+(X+1) +Xx+1+Lnx )
10 9 2

Recordar algunos consejos:

1. En las integrales NO inmediatas en las que haya +/ , suele funcionar el cambio RADICANDO=t*

2. " “ “ “ “« « « gparezcan / de distinto indice, puede funcionar el cambio
RADICANDO:tmcm de los indices

3. Enlas integrales NO inmediatas en las que aparezca a*, puede ensayarse a"=t

4. Para integrales trigonométricas NO inmediatas ver los cambios vistos en el tema.

7. Calcular las siguientes integrales de tipo arco tangente :

3 X
[ b [t —ax O [ x d) [ ox e)jse“
X°+2X+2 9x* +6x +2 1+x 1+e” 1+1tgx
H |2 ax 9) [ 2o ) [ ox ) [mr—ax D[
1+a* 1+4* 1+9* IX (1+x) X (1+In?x)
k) J‘Lﬂ J‘ m) J'i dx n)j
1+(3x +27)* X 3+x2 4%% +4x +2 x2+4
(Soluc: a) arctg(x+1) b) arctg (3x+1) c) arctg x* d) arctg e* e) x f) In(L+a")
3 4 Ina
g) arcg2” h) arctg3* ) zarcigli Darciglng K AEECEDT SB g X
In2 In3 6 J—

1 1 X
M) = arctg(2x + 1 n) ZarctgX )
> o ) 5 arctg-

8. Calcular las siguientes integrales de tipo neperiano-arco tangente

a)j# dx b) jxi‘ldx c)j X+l d) jxi’fl e [ XL gy

X2 +2x +17 X2 +2x+2 X +x+1 x? +6x +13 25 +x2

f) Ixiﬁ dx 9) Iﬂ dx h Ii dx i) Ixiﬂ dx i) jﬂ
x2-2x+5 x2+x+1 X2 +2Xx +3 x? -6x +13 x? —4x +13

X“+4




ALFONSO GONZALEZ

IES FERNANDO DE MENA. DPTO. DE MATEMATICAS

d) InVx? +6x +13 —arctgx—;?’

9) In(x2 +x +1) + 44/3 arctg

) INn(x* -4x +13)+3 arctg)(?_2

a) InvVx? +2x +17 —iarctg—
4 4

x+1

9. Calcular por partes las siguientes integrales:

a) J‘x Inx dx
f) j|n(x+1) dx
k) Iex sen x dx

2

(Soluc: a) Xy - X
2

e) * (x*-2x+2)
) _x+1

2

2e*

m) L2 sen x? + L cosx?
2 2

b) Ix/; Inx dx
9) J-arc cosx dx

) _[(xz +1) e dx

b) 23 Inx - 2%
3 9
) xIn(x+1)-x+In(x+1)

1) eX(x? -4x +3)

10. Calcular las siguientes integrales racionales :

X°—-5x+6

e)J‘ 3x+5 dx
x2=x?-x+1
i) J‘?X +3x+5

X3 +x

I 2x% —4x +1
X3 —4x? +5x -2

q) J‘x -3x% +2x° +3dx
33X +4

(Soluc: a) |, (x= 3)
(x-2)°
e) In Xi-'—l_i
x-1 x-1
h) _(x*+2)° _ 3
x-1 x-1

2
1) X?+x+ln(x2—3x+2) M) In(x? - 3x +2) -

P) In(x - 3)

D) Invx? +2x + 2 - 2arctg(x +1)
€) Iny/x? +25 + = arctg—

h) Ixz cosx dx

m) J-XB cosx? dx

23%1 h) o +2x+3 —£ arctg X\/Jr—l
k) In(x*+4)+2 arctg% )
c) Ilenx dx d) I'”ZX dx

g) xarccosx —+/1-x?

k) e*(senx —cosx)

2
n) Lzezxu_éezxu_'_i 2x+1)
2 4
)I X2 —6x+7 )J‘Zx - x+3
X2 —4x% +xX+6 x3 = 3x? +4
3 _Ey2 _ 2
f) J‘2x 25x +4x 2dx )I 32x :3 dx
X°=3x+2 X*+X =2
Ox +23 k) 8X -2x-1
_[72 J. — dx
X°+6xX+9 X2 =x2+4x -4
n) IZX -8x - 1 O)J' 2x +1 dx
2x2 —7x+3 x2+x-6
r)J‘ dx
e +1
b) |n3—“x_26 V(x+ 1) c) In(xz—x—2)—i2
x-3 X=

f) x2 + x +In[(x = )(x - 2)?]

i) In[xs(x2 + 1)} + 3arctg x

x-1

1
-2

XZ
q) —+In(x* -x-2)-
2 X

€) In~/x2 +x+1+—arctg 2x+1

V3

f) INx? =2x+5+2 arcthT_l
i) INVx? —6x+13 +2 arctgx—;3

e) Ixzex dx

) J(xz -2x-1) e* dx

0) J‘(xz +1) sen2x dx

d) xIn®x-2xInx+2x

h) x?senx+2Xcosx-2senx

) X2 +2x+3
eX

d 1
) jx2—5x dx

h) IX —2X+10
x3 —3x+2

1) Ix —-2x2 4+ X - 1dX

x2=3x+2

D) I X+2

d) In 51— >
X

9) In[(x -1 VX +2x + 2} - 2arctg(x +1)

1) In(x+3)° + 4
X+3

n X =8
Y(2x -1)°

1N x-In(e* +1) )

N o

k) —pf(xe +4) |+ 2 arctg®
In[(x 1)+(x +4)}+2arctg2

0) In(x? +x - 6)



11. Calcular las siguientes integrales trigonométricas no inmediatas

12.
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integrandos:

a) Jcoss x dx (Hacer senx=t)
d) Isenzx cos? x dx

9) j cos? 3x dx

5
(SOIUC: a) sen x - %senSX + 7562 X

senx+1
1-senx

e) In

dx(lnmedlata)

)j(

d) J-(X2 -2x=3) Inxdx (por partes)

6x +8
D [ raees
X2 +2X +
) J‘ 1+ sen®x
SEenxcos X

dX (In-arctg)
dx (cambio senx=t)

m) J-x2 sen3x dx (por partes)

X-3

P) J.x2+49

s) IM dx (inmediata)

v)J‘

y) Ix +1

dx (In-arctg)

1+2x

dx (hacer la division)

dx (tipo arcsen)

B)J'ﬁ

b) Isen5x dx (Hacer cosx=t)

e) J-sec x dx

Calcular por el método mas adecuado

cos® x

b) —cos x +§cos3 X =

f) —cosec x —sen x

)J.Sx

e)

dx (tipo In)

hJ'X+1
x* -5x+4

k) J’ COSX
1-cosx

dx (raices O simples)
dx (transformar el integrando)

n) jx arctgx dx (por partes)

dx (raicesO simples)

q) J'x“xss’x; _3>< 2

t) Isen(lnx) dx

w) Ihix dx (hacer la divisién)

dx (hacer In x=t)

Y) 1
J x[lr? x=2Irf x—Inx+2}

c) J'5en X +tg X
COS X

f) JCOSX ctg®x dx (Sustituir ctgzx =

, haciendo cambios o transformando los

dx (Descomponer el integrando)

3

sen X
) secx -Incosx d) X _sen4x
8 32
g) X, sen 6x)
2 12

(entre paréntesis figura una ayuda) las siguientes integrales:

c) J-(x—l) e* dx (por partes)

f) J. X+5 dX (raicesO simpl

) j secx dx (cambio senx=t)

1) j cos3x sen?3x dx (inmediata)

0) J-X2 e® dx (por partes)

r) J-x In(x+1) dx (por partes)

u) Ix[ln(xz +1)—e’*] dx

X) J‘i"z +X+1 ix (hacer la division)
X+1

o [1772
COS™ X

x® x¥ X
(SO“ a) 1 b) In{3x? -6x+5 c) xe* —2¢* d) Inx[?—x2 —3x]—§+?+3x
x-1
e) x-1 f) (X—:I_)2 ) X+1 h) 2 (X_4)65
In In 9) In(x? +2x +5)° +arctg >~ X y5x+lns
X+1 X+2 2 (x — l)z
i i senx —X— _ 3
) Invsenx +1-Insenx -1 - 1 - L ) In—"~ k) -X-cosecx-ctgx ) sen’3x
4(senx—1) 4(senx +1) CcOos“ X 9
2 2 _ 2 3x 3x
m) _X cos3x  2xsen3x  2cos3x p) X arctg x — x +arctg x 0) X" _ 2xe + 2e p) In(x? +49) —Earctgé
3 9 27 2 3 3 9 7 7
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2 2 4
Q) >(E+x+lnx—|n«3/(><—2)2 -In¥x+1 N x2Inx + —% +§ —InJx+1 9) InTx t) %x(senlnx -cosInx)
u) X*Invx* +1 +|nm_xi+ X+l v) arctgx+|n(x2+1) w) -X-In(l—X)2 X) Xi +In(x +1)
2 2 g 2

Y X e in(c-17 2) In/x? +9 a) (7 +2tgx)’ V) jnofnx -2y (nx+1) )
> 3 (Inx -1)°

13. Calcular la primitiva de f(x)=In?x que se anula en x=e
14. Determinar f(x) sabiendo que f """ (x)=24x, f(0)=0, f "(0)=1 y f ""(0)=2 (Soluc: f(x)=x"+x*+x)

15. Hallar un polinomio cuya derivada sea X*+x-6 y tal que el valor de su maximo sea tres veces mayor que el de
su minimo. (Soluc: p(x)=x%/3+x%/2-6x+71/4)





