Integracion por cambio de variable

18. Calcula las siguientes integrales haciendo el cambio que se indica:

a) J-xxll—xzdx - (1-x*=t) b) J-(sin x)*dx — (cos x =t)

0 J‘ﬁ S (t=Inx) d)J‘x-%/4+x2dx (44X =1)

Solucion:
a) Si 1-x* =t = —2xdx =dt = xdx = —%dt.

Por tanto:

3/2
Ix\/l x2 dx —lel X (xdx) = th“zd _—%t to=_1 (1—x2)3+c

3/2 3
Observacion: I Xv/1—x?dx puede hacerse directamente (es inmediata), pues:

2\3/2
IXVI_XZdX = —%J(—Zx(l—xz)l’z)dx = _%uﬂz_%a_ x2)¥'2 ¢

3/2

b) Sicos x=t= —sinxdx =dt.
Como

Isins xdx = Isin x-sin’ xdx = jsin x-(L—cos® x)dx = —I(l—cos2 x)(—sin xdx) =

. t3 1
= jsm3 xdx:—j(l—tz)dt = f4-—+C=—COSX+=COS*X+C
3 3

0)Si t=Inx = dt = Zdx.
X

Luego:

.[x(4 In x) _[(4 Inx)( j J._dt‘—m("' t)+c=-In(4-Inx)+c

d) Si4+x*=t = 2xdx:dt:>xdx=%dt

Por tanto:
1/3 4/3
J.x-\3/4+x2dx:J.(4+x2) -(xdx):I tY? 1dt_; t/3+c:§(4+x2)4/3+c

Observacion: También se puede hacer ajustando constantes, pues:

J‘x%/4+x2dx = %IZX(4+ X2)1/3 dx=(j f'(X)-(f(X))nj = %%-m =
= 3-3\/(4+ xz)4 +C
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19. Halla la integral indefinida I—dx mediante el cambio de variable v/x =t .

Solucion:
Si Jx=t= 1 o—dt = dx = 2+/xdt = 2tdt .
2/
Por tanto,
I L ax= [Lotdt = I—dt__[z(l“) 20+ =2, J.(Z—i}dt: 2t~ 2In(L+t) +c=
1+4/X 1+t 1+t

= (deshaciendo el cambio) = 2x -2 In(1+ ﬁ)+ c

20. Propuestos en UNED. Calcula:
a) I 22 dx b) ,[XZ tan? x*dx
27 +2

Solucioén:

a) I22X2 dx — puede hacerse el cambio 2* =t = 2" In2dx =dt = 2" dx—%dt
n

Por tanto,
2% 1 1
dx = I dt = (Ver problema 2. a)) =
J-22X+2 In2Jt?+2 (Verp )
1 1 t 1 1 2%

—=arctan—=+¢c¢ = ——=arctan—=+c.

"2z 2T e V2

b) Ixz tan® x*dx — puede hacerse el cambio x* =t = 3x*dx = dt.

Por tanto,
2 2 3 1 2 — 1 2 — l — 1 3 3
x*tan® x°dx = 2 [ tan’tdt = 2 (L+tan®t—1)dt = g(tant—t)+c = g(tanx —x%)+c

21. Calcula Ix7ex4 dx  — Sugerencia: cambio t = x*)

Solucién:
Sit=x*= dt=4x%dx.
Sustituyendo:

Ix7ex4dx = J-x“e"4 -(x3dx) = Itet L dt = ljtetdt
4 4

Esta integral se hace por partes:
u=t = du=dt; dv=e'dt = v=¢
Luego:

lJ'tetdt=1( Ie dt) 1(e —e +c)
4 4 4

Deshaciendo el cambio: Ix7ex4dx_ LllJ‘te dt = 4(x e* —ex4)+c

Observacion: se termina antes si se hace directamente por partes, tomando:
u=x* = du=4x3dx

X4

dv=x3%dx = v= %e
Por tanto:

Ix7ex4dx = x“ieX4 —Jx3ex4dx = x“ie"4 —EeX4 +C
4 4 4
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22. Haciendo el cambio de variable e* =t , halla:

e* e*
a) ﬁdx b) J.ﬁdx
(1+e><) e +3e* +2
Solucién:
a)Si e’ =t = e*dx=dt.
Por tanto:

X
egzdx= %dt:j(lﬂ)zdt:—(lﬂ)1+c:_—l+c.
(1+ex) (1+t) 1+t

Deshaciendo el cambio:

e* -1
I(1+ex)2dle+ex +C

e* 1
xS, =
e +3e" +2 t°+3t+2
Por descomposicion en fracciones simples:
1 _ A B _A(t+2)+B(t+1)
243t+2 t+1 t+2  (t+1)(t+2)
Por tanto,

2;dx:j 2L bt=in(t+)-In(t+2)=m "L =
Jto+3t+2 t+1 t+2 t+2

Deshaciendo el cambio:
- X X

e e”+1
= dx=1In ”
Je+3e"+2 e" +2

b) Si e¥ =t se tiene: _[

A=1
B=-1

= 1=A(t+2)+ B(t+1):>{

+C

23. (Propuesto en Selectividad, Aragon, junio 14). Usando el cambio de variable t = In(x),
1+3In(x)+(|n(x))3dx
x(l—(ln(x))z)

determina el valor de la integral: j
Solucion:
: 1
a) Si t=In(x) = dt =—dx; luego:
X

dt

J‘1+3In(x)+(|n(2x))3dX:J‘1+3In(x)+(ln2(x))3 1dx:j1+3tzt3
X(2-(In0)?) (1-(n0o)*) X 1-t

La ultima integral se hace por descomposicion en fracciones simples. Dividiendo:

1+3t+t3 4+1 4+l A b Al+t)+B(A-t) 5 3
—=—t+ > = 5= + = 5 = A=—; B=——.
1-t 1-t 1-t2 1-t 1+t 1-t 2 2
Por tanto:
3 2
fm#dt=J(—t+5/—2—3/—2jdt=—t——EIn(l—t)—§In(1+t)+c
1—t 1-t 1+t 2 2 2

Deshaciendo el cambio:

J‘1+3|”(X)+(|n(x))3dx _ _M_Em(l_ In x)—iln(1+ Inx)+c.
2 2

x(l—(ln(x))z) 2
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