Puntos, rectas y planos en el espacio. Problemas métricos en el espacio

2t-1
. ., . X+3y+4z-6=0
1. Estudiar la posicion relativa de las rectasry s: r = ; S=qy=t+1
2X+y—-3z2+2=0
z2=-3t+2
Calcular la distancia entre ambas rectas
junio 1997
Solucion
Obtengamos un vector director U y un punto A de r. Llamemos z =A. Entonces el sistema queda de la
X+3y=—4L+6 . ) .,
forma: . Multiplicando la primera ecuacion por 2 y restando queda
2X+y=31-2

Sy=-11A+14= yz_?llk+%

Sustituyendo en la primera ecuacion:

+3L_—11X+EJ:—4X+6:>x—§k+£:—4X+6:>XZEX—E
5 "5 575 5" 5
_13, 12
50 )’
. o 11, 14
Por tanto, la recta €s, en ecuaciones parametrlcaS: r=qy= ?7\44-?
Z=XA

Asi, un punto de r es A(—%, % 0] y un vector director de r es U :(13, -11, 5) . Por otro lado, es claro que

un punto de s es B(—1,1,2) y un vector director de s es v =(2,L—3) . Entonces:

13 -11 5

AN 3} = 2. pues hay al menos un menor de orden dos distinto de cero.

e rango \l;) rango(

13 -11 5] 13 -11 5

u
e rango| V |=rango| 2 1 -3 =3,yaque| 2 1 -3 #0.
AB 7 9 5 715 -9/5 2
5 5

Por tanto, r y s se cruzan.
Hallemos el plano = que pasa por r y es paralelo a s. Para ello escribamos la ecuacion del haz de planos de
arista r: A(X+3y+4z—6)+n(2x+y—32+2)=0< (A+2u)X+(3A+pn) y+(4A—3u)z+(-61+2u)=0

Para que un plano de este haz sea paralelo a la recta s se debe cumplir que el vector perpendicular al plano
(x+2u,3x+u, 4%—3p) sea perpendicular al vector director de s: \7=(2,L—3), es decir, que el producto

escalar de ambos sea cero: (A+2u)-2+(3h+p)-1+(4A—3p)-(-3)=0=—-7A+14u=0.



Para que esta Gltima igualdad se cumpla basta elegir A =2, n =1, luego el plano t es 4x—-7y+5z-10=0.
La distancia buscada coincide por tanto con la distancia del punto B(—LL 2) de s al plano =

:|(—1)'4+1-(—7)+2-5+(—10)|: 11 11 11410

J# + (-7 +5 Joo 3J0 30

d(r,s)=d(B,n)

uds. +

y+z=7
2. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por A(L 2,—1), es perpendicular a la recta r z{ y
X+4y+2=8
paralela al plano 2x+y—z=3.

junio 1997

Solucién

Llamemos U =(a, b,c) a un vector director de la recta s que buscamos. Hallemos un vector director v de la

recta r. Para ello llamemos, por ejemplo, y=2X. Entonces z=7-3\, X+4A+7-3AL=8=x=1-A. Por
X=1-A

tanto, las ecuaciones paramétricas de r son: {y =2\ , Y de aqui, un vector director de r es V :(—Ll, —3).
z=7-3\

Comoslr=U0lvVv=Uu-V=0=-a+b-3c=0 (2).

Un vector perpendicular al plano n=2x+y—-z=3 €S W=(2,L 1). Como s|| =, entonces U L w, con lo

que U-w=0, es decir, 2a+b—-c=0 (2).

Resolvamos el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2). Para ello Ilamemos, por ejemplo, c=t, con lo

-a+b=3t . 2 . :
que arbot Restando ambas ecuaciones: —3a=2t:>a=—§t y, sustituyendo en la primera:
a+b=

§t+b:3t:>b=gt. Para t=3 se obtiene a=-2, b=7,y c=3; con lo que un vector director de s es

x=1-2)
0=(-2,7,3) y larectas es, en ecuaciones paramétricas: s=1y=2+ A .
z=-1+3\

x-3 y-1 z+2
2 -1

3. Posicion relativa de la recta , y el plano x—3y—-z+6=0. Calcular la distancia

entre la recta y el plano.
septiembre 1997

Solucion

Tomemos un punto y un vector director de larectar: P(ay, a,, 8;)=P(3,1,-2); U=(u, U, u;)=(52,-1).
Los coeficientes A, B, C del plano = son A=1, B=-3,y C=-1, con lo que (A B,C)=(1-3-1) es un
vector perpendicular al plano r. Entonces:

Au, +Bu, +Cu, =1.5+(-3)-2+(-1)-(-1)=5-6+1=0=(AB,C) L.

Aa, +Ba, +Ca, + D =1-3+(-3)-1+(-1)-(-2)+6=3-3+2+6=8#0=>Pem.



Por tanto, la recta y el plano son paralelos: r || =.
La distancia entre la recta r y el plano = es la distancia de un punto cualquiera de la recta r al plano =:

B C[3+(-3)1+(-D-(-2)+6] 8 811
d(r,n)—d(P,n)— \/12+(_3)2+(_1)2 —\/1_1— 1 uds. +

4. Ecuacion de la recta que pasa por A(2,—1,3) y es perpendicular al plano que pasa por los puntos

B(110), C(0,-1,2) y D(-2,2,1). Calcula el volumen del tetraedro ABCD.
septiembre 1997

Solucién

x y z 1
., 1 0 1 )

La ecuacion del plano que pasa por los puntos B, C y D es: e 2 =0. Restando a la primera,

-2 2 11
X+2 y-2 z-1 0
) 3 -1 -1 0 .
segunda y tercera filas la cuarta: 5 3 1 0 =0. Desarrollando por la 42 columna se tiene:

-2 2 1 1
X+2 y-2 z-1
3 -1  -1|=0&(-x-2-2y+4-92+9)—(-2z+2+3y-6+3x+6)=0<
2 -3 1
< (—x—2y—-9z+11)—(3x+3y—2z+2)=0<—4x-5y-7y+9=0.
La recta r que buscamos tendra como vector director un vector perpendicular al plano: i = (4, 5,7) .

X=2+4\
Entonces las ecuaciones paramétricas de la recta son: r =<y =-1+5\
z2=3+T7\A
El volumen del tetraedro es:
b-a b,—a, b,-a, 1-2 1-(-1) 0-3 -1 2 -3
V==||c,-a, C,—a, C,—a, :% 0-2 -1-(-1) 2-3 :% -2 0 -1|=
d-a d,—-a, d,-a, -2-2 2-(-1) 1-3 -4 3 -2

=%|(0+8+18)—(0+8+3)|=%=§ uds®. ¢

5. Estudiar la posicion relativa de las rectas:

X=—7+t
ridy= —t . g X8_yr4_z
2 -3 2
z2=2

Hallar la ecuacién de un plano que contenga a ambas rectas.
junio 1998




Solucidn
Un punto de r es A(—7,1,2) y un vector director es 1 =(4,-1,0). Un punto de s es B(3,—4,0) y un vector
director de s es V=(2,-3,-2).

u 4 -1 O
e rango #j rango(2 ): 2 . pues hay al menos un menor de orden dos distinto de cero.
V

-3 -2
u 4 -1 0 4 -1 0| |4 -1 0
e rango| V |=rango| 2 -3 —2|:2,yaque 2 -3 -2=-8 2 0]|=
AB 10 -5 -2 J 10 5 -2 |10 -5 -2

4 —
- (_2)‘_8 j = (-2)(8-8) =0.

Entonces las rectas son secantes. Hallemos el punto P donde se cortan ambas:

=T 2 7=4y—4 4y=-3
— — —X—-/= — X+ = —
r=qy=1-t :>rzx+7:y 1=Z = EJ y =r= y
-1 0 0=-z+2 z2=2
2=2
Xx-3 y+4 z J—3x+9:2y+8 3x+2y=1
S=——="—"=— = =S=
2 -3 2 —2y—-8=-3z TZy—3z:—8

Uniendo todas las ecuaciones se obtiene z=2, y=-1, x=1. Por tanto, el punto P donde se cortan ambas
rectas es P(1,-12).

El plano = que contiene ar y a s, contiene a P y tiene por direcciones lasde G y V.

x-1 y+1 z-2
Entonces: | 4 -1 0 |=0<(2x-2-122+24)—(-2z+4-8y-8)=0<
2 -3 -2

< (2x-122+22)—(-8y—22-4)=0< 2x+8y-102+26 =0 < x+4y—5z+13=0

Por tanto m=x+4y-5z+13=0. ;

x-1 y-2 z+

6. Hallar el angulo que forman la recta r: 1 11 y el plano x+2y—-z-3=0. Obtener el

punto de corte de la recta y el plano
junio 1998

Solucién

Un vector director de la recta es \7=(2,L1) y un vector perpendicular al plano es U:(L 2,—1). El angulo
entre una recta y un plano viene dado por la formula:

|Av, + BV, +Cy,|
JA? +B?+C? \/vlz V2 +
es un vector director de la recta. Entonces, en nuestro caso:

, donde (A, B,C) es un vector perpendicular al plano y v =(v1,v2,v3)

seno =




1.2+2-1+(-1)-
sena = | - +( )]'I = 3 §zlzoc:30°.

\/12+22+(—l)2\/22+12+12 Je6 6 2

x-1 y-2 z+1
2 1 1

r

x-1=2y-4 X—2y=-3
=TI = .
y—-2=z+1 y—-z=3

Uniendo las ecuaciones implicitas de la recta con la ecuacion del plano obtenemos el sistema:

-2y=-3
-2=3
X+2y—-2=3
1 -2 0
El determinante de la matriz de los coeficientes es: |0 1 —1/=(—1+2)—(-2)=3. Las soluciones del
1 2 -
sistema son, por tanto:
-3 -2 0 -1 -2 0
3 1 -1 31 1 -
-1 -2 0| 0 -1 -1
3 2 - 1 2 - -1 -
X= = =1 1 -1=0 -1 O0|= =-1.
3 3 -1 0
1 2 -3 1 2 -1
1 -3 0 1 -1 0
0 3 -1 30 1 -1
1 -1 0 1 -1 O
1 3 -1 1 1 -1 1 -1
y=——g—= 3 =0 1 -L=jo 1 L= J=1.
1 1 - |10 2 -1
1 -2 -3 1 -2 -1
0 1 3| 30 1
1 -2 - 1 -2 -1
1 2 3 1 2 1 11
zZ= = =0 1 1(=j0 1 1|= =-2.
3 3 4 2

1 2 1] |0 4 2

Entonces el punto de corte de la recta y el plano es (—11, —2). ¥

7. Estudiar si las rectas r y s son coplanarias. En caso afirmativo, dar la ecuacién del plano que las
contiene:

r

;S
2y—-7-4=0 3 2 4

{2x—3y+13=0 oo x-1 y+2 z-1

septiembre 1998

Solucidon

Hallemos un vector director i y un punto A de r. Para ello pasemos a paramétricas. Llamemaos, por ejemplo,

y=A. Entonces, 2A—z-4=0=2z=2A—4, 2x—3k+13=0:>2x:3k—13:>x:gX—%. Por tanto, las



2 2
ecuaciones paramétricas de r son r=<y=»A , con lo que un punto de r es A(—5,1, —2) (haciendo
z2=2\-4

A 1) yun vector director de res i =(3,2,4).
Un vector director de ses vV =(3,2,4) y un punto de s es B(1,-2,1).

Entonces:

a 3 2 4 . .
e rango| _ | rango 4 =1, pues las dos filas son iguales.
vV

3 2
u 3 2 41
e rango| V |=rango|3 2 4 =2, pues hay al menos un menor de orden dos distinto de cero.
AB \6 -3 3

Esto quiere decir que r y s son paralelas: r||s y, por tanto, coplanarias. Para hallar el plano = que las
contiene tomamos un punto cualquiera de una de las dos rectas, por ejemplo, A(—5,1, —2); la direccion de r:

i=(324) y la otra direccion, la del vector Wque une A con B: AB =(6,-3,3). Podemos tomar pues

W =(2,-11). Asi pues:

X+5 y-1 z+2
3 2 4 |=0<(2x+10+8y—-8-3z2-6)—(4z+8+3y—-3-4x-20)=0<
2 -1 1

< (2x+8y—3z—-4)—(-4x+3y+4z-15)=0< 6x+5y—-7z+11=0.

Por tanto, el plano t que contienearyses n=6x+5y—7z+11=0. +

8. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,—4,7) y es perpendicular al plano

n=2X—3y+2z-11=0. Hallar el punto simétrico de P respecto del plano =.
septiembre 1998

Solucidon

La recta r que buscamos tendra como vector director un vector perpendicular al plano =: U :(2,—3,1). Las
ecuaciones de r seran:

x=3+22 3 3x+9=2y+8 3x+2y =1

- - -3Xx+9=2y+ X+2y =

r= y:—4—37»<:>I’EX :y+4:Z 7<::>I’E y <:>rEJ y
Y -3 1 y+4=-32+21 y+3z=17

Resolviendo el sistema formado por la recta y el plano obtenemos el punto M donde la recta corta al plano:



3 +2y=1

y+3z=17
2x—-3y+z=11
El determinante de la matriz de los coeficientes es:
3 2 0
0 1 3=(3+12)—(-27)=42.
2 31
Por tanto:
1 2 0 31 0
17 1 3 0 17 3
L1 -3 1=(1+66)—(34—9)=£=1_ y=2 11 1] _(51+6) (99):_42:_1_
42 42 42 42 42 42 ’
3 2 1
0 1 17
2 31 _(33+68)—(2—153)_252_6
42 42 42

Asi, el punto M donde la recta r corta al plano = es M (J, -1, 6). Este punto es el punto medio del simétrico
P'(a,b,c) de P(3,—4,7) respecto del plano m.

Entonces: (1,—1,6)=(a+3,b_4,c+7]:>a=—1, b=2,c=5.

2 2 2

Por tanto, el simétrico del punto P respecto del plano m es P'(—l, 2,5). ¥

x-1 y-1 z-

1 2 sobre el plano

9. Hallar la ecuacion de la proyeccion ortogonal r' de la recta r=

a=Xx-3y+2z+12=0.
junio 1999

Solucién

Hallemos el plano &, perpendicular al plano o que contiene a la recta r. Esta condicion nos lleva a que un
punto de w serd A(1,1,2) (punto de la recta) y dos direcciones del mismo serdn ti=(2,1,2) (la de la recta,

por contenerla) y V = (L -3, 2) (la de un vector perpendicular a o). Entonces:

x-1 y-1 z-2
2 1 2 |=0(2x-2+2y—-2-62+12)—(z-2+4y—-4-6x+6)=0<
1 -3 2

< (2x+2y—62+8)—(—6x+4y+7)=0=8x—2y—-7z+8=0.

Por tanto, el plano tes 1=8x—2y—-7z+8=0.



La proyeccién ortogonal r' de la recta r sobre el plano o sera el corte o interseccion de a con el plano
8Xx-2y-72+8=0

x—3y+2x+12=0""

hallado =. Por tanto, r' tiene ecuaciones implicitas: r's{

=2+t
10. Dados el punto P(2,1,2) y la recta r=<y=3-t determinar la ecuacion del plano que contiene a
4-3t
ambos.
junio 1999
Solucién

Dos puntos de la recta r son: A(2,3,4) (para t=0)y B(3,2,1)
(para t =1). Por tanto, el plano = que se busca debe pasar por el
punto P(2,1,2) y tener las direcciones de PA=(0,2,2)) y

PB=(11-1).
Xx-2 y-1 z-2
Asipues: | 0 2 2 |=0<
1 1 -1

< (—2x+4+2y-2)—(22-4+2x-4)=0<
& —4x+2y-22+10=0=2x-y+2z-5=0,yelplanoest=2x—y+z—5=0

X=nu
11. Dadas las rectas r:XT_3:%:ZT_1 y =13y=-u, hallar los puntos que dan la minima distancia y
Z=—u

determinar la ecuacion de la perpendicular comin a ambas rectas.
septiembre 1999




Solucién:

Escribamos las ecuaciones implicitas de las rectas r y s:

x 3 y z-1 X—-3=2y X—2y—-3=0
—=-=——3&&Tr= <=4
2 1 1 y=z-1 y-z+1=0
X=u
X y z —X=Y X+y=0
S{Y="USS=E—=—=—S= & S=
1 -1 -1 —-y=-2 y-2z=0

Hallemos el plano & que pasa por s y es paralelo a r. Escribamos para ello la ecuacion del haz de planos
de arista s:

A(x+Yy)+u(y—2)=0<=Ax+(A+n)y—pz=0

Para que un plano de este haz sea paralelo a la recta r se debe cumplir que el vector perpendicular al
plano (A, A +p,—p) sea perpendicular a un vector director de r, ii=(2,1,1), es decir, que el producto
escalar de ambos sea cero:

A+A+pu—u=0=3A=0=1=0
Tomando pues A =0 y un valor cualquierade n=0 (n=1), setiene: t=y—-z=0.

Hallemos ahora el plano =" que pasa por s y es perpendicular a ©. Ya sabemos que el haz de planos de
arista s es AX+(A+p)y—pz=0.

Para que un plano de este haz sea perpendicular a = se debe cumplir que los vectores perpendiculares a
ambos planos sean perpendiculares, es decir, que el producto escalar de los vectores (K,k+u,—u) y
(0,1,-1) sea O: t

Ap+p=0=>A1+2u=0 T vl

Tomando A =-2, n=1, se tiene que T

n'=-2Xx-y-2=0n'=2x+y+2z=0

Hallemos por ultimo el plano =" que pasa por r y es /\
perpendicular a . El haz de planos de arista r es 4 \

A(x=2y-3)+u(y-z+1)=0<
& M+ (-2 +p)y—pz—3h+u=0
Para que un plano de este haz sea perpendicular a © se debe
cumplir (al igual que en el punto anterior) que los vectores S
(A, —2h+p,—p) y (0,1,-1) sean perpendiculares, es decir que:
2A+pu+pu=0=-2A+2u=0=r—-u=0
Tomando A=p =1, setieneque n"=x-y—-z—-2=0.

La recta t, perpendicular comin arys, es la interseccion de ©t' y =", luego tiene ecuaciones implicitas

(= 2X+y+2=
C|x-y-z-2=0

La recta t cortaar en un punto M: t~r =M . Resolvamos pues el sistema formado por ty r:



Xx—-2y—-3=0
(x—2y=3
y-z+1=0
=>y-z=-1
2X+y+2=0
2X+y+2=0

[x—y—z—2:0

Observa que hemos eliminado la ultima ecuacién (sabemos que tiene solucion unica) y hemos pasado los
términos independientes al segundo miembro. De la primera ecuacion: x=3+2y. Sustituyendo en la

tercera: 2(3+2y)+y+z=0=5y+z=-6. Por tanto, nos queda el sistema de dos ecuaciones con dos

S . 7 1 . -
incognitas: , cuyas soluciones son: y=——, z=-—=y sustituyendo en la expresion de x se
5y+z=-6 6 6

tiene x=ﬂ:g.Asi pues M :(3,—1,—3}
6 3 3 6 6

De una manera completamente anéloga se obtiene el punto N: t ~s= N. El sistema formado porty s es:

‘x+y=0
0 x+y=9 2=0
—7= —7 =
%y =>1y-2=0 =[x=-y]= %
2X+y+z=0 2y—z7=2
X—y—-2=2
[x—y—z—Z:O
De aqui se obtiene x:g, yz—g, z=—g. Entonces N =LZ,—E,—EJ.
3 3 3 33 3

Observa que en este caso hemos suprimido la tercera ecuacién, pues si suprimimos la cuarta queda un
sistema con infinitas soluciones y esto no es posible ya que sabemos que la solucién es Unica (es
conveniente hacer también estas comprobaciones utilizando el teorema de Rouché).

Estos puntos M 4%,—%,—%) y N :@,—5,—5) , son los que dan la minima distancia entre r y s:

as-swowepr- [ L ()

X=t
12. Hallar la distancia del punto P(l, 2, 3) a la recta r de ecuaciones r =< y =6-t, determinando el punto de
z2=2+t

la recta que dista menos de P.
septiembre 1999

Solucién

El punto M de r que dista menos de P, es la interseccion de r con el plano © que pasa por P y es
perpendicular a r. Un vector director de r es U =(L —Ll). Por tanto, este mismo serd un vector perpendicular

a m. Asi pues m ha de ser de la forma x—y+z+D =0. Como este plano pasa por P, entonces



1-2+3+D=0=D=-2=n=x-y+2-2=0
Las ecuaciones implicitas de la recta r son:

Xt 6 2-2
r= y=6—t:>r55=y—=z;:>
1 -1 1
z=2+t

_,—Xx=Yy-6 | x+y=6
=r= =>r=
iy—6:—z+2 y+z=8

Como rnmt=M, al resolver el sistema formado por r y © obtenemos el
punto M.

X+Yy=6
y+z=38
X—y+2-2=0

De la primera ecuacion x=6-y. Sustituyendo en la tercera tenemos: 6—y—-y+z—2=0, de donde

y+z=38
,conloque y=4, z=4.

6-y—y+z-2=0=-2y+2z=-4, quedando el sistema
—2y+z2=-4

Sustituyendo en la expresion de x, se tiene x=2. Por tanto, el punto M de r que dista menos de P es
M (2,4,4) y la distancia de P a r, seré la misma que la de P a M:

d(P, r)=d(P, M)=[PM|=/(2-1)" +(4-2)" +(4-3)" =P +27+1* =B uds

También se puede hallar la distancia de P a r utilizando la formula:
‘( Pp—a, P, —a,, P; —ag)x(ul,uz,ug)‘
Ju? +u,” +uy’

donde P(p, p, P;)=P(123), A(a,a,,a;) es un punto de la recta: A(0,6,2) y U=(u,,u,,u;) es un

d(P, r)=

vector director de la recta G =(1,-11).

Entonces:

(P—a, P,—a, P;—8)=(1-0,2-6,3-2)=(L -4,1)
El producto vectorial seré:
I U
(=2 Py =2, Py—a,)x(Uy, Uy, Uy)=fL —4 1|=[1 -4 1:-3‘1 1‘:—3(i—k):—3i+3k
1 -11 o 3 0

(donde se le ha restado a la tercera fila la segunda y luego se ha desarrollado el determinante por los
elementos de la tercera fila). Entonces tenemos (p, —a,, P, —&,, P, —a;)x(u;,U,,u; ) =(-3,0,3). Por tanto:

(-3.0,-3)  o+0+9 A8 32 36 _ Jouds+

d(P'r):\/12+(—1)2+12 S Vie+l 3B 3




13. Hallar la distancia del punto P(2,4,1) al plano o =3x+4y+12z-8=0, y encontrar el punto del plano
que da la minima distancia del punto P.

junio 2000
Solucion
Hallemos la recta r que es perpendicular al plano o y que pasa por P
P(2,4,1). Un vector director de esta recta serd un vector
perpendicular al plano a, o sea el vector U :(3, 4,12). Por tanto, la
2+3t d(P,a)
. X—-2 y-4 1z7-1
rectarsera: r=qy=4+4t =>r= = = =
4 12
z 1+12t
4x-8=3y-12 4x -3y =—4 4x -3y =—4 r
= =>r= =>r=
12y-48=4z7-4 12y -4z =44 3y—-z=11

Esta recta corta al plano a en un punto M, que da la minima distancia del punto P al plano a: rna=M.
4x-3y=-4

Para hallar el punto M se resuelve el sistema formado por la recta r y el plano a: 13y—z=11 . De
3x+4y+12z-8=0

la segunda ecuacion z=3y-11. Sustituyendo en la tercera 3x+4y+12(3y—11)—-8=0=3x+40y =140,

4x-3 =-4
que junto con la primera ecuacion forman el sistema: , cuyas soluciones son x— 20
3x+40y=140"
y= 44 . Sustituyendo en la expresion de z nos da z = _U . De este modo el punto M es M (Q 44 —1—j
13 13° 13° 13" 13

La distancia del punto P al plano o coincidira por tanto con la distancia de P a M:

d(P,a)zd(P,M)z‘W‘zJ[%—Zj (%-4) (_%_1] _

2 2
(—_6) +(—_8j +(—24j \/36 64 576 676 4 = 2uds
13 13 13 169 169 169 169

La distancia del punto P al plano o también se puede hallar utilizando la formula:

|Ap, + Bp, +Cp, + D|

donde P(p,, P, P;)=P(2,41) y como a es el plano: o=3x+4y+12z-8=0, entonces A=3, B=4,
C =12, D=-8. De este modo:

d(P,a)=

[3:2+4-4+12-1+(-8)| _ 26

3% + 47 4122 \/16 13

d(P,a)=

—=2u dS;



X—y+1=0

14. Hallar el punto simétrico del punto A(1,2,3) respecto de la recta r = {Zx  1-0

junio 2000

Solucién
Hallemos el plano  que contiene al punto Ay a larectar.

El haz de planos de base la recta r es A(x—y+1)+p(2x—z—1)=0. Podemos suponer que A =0 y dividir
todos los términos entre A con lo que la ecuacion del haz queda de la forma: x—y+1+t(2x—z—1):0,

donde t =p/A. Como el plano contiene al punto A, entoncesl—2+1+t(2—3—1) =0=-2t=0=t=0 yel
plano 7 que buscamos es t=x—-y+1=0.

La idea consiste en hallar un vector W perpendicular a r para, utilizandolo, hallar la recta s perpendicular a
r, contenida en w, que pasa por el punto A. Esta recta s cortard a r (estdn en el mismo plano y son
perpendiculares) en un punto M. EI punto simétrico de A respecto de r, A', se encuentra de M a la misma
distancia que M de A: M es el punto medio de Ay A'. Ahora ya serd facil hallar A" (ver figura).

Vi S

7
A
’
.
.
v

w

T Y

’
’

Hallemos entonces un vector director U de la recta r. Para ello escribamos r en paramétricas.
Xx=A-1
y=A=>x=A-1=2(A-1)-z-1=0=>z=21-2=>r=y=2 =0=(112)
Z2=2\-2

Un vector perpendicular al plano w es Vv =(1, —1,0) :

Entonces el vector W=U0xV es simultdneamente perpendiculara G y a V. Hallémoslo:

T T (O T T (O (A

JHIk . . -
1 1 2=1 2 2= 2‘=2|+21—2k:>w=(2,2,—2)
1 -1 001 0 O

Podemos tomar W un vector proporcional: W=(1,1,-1).

La recta s que pasa por A(L 2, 3) y tiene direccién W= (Ll, —1) es perpendicular a r y esta contenida en =

S

1 y-2 - X—1=y—2 x—y=-—1
x-1_y-2 1z 3355{ y y

= S=
1 1 -1 -y+2=2-3 y+z=5



Hallemos el punto de corte de r y s: M =rns. Para ello resolvemos el sistema formado por r y s:
X-y+1=0
2 ' oo IXoy=-t
X—7Z—-1= . ., .

1 :12x—z:1 (obsérvese que se ha eliminado la tercera ecuacion, que es igual que la
X—y=—
[y+z:5

y+z=5
primera). De la primera ecuacion x =y —1. Sustituyendo en la segunda: 2(y—1)—z =1=2y—-z=3 que,

. 2y—-2=3
con la tercera forman el sistema
y+z=5

: 8
, Ccuyas soluciones son: yzg, z

)

Supongamos que el punto simétrico de A(1,2,3) respecto de r es A'(a,b,c). Como M es el punto medio de

g. Sustituyendo en la

587

expresion de x se tiene x = § conloque M| =,—,
3 333

a+l 5 7
_ = a=—
2 3 3
Ay A', entonces Mzgj b:EZA'[Z,EE\.T
2 3 3 33 3)
c+3 7 5
—_— C:—
2 3 3

15. Dados los puntos A(-2,—4,-3) y B(2,6,5), y larecta r E{

X-y+z=1 ) ..
, averiguar si existe alguna
2X+y—-3z=2

recta tal que contenga los puntos Ay B y corte a la recta r. Razonar la respuesta.

septiembre 2000

Solucidon

Se trata de hallar la posicion relativa de r y la recta s que pasa por Ay B.

Pasemos r a paramétricas.

Z=t=r=

Un vector director de r es (

wilnN
w| o

es M(1,0,0).

x:1+zt
3
X—y=1-t
Ix=y :>x=1+3t,y:§t:>rz y=—t
[2x+y=2+3t 3 3
=
,1) y podemos tomar también uno proporcional: U :(2,5, 3). Un punto de r

La recta s que pasa por A y B es tiene vector director ﬁ=(4,10,8) y podemos tomar también uno

proporcional: V=(2,5,4).

Estudiemos la posicién relativa de r y s:

. rango(

2 5 3
) rango(2 5 4j:2 (U y V no son proporcionales).



u 2 5 3) 2 5 3
e rango| V |=rango| 2 5 4 '=3,yaque |2 5 4|=-7=+0.
MA -3 -4 -3 3 -4 -3

Por tanto, r y s se cruzan y no puede existir ninguna recta que contenga a los puntos Ay B y corte a la recta
r.+

16. Hallar el punto simétrico del punto A(2,—3, 5) respecto del plano oo =x-3y+4z+21=0.
septiembre 2000

Solucion
La resolucion de este ejercicio es como la del ejercicio nimero 8.

Calculemos la recta r que pasa por A y es perpendicular al plano a. Esta recta tendra como vector director un
vector perpendicular al plano o t=(1,-34).

X=2+A
Las ecuaciones de r ser4n pues: r={y=-3-3L<r= X=2_ yJ;B = 225 SN
z=5+4) [
J—3x+6:y+3 3X+y=3
= <= .
4y+12=-3z+15 2L4y+3z=3
3X+y=3
Resolviendo el sistema {4y +3z=3 , formado por la recta y el plano obtenemos el punto M donde la
X—3y+4z=-21

recta corta al plano.

De la primera ecuacion:

y =3-3X.

Sustituyendo en la segunda:
4(3-3x)+3z=3=-12x+3z=—9=-4x+z=-3.
Sustituyendo en la tercera:

x—3(3—3x)+4z =21=X-9+9x+4z2=-21=10x+4z=-12 =5x+22=-6.

—4X+2=-3
Tenemos pues el sistema: {SX 97— 6’ de donde x=0, z=-3. Por tanto, como y=3-3x=y=3.
+272=—

Asi, el punto M donde la recta r corta al plano o es M (0, 3, —3). Este punto es el punto medio del simétrico

[a+2 b-3 c+5
L2 " 2" 2

A'(a,b,c) de A(2,-35) respecto del plano . Entonces: (0,3, —3) ) de donde
a=-2,b=9, c=-11.

Por tanto, el simétrico de A respecto del plano a.es A'(-2,9,-11). 3



X=1+A X=U
17.Dadas lasrectas r=<y=A ,S=y=2+2u.
Z=—-\ z=0

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s.

b) Halla la ecuacién de una recta que sea perpendicular simultaneamente ar y s.
junio 2001

Solucion
a) Punto y vector director de r: A(1,0,0), 4 (11-1).

Punto y vector director de s: B(0,2,0), v=(1,2,0).

U 11 -1
rango[vj rango(1 5 0 ] =2 (hay un menor de orden dos distinto de cero, con lo que U y V no son

proporcionales).

u 1 1 —1} 1 1 -
rango| Vv |=rango| 1 2 0 '=3,yaque|l 2 O0|=-4=0.
AB \-1 2 0 -1 2 0
Por tanto, r y s se cruzan.
t
b) Este parte es similar al ejercicio 11. T o
Las ecuaciones implicitas de r y s son: T
r
X=1+A L
r=ly=x =r=2-=-Y_2%
D 1 1 - v
B <
=>r=/ y:r:{ y :
-y=12 y+z=0 i
X=u :
X y-2 1z S
S= y:2+ M:SE—:—:_:
1 2 0
z=0
2Xx=y-2 2x-y+2=0
E% — S =
0 2z z=0

e Hallemos el plano © que pasa por s y es paralelo a r. Escribamos para ello la ecuacion del haz de
planos de arista s: k(2x—y+2)+pz =0 2AX—Ay+uz+2=0. Para que un plano de este haz sea

paralelo a la recta r se debe cumplir que el vector perpendicular al plano (2%,—%, p) sea perpendicular

a un vector director de r, U:(LL—l), es decir, que el producto escalar de ambos sea cero:
2L -A—pu=0=>A—pu=0=A=pn.Tomando pues AL=p =1, setiene: t=2x—-y+z+2=0.



e Hallemos ahora el plano = que pasa por s y es perpendicular a . Ya sabemos que el haz de planos de
arista s es 2Ax—Ay+uz+2=0. Para que un plano de este haz sea perpendicular a = se debe cumplir
que los vectores perpendiculares a ambos planos sean perpendiculares, es decir, que el producto
escalar de los vectores (2A,—A,p) y (2,—11) sea 0: 4L +A+p=0=51+p=0. Tomando A =1,

p=-5,tenemos n'=2x-y—-5z2+2=0

e Hallemos por ultimo el plano =" que pasa por r y es perpendicular a . EI haz de planos de arista r es:
A(x—y-1)+p(y+2)=0<Ax+(-A+p)y+pz=0. Para que un plano de este haz sea perpendicular
a 7 se debe cumplir (al igual que en el punto anterior) que los vectores (A,—A+p,p) y (2,-11) sean
perpendiculares, es decir que 2A+A—pu+pu=0<=3A=0<A=0. Tomando A=0 y u=1, se tiene
que t"=y+2z=0.

La recta t, perpendicular comin a r y s, es la interseccion de ' y =", luego tiene ecuaciones implicitas

(= 2X—y—-52+2=0

“ly+z=0
Si se quiere hallar también la distancia entre r y s, se aplica la formula de la distancia de un punto
cualquiera de r, por ejemplo A(1,0,0), al plano n=2x-y+z+2=0:

d(r,s):d(A,n)=|2'1+(_1)'0+1‘0+2|=i=ﬁ=ﬁudsT
J2+y+r B 63

18. Determina las coordenadas del punto simétrico del punto A(—Z,L 6) respecto de la recta
Xx+1 y-3 z+1
1 2 2

r

junio 2001

Solucién
La resolucion de este ejercicio es como la del ejercicio nimero 14.

. . 2X+2=y-3 2X—y=-5 2X—y+5=0
Las ecuaciones implicitas de r son: r = =>r= =
2y—-22=38 y-z-4=0

2y—6=27+2
Hallemos el plano = que contiene al punto Ay a larectar.
El haz de planos de base la recta r es A(2x—y+5)+u(y—z—4)=0. Podemos suponer que A0 y dividir
todos los términos entre A con lo que la ecuacion del haz queda de la forma: 2x—y+5+t(y—z—4):0,
donde t =p/A. Como el plano contiene al punto A, entonces —4—1+5+t(1—6—4) =0=-9t=0=t=0y
el plano & que buscamos es 1=2x—-y+5=0.

La idea consiste en hallar un vector W perpendicular a r para, utilizandolo, hallar la recta s perpendicular a
r, contenida en m, que pasa por el punto A. Esta recta s cortara a r (ya que estan en el mismo plano y son
perpendiculares) en un punto M. EIl punto simétrico de A respecto de r, A’', se encuentra de M a la misma
distancia que M de A: M es el punto medio de Ay A'. Ahora ya sera facil hallar A" (ver figura).

Un vector director U de larectares ii=(1,2,2).

Un vector perpendicular al plano rt es V =(2,-1,0).



AN gl

T ’A

’
v

Entonces el vector W=U0xV es simultdneamente perpendiculara i y a V. Hallémoslo:

i j K
UxV=[l 2 2/=(4j—k)-(4k-2i)=2i+4j—5k =W=(2,4,-5).
2 -1 0

La recta s que pasa por A(—2,1,6) y tiene direccion W (2,4, —5) es perpendicular a r y esta contenida en

X+2 y-1 z-6 4x+8=2y-2 4x -2y =-10 2X—y=-5
2 4 -5 -5y+5=4z-24 Sy+4z=29 5y+4z=29

. S

Hallemos el punto de cortede ry s: M =rns. Para ello resolvemos el sistema formado por las rectas r y s:

2X-y+5=0
s4—g |1Zy=S

;x __5 ={y-z=4 (obsérvese que se ha eliminado la tercera ecuacion, que es igual que la
y= 5y+4z =29

|5y+4z=2

primera). De las dos ultimas ecuaciones se obtiene: y=5, z=1. Sustituyendo en la primera se obtiene
x=0, con lo que M(0,5,1).

Supongamos que el punto simétrico de A(—2,1,6) respecto de r es A'(a,b,c). Como M es el punto medio

a—2_j

b21 (a=2
de Ay A', entonces %:5 :>Tb:9 = A'(2,9,-4).+

c=-4
c+6_,
2
X+y=2 y 3z=Kk

19. Halla el valor de k para que las rectas r = y_z=3 y S= y_22=2 se corten. Halla el punto de

corte.
septiembre 2001




Solucién
X+y=2

: . z=3 .
Para que se corten el sistema conjunto y 37—k formado por las ecuaciones de r y de s, debe tener
y o=

27=2
solucion unica. Para ello el determinante de la matriz ampliada tiene que ser cero porque, en caso contrario,
el rango de la matriz ampliada seria 4 y el rango de la matriz de los coeficientes es 3 (hay un menor de orden

11 0
3 distinto de cero: 0 1 -1=4=+0), con lo que el sistema seria incompatible y las rectas no podrian
01 -3
cortarse. De este modo:
11 0 2
01 19 AL %L s
=l -3 k|=|0 -2 k-3= =2—-(-k+3)=k-1=0<=k =1.
01 -3 k -1 -1
1 -2 2 |0 -1 -1
01 -2 2
Para hallar el punto de corte P de r y s resolvemos el sistema. Sustituimos k por su valor y eliminamos, por
+y=2
ejemplo, la ultima ecuacion: < y—z=3 . De las dos Ultimas se obtiene y=4, z=1. Sustituyendo en la
3z=1

primera: x =—2. Por tanto, el punto de corte de ry s es P(—2,4,1). 1

20. Halla A para que el plano t=2x+Ay—-z=1 y la recta rz{Xer:l sean paralelos. ¢Puedes
2X+y—-2=2
encontrar otro valor de A para que sean perpendiculares?
septiembre 2001
Solucién
Para que la recta y el plano sean paralelos no deben tener ningun punto en comdn. Por tanto, el sistema
X+y 1
conjunto formado por la recta y el plano, < x+y—z=2, no debe tener soluciones, es decir, el rango de la
2X+A Yy -7 =
11 0 1
matriz A de los coeficientes tiene que ser distinto que el rango de la matriz ampliada A'={2 1 -1 2
2 A -1 1
1 0 1
El rango de esta tltima es 3 pues hay un menor de orden 3 distinto de cero: 2 -1 2/=1=0.
2 -1 1

Por tanto, el rango de la matriz de los coeficientes A deber ser menor que 3 y para ello el determinante de la
matriz A tiene que ser 0:



110 1 0 0
A=)z 1 -1=0e2 -1 —:‘
2 A - 2 A-2 -

1 _
=1-(-A+2)=A-1=0A=1.
-2 -

Para ver si se puede encontrar otro valor de A para el que el
plano y la recta sean perpendiculares, habremos de ver si un

vector perpendicular del plano, U:(Z, A, —1) es paralelo o tiene
la misma direccion que un vector director de la recta.

Hallaremos en este caso el vector director de la recta V. .como el |
producto vectoria}l de los do_s vect.ores perpendiculares a los dos Sx+y—z=2 \‘7((2,1,_1)
planos que la definen (ver figura):
i j ok
Vv=(110)x(21-1)=[1 1 O0|=(-i+k)—(2k—j)=—i+j-k=V=(-11-1).
2 1 -

Otra forma alternativa de hallar el vector director de la recta r es pasandola a paramétricas. Para ello hay que

. X+y=1 Xx+y=1 ,
resolver el sistema . Para ello, llamando z=X\, tenemos , 'y de aqui
2x+y-7=2 X+y=2+L
X=1+A
obtenemos que: x=1+A, Yy =—A, con lo que las ecuaciones paramétricas de larectason =Jy=-A .Por
Z=A

tanto, un vector director es (1,—1,1) (obsérvese que tiene la misma direccion de Vv por ser proporcionales).

Pues bien, tal y como se habia planteado, para que r y = sean perpendiculares, el vector perpendicular al
plano uz(z,x,—l) y el vector director de la recta V:(L—Ll) deben ser paralelos. Es decir, debe existir

keR tal que U=kv, es decir tal que (2,A,-1)=k(-11,-1)=(2,A,—1)=(-k,k,—k), y esto es imposible
pues tendria que ser simultaneamente k =-2 y k =1.

Por tanto, no existe ningun valor de A para el que r y = sean perpendiculares. +





