INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Mediante el recurso de la descomposicion en fracciones simples, el proceso de
integracion de funciones racionales se puede simplificar notablemente.

EJERCICIOS DESARROLLADOS

Solucion.- Descomponiendo el denominador en factores: x* —9 = (x +3)(x—3),
Como los factores son ambos lineales y diferentes se tiene:

21 = A + B , de donde:
X°-9 x+3 x-3
A B
= + =1=AX-3)+B(x+3)(*) =>1=(A+B)x+(-3A+3B)

Para calcular las constantes A y B, se pueden identificar los coeficientes de igual
potencia x en la Ultima expresion, y se resuelve el sistema de ecuaciones dado;
obteniendo asi los valores de las constantes en referencia (método general) luego:

, ademas:
—3A+3B=1 —3A+3B=1 6
A+B=0=A=-B== A:—%

También es frecuente usar otro mecanismo, que consiste en la expresion ()
Sustituyendo a x por los valores que anulen los denominadores de las fracciones:

x=3=1=6B=B=1{

x=-3=1=-6A= A:—%
Usando cualquier método de los sefialados anteriormente, se establece que:

y y , Luego se tiene:

x—9 x+3 X—3'

1 1
Jo e O o L ege d g

A+ B=0 3A+3B=0
= =6B=1=>B=

:g(€n|x—3|—£n|x+3|)+c



1 X—3

Respuesta: j 3 6£nm +C
7.2.-Encontrar: J'—

X“+7Xx—-6
Solucion.- Sea: x> + 7x+6 = (x+6)(x+1), factores lineales y diferentes; luego:

1 A B

X +7x+6 X+6 @ x+1'
De donde:

1=A(x+1)+B(x+6)(*) =1=(A+B)x+(A+6B), calculando las constantes Ay B
por el método general, se tiene:1=(A+B)x+ (A+6B)

A+ B=0 -A- B=0 )
= - =5B=1=B= , ademas:
A+6B=1 A+6B=1 5
A+B=0=A=-B==A=-1/
Ahora utilizando el método abreviado se tiene:
x=-1=1=58=B= 1
x:—6:>1:—5A:>A:—%
Usando cualquier método se puede establecer:
L _y y , Luego se tiene:
X2 +7X+6 x+6 X+1
IZL Y JRLCL S =—l£77|x+6|+l£17|x+]4+c
X“+7X+6 5/x+6 57x+1 5 5
zl(en|x+q_zn|x+e|)+c
1 Ix+1
Respuesta: | —— —_—
P Ix +7x+6 5 |x+6
7.3.-Encontrar: I—
X" —4x+4
Solucion.- Sea: x> —4x+4 = (x—2)?, factores lineales con repeticion; luego:
X A N B X _A(x-2)+B
X2—x+4 x-2 (x—2) M (-2

De donde:
X = A(Xx—2)+ B(*), calculando las constantes A y B por el método general, se

tiene: x = Ax+(-2A+B), luego:

A =1
=>B=2A=B=2()=>B=2
-2A+B=0



Usando el método abreviado, se sustituye en x, el valor que anula el
denominador(o los denominadores), y si este no es suficiente se usan para
sustituir cualquier valor conveniente de x, esto es:x=0,x=-1; luego en(x)

X=2=2=B=B=2
Xx=0=0=-2A+B=2A+B=A=B/= A=1
Usando cualquier método se establece:

xdx dx dx 2
jx2—4x+4_-[ +2I(x—2)2_€77|x_2|_EJrC

Respuesta: 'f

2
vl e &

7.4.-Encontrar: I—(ZX +3)dx
2X% + X

Solucion.- Sea: x* —2x* + x = x(x* = 2x+1) = x(x—1)?, factores lineales:
X,Xx—1; donde este Ultimo es con repeticién; luego:

2x° +3 _é+ B . C 2x*+3  A(x-1)* +Bx(x—1) +Cx
XC=2x2+x X (x=1) (x-=1)2 Mm /gxz[jf
De donde:
2x% +3= A(x—1)* + Bx(x—1) + Cx(*) , calculando las constantes A y B por el
método general, se tiene: 2x* +3=(A+B)x*+(—2A-B+C)x+ A, de donde
identificando los coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente
sistema de ecuaciones:

A+B =2
—2A-B+C=0 |=>B=2-A=B=2-3= B=-1, tomando la segunda ecuacion
A =3

del sistema:C =2A+B = C =2(3)-1= C =5,también es posible usar el método
abreviado, utilizando para ello la expresion (*) en la cual:
x=1=21)+3=C=C=5
X=0=>3=A= A=3
Usando un valor arbitrario para x, sea este x =-1:
X=-1=2(-1)* +3= A(-2)* + B(-1)(-2) + C(-1) = 5=4A+2B-C, luego:
2B=5-4A+C=2B=5-4(3)+5=>2B=-2=B=-1, S, e establece que:

2x°+3 3 1

—____+—, entonces:
XX —2x2+x X x-1 (x— 1)?
2x +3 dx o
Xo2x X j J.(X—l)2 _3€n|x|—€77|x—1|—m+0

+3)dx £|x| 5
—2X* +X |x1|x1

Respuesta: j @x° +C



7.5.- EncontrarI 2
X%+ X

Solucion.- x* —2x* + x = x(x—1)* ,factores lineales:
X,Xx—1; donde este Ultimo es con repeticién; luego:

1 :A+ B N C 1 _A(x-1)? +Bx(x-1) +Cx
X=2x2+x  x  (x=1) (x-1)? M/ /gxz[jf
De donde:
1= A(x—1) + Bx(x—1) + Cx(*), calculando las constantes A y B por el método
general, se tiene:1=(A+B)x*+(-2A-B +C)x+ A, de donde identificando los

coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente sistema de
ecuaciones:

A+B =0
—-2A-B+C=0 |=> B=-A= B=-1, tomando la segunda ecuacion del
A =1
sistema:C =2A+B=C =2(1)-1= C =1, a partir de lo cual se tiene:

_$r 1 1. 1
XC—2x2+x X x-1 (x-1)
dx dx dx dx 1
J.x3—2x2+x_-|‘7_ X — +j(x 1)2_677|X|_£77|X_]4_EJrC
N
Respuesta.jxs_zszrX |x 1| v l+c

X*—6x>+12x*+6

X
x* —6x*+12x -8

Solucién.- Se sabe que si el grado del polinomio dividendo, es igual o superior al
grado del polinomio divisor, previamente conviene efectuar la divisién de tales

7.6.- Encontrarf

polinomios.
X' —6x° +12x* +0x+6 |[x®—6x*+12x—8
—x* +6x> —12x* +8x X
8x+6
Luego se tiene: IX —6x” +12x° +6dx:jxdx+j 3 (SX;FG)dX
—6x*+12x-8 X —6x°+12x -8

La descomposicion de: x* —6x* +12x -8

1 6 12 -8

2 2 -8 8

1 -4 4 0] X=2= (x—2)

X2 —4x+4=(x-2)
x*—6x°+12x—-8=(x-2)°



Esto es factores Iineales:[(x—Z)] con repeticion por tanto:

8x+6 A B C
= + +
x*—6x°+12x-8 x-2 (x-2)° (x-2)°
8x+6 _A(x-2)?+B((x—2)+C
X2 —6x2F17X-8 (-2
Luego:

8Xx+6=A(X-2)°+B(x—2)+C =8x+6=A(X*—4x+4)+B(x-2)+C
8x+6=Ax’ +(—4A+B)x+ (4A-2B+C)

Calculando las constantes A y B por el método general, se tiene:
A =0
-4A+ B =8 |=>B=8+4A=B=8+4(0)=B=8,

+4A-2B+C =6
Resolviendo el sistema:C =6-4A+2B = C =6-4(0)+2(8) = C =22, luego:
0
; 8)2(+6 = 0 + 8 >+ 223,dedonde:
X —6x2+12x—8 xX-2 (x 1% (x-1)
8x+6)dx dx
JAEEI g S r22f s osea
—6x2+12x-8 7 (x- 2) (x=2)
= [ xdx+8 +22 = [ xdx+8| (x—2)%dx+ 22| (x—2)*dx
I I(x— 2)° -[(X— )2 .[ I .[
x> 8 11
—_——— +C
2 x=2 (x=2)
_ 2
Respuesta: jx 6x° +12x +6dx:x——i—iz+c
*-6x*+12x-8 2 x-2 (x-2)

7.7.-Encontrar: j%
X" +4x% +

Solucién.- x* +4x* +3= (x> +3)(x* +1) , la descomposicion es en factores
cuadraticos sin repeticion, por lo tanto:
X*+x*+x+3 Ax+B Cx+D
= +

X*+4x°+3  x*+3  x*+1

X*+ X2 +Xx+3  (AX+B)(X* +1) + (Cx+ D)(x* +3)
! +3 X2 +1)

X2+ X2+ x+3=A(X*+X)+B(x* +1) + C(x* + 3x) + D(x* +3)
X+ x> +x+3=(A+C)x*+(B+D)x*+(A+3C)x+(B+3D), luego:




(A + C =1
(2 B + D=1
(3)| A +3C =1
4H B +3D=3

A+ C=1
Con(1)y (3), setiene:( i

= A=1C=0
A+3C=1

B+3D=3
X+x*+x+3 X 1

Por lo tanto: —; 5 = +———, 0 sea:
X" +4x°+3 x+3 X" +1

J~x3+x2+x+3 _J- xdx

. B+ D=1
Con (2) y (4), se tiene: [ j:> B=0,D=1

J' , sea:u = x*+3,du = 2xdx , luego:
x* +1

X' +4x%+3 X+3
IX3+X2+X+3 ~ J-Zxdx J- 1 d_u+J- dx
X* +4x%+3 X+3 Jx +12 27 u X% +1°

:%677|u|+ar(:rgx+c:—£77‘xz +3‘+ar01gx+c

Respuesta: de _—ﬁn‘xz +3‘+arcfgx+c

X* +4x*+3
4
7.8.-Encontrar: Ii
X* +2x% +1
Solucién.-
x* Xt +2x%+1
—x*—2x* -1 1

2x +1 2x% +1
Luegoj x* +2x? +1_J.( X" +2x° +1jdx:.|'dx—.[ Xl
La descomposicion del denominador es: x* + 2x* +1=(x* +1)*, entonces:
2x°+1 Ax+B+ Cx+D 2x’+1  (Ax+B)(x*+1)(Cx+D)
xX*+2x2+1 X2+l (X3 +1)° M/ Mf
2x% +1=(Ax+B)(X* +1) + (Cx+ D) = 2x* +1= A(X* + X) + B(x* +1) + Cx+ D
2x* +1= A’ +Bx* + (A+C)x+(B+D)
Calculando las constantes por el método general, se tiene:
A =0
B =2
A +C =0
B +D=1




Resolviendo el sistema:C=-A= A=0..C=0, B+D=1=D=1-B=>D=-1

luego:
2x% +1 2 1 o sea:

X*+2x7+1 x2+1 (x2+1)2 ’ '

J~ 2x%+1 I _I B I J~ dx
X +2x 41 Ax +12 (x* +1) x> +1° X2 +1)*

Sea:x=r7g6, dx—seczede'\/x +1=secd, Iuego:

=2arcrgx-— J'

_2 arcTgx — _[ cos’ @

= 2arng—jwd0: 2arCrgx—EJ'd0—%J‘cos 26d60

arCrgx—le—isen20+c=2arCrgx—149—lsenecose+c
2 2 2 2
x% +1

De la figura se tiene que:

700 = x,@arCrgé?,senH:L,cosH:

1
VX + x/x2 +1

1
+C=2arcrgx——arcrgx—

X
- +C
\/x +1x2+1 2 2(x* +1)

Luego: =2arcrgx— L arCTgx

Recordando que:

x*dx (2x% +1)dx 1 1
+1_.[ I =X-— 2arCTgx+2arCrgx+

x* +2x° X' +2x% +1 (x +1)
x*dx 3 X
Respuesta: j——x——arng+2—+c
x'+2x% +1 2 2(x“+1)
4
7.9.- Encontrarj dx
Solucion.-
x* x*t—1
—x*+1 1
Luego:

2= [y o

Descomponiendo en factores el denominador:
x'—1=(x*=D(x* +1) = (xX* +1)(x+1)(x-1) , es decir factores lineales y cuadraticos
sin repeticion por tanto:



1 Ax+B C D
4 1 o2 +
X*-1 x°+1 x+1 x-1

1 (AX+B)(X* -1 +C(x* +1)(x—1) + D(x+1)(x* +1)

1 (x* X+1)
1=AX®=X)+B(X* +1) +C(x* = x>+ x=1)+ D(X* + x> + x+1)
1=(A+C+D)X’+(B-C+D)x* +(-A+C+D)x+(-B-C+D)
Luego:

@A +C+D=0

(2) B-C+D=0
3| -A +C+D=0
(4) -B-C+D-=1

A+C+D=0

Con (1 3), se tiene:
1)y G) (—A+C+D=O

]:ZC+2D=O(5)

Con (2)y @), setiene: | o CTP=0)_ e op-1()
Y& "(-B-C+D-=1 -
2C+2D=0
Con (5) y (6), se tiene: C=-7,D=
®)y (), set (—2C+2D=1j:> ALY/
Ademéas: A=0,B = —}/, luego:
1 1 1 1

T E T + , con lo cual:
x*=1  2(x*+1) 4(x+1) 4(x-1

J~dx 1J- dx 1J- dx 1, dx

o1 290+ adxan el (xo)

=—%arCTgx—%€f7|X+1|+%“ﬂx_ﬂ”

Dado que:j;44(ilxl='[dx+.[%=x—%arcrgx+%€77‘§—:

. 1 x—-1
Respuesta: Jﬂ_ x—%arng+%£n‘m

4 53 2 _
7.10.-Encontrar:'|'X 23X -2{-32X 3 X+ 34
X* —2X° +3X

+C, entonces:

+C

Solucion.-
X*=2x3 +3x° —x+3 [xX}—2x%+3x

—x* +2x% —3x? X

Luego:



4 _ ny3 2 _ -
B0y (o S e [
x* — 2x° + 3X x* — 2% +3X 2x* +3x

Descomponiendo en factores el denominador:
x® —2x% +3x = x(x* —2x+3), es decir un factor lineal y uno cuadratico; por lo cual:

X—3 A Bx+C X—3 ~ A(X?—2x+3)+(Bx+C)x

- +
XX—2x2+3x X X?—2x+3 m m

Xx—3=A(X* —2x+3)+(Bx+C)x = x—3=(A+B)x* + (-2A+C)x+3A
De donde:

A+B =0 A=-1
—-2A +C=1 |=><B=-A=>B=1
3A =-3 C=1+2A=C=-1
Luego:
#:—1+2X;1, de donde:
X —2x +3x X X —2x+3
x-1
_ - ——  dx=—ln|X|+ | =———dx
I PN +3x I “ox+3 i Jx2—2x+3
X =2x3+3x% —x+3 x-1
dx = | xdx+ /7 |x|— | =———dx
I X3 —2x% +3x I 77|| I 2_2x+3
X’ x—1 2(x—1)dx
SRS/ 19 R Y VO X=X
> jx2—2x+3 S - I 2 _2x+3
Sea:u = x* —2x+3,du = (2x— 2)dx = du = 2(x—1)dx
X’ du x° 1 )
=—+/ x—— —=—+/In|X|-=Ln|x"=2X+3|+C
S+ =S [ ==+ =S |
X —2x3+3x% —x+3 x? X
Respuesta: dX=—+/n|——|+CcC
P I x® —2x% +3x 2 nﬂ/x2_2X+3

EJERCICICOS PROPUESTOS

Usando La técnica de descomposicion en fracciones simples parciales, calcular
las siguientes integrales:

(x® + 2)dx Cpoxdx x3dx
S e e et e
7.14.- [ SXHTX 7.15.-jf—xdx 7.16.- [ UK
(X=D(x-2)(x-3) X’ +1 X —x+6
717.- J~(x +1)dx J~ (x* +6)dx I —1)dx
x*+1 (x—=1)?(x-2) (X2 +1)(x—2)



7.20- Ix —4x-5

x2dx
X +2X+1
dx
X(X* + X +1)

7.29.- J’Md

7.23.- [

7.26.-]

3x?+3x+1

7.32.-
Ix +2x% +2x+1

735 J~x +2x+3I
X3 —x
(x+5)dx
X3 —3x+2
(2x% +3x —1)dx
X3+ 2x% +4x+2
sengdo

cos’ @ +cosf—2
(2x +41x—-91)dx

738]

7.41.-j

7.44.-]

7.47.- j
X2 11X +12

J~ senxdx

7.50.- >
cos X(1+cos” x)

J~ x°dx
(X} +1)(x* +8)

RESPUESTAS
(x° +2)dx

711j =

Solucion.-
J'(X + 2)dx I(
x? -1
x* x? (x+2)dx
=t I

4 (x+1)(x 1)
X+2 A

= = s

721]

dx
7.24.-
jx(x +1)°

x—2x 3

2% +5x—1

7.27.- j4d

7.30

7.33.-]

7.45.-]4

36.- (2x

jdx .|.x3dx+_[xdx+.|.

, luego:

X% + X% — 2x
X3 H2X - x+2

X
ol (x—1)(x* +2)2

x* +7x* -5x+5
(x—1)%(x+1)?
—3x+5)dx
(X+2)(x-1)(x-3)
J~ 2% +3x% +x -1
(X+D)(X* +2x+ 2)?

4_ 2
21_} X —2X°+3x+4

X
(x=D3(x* +2x+2)
X* =23 —x? +3x+1

(x*+ x> —x-1)

4 3 v
8.-'[(2)( +3x” = x—=1)dx

(x=1)(x* +2x+2)*

2 2
7'51"I (2+7g°H)sec-@do

1+7g9°0

= X+2=A(X-1)+B(x+1)

dx

(x+2)dx

722 Jx +4x-5

'I dx
I (x+D) (X +1)
J-(x + 2x+ 3)dx
(x=1)(x +1)?
—7x-1)dx
X +x2—x-1
2xdx
(x> + x+1)*

7.31.- j(
7.34.-[

7"J (3% + x—2)dx
(x=D(x* +1)
(2x+1)dx
3x® +2x-1
e'dt
43 +2
3x*dx
(x* +1)?

7.40.- j

7.43.-]’

746[
ra0-[ 0

759 J- (5x° + 2)dx
—5x% +4x



x:1:3:ZB:B:§é
. X=—1:>1:—2A:A=—%
dx 3, dx

(*) =

x* X 21 3
Z+? —E£n|x+1|+5€77|x—1|+c

S LA
2dx+1 20x-1 4 2
(x—1)"%

Jx+1

X4

==+
4

+C

xdx

(x+1)?

Solucién.-

j xdx J-Adx J- Bdx
(x+1)° x+1 (x+1)°
X B

(x+1)2 X+1 (x+1)2

[x=-1=-1=B

"{x—0:>o—A+B:>A=—B:>A=—1

7.12.-]

(*) , luego:

= Xx=A(x+1)+B

—£77|x+]4+(x+1)’1+c=€77|X+1|+L+c

() [ I(X+1) s
7.13.- jm
Solucion.-

. ! 6 7x+6)d
I 2)): 3—I(x Loy XH jdx J‘xdx+2j'dx+'|'%
=X—2+2x+IM

2 x_xe ) luego:

(7x+6) _ A + B = 7x+6=A(x+1)+B(x-3)
(x=3)(x+1) x-3 x+1

X=3=>27=4A= A:2%

) x:—1:>—1:—4B:>B:}/

X2
(*)—? ﬁ Z m 2 2X+—£77|X 3|+ 677|X+1|+C

— X2 27
—7+2x+2£n‘(x—3) (x+1)‘+c

4 I (3x+7)dx
S (x=D(x-2)(x-3)
Solucion.-
J' (3x+7)dx ZJ- Adx +J- Bdx +J~ Cdx
x-D(x-2)(x-3) Ix-1 Ix-2 Ix-3

(*)




(3x+7) __A N B N C
x-D(x-2)(x-3) x-1 x-2 x-3
3X—7=A(X-2)(x-3)+B(x-1)(x—3)+C(x-1)(x—2), luego:
X=1=-4=2A= A=-2
X=2=-1=-B=B=1
Xx=3=2=2C=C=1

d d d
(+) =_zjx_xl+jx_xz+jx_xs = 20X =1+ t5|x—2|+ tn|x-3+c

(x=2)(x-3)
(x-1)*

7.15.-]%
+

Solucion.-
dx dx Adx ¢ (Bx+ C)dx
= = , luego:
jx3+1 I(x+1)(x2—x+1) Ix+1 j —X+1) *) J
1 A (Bx+C)

(X+1)(X2—X+1) - X+1+ (X2—X+1) =1= A(X _X+1)+(BX+C)(X+1)

x=-1=1=3A= A= 1/
" x=0:>1=A+C:>C=1—A:>C:%
x=1:>1=A+(B+C)2:>1=%+2B+2C:>}/=B+c:> B:%—C

:>B:—%

(5 =1 I( Xt 1 x1l- J-(x 2)dx
37 x+1 (X —x+1) _3 X+1
e 1|“I(2X L YN I(ZX ~1-3)dx
X+1 3 —Xx+1
b =

:%£77|x+1|——€77‘x —x+1‘+ j

(x* —x+y)+/
<x—y>2 (@/f
\/_/arcfg \/_/

3 x-1

_1 ke N3
_3£77|x+1| GEU‘X x+l‘+3ar0rg 7

:%€n|x+1|—%€n‘x2—x+1‘+§j

=—£77|x+1| M‘x —x+ﬂ+ +C




Ux+1
U —x+1
(x+5)dx

x> —X+6

Solucion.-

j(x+5)dx_J- (x+5)dx _J- Adx J-de
X—X+6 J (Xx+3)(x=2) (x+3) ¢ (x-2)
x+9 __A | = X+5= A(X—2)+B(x+3)
(xX*+x-6) (x+3) (x-2)

x:2:7:58:>8:%

J3 2x—1

+-—arctg—=—+¢
3

716]

(*), luego:

' x=—3:>2=—5A:>A=—y

5
dx (x 2)’

%) == :——£x3 In|x—2 c- c
®) J’x+3 5 x-2 77| ’ |+ 77| |+ (x+3) "
717.- j(x +1)dx

x3+1
Solucion.-

X +1)dx x? +1)dx Adx Bx +C)dx

o (Do A [BO ) uego,

(X+1)(x* —x+1)
xX*+) A N Bx+C

X*+1  (x+1) (X —x+1)
- - -2

x=-1=2=3A= A=2/

(x+1) —-x+1)

= X* +1= A(X* = x+1) + (Bx+C)(x+1)

", x:0:>1:A+C:>C:%
x=1:>2=A+(B+C)2:>B=%

(xX* +1)dx _ (x*+hdx 2 (x +1)dx
()f x°+1 _I(x+1)(x2 X +1) j(x+1) 3J —X+1)
(2x 1)+ dx
§€77|X+1| I[}/ /} E£n|x J~(2x 1)dx 1 2dx
(x? x+1) x+1) 27 (X*=x+1)
2 dx
=3 nxdeg zq\x —x+1+ jm

2
:§€n|x+1|+€£n‘x2 —x+1‘+

_J- dx
2 (xz—x+%)+%
EJ- dx
2% -1y 4 (35 y

4 1
:E€n|x +1|+E€77‘x2 —x+1‘+



X—

&

:—fn‘(x +1)*(x? x+1)‘+—iarwg

B
2 2
V3 -1
=—£n‘(x+1) (x? x+1)‘+—arcg 7 +C
J~ (x? +6)dx
(x=1)*(x-2)
Solucion.-
(X*+6)dx [ Adx Bax Cdx . _
I(><—1)2(x—2) _-[(x+1)+~[(x—1)2 +I(x+2) (). luego:
(x+6) A B C

= + +
(x-1)°(x=2) (x+1) (x=1* (x+2)
X* +6=A(X+1)+(x+2)+B(x+2)+C(x-1)°

x=1=7=38=B="4
)y _ ~10
{x=-2=10-9C = C =10/

x=0:>6=—2A+B+C:>A=—%

__= 10 1 71 10 ,
*) J‘(x+1) 3 (x—1)2+9 (x+2) 9 n|x-1 TR 9(77|x+ |+c
((x+2)°| 7
n +C
9 | x-1 | 3(x=D)
I —1)dx
(x> +1)(x-2)
Solucién.-

j (x* —1)dx :J~Ax+B
(X*+D)(x=2) J (x*+1)
(x*-1) :AX+B+ C
(X*+)(x-2) (X*+1) (x-2)
x:2:>3:5C:>C:%

Cdx ]
+j x_2) (*), luego:

= X’ 1= (Ax+B)(x=2)+C(x*+1)

{x=0=-1=-2B+C=B=%
x=1:>0=—(A+B)+2C:>A=%

d d
) = J-(/X+/)X J-/X J-Zde 40 dx 3 dx

+— +=
(x* +1) (x=2) 57 (x*+1) 57(x*+1) 5'x-2

4
:gén‘xz +ﬂ+garcx+g€n|x—2|+c:gﬁn‘(x +1)(x-2)° ‘+garcx+c



720]

x> —4x-5
Solucion.-
xadx Adx Bdx
= = %), luego:
o war: I(x+5)(x—1) I(x+5)+-[(x—1) (). lueg
X A B

= x=A(X-1)+B(x+5)

X15)(x-1) (x+5)  (x-1)
x=1=1-6B=B= 1/
|x=5= 5= 6A= A=7

dx 1, dx
=% I(x+5)+6 (x— 1)_6

(n|x+5/+= £n|x ﬂ+c_—€n‘(x+5) (x— 1)‘+c

7.21.- I—
x> —2x-3
Solucién.-
xadx Adx Bdx
= = %), luego:
s I(x—3)(x+1) j(x—3)+j(x+1) (). lueg
X A

= + = X=A(x+1)+B(x-3)
(x=3)(x+1) (x-3) (x+1)

x:—1:>—1:—4B:>B:%
' x=3=3=4A= A=Y

3 & 18 3, o1 PR
St Fmcratrd Fowey e R L At L A G

7.22.- IM
X“+4x-5
Solucion.-
(x+1)dx (x+Ddx [ Adx Bdx _
S ans J(x+5)(x 5L oors ooy O lvewe
x+1

= Xx+1=A(Xx-1)+B(x+5)

+
(x2+4x—5) (x+5) (x-1)
x=1=2=6B=B=1

|x=-5=3=-4A=6A=2

2 dx 1 B 2 1 1
(*) == J.(x+5) 3j(x 1):§€n|x+5|+§€77|x—1|+c:één‘(x+5)2(x—1)‘+c

dx

X2 +2x+1
Solucion.-

723]



I x*dx J-( 2x+1 jd _J-d J~(2x+1)dx J»dx_.[(2x+1)dx

X2 +2x+1 X2 +2x+1 X2 +2x+1 (x+1)*
:X—U Adx +J dez} (*), luego:
(x+1) J(x+1)
2x+1 A B
(x+1)° (x+1) (x+1)°
_{X=—1:> -1=B=>B=-1

= 2x+1=A(x+1)+B

Ix=0=>1=A+B= A=2

dx dx 1 1
(*)_x—[zj I } [2677|x+1|+?}+c X— 2€7y|x+1|——5+c

(x+1) ¢ (x+1)? X+
7.24.- j—
X(x +1)?
Solucién.-
dx Adx Bdx Cdx
- *), luego:
Ix(x+1)2 15 +I(x+1)+j(x+1)2() g
L A, B i AX+1)?+Bx(x+1)+Cx

Xx(x+1)? X (x+1)  (x+1)?
X=-1=21=-C=C=-1

‘IXx=0=1=A= A=1
x=1=1=4A+2B+C=B=-1

dx dx dx 1 1
*) = |—— - =InX|—-I{n|X+Y+——+C=/n|—|+——+C
*) J. (x+1) I(x+l)2 el X+1 Tl x+1
]
(x+1)(x +1)
Solucion.-
Adx Bx+C
dx (*), luego:
j(x+1)(x+1) -[x+1 -[(x2+1) *) g
12 __A +B)§+C =1=A(X*+1)+ (Bx+C)(x+1)
(X+D(x*+1) x+1 (x°+1)
x=-1=1=2A= A=Y
{x=0=1=A+C=C=1
x=1:>1=2A+(B+C)2:>B=—%
” ZEJ, _[ yx+y)dx 1£77| ]4 _[
27 (x+1) (x* +1) (x +1)
1 2xdx 1 dx
=—/n|X+1l—— f ——fxl arcrgx+c
x+3 4I(x2+1)+2j(x 7y 2 T g +‘+ X



(x+1)
X% +1

+= arCTgx+c
4 2

7.26.- | ————
Ix(x 24 x+1)

Solucion.-
J‘ dx _J~AdX J‘ Bx+C
X(X2+x+1) X (X* +x+1)
—21 :A+—ZBXJrC =1=A(X* +x+1)+ (Bx+C)x
X(X“+x+1) x (X“+x+1)
Xx=0=1=A= A=1
ix=1=1=3A+B+C=B+C=-2
Xx=-1=1=A+B-C=B-C=0

%) =Idx_I (x+Ddx I(2x+2)dx

dx (*), luego:

(x? +x+1) (x> +x+1)
1 (2x+1)+1 B ~le(@x+Ddx 1 dx
=t -[(x +X+1) =77 ZI(x2+x+1) Zj(x2+x+1)
1 dx
:€n|x|——£77‘x +x+l‘——.[
2 2 (x2+x+%)+%
1 1 dx
=(n|x|-=tnX* +x+1-=
2 s 2I(x+%2+<ﬁ/>2
x+y
_€77|x|——£77‘x +x+1‘———arCrg
2,
:€n|x|—££n‘x2+x+1‘—%arng;1+c
797. J-ZX +5X— 1I
X2+ x* - 2x
Solucion.-
(2x* +5x—1)dx _ ¢ Adx Bdx Cdx _
j (¢ +x* —2x) _I X +-[(x—1)+-[(x+2) (), luego:
2x*+5x-1 A B C

X200 X (=1 (x+2)

2x% +5x—1= A(X=1)(x+2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)
Xx=0=-1=-2A= A=Y

4X=1=6=3B=B=2

x=-2=-3=6C=C=-1



(*)=% d—;(+2}(xdi<l)_% (XOJI:(Z):%gn|x|+2£77|x—14—%£77|x+2|+c
7-28'I X2 +2X+3
(x-D(x+1)*
Solucion.-
2
j X +2x+32dX:J- Adx +I Bdx +,[ Cdx2 (%), luego:
(x=1D(x+1) (x=1) “(x+1) ‘Y (x+2)

X*+2X+3 A B C
2 = + + 2
x-D(x+D)° (x-1) (x-1) (x+1
X2 +2X+3=A(x+1)* + B(x=1)(x+1) + C(x-1)
Xx=1=6=4A= A=3)
‘IX=-1=2=-2C=C=-1
x=0:>3=A—B—C:>B=—%

3pdx 1 dx dx 3 1 1
® —‘f o1 2ot T 2 A i e

——+cC
x+1

7.29.- de

2 x+1

Solucion.-

j3x2+2x—2dX:J- 3% +2x -2 J-Adx J-(Bx+C)dx
x* -1 (x—l)(x2+x+1) (X*+x+1)
K +2x-2 A . Bx+C

(X=D(X*+x+1) x-1 (X*+x+1)

3x% +2x—2= A(X* + x+1) + (Bx+C)(x-1)
Xx=1=3=3A= A=1

iX=0=2-2=A-C=C=3
Xx=-1=-1= A+(-B+C)(-2) = B=2

(*)ZJ» dx J-(22x+3)dx J-(2x+1)+2

Xx—=1 J(X"+x+1) (x> +x+1)
J~(2x+1)dx I dx
(x> +x+1) (x> +x+1)

dx
(x+ 1+ (V3))y

(*), luego:

=€77|X

:€n|x—ﬂ+€n‘x2+x+l‘+2.[



ﬁn‘(x1)(x2+x+1)‘+2\/,/arcrgx+}/
_En‘(x 1)(x? +x+1)‘+£arc gzi(/gl

c

7.30.-IX —x° +2>2< —x2+2
(x=D(x“+2)
Solucién.-
x4—x3+2x2—x+2 Adx (Bx+C)dx (Dx+ E)dx
(x=1)(x* + 2)? I -[ (x*+2) -[
xt—x®+2x° —x+2 A Bx+C Dx+E
(x=D)(x* +2)? Cx- 1 (x> +2) (x +2)°
X=X} +2x% = x+2= A(X* +2)* + (Bx+C)(x-1)(x* +2) + (Dx+ E)(x 1)
= A(X* +4x* +4) + (Bx+C)(x* +2x—x* —=2) + Dx* - Dx+ Ex-E
= AX* +4AX* + 4A+ Bx* + 2Bx* — Bx® —2Bx+ Cx®> + 2Cx—-Cx* - 2C
= +Dx* - Dx+Ex—E
=(A+B)x*+(C-B)X*+(4A-C+2B+D)x*+(-2B+2C -D+E)x+(4A-2C -E)
Igualando coeficientes, se tiene:

(*), luego:

A+ B -1
- B+ C =-1

_ _ C AL Y e

4A+2B— C+ D =2 ..A_}/,B_ 4.C=-%.D=-1E=0
-2B+2C- D+ E =-1
4A ~2¢C - E =2

dx (/X y)dx xdx

()= J‘x—l I (x> +2) J.(x2+2)2
1 2xdx 1 dx 1, 2xdx
Ix 1 39 (x%+2) 3-[(x 21+2) ZJ‘(x2+2)2
V2 11

=_£77|x += En‘x +2‘——arc g\/_ )

1 V2 o
zggn‘(x 1)(x? +2)\ arcz'g\/— 2(x°+2) +2)

+C

731.- A
X3 + x? -1

Solucién.-
I 2x2 —7x-1 dx:j 2x2—7x—1dx J-Adx I Bdx .[ Cadx

> 5 > (*), luego:
X*4+ X" —x-1 (x=1)(x+1) (x+1) J(x+2)




2x% —-7x~1 A B C

3, o2 = + + 2
(X*+x°=x-1) x-1 (x+1) (x+1)
2x° —7x—1= A(x+1)* + B(x-1)(x+1) + C(x 1)

X=-1=28=-2C=C=-4

dx=1=-6=4A> A=—%

x=0:—1:A—B—C:>B=%

dx
()___Ix 12 x+1 j(x+1) 2

677|x I+— €n|x+]4+—1+c

x+1

(X 1)°
3x? +3x+1

X3+ 2x% +2x+1
Solucion.-

I 3x* +3x+1 dx=.[ (3x® +3x+1)dx =J-Adx+J~(Bx+C)dx

X2+ 2x% +2x+1 (X+D(X*+x+1) I x+1 Y (X +x+1)
¥ +3x+1 A L Bx+C

(X+D(X*+x+1D)  x+1 (X*+x+1)

3x% +3x+1= A(X* + x+1) + (Bx+C)(x+1)
x=-1= A=1

“1X=0=1=A+C=C=0
x=1=7=3A+(B+C)(2)=>B=2

7.32.-]

(*), luego:

. 2xdx (2x+1) 1
)= J.x+l J.(x2+x+1)_€ g+ J.(x +x+l)
3 (2x+Ddx dx
_€n|x+1|+-|.(x2+x+1) J.(x2+x+l)

=£77|x+1|+£77‘x2+x+1‘—.|.

dx
(x2+x+}/)+(\/§/)2

—én‘(x+1)(x +x+1)‘—£arc 92x+1

7.33._Ix +7x2 —5x+25
(x=1)°(x+1)
Solucion.-



IX3+7X2_5X+5 ZIAdX+J. Bdx ICdX .[ Ddx I Edx (*), luego:

+

(x-1)°(x+1)° (x-1)° Y (x+D) Y (x+1* J(x+1)°
X2 +7x% —5x+5 A B C D E

= + + + +
(x=D*(x+1)°> x-1 (x=-1)° x+1 (x+1)* (x+1)°
x>+ 7x* =5x+5=A(X-1)(Xx+1)> + B(x+1)° + C(x—1)*(x +1)?
= +D(x=1)?(x+1) + E(x—1)*
= Ax* +2Ax* —2Ax— A+ Bx® +3Bx* +3Bx+ B+ Cx* - 2Cx* +C
= +Dx® - Dx* —Dx+ D+ Ex* - 2Ex+ E
=(A+C)x*+(2A+B+D)x*+(3B-2C-D+E)x?
= +(-2A+3B-D-2E)x+(-A+B+C+D+E)
Igualando coeficientes, se tiene:

A +C =0

2A + B +D =1
+3B-2C- D+ E= 7 |..A=0,B=1,C=0,D=0,E=4

-2A +3B -D-2E=-5

- A+B+ C+ D+ E= 2

dx 1 2 X’ —4x-1
() = [ 4] S22 oo XAl
(x— 1) (x+1) Cx-1 (x+1) (x=D(x+1)
2xdx
734 - | ————
I(x2 +X+1)°
Solucion.-
2xdx (Ax+B)dx ¢ (Cx+D)dx
= + *), luego:
J.(x2+x+l)2 I X2+ x+1 J.(x2+x+l)2 *) J
2X Ax+B Cx+D

P +x+1)% X +x+1 (X +x+1)°
2X = (AX+B)(X* + X +1) + Cx+ D = 2x = AX®> + AX* + AX+ Bx* + Bx+ B+Cx+D
= A’ +(A+B)x* +(A+B+C)x+B+D, igualando coeficientes se tiene:

A =0

A+B =0
A+B +C =2
+D=0

~.A=0,B=0,C=2,D=0
(*) = I 2xdx , de donde el método sugerido pierde aplicabilidad; tal como se
OC+x+1)°
habia planteado la técnica trabajada debe ser sustituida por otra:
I 2xdx =.[ (2x+1)dx _J- dx
(X*+x+1) Y (X2+x+1) (X2 +x+1)?




ZI (2x+Ddx 16 dx (+%)

(*+x+1) 9 I{[%\@(H%)TH}\

sea:u :y\/é(wr%),dx = f% du, entonces:
1 16 \/§j du
(u®+

**%)——— | _——— _  trabajando la integral sustituyendo
() X*+x+1 9 2 1)? : J y

trigonométricamente:
1 83 I sec’ 0do

, ya que:u = rgé,du =sec’* 0d@

+x+1 9 9 sec'o
=—= L —8\/5 1arCTgUJrl 2u
X“+x+1 9 |2 2 (U +1)
2
1 831 2 Z i+l
=—— - —arwg—(x+%)+ - +C
X +x+1 9 |2 J3 2[%(x+%) +1}
1 83 X+ 75
=— - arcrg—(X+ 7,) + C
X +x+1 9 |2 J3 % \@[%(x+%)2+1}

1 4B 2 g (x+%)
il o arCTgﬁ(x+%)—§[%(X+%)z+1J+c

x> +2X+3

7.35.-I34dx
X —X
Solucién.-
2 2
jx +32x+3|X:J- X*+2x+3 IX:J-AderJ Bdx +J~ Cdx (%), luego:
X* =X X(X=1)(x+1) X (x=1) ‘Y (x+2)

X2 +2X+3 ZA+L+L

x(x=-1)(x+1) x (x=-1) (x+2)

X2 42X+ 3= A(X=1)(x+1) + Bx(x+1) + Cx(x —1)
X=0=3=-A= A=-3

ix=-1=2=2C=C-=1

X=1=6=2B=B=3

dx dx dx
(*) _—3I7+3.|' D +I(x+1) =-3(n|X|+3(n|x-1+ n|x+1+c
-1 1
RCS IR




(2x* —3x+5)dx
(X+2)(x=1)(x-3)
Solucién.-
2x* —3x+5 Adx Bdx Cdx
J Sl el |
(x+2)(x-1(x-3) (x+2) Y (x-1) J(x-=3)
2x* —3x+5 __A . B . C
(Xx+2)(x-)(x-3) x+2 x-1 x-3
2x* —=3x+5= A(x-1)(x-3)+ B(x+2)(x—3) + C(x+ 2)(x—1)

x=1:4=—6B:>B=—y

7.36.-]

(*), luego:

3
. x:3:>14:10C:>C:%

Xx=-—2=19=15A= A=1%5

dx 2 dx+7 dx 196
Xx+2 394x-1 54x-3 15
32+ x-2
(x=D(x* +1)
Solucion.-
j 3x2+x—2 J~ Adx I(Bx+C)dx
(x—l)(x2+1) (x=1)
+x-2 A L Bx+C
(x=D(x*+1) x-1 x*+1
3 +x-2=A(X* +1)+ (Bx+C)(x-1)
X=1=2=2A= A=1
{x=0=>-2=A-C=>C=3
X=2=12=5A+2B+C=B=2

) =j)(di<1+j(2x+3)dx _[ JZde 3J~ dx

()——

77|x+2|——€77|x +— €n|x 3+c

7.37.-[

(*), luego:

x? +1 x* +1 x* +1
:€n|x—]4+€77‘x2+1‘+3ar0rgx+c:Ery‘(x—l)(xz+1)‘+3arng+c
7 38.- I (x+5)dx

X —3x+2
Solucién.-

J.(x+5)dx :J~ (x+5)dx :J- Adx +J- Bdx J~ Cdx (¥, luego:

X*=3x+2 Y (x-1)°(x+2) ‘(x=-1) (x-1)° Y (x+2)
X+5 A B C
= + +
x*=3x+2 x-1 (x-1)° (x+2)
X+5=A(X-1)(x+2)+B(x+2)+C(x-1)°




X=1=26=3B=>B=2
=-2=3=9C=C=Y

x:0:>5:—2A+B+C:>A:—%

1£n|x—1|—é+%£n|x+2|+c

__I(x 1) I(x ~1)? I(x+2) 3

J~ 2x° +3x% +x-1

(X+1)(x* +2x+ 2)*

Solucién.-

I(2X3+3X2+X_1)dX=IAdX+I (Bx +C)dx +J- (Dx+ E)dx
(X+D)(X*+2x+2)* I x+1 I (xX*+2x+2) (X +2x+2)?
23 +3x% +x-1 __A . Bx+C . Dx+E

(X+D(X*+2x+2)*  x+1 (X*+2x+2) (X*+2x+2)?

2x° +3x% + x—1= A(X* +2x+ 2)* + (Bx+ C)(X* + 2x+ 2)(x+1) + (Dx+ E)(x +1)

= AX* +4AX° +8AX® +8AX +4A+ Bx* +3Bx® + 4Bx* + 2Bx + Cx® + 3Cx* + 4Cx

= +2C + Dx* + Dx+ Ex+E

=(A+B)x' +(4A+3B+C)x*+ (+8A+4B+3C + D)x*

= +(8A+2B+4C+D+E)x+(4A+2C+E)

Igualando coeficientes, se tiene:

(*), luego:

A + B =0
4A +3B + C = 2
8A +4B +3C +D = 3 | A=-1B=1,C=3D=-2,E=-3
8A +2B +4C +D+E=1
4A +2C +E=-1
(*)z_f J- (x+3)dx _J- (2x+3)dx
X+1 Y (x*+2x+2) Y (xX*+2x+2)°

(2x +6)dx (2x + 2) +1dx
=—In|x-1+= -
d ]4+2I(x2+2x+2) I(x2+2x+2)2
1¢ (2x+2)+4 (2x + 2)dx dx
=—In|x-1+= dx — -
nx-1 j(x2+2x+2) I(x2+2x+2)2 I(x2+2x+2)2
(2x+ 2)dx dx (2x+2)dx dx
=—ln|x- - -
d I -[ J‘(x2+2x+2)2 J.(x2+2x+2)2

(X* +2x+2) (X*+2x+2)

l 1 j dx

=—(nlx-1+> M‘X +2X+2‘+2I(x+1) 12Xt 2x+2 [(x+1)2+1]2



:—£n|x—q+%£n‘x2 +2x+2‘+2arcfg(x+1)

1 1 1 x+1 1
=+—= —— —Earc:rg(x+l)+c

2X24+2X+2 2x*4+2x+2

VX2 +2x+2

X+1

(2x% +3x—1)dx

X2+ 2x2 +4x+2
Solucion.-

I(2x2+3x—l)dx :J- (2x* +3x—1)dx :J- Adx +I (Bx+C)dx

XCH2X+4x+2 I (x+D(X*+2x+2) T (x+1) Y (xX*+2x+2)
(2x*+3x-1) A N (Bx+C)

(X+D)(X*+2x+2) (x+1) (X*+2x+2)

2X% +3x—1= A(X* +2Xx+2) + (Bx+C)(x +1)
X=-1=-2=A= A=-2

“iX=0=-1=2A+C=C=3
x:1:4:5A+(B+C)(2):B:4

(*)Z—j J~(4X+3)dX

(x+1) ? X +2x+2
(2x+2)dx dx

=20 x4+ -[x +2X+2 2-[x2+2x+2

=—2€77|x+1|+2£77‘x +2x+2‘—2ar0rg(x+1)+c

(2x+1)dx

3¢ +2x-1

Solucion.-

j (2x+1)dx :I (2x+1)dx :I Adx +J- (Bx+C)dx
3 —2x-1 I (x-D@Bx*+3x+1) J(x-1) J(Bx*+3x+1)
(2x+1) _ A N (Bx+C)

(Bx*=2x-1) (x=1) (Bx*+3x+1)

2x+1= A(3x* +3x+1)+ (Bx+C)(x-1)

x=1=3=TA= A=

garc g(x+1)—— X

.y _*
g 21 2xt2

740]

(*), luego:

——2¢ |x+1|+2j2x%i)+21d

7.41.-]

(*), luego:

: x:0:>1:A—C:C:—A
x=-1=-1= A+(-B+C)(-2) = B:—%

(*) =

I J-(9x+4)dx 3 19 (6x+3-10)dx
(x-1) 7 3 iaxl 7" 3% +3x+1



=§£’7 14I3(6x+3)dx ij dx
X°+3x+1 14 3x? +3x+1
3
_7€77|x JJ——MBX +3x+1‘ ” 3(x+% +y
3 dx

3
:7€77|X—1|—ﬂ€77‘3xz +3X+1‘+7IW

3 3 NE
:7€n|x—ﬂ—ﬂ£n‘3x2 +3x+1‘+zamrg2\/§(x+%)+c

2 J~ x*—2x* +3x+4
(x=1)°*(x* +2x+2)

Solucion.-

I x*—2x* +3x+4 dx=j Adx +J- Bdx J» Cdx I(Dx+E)dx
(x=1)°(x* +2x+2) (x-1) < (x-1)* Y (x=1D® J(x*+2x+2)
x'—2x* +3x+4 A B C Dx+E

- + + +

(X=D*(x*+2x+2) (x=1) (x-1D> (x=1° (xX*+2x+2)

X' =2x2 +3x+4 = A(Xx=1)°(X* + 2X+ 2) + B(x =1)(Xx* +2x+ 2)

= +C(X* +2x+2) + (Dx+ E)(x-1)°

X' =2x2 +3x+4 = A(X* = 2X+1)(X* +2x+2) + B(X® + 2x* + 2x — x> —=2x - 2)

= +C(X* +2x+2) + (Dx+ E)(x* —=3x* +3x-1)

X —2x% +3x+4 = Ax* — AX®* —2Ax+2A+ Bx® + Bx* —2B + Cx* + 2Cx + 2C

= +Dx* —3Dx® +3Dx* — Dx + Ex® —3Ex* +3Ex—E

X' —2x* +3x+4=(A+D)x*+(B-3D+E)X*+(-A+B+C +3D-3E)x*

= +(—2A+2C-D+3E)x+(-2A-2B+2C-E)

Igualando coeficientes se tiene:

(*), luego:

A +D =1
B -3 + E =0
- A +B +C 43D -3E =-2
—2A +2C -D +3E = 3
2A 2B +2C -E =4
10 9 _1 _10
< A=100755:8=995.C = 9.0 =195, E =102
(s) 100 f dx 9 f .[(19x+102)dx
1259 x+1 25 (x 1) 59 (x— 1) 125 (X* +2x+2)
106,y 9 16 1 19 (x+102/ )
125 25%x-1 5(-2)(x—1)° 1259 (x*+2x+2)



106 | _:q j(2x+2)+813
T 125 25(x 1) 5(x 1)? 250 (X* +2x+2)
_ 106, rnlx—1+ 3 fﬂ\x +2X+2‘ ,1/9'166J» 2 dx
T125 25(x 1) 5(x-1)> 250 250 14 7 (x? +2x+1)+1
106 | _1| 3 KU‘X +2X+2‘ 166J' dX2
T125 25(x 1) 5(x-1)° 250 2507 (x+1)2 +1
_106, Cn|x-1]+ 3 18 fn‘x +2x+2‘+—6arCrg(x+1)+c
T125 25(x 1) 5(x-1)° 250 250
e'dt
743.- | —
J‘e2‘+3e‘+2
Solucién.-
t t
IZt edtt :I t edtt (*), Sea:u=e'+ldu=e'd;e' +2=u+1
e +3e +2 J(e+2)(e +2)
Luego:
Adu Bdu
+ %%
()I(u+1)u J‘(u+1) -[u (%)
A B

+—=1=Au+B(u+l
(u +1)u (u +1) u

|u=0=1=B=B=1

"{u=—1:>1=—A:>A=—1

I au_, d—u=—£n|u+]4+€77|u|+c=—€77‘et+2‘+£77‘e‘+ﬂ+c
(u+1) u

e +1
e +2

(%) =—

+C

sen@do

cos? @ +cosf -2
Solucién.-

I sengdo :J- sen@do (%)
cos?@+cos@—2  (cos@+2)(cosfd-1) =’
Sea:u=cos@d-1,du=-senfddd,cosfd+2=u+3
Luego:

7.44.-j

- du Adu Bdu
(*)J.(u+3)u:_-[u(u+3):_I u _ju+3
1 A B

=—+——=1=A(u+3)+Bu
uu+3) u u+3

u=0=1=3A= A= 1/

()

' u:—3:>1:—38:>B:—%



(%) =— J

l du
37 (u+3)

-y

3

17|u|+%£17|u+3|+c

= —%£n|cose—]4+§£77|cose+ 2|+¢, Como:|cosd| <1, se tiene:

1 1
=—§£n|1—cose|+§£77|2+cose|+c=§£77

4x* —2x3 = x? +3x+1

7.45.-]

Solucioén.-

(X’

+x*—x-1)

I4X4_2X3_X2+3X+1

(x® +x

_I4dx I6dx IM

X2+ x2

dx

5)dx
x—-1

2—x—1) dx=j(4x—6+ 3

2%

1

X"+ X

—6X+

Trabajando sdélo la integral resultante:

(9%* +x=5)dx (9% +x—5)dx
J =]

_J‘ Adx

2+cosd
1-cosé@

9x? +x-5

dx
z_ x—lj

(9%® + x —5)dx
j—

X2+ %2

+J' Bdx

X

= ()

Cdx (**), luego:

+f

X2+ x2—x—

(9%* + x—5)

L=
A

B

(x+1)%(x-1)

C

(X} +x2—x-1)

= +
(x+1) (x+1)°

{x=-1>3=-28=8B=-3/

+
x-1
=9x* +X-5= A(x+1)(x-1) + B(x-1) + C(x+1)*
x:1:>5:4C:>C:%

x:0:>—5:—A—B+C:>A:3%

() =

(%) = 2x° —6x+3—€77|x+1|+ X

746j

Solucion.-

31 dx 3.[ dx
(x+1) 2

5

3x“dx
(x +1)

3x*dx

3x*dx
J (X2 +1)? |

—3x— J'(iX +1

(x* +2x° +1)

dx
)()

(x+1)?

4

=3j{1

dx
_I(x—l)z_

2x% +1
(x +1)

Trabajando solo la integral resultante:

I(ZXZ +1dx _

(x* +1)?

J-(Ax+ B)dx
(x* +1)

I (Cx+ D)dx

(x*

+1)?

(x+1)

}d =3[ dx—

*x) , luego:

(x+1)°

3

(x* +1)?

(x-1)

2
2x°+1 dx



(2x*+1) Ax+B  Cx+D
(X*+1)%  (X*+1D) (x> +1)?
= 2x* +1= A’ + AX+Bx* + B+ Cx+ D = 2x* +1= Ax* + Bx* + (A+ C)x+ (B + D)
Igualando coeficientes: A=0,B=2,A+C=0=C=0,B+D=1=D=-1

dx
() =2 (x* +1)

= 2x* +1=(Ax+B)(x* +1)+Cx+D

dx 1( X j
—.[ s = 2arCTgX——| arcrgx + > |+cC
(x+1) 2 1+X

:Earng——2+c
2 2(1+ x2)

(*) =3x—garcfgx——2+c
2 2(1+x%)
(2x* +41x 91)dx
x® —11x+12

747[

Solucion.-
J~(2x +41x - 91)dx I(2x2+41x—91)dx
X2 =11x+12 4 (x=1)(x+3)(x—4)
2X° +41x—91)dx Adx Bdx Cdx
:j((x—l)(x+3)(xi4) :-[x—1+-[x+3+-[x—4
(2x* +41x—91) _ A N B . C
(xX=-D(x+3)(x—4) x-1 x+3 x-4
(2x* +41x—91) = A(X+3)(x—4) + B(X-1)(x—4) +C(x—1)(x+3)
x=-3=18-123-91=B(-4)(-7) = B=-7
4Xx=4=32+164-91=C(3)(7)=>C=5
X=1=2+41-91=A(4)(-3) = A=4

dx dx
(+) = I - j(x+3) jx 4)_4f77|x—14—7fn|x+3|+5£n|x—4|+c

|(x -1 (x 4)° |+C

| (x+3)" |

(2x* +3x® —x —1)dx

(Xx—=D(X* +2x+2)*

Solucion.-

I 2x4+3x3—x—1 J- Adx J-(Bx+C)dx +I (Dx+E)dx
(x—l)(x2+2x+2) (x=1) < (xX*+2x+2) J(xX*+2x+2)°
2x* +3x* —x -1 __A . Bx+C . Dx+E
(X=D(x*+2x+2)*> (x=-1) (X*+2x+2) (X*+2x+2)*

2x* +3x% = x—1= A(X* + 2x+ 2)* + (Bx+ C)(Xx = 1)(X* + 2x + 2) + (Dx + E)(x —1)
2x" +3x° = x—1= A(X* +4x* + 4+ 4x° + 4x% +8x) + B(x* + 2x° + 2x* — x* = 2x* - 2X)
= +C(X® +2x* +2x— X* —2x—2) + D(X* = x) + E(x 1)

(*)

7.48.-j

(*), luego:




2x* +3x° —=x—1=(A+B)x* + (4A+B+C)x* + (8A+C + D)x*
= +(B8A-2B-D+E)x+(4A-2C-E)
Igualando coeficientes se tiene:

A + B = 2
4A + B + C =3
8A + C +D =0
8A -2B -D+E=-1
4A -2C -E=-1

"'A:y5’52475’c:1%5’[’:‘%&%

(¥) = (47x+16)dx 1 (8x-1)dx
-1 25I(x2+2x+2) 5-‘-(x2+2x+2)2

3 s 47J,(x+ 16/ _)dx §I (x— Lg)dx

"5 (X*+2x+2) 57 (X* +2x+2)?

3 |_1| (2x+2) - AMX I(2x+2) /

(X*+2x+2) (x +2x+2)°

B B J-(2x+2)dx 62 I (2x+ 2)dx
- (xX2+2x+2) 509 (x° +2x+2) 59 (x2 +2x+2)?

2 JL
59 (x* +2x+2)?

dx 4_[ 1

:—€n|x 1|+—€77‘x +2x+2‘ Dl 5 (et 2xa )

25

5 I (x+1) +1
4

c (n|x- 1|+—€77‘x +2x+2‘——ar0rg(x+1)+m

2
9|1 x+1
= +— arCrg(x+1)+ — |+C
502 2 X2+ 2x+2
Ox+17

:ifn|x—1|+ﬂf77‘x2 +2x+2‘——arCrg(x+1)+2—+c
50 50 10(x + 2% +2)

749 Ie +e" -2

Solucioén.-

J' dx :.[ dx :J- dx
e +e -2 J(e")?+e -2 [(eX)Z +ex+%}_2_%




du

u-%

d X x
= [ex+%f_(%)2 (*), Sea:u=e +%,du=e dXx = dx =
Luego:
du

% Adu Bdu Cdu
[ (/) j(u y><u+/><u /) Iu—% I(u+/) I(u /)( K

(u- %(u+/)(u 3) (- % (u+/) (u- /)
1= AQu+3)u-34)-Bu- 1) u-3))+Cu-¥)u+3)

U= Y =1 AQ(D= A=Y
Ju=-3=1-BH=B= Y

—%:1—0(1)(3):(:—}/
1 1
)= "J(u ) GI(u+/) 3j(u 3)

:——ﬁn‘(u—}/)‘+—€n‘(u+/)‘+—£n‘(u—/)‘+c
‘(u+/)(u

6\ Ly | Bk s |
sen xdx
cos X(1+ cos® x)

Solucion.-
I sen xdx J- —sen xdx __I du __.[Adu_j(Bu+C)du

cosx(l+cos’x) - cosx(l+cos?x) - u(l+u?) (1+u?)
Sea:u =cosx,du =-sen xdx
1 A (Bu+C)
=—+
u@+u®) u  (1+u?)
1=A+Au’+Bu’+Cu=1=(A+B)u*+Cu+A
Igualando Coeficientes se tiene:
A+B=0=B=-A=B=-(1)=>B=-1
.1C =0,
A=1

(¥) = j

+C= 6€n|

3x |

7.50.-j

(%)

=1=Al+u®)+(Bu+C)u

udu

=—(nu 1+u®

+c=—/n|cos x|

1+ (cos x)*




1 2
A1+ (cos x) e

COS X

(2+7g°6)sec’ do
1+79°0

7.51.-]

Solucion.-
I(2+rg249)sec2 0dé :I(2+u2)du :J- (2+u®)du
1+7g9°0 (1+u®) (L+u)(u?-u+1)
Sea:u=rg#,du=—sec’ 6dg
I(2+UZ)du_I Adu ,[ Bu+C
(1+u®) (1+u) —u+1)
(2+u*) A . _Bu+C
(1+u®)  (1+u) (U -u+l)
(2+u?)=Au’—Au+A+Bu’+Bu+C+Cu
(2+u®)=(A+B)U*+(-A+B+Clu+A+C
Igualando Coeficientes se tiene:
A+B =1
-A+B +C=0|..A=1B=0,C=1
A +C=2

(*)

, luego:

du

(*) =
J-1+u I u+l J.l+u '[(u y) +(f/)

= (n[L+ul+—=—arcrg y+c rfulsZacrg 2ty c
V3 / 3/ B
(2rg6-1)
=lnll+rt (9+—aI’CT 2 e
7.52.[ S+ 20
5x% +4x
Solucion.-
3
J~ (5x° +2)dx J~ (5x” +2)dx :J~Adx+J- Bdx +J. Cdx )
—5%% +4x X(x=1)(x—4) X (x=1) 7 (x-29)
(¢ +2) =é+ B + ¢ Luego:

x(x=1)(x-4) x (x=1) (x-4)’
(5x* +2) = A(x—1)(x—4) + Bx(x —4) + Cx(x-1)
Igualando Coeficientes se tiene:

= (2+Uu?)= A(U* —u+1)+(Bu+C)(L+u)



Xx=0=2=4A=A=1/
{X=1=7=-3B=B=-7/

_ _ _16
X=4=322=12C =C = %
dx 7 dx @ dx 1

=—|—-= —= x——f X— +—€ X—4/+cC
() = s |5 = =g tnlx =Y+ == tnx—4|
X3 (x—4)
=—£ X f X— 1+—£ X— 4+c——€ —F|+C
n|| » | pedfro=ginl*
j x5dx
(x* +1)(x* +8)
Solucion.-
J~ x°dx _J- X°dx
(C+D)(x¥+8) I (x+D(X* —=x+D)(x+2)(x* —2x+4)
IAdX J- Bdx J»(CX+D)dx J-(Ex+F)dx (+). luego:
(x+1) J(x+2) X+1) 2X+4)
x° A B Cx+D Ex+F

= + + + , luego:
(C+D(x*+8) (x+1) (x+2) (X*—=x+1) (x*—2x+4)

X° = A(X+2)(X* = X+ D) (X* = 2X+4) + B(X+1)(x* = x+1)(x* —2x + 4)

= +(Cx+ D)(X+D)(Xx + 2)(X* —=2x + 4) + (Ex+ F)(Xx + (X + D) (x* = x+1)

X° = A(X* +8x% —x* —8x+ x> +8) + B(X> —2x* + 4x* + x* —2x + 4)

= +(Cx+ D)(x* +8x+ x> +8) + (Ex+ F)(x" + 2x* + x+ 2)
X°=(A+B+C+E)X°+(-A-2B+C+D+2E+F)x*+(A+4B+D+2F)x®

= +(8A+B+8C +E)x* +(—-8A—-2B+8C +8D + 2E + F)x+ (8A+ 4B +8D + 2F)
Igualando coeficientes se tiene:

A + B + C + E =1
-A -2B + C + D +2E+ F=0
A +4B + D +2F =0
8A + B +8C + E =0
8A -2B +8C +8D +2E + F=0
8A +4B +8D +2F =0

A= %1’ /1’0“41’ %1’E=1%,F=—1621
(o[, 8 I(ZX Dox , I (x—1)dx
S o2l x+1 21 (x+2) 2100 —x+) 21

(x> —2x+4)
__i 8 1 2 (2x—2)dx
= 21£n|x+1|+21£77|x+2| Zlfn‘x x+1‘ j —x1d



__1 8 I S A Ve
= 21617|x+]4+21£17|x+2| Zlﬁn‘x x+1‘ 21£n‘x 2x+4‘+c

1, ‘[(x+2)(x2 —2x+4)]8‘

21 77‘ (X+1)(x* = x +1) ‘






