INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA

Existen integrales que contienen expresiones de las formas: a® — x*,a” + x*

x*—a*, las que tienen facil solucion si se hace la sustitucion trigonométrica

adecuada. A saber, si la expresion es:a” —x*, la sustitucién adecuada es:
x=asend 0 x=acosd. Sila expresion es:a’+ x*, entonces: x = asecé

EJERCICIOS DESARROLLADOS

dx
NG

Solucién.- Dada le expresion:4—x*, la forma es:a*—x?*, la sustitucion adecuada

1. Encontrar:J'

es:x=asend 0 sea:x=2send..dx=2cosfds. Ademés:sené’:l. Una figura
a

auxiliar adecuada para ésta situacion, es:

2
X
/0)
27 —x?
j dx :.[ dx :J- 2cos0da :J- 2cos0da
Y-y @ -xy @ -2sen’oy 7 [@ia-seno)]

:j 2cos@de :J-Zcosede J-Z(S:osefle 1j do :1 sec? 9do
J(22cos29)® 7 (2cosO)’ 2°cos” 0

cos’d 4
1 ) 1 . , . ,
:stec edo :ngé’+c . A partir de la figura triangular se tiene:

790 = X Luego: lz'gH+C—1 X +C
Ja-x* 4 44-x?
Respuesta:j\/ dx”:%\/ X —+C
(4-x%) 4-xX

V25— x?

6.2.-Encontrar: Igdx
X

Solucion.-



I\/ZS—XZdX:IVSZ— 2

X
dx , la forma es:a’ —x?, luego:
X X

Sea:x=5sen@..dx=5c0s8d@, V5° —x* =5c0s6

Ademas:sen 9:2

2 2 2 2
I\/S X—x dX:j,B/cos%costH:SJ-cos 9d9=5j(1_sen 6)do

Bseno send send
:5]3:?0—S'fsenedé?:5jcosec0—5jsen6d9 .
=5/n|cosecd —corgd|+5cosf+c. X
De la figura se tiene: ﬂ

52 —x°
/ 2
cosecé?:g,cwgez%, luego:
2 2 2
T = B

V25— x?

Respuesta: Igdx =5(n
X

/ 2
% ++/25—x% +¢C

6.3.-Encontrar: IL
J(4x—=x%)?
Solucion.- 4x—x* = —(x* =4x) = —(X* —4x+4—4) = 4— (X* —4x+4) = 2° — (x - 2)°
I dx =J~ dx
J@ax—xy 7 (22 - (x-2))
Luego: x—2=2sen@..dx=2cos0d0, /2> —(x—2)* =2cosd

Ademas:send :%2

,laforma es:a?-u?,

I dx _J‘ZCOSHdﬁ_lj‘ de _l SeCZHdH—ETg9+C
(J22—(x=2)%)® 7 2°cos’@ 47cos’0 4 4
2
X-2
De la figura se tiene: A
4-(x-2)" =V4x-x*
-2 1 X—2 \/ ( ) \/

Pero:7gf = , luego: nge+c: +C

X
VAx—x? IAx—X*
i dx X—2
Respuesta: I
Ja

= +C
x—x?)}  ddx—x




dx

6.4.-Encontrar: -f—x)/

Solucion.-

2
I( dx)/j xdx , la forma es:a” — x*
a’

-x*)’
. X
Luego: x=asend,dx =acoséd,~a*—x* =acosé, ademas:senéd =—
a

J~ xdx ja senzeacosede_J-ﬁ{senzepesﬁde_jsenzede
(acos@)3 ) A esBoos?e ! cos’o
:J-(l—cosze)de —_[de jseczede Ide rgf-60+c

cos’ @ I cos’ @

a
De la figura se tiene: a?—x2
X . X X
Pero:7gf =———, ademas:send=—y @ =arcsen—
va-x? a a
X X
Luego:7gf -0 +C=———=—arcsen—+c
a’ —x° a
x2dx X X
Respuesta:j = —arcsen—+c
\/(az —X2)3 \/&2 _x? a

dx
6.5.-Encontrar; | ——
'[ x*4/9— x?

Solucion.-

Iz\/g X_'[ 2\/32

Luego: x =3sen@,dx =3cos#dd,+3° —x* =3cosb, ademés:senezg

. la forma es:a® — x?

j I 3s6s0d0 :ljd_‘gzzljcosec20d0=—100799+0
Fsen’03cosd 97'sen’d 9 9

i

De la figura se tiene: 9-x?



NS 1 9-x?
X 9x

Pero:corgé = , luego: 5007g¢9+c:— +C
2
Respuestaf =— 9-X +cC
X \/9 X2 9x
x2dx
6.6.-Encontrar:
J. [9_X2

Solucién.-
x2dx
I Jo—x =] V3 -

Luego: x =3sen @, dx :300319d6?,\/32 —x* =3cosé, ademas:senéd :g

xdx

. laforma es:a® —x?

Usaremos la misma figura anterior, luego:
2 2 _
I x2dx _J»3 sen eﬁeesﬁdﬁzgj-senzedezgj-(l cos 260)do
V32— 2

3cos0

—IQ——JCOSZ@d@:ge—gsen29+c=29—923en9c030+c
2 2 2 4 2 4

g2
:%9—%sen0cosﬁ+c, de la figura se tiene que:senﬁzg,cosez 9-X

X .
@ =arcsen 3’ luego es equivalente:

/ 2 2
X_9XNI-X +c:g arcsen>— 9-X +C
3 3 2 3 9

9
=—arcsen————
2 3 4

oo xfdx 9 X A9-x?
Respuesta.j = |arcsenz— +C

V9 X2 9
6.7.-Encontrar: I\/xz — 4dx

Solucion.-

J.\/x2 — 4dx :J‘\/x2 —2%dx, la forma es: x* —a*
Luego: x = 2secd, dx = 2secHrghd o,/ x> — 2> = 2rgf, ademas: secd =§

I\/xz —2%dx = jzrgezsecergade = 4_[secergzed6’ = 4Isec9(sec2 0-1)do
= 4_[sec3 6?d6?—4_|'se06d9

sec Hrgé?

Se sabe que:jsec30d9_ —(77|sec6’+rgt9|+c luego lo anterior es

equivalente a:



= 4(%sec9r90+%£n|sec0+rg¢9|j—4£77|sec9+rg<9|+c

=2secOrgl+2(n|secd+1g6|—4ln|secd+rgo|+c
=2secOrgf—2(n|secO+7rg6|+c
X VX2 =2
De la figura se tiene: A
2

2 —
sec9— gH—XTA', luego:

W SR

= ———2(77 2 ‘

Zz
/ 2

=u—2£n‘x+\/x2—4‘—2£772+c

Respuesta: j\/x —4dx ‘ —2677‘X+\/x - ‘+c

x2dx

Vx?-16

X+~/X° -4

2

—2(77 +C

6.8.-Encontrar:j

Solucion.-

,[ x“dx _,[ x“dx
X -16 X -4

Luego: x = 4sect, dx = 4sectzgtdt,«/x* — 4% = 4rgt , ademas: sect :2

I x2dx _[4 sec t(/fsect/g‘(dt)
VX2 —4?

= 1663ectrgt + %hﬂsect +7gt|+ cj =8sectrgt +8(n|sect + rgt|+c

X Vx?-16
De la figura se tiene:
4

v 16 .
sect=—,7gt == luego equivale a:
2
X VX218 X 16 +80n
4 4 2
=§ x2—16+8£77‘x\/x2—16‘—86774+c:§\/x2—16+8£77‘x\/x2—16‘+c

,la forma es: x* —a*

= 16J sec® tdt

Xy x? —16 e
4




x%dx
Respuesta;j _—— X% — 6+8€77‘x\/x -16 ‘+c

6.9.- Encontrarj

X\/X -1

Solucioén.-

X dx
j = I : . la forma es: x* —a?

Luego: X = sect, dx = sectrgtdt,/x* —1° = rgt, ademas:

J— et -t

X Ixt-1

De la figura se tiene:
Dado que:sect =x =t =arcsecx, luego:
t+c=arcsecx+c

dx
Xy x% -1
6.10.-Encontrar:j d

(V4x? —24x+27)°

Respuesta:j =arcsecx+c

Solucion.-
dx dx

dx
I(m '[\/4(x ?—6x+27/)’ ! 4( X —6X+2%)

=§I o TR Se tiene:
2 3
\/(x —6X+ A)
X —6x+£=(x2—6x+_)+£—_=(x2—6x+9)+£—9
4 4 4

— (y? 9 _(y? 27/ _ 2 3/32 .. . . .
=(x —6x+9)—z—(x —6X+ A)_(x—3) —(A) , la expresion anterior equivale a:
dx 1 dx

I(\/X2—6x+2%)3 _gj.[\/(x—3)2 _(%)2}

X-3= %sect,dx = %Sethgtdt  ademas: sect = X2

3

-, siendo la forma:u® —a?*, luego:

x2—6+2%



De la figura se tiene:

X x> -16 .
sect ZZ’Tgt == luego equivale a:

1
1 I/sectrgtolt 1 1Isectdt 1 cost

[\/(x 3)? (/)} (/)rg 822 rg’t 187 sen’t

cos’t

1
sl

1 ¢ costdt 1

1 1 (sent)™ 1 1
187 (sent)? 18

I(sent) costdt=——*—+Cc=———"—+¢C
18 -1 18 (sent)

1 Xx—3
:—Ecosecuc, como: cosect = , entonces:

1/x2—6x+2%
x—3
Jx —6x+2 18 /4x —24x+27 18 Jax? —24x+2

+C

9 \/4x —24x+ 27
Respuesta;j o _ 1 X3 +C
(Nax? —24x+27)°  9+Jax? —24x+27
6.11.-Encontrar I o
(16 + x*)*

Solucion.-

3 dx
I\/(16+x ) I\/(42 +x%)*

Luego: x = 4rgt, dx = 4sec® tdt,~/4* + x* = 4sect , ademas: rgt = %

I _J-4iec tdt 1 dt2 :ij'cosztdt: 1 J»(1+c032t) it

\/(42+x ) 4*sectt sec’t 64 64

dt+— costht—iHisenZtJrc

"128 128 128 256
Como:rgt:A:t:arCTgle, sen2t=2sentcost; luego:
1L senatic=2— X 4 >, Se tiene:
128 256 \/]_6_{_ x2 \/]_64_ x2  16+X

1 1 8 1 X X
——arcrg X C=-——arcrg

>+ +—————+C
128 47 256161 X 128 4 3216+ x?)



Respuesta'j = 1 g— ;
' J@6+x%)" 128° 4 32(16+x%)

x2dx
6.12.-Encontrar: j—
(x? +100)”
Solucién.-
I x“dx _J- x2dx
(¥ +100)% < (/x* +10°)’

se tiene: x =10zgt, dt =10sec® tdt,+/x* +10° =10sect ;ademas: rgt = % , luego:

sen’t
x2dx 107 7g%t (10 sec’t)dt - rgtdt cos”t g4 _(Sen’t
J =1 g pevrall el Roventt
(x? +102)? (10% sec? t) sect cost
pesf
_@-cos’t) . o odt 3 : _ _
j st dt_jcost jcostdt—jsectdt Icostdt_€n|sect+rgt| sent+c

ComO'sect—Lﬂ2 rgt—i ademéS'sent—;
10 7 10 V100 + X2
V100 + x? X X 7100 + x? +x| X

22X ic=1p

10 10| Vx+100 T \/x2+100
y ‘\/100+x2+x‘———€ 10+c=/ ‘\/100+x +x‘

7 \/x T100 7 \/x 1100

677‘\/100+x +x‘ e
\/x 100

Nota: En los ejercicios 6.11 y 6.12 se ha omitido la figura (triangulo rectangulo).
Conviene hacerla y ubicar los datos pertinentes. En adelante se entendera que el
estudiante agregara este complemento tan importante.

=/n +C

+C

Respuesta: J' 100)/

x2dx
6.13.-Encontrar: j—z
(x? +8%)%
Solucién.-
J~ x2dx J~ x2dx
(x* +8%)" Jx? +8)?

. , X
se tiene: x =8rgt, dt =8sec’ tdt , v/x* +8° =8sect ademas: rgt =3 luego:

J~ x*dx J‘)‘?{Tg t(g{;ec?/)dt_jfg dt = Isectdt—jcostdt

(VX2 +8) 2 sec? t



m X

=/{n|sect+rgt|—sent+c, como:sect =——— —,sent:—
| | 8 VX% +64

Se tiene como expresion equivalente:

VX2 +64 X X |\/x2+64+x| X
=In|——+—|————=+C=(7p - +C
8 8 x/x2+64 ‘ 8 ‘ Jx? +64

_ﬁn‘\/x +64+x‘ +cC

x+6

ﬁn‘\/x +64+x‘ +C

Respuesta: j
X* +64

82)/

\/32+x )¢

Solucion.- se tiene: x = 3rgt, dx = 3sec* tdt, +/3° + x* =3sect, ademas:

6.14.-Encontrar: I

X
t=2

gt=2

I o Iéﬁeﬁ/dt 1o ijcosztdt:it+ij'cos2tdt
32+x 3" +sec” t sec’t 27 54 54

:it+isen2t+c —it+i23entcost+c:it+isentcost+c
54 108 54

ComO'rgt—ijt—arCTg5 ademas:sent = —— cost = ——>
3 ’ \/9+x2 , NCES'S
! ~arcrg~ 3 _1 arcrgas—2X 4
54 3 54~/9+x ~/9+x 54 3 18(9+x)

X

dx 1
iy 54" TgE 1809+ X))

dx
6.15.-Encontrar: | ———
I\/ x> —4x+13

Solucién.- Completando cuadrados se tiene:
X —4Xx+13=(x*—4x+_)+13—  =(xX*—4x+4)+13-4=(x-2)"+3

Se tiene: x—2 = 3rgt, dx = 3sec’ tdt , +/3? + x* = 3sect
J(x=2)? + 3% =/x? —4x+13 = 3sect,

Respuesta: j

Sea: x—2 =3rgt,dx = 3sec’ tdt ;ademas: rgt = %2 , luego:

_J,Z/sec tat Isectdt (nsect+zgt|+c

I\/(x 2)? + 3



De la figura se tiene:

VX2 —4x+13

sect = rgt—x_2 luego:
3 ' 3’ ' 3

:gﬂ%\/xz_gm*' X;2%+C=€U§W+(X_Z)%+c

:ﬁn‘\/xz —4x+13+(x—2)‘+c
dx
Respuesta: —:ﬁn‘\/xz —4x+13+(x—2)‘+c
Ix/x2—4x+13

6.16.-Encontrar: j\/1+ 4x%dx
Solucion.-

J\/l+ 4x*dx :I 17 + (2x)*dx
Se tiene: 2x = rgt, 2dx = sec’ tdt = dx = %sec2 tdt , Ademas: rgt = %
j 12 +(2x)%dx = Jﬂ/lz +79°t %sec2 dt =%_|'sectsec2 tdt = %jsec3 tdt

:%sectrgt +%£77|sectrgt| +c,

2
De la figura se tiene: V1 + 4x 2x
V1+4x®
1 /6)

sect =
=%\/1+ e 2x+%£n‘x/1+ e
Respuesta: 'f\/1+ Ax*dx = %\/1+ 4x? 2x+%€n‘\/l+ 4x*

, TQt =2X

+2X+C

+2X+C

EJERCICIOS PROPUESTOS:

Utilizando esencialmente la técnica de sustitucion por variables trigonométricas,
encontrar las integrales siguientes:

6.17.- [4-x’ 6.18.-

dx
6.19.-J'm

dx
Ja?-x?



6.20.- jx —

X/ x2 -9
x%dx

V1-x2

dx
xv4x% —16
6.32.-I\/a—x2dx

6.23.-]

6.26.-j

6.29.-]

dx
6.35.-| ——
IXZ\/X2+9
6.38.-jx2\/5—x2dx
dx
6.41.- | ————
IXZ [X2+a2

dx
6.44.- [ ——
J.Xz /az_xz
2
6.47 .- j —“ 100

\/X +a’

dx

6.50.- j dx

6.53.-Im

(x+1)dx

4 - x
/- (x —1)°

x*dx

\/21+4x x?

6.56.-]

6.59.- j

6.62.- j

6.65.-j

(x 1)V x2 —3X+2

(x—1)dx

Vx?—4x+3

6.68.-]

6.21.-]

dx
dx
XN x? =2

x3dx

V2 —x?

2
6.30.- VXL

X
6.33.-Ix/a2 — x%dx

6.24.-]

6.27.-j

6.36.-]

dx
\5-4x?
6.39.- [
. I X*x?+3

6.42.- jm

6.45.- [~ XX =5 ix

dx
6.48.- j RN

6.51.- xdx

Va2 —x?

xdx

dx
\J2-5x?
x2dx
V2x—x*

dx

6.54.-I

6.57.-]

6.60.-I

6.63.-j

6.66.-j

Xdx
VX2 =2x+5

dx
Vx?-2x-8

6.69.-]

(x* —2x+5)"

6.22.-j

dx
Jx?-a’
dx
Xv1+ x?
2
6.28.- | 4d“xx_9x

6.25.-_[

dx
6.31.-| N
x2dx
Vx® +a?
x%dx

6.40.-'|'x3\/a2x2 +b%dx
6.43.-'|'x3\/a2x2 —b?dx

x3dx

\J3x* -5
dx
Xv9—x?
dx

V1-4x?
dx
x\/a +x2

x)/
x2dx

V17 = X2

(2x+1)dx

J@Ax* =2x+1)°

(x+21)dx

V2x—x?

xdx

VX2 +4x+5

6.34.-j

6.37.-j

6.46.-_[

6.49.-j

6.52.-j
6.55.-j

658j

6.61.-j

6.64.-[

6.67.-[

6.70.-j



RESPUESTAS
6.17.-I\/4—x2

Solucioén.- 2

2
Se tiene:x=2sen@,dx =2c0s8dO , 4+ x> =2cos b 4-X

I\/4—x2 :.|'2cosé?2cos(9d¢9:4.|'cos2 0d0 =260+sen20+c=20+2senfcoséd+c

/ _ 2
=2arcsen§+HTx+c

6.18.-J'L
Ja?-x?
Solucidn.- se tiene: x =asend,dx =acosfdé ,+/a> — x> =acosé

J' d :'[dez d9:¢9+c:arcsen5+c
acosd a

6.19- J‘X +a’

Solucién.- se tiene: x = argé, dx = asec’ 4d@ ,\/x* +a’ =asecd

_I,a(;ec/dg 1Id9=l

1 X
—f+c=—arctg—+cC
a a a

IX +a’ _I(\/x 2+a?)?

620]

x? —a? X
Solucion.- X

—a
Se tiene: x = asecd, dx = asecArghdd ,\/x* —a*> =argd

_ (AsecOzg0d0 1secodg 1
Ix = J‘ _I ra70 i R jcosec&d@

X a
:—577 cosecd —corgd €77| - +C
a | | ‘\/ 2_g2 \/Xz_az‘

1 X—a 1 (x—a)* 1 X—a

a n,/XZ_aZ R M= | T 2a ke

dx
6.21.- | ——
I IX2+a2

Solucion.- X2+ a?



Se tiene: x = argd, dx = asec’ 4d@ ,\/x* +a’ = asecd
I dx _I,a(sec 0do
X +a’ asect
VX +a’ X

a a

—{+c="In

_Isecede (nlsecO+7g6|+c

\/X +a’ +x
a

=In +c:£n‘x+ x> +a’

:En‘x+ X’ +a’|+c

dx
6.22.-Im

Solucioén.-

Se tiene: x = asecd, dx = asecHrgdda ,\x* +a* =argd

I I,a(secze/@lm'e:.[secgdérz677|secﬁ+rg@|+0

arg0

2 2 /2 2
:€n1+ X -a +c:€nu+c:£n‘x+ x*—a’
a a
dx
6.23.-
J.x\/x2—9

Solucién.-
Se tiene: x =3secd, dx =3secHrgdda ,\/x* —9 = 3rgo

IXF Iﬁsec/B/g'é 3
6.24.-Ixm

Solucion.-

Se tiene: x =~/2secd, dx =~/2secrgod o, v x? =2 =/2rg6
¢ dx Imﬂm 2149 Vg, N2
Mf/gﬁ 2 2

625I

Xv/1+ X2

Solucion.-

—f/na+c

+C

2

+C=——arcsec—X+c¢
2 2

1+ X

X

—a



Se tiene: x = rg#, dx =sec’ 8dO , 1+ x* =secd
I dx _jseczede _J do

i jcosecede = (17|cosecd—corgh|+c

x1+x2 ° rg0secd Jsen

1+x* 1 1+x* -1
=In St e e Y

X

2

6.26.- X

\J1-x2
Solucion.- 1

1-x2
Se tiene: x =sen@,dx = cosfd,\1-x* =cosd

2d 20 cos9do
I\/);_zzzfsenm :Isenzedaz

:le—lsen0c030+c: aresenXx X h—x? +c
2 2 2

x3dx
6.27.-
Solucion.-

V2 -x?

l6?—£sen26'+c
2 4

Se tiene:x=\/§sen9,dx=\/§c056?d9,x/2—x2 :\/Ecose

3 3 3
I\/X dX2 :jzﬁsegﬁc@de :Zﬁjsen39d6:2ﬁ(—cose+coz 9)+c
2—X %
J2-x2 (2-x*)° (2-x*)W2-x*
=24J2(~ C=—2(2-x c
V2( 7 - 32) )+ ( )+ 3 -
2
6.28.-j—d“x_9x
X
Solucién.-

Se tiene: x =3secd, dx = 3secHrghd o ,\x* —9 =379l
I\/xz -9 3rg63sechrgodo
dx:J.
X 3secO

:C’ajsec2 0d9—3jd0:3rge—39+c:x/x2 —9—3arcsec§+c

zsjrgzedezsj(secze—l)de



dx
6.29.- | ——
Ix\/4x2 -16

Solucion.-

2
Se tiene:gzsecﬁ,dx =2secHrgade ,f%—l =706

/eeer/de 1
j\/i_ 4]\/71 4] jde— 6+c
1
— Zarcsec X+ ¢
4 2
2
6.30.-j—d“xx+1x
Solucion.- x2 41 y
Se tiene: x = rg@,dx =sec’ 8dG , v x* +1 =secd 1
2
jx/x +1dX_J~secesec 0do J- do fﬂ‘fg€+ ¢ o bien
X rgé’ cos’dsend 2
= (1|cosecd - c0rge| +c=/ %'XXJF 1
=
/2
=€77X;1_1+x/x2+1+c
X
dx
6.3l.-| ———
oy e
Solucién.- 2

4-—x*

Se tiene:x=2sen@,dx =2cos0d@, v4—x* =2cosd

dx 2¢co50do ) 1

= cosec-fd@ =——corgfd+c

szﬂ -[4sen 2920050 -[ 4079

NIEe
T ax e
6.32.-I\/a—x2dx
Solucion.- \/a_

Vva-x?



Se tiene: x:\/gsené’,dx:\/acosede,\/a— 2 :\/acose
I\/a—xzdx:f\/gcosex/gcosedez ajcos2 6do

a. a a X X
50+Esenﬁcose+c:Earcsen—+5\/a2 —-x*+cC

Ja
6.33.-Ix/a2 — x%dx

Solucioén.-
Se tiene:x =asend,dx =acosfdé,\a*—x* =acosd

I\/az —xzdx=_[acos€acos€d6’:azj'cos2 6do

2 2 2
2 9+2 senbcoso+c=LarcsenX+ X Jal—x? +c
2 2 2 a 2
2
6_34._J'X—dx
VX% +a?
Solucion.-
x? + a?’
Se tiene‘x—arg@ dx = asec’0d@ /x> +a’ =asecd
2 Zz
I _Ia 7920 4 sec 0do _ . Irgzeseceda . jsen 6? do
N asect

COosS

I(l cos” e)de a Isecgé’de—azjsecade
cos®

(secerga 1

Zn|se06'+rge|] a’(nlsecd+rgl|+c
a’ a’ )
:7secﬁr90+?€n|sec¢9+rg0| —a’lnlsecd+rgl|+c

2 2

:a?secargé’—a?ﬁn|sec9+rge|+c

vx2+a® x
=~ +%0+c
a

a

Zx+ax a

"2 A A 2
6.35.-I—X
x2Ux?+9

Solucion.-

[y2 2 2
:%—%En‘vxz +a’ +x‘+c

X%+ 9



Se tiene: x =3rg6, dx = 3sec’ 8d ,\/ x> +9 =3secd

Z
I dx =I Zszec 0do :ijsecidezif cos® ., 1 .
x\[x*+9 7 9rg*03secd 9’ 79’0 9

sen’d 9senéd
VX249

=— +c
9x

dx
6.36.-]m

Solucioén.-

Se tiene: x:\/%sene,dx:J%cosﬁd@,J(%)2 X’ :%cose

I I Wde

6’+c

=%arcsen 5 +Cc= arcsen\z/g +C
V%
2
6.37-[ X%
(4-x°)"
Solucion.-
2
X
4-x*

Se tiene: x =2sen®d,dx =2cosOdd ,\4—x* =2cos O

I X2dx/ =J x2dx :J‘A/S(-Z'n; HZzpesﬁdH =IT929d9=I(SeC29—1)d9
4-x" 7 J@a-xy cos” @
X X
=790-0+c= —arcsen—+c¢
IS
6.38.- [ x\/5— x"dx
Solucién.-

Se tiene: x =/5sen @, dx = /5 cos0d@ , /5 x* =/5cos 6
IXZ\/5—X2dX :_[Ssen2 0/5 cos O-/5 cos 6d O = 25Isen2 6 cos? 9d9=§jsen2 260d6

zéj‘(l—cosw)d@—%Q—gsenwm—%9——(23en20c0320)+c

:§0—§[25en000520(cos #—-sen 6’)]+c
8 32



:§¢9—§[sen9cos 0-sen’0cosd) |+c
16

8
e 233 3. e 2
=— arcseni—x( 5-X) +X S X +C
J5 25 25
dx

6.39.- | ———

J.x“\/x2+3
Solucioén.- x2 1 3 )

J3

Se tiene: x =+/37g0, dx =/3sec? 8d@ , /x> +3 =/3sec

ax 1
J.x“\/x2+3 _J.9rg“6?)g§ecﬁ 9

)gseczede 1J—sec€)d49_1 cos® 6do 1J-(1 sen®d)cosfdé

rg'0 97 sen‘s sen*d
2 2 $
:ljcoside—ljcosgzde:—icosec30+1cosec9+c:\/X +3—[\/X +3J +C
sen"d 97 sen“d 27 9 ox 3x
6.40.-jx3\/a2x2 +b%dx
Solucién.-

Se tiene: ax = brg#, adx = bsec® 8d@ ,v/a’x* +b* =bsecd
Ix Ja’x? +b’dx = .|' rg39bsec0bsec Hde_—jrg%sec 6dé

:—Lljrgzesec2 Orgfsecodeo :—4J(secz 0 —1)sec’ OrgfsecHdd

b®>sec®d b°®sec’d
+c

:—Isec Hrgeseceda——jsec z‘)rgesec@de— +—
5 a3
| Watx®+b?)  (Valxt+b’)’ (@*x* +b )4 (ax? +b?)’*b?
:—4 5 + 3 +C: 2 - 4 +C
a 5b 3b 5a 3a

dx

Solucion.- >

Se tiene: x = argd,dx = asec’ 0dd , /x> +a* = asecd



| | Asec?odo 1 Jsecede_ifcosedede
2\/X T ) airg’0A secO 7920  a?’ sen?d
:—jcwgecosecé?de:—COS?CQ+C:—i x*+a’+c
a a’x

6.42.- j—

(x> +a%)*
Solucion.-

x*+a’

Se tiene: x = argd,dx = asec’ d9 ,\/x* +a’ = asecd

KMdH:%Icoszedﬁz 1, 1sen20

X
I(Xz +a2)2 _J(\/X2+a2)4 _J a/( Sec/(e 2a3 2a3 2

1 1 Zsenécoso 1 x 1 X a
= 0+ +C=_—Zarctg—+ +C
2a a 2

2a°  2a’ Z a’ | Jx? +a? Jx2 +a’
L —arcrg— Xp L& e
2 3 a 2a’ VX% + a2

6.43.-jx3\/a2x2 —b%dx

Solucion.-
Se tiene: ax =bsecd, adx =bsecHrgada ,~a’x* —b* =brgh

3 5
Ix3\/a2x2 —b?dx :J'%sec?’ ebrgegsecergede :%J'sec4 0rg°6deo
5 5 5
= %Isec“ O(sec’ 0-1)d0 = %Isec“ @sec’ ede—%jsecz @sec’ 0do
‘b—sf(1+ 20): sec? 040 — [ (1+ rg?0) sec? 6o
= 7Q°0)° sec aAI(+rg )sec
b°® b°
:?j(u 279%0+79°0) sec? HdH—?J. (1+79%0)sec® 0d0

5 5 3 5
_br J'rgzé’sec <9d6?+jrg493ec 9d9] 2 [Tg 0+M}+c

a 3 5
B 3 5
b®| 1( Va?x? —b? 1( Va?*x? —b?
23 b 517 b e

) dx

Solucion.-



Se tiene:x=asend,dx =acosodé , \/az—x2 =acosé
J‘ J- /a,GCS/dQ
2\/a a’sen’facosd

1 cosé 1[ az—xz]
=——= +C=—— +c

jcosec ede_—i00rg¢9+c
a’

a’sené a’ X

\J2x? -5
X

Solucion.-

Se tiene:+/2x =~/5secd,+/2dx = \/gsecergedé? A2X2 =5 = JErge
I X - dx:j :\/g.[rgzedezx/gj‘seczﬁde—\/gj'de

6.45.- j dx

X
ﬁ co
=\/§Tgt9—\/§9+c=x/2x2—5—\/§arcsec,/%x+c
3
6.46.- [ X“dx
\J3x2 -5
Solucion.-

Se tiene:~/3x =~/5secd,+/3dx = «/_secﬁrgede V3x? -5 =+/5rg6
Cx (\/7$ecé)) 2 sece/gﬁde 5\/‘

I — \/73/g€ Isec ade
:ﬁjseczHsec2Hd9=¥fseczﬁ(l+fgzg)d9
:%Useczedwrfsecz9rgz¢9dt9} S\f{ g@+ 3 j|+C

= g[\/3x2 -5 +(—‘3X125_5)3] +C
\Vx*-100

Solucién.-
Se tiene: x =10secd, dx =10secHrghdé ,/x* =100 =107 g8

I@dx:jlorgﬁﬁrgedﬁ :1OIrgZHd9=1OISEC2 9—10_[d9

=10(zgf-6) +c=~/%? —100—10arcsen%+c

6.47.- j dx




dx
6.48.- NN

PO X
Solucion. 22
V2
Se tiene: x =~/2secd, dx =2 secOrgod o, v x? =2 =~/2rg6
do 2 _
j jﬁ&(/gé jcos@de—lsen9+c—1 X 2+c
Zseczeﬁ/ 2 2 X
X2 -2
= +C
2X
dx
6.49.- | ——
jx\/9—x2
3

Solucion.-

Se tiene: x =3send,dx =3cosddd ,9—x* =3cosd

3ceshdo
Ing X2 _-[3sen¢93203/

3—V9 x?

=%jcosec0d9 =%£77|cosec6'—c0rg¢9|+c

——E
3

\/X +a’

6.50.- j dx

Solu0|on.- X +

Se tiene: x = argd, dx = asec’ #d@ ,/x* +a* =asecd
2 2

I\/x +a dxzjasecé?
X Arg0

I(l+ 79 e)sece

déo

sec® 6d 2] sec? fsecd
=af

A sec’0d6 = af 30
T

Jsec 0+ ajsecergede

/2 2
$+\/X2+a2 +C

aln|cosecd—corgl|+asecd+c=alny




xdx

Solucioén.-
Se tiene:x =asend,dx =acosfdéd ,\a>*—x* =acosd

Iaseneﬁ'ws/dg):ajsen&dez—acose+c:—\/a2—X2 +C

6.51.-]

I\/a

6.52.-j

\/1—4x2

Solucioén.-
Se tiene:2x=sen@,2dx =cosOdO , \1-4x> =cosd

j\/m _jpes/
6.53.-Im

Solucién.-
Se tiene: x = 2rg@,dx = 2sec’ 8d G, 4+ x* = 2secd
IZsec 0do

dg== .[dé’——6’+c—larcsen2x+c
2 2

_Isecede (n|secO+7rg6|+c= 677‘\/4+x +x‘

v

6.54.- [ xdx

Va+x?

Solucién.-
Se tiene: x = 2796, dx = 2sec* 0d 9,4+ x* = 2secd

xdx ngH,Zsec fdo 2
= =2|rgfsecOdd =2sechd+c=~4+Xx° +cC
I\/4+x ‘[ 2secd '[
dx
6.55.- | ——
Ix\/a2+x2 .
Solucién.- a‘ + x

Se tiene: x = argd,dx = asec’ #d@ ,~/a> + x> = asecd

dx A sec” 6d0 sec6dg 1
) 6do
jxm jargﬁg,sec/ f 00 jcosec
2 2 2 7
=1€77|cosec6’—corg¢9|+c:1g,7 m_g +C=1£U@ e
a X X a X
6.56.- [ U

Ja—x2

Solucion.-



Se tiene:x=2sen@,dx =2cos0dO,4—x* =2cosd
I(x+1)dx_j xdx I dx _J-ZSen,Z,e@s/dH I,Z,ees/de
\/4—x \/ \/

sten0d9+jd¢9:—2cose+<9+c:—\/4—x2 +arcsen§+c

6.57.- | o

\J2-5x?
Solucién.-
Se tiene: /6x =v2send,+/5dx = 2 cos8d@ , /2 —5x% = /2 cos @

)Zpes/de
I I :£Id6—£0+c—£arcsen %x+c
x/2 5x2 5
6.58.-| ———
Solumon.-
a?—x

Se tiene:x=asend,dx =acosddd,va’ — x> =acosd

I,a(pes/dé’ .[seczede:%rgeﬂ:

a/‘ COSK

ax
I(aZ_XZ)% _I(\/az

X
= +C

a’\a?—x?
6.59.-]L
4= (x-1)?

Solucién.-
Se tiene: x—1=2sen@,dx =2c0s0d@ ,/4—(x—1)* =2cosd

_I,Z,eos/de jd9=9+c:arcse x-1

n——+¢C
2

I J4- (x 1)?

x2dx
V2x - x?
Solucion.-
Se tiene:x—1=sen@= x=send+1,dx =cosfdé ,/1- (x—1)* =cosd
Completando cuadrados se tiene:
2X—x? =—(x*=2X) =—(x* =2x+1) +1=1—(x-1)?, luego:

x2dx x2dx _I(sen9+1)2;esﬁde

I\/2x—x _I\/l (x—1)* cosO

6.60.-]

:J(sen9+1)2d9




:jsenz9d9+2_[sen9d<9+]d9:%jde—%jcoszedwrsten9d9+_[d9

:Ejd0—3100320d0+2_[sen49d6?:Ee—lsen20—200549+c
2 2 2 4

:249—%sen6?cos'9—200519+c:garcsen(x—l)—%(x—l)\/ZX—x2 —2J2x—x? +¢c

x2dx

V17 = X2

Solucion.-

Se tiene: x=+17sen6,dx =17 cos8d@, V17 —x2 =~/17 cos@

6.61.-]

[ xdx —j”seng OSGd‘g=17jsen2ede:ﬂjde—ﬂjcoszeda
V17— %2 050 2 2
:EH—Esen29+c_EH—Esenecosew

2 4 2 2

17 X V17 — X2 X 1
=—arcsen arcsen—— XA17 = X? +¢C
2 N 2% )/ﬁ 17 2

2
6.62.-[—
21+ 4x— X2

Solucioén.-

Se tiene:x-2=5send = x=5send+2,dx=5c0sddG, /5" —(x—2)> =5c0s4
Completando cuadrados se tiene:
21+ 4x—x? =—(x2—4x+4 4)+21=—(x* —4x+4)+25=5"—(x—2)?, luego:

Xdx _ (5senf+2) 5@@3/(19
1-cos 26
= [(25sen® 6+ 20sen 0 +4)do = 25j—de+2ojsened0+4jda

—jd9—7j0052¢9d9+20_[sen9d9_§9—§sen29 20cos@+40 +c

=3—;9—§sen9cos€ 20cos@+c

33 x—2_§x—2£\/21+4x—x2J_Zo(x/21+4x—x2]+c

=—arcsen

2 5 2 5 5 5
:3—23arcsenXT2—\/21 4x—X (TZ+4)+C
:3—23arcsenXT2—\/21 4X—X (T) +C



o x
—2x+5)”
Solu0|on.-

663]

x?P-2x+5

Se tiene: x—1=27g#,dx = 2sec’ AdO , /(x—1)* +2° =2sech

Completando cuadrados se tiene:

X* —2X+5=(x? —2x+1)+5—1= (x> =2x+1)+4=(x-1)%+2°, luego:
2sec’dde 1

j(x —2x+5)/ I/(X 1+ 22 I23sec30

x—1
"4 x> —2x+5
6.64.-] (2x+1)dx

J@Ax* =2x+1)° \/
—

Solucion.-
Sea:u =4x* —2x+1,du = (8x— 2)dx

_[ s&dﬁ—zsen0+c

+

e LB NER J (3 -3/
Setlene.x—Z:Trge,dx:Tsec fda, (x—%) +( 4): 4se09

Completando cuadrados se tiene'

» 11 . 1 101 1 o1, 3 1, 3, _
X —Ex+z_(x 2 ) 4 16 (x ) (x 4) +(4) , luego:
J~ (2x+1)dx J- (8x+4)dx .[ (8x 2+ 6)dx

J@x2-2x+1)° 47 J@dx*-2x+1)° 47 J(4x*-2x+1)°

:l R 31
I(u)/ 2'[\/4(X —}/X+}/) 4J.(U) U+2
~“sec’ 6do

:_J- (8x—2)dx +_J-
47 J(4x* -2x+1)° 2 «/ 2—2x+1)3
dx
BI\/(XZ—%X+%)3
J3
1 dx 3
:—I(u)/du+—.|. :—_[(u)/du+ I4—
* \/{(x y) +(*/_/)} 10 (\fS»GCH)3




%
:lj(u)’%du+_[ 49 _1 U” L send+c———1 +send+c
4 secd 4(_%) 2u’

}/ 4x -2 te
2\/4X -2x+1 \/x —yx+}/ 4,/x2—%x+%

6.65.-j

dx
(Xx—1)Vx* =3x+2

Solucion.-

3
X —_
A VX2 =3x+2

P!

Se tiene: X—E:%secé’:x 1——(se00+1) dx—%secﬁrgede

V=39 + (2" = Y rg0

Completando cuadrados se tiene:

2 _ 3+ Lo 23y Ly .
X®—=3x+2=(x 3x+4) 4_(x 2) (2) , luego:
j }/sece/gﬁdﬁ
(x— 1)\/x “ax+2 (X ) /(X & ) y(sec9+1)%

:.f secddd J- secddéd J-sece(seca—l)dezzjsec ede_zjsecede

1) (seco+1) (secO+1) sec? -1 79%0 79%0
_ZIcoseCZHde ZIM:—200190+2003ec0+c
sen @

5 % X— / _ 2x-4
\/x2—3x+2 \/x —3x+2 \/x2—3x+2

6.66.- x|
VX2 =2x+5
Solucion.-
Se tiene: x—1=27rg0,dx = 2sec’ dQ, /(x—1)* +(2)* =2secd
Completando cuadrados se tiene:
X? =2X+5=(X*-2x+1) +4 = (x-1)* - 2%, luego:

+C




f —f I(ngt9+1),2(secz 0do
\/x —2x+5  ° \J(x— 1) -2? 2secd

= 2]rg93ec¢9d<9+jsec9d9 =2sec@+(nlsecO+7g6|+c

/ 2
:\/x2—2x+5+én‘ X _2X;5+X_1%+c
(x+2)dx

\V2x—x?

Solucién.-

Se tiene:x-1=sen@= x+1=send+2,dx=cosfdé, [1-(x—-1)* =cosd

Completando cuadrados se tiene:

2X—X? ==(xX* =2X) = —(X* = 2x+1-1) = —(x* = 2x+1) +1=1-(x-1)°, luego:

I(x+1)dx _J- (x+1)dx :J-(sen¢9+2)c030d0
J2x—x? \/ —(x-1)° cosé

=—C0S6+20+C=—/2x—x* +2arcsen(x—-1)+c

6.68.-] (x—=1)dx

VX*—4x+3

Solucion.-

Se tiene: x—2=secd = x—1=secH+1,dx=secdrgdda, \/(x—2)* -1=1rgl
Completando cuadrados se tiene:
X —4x+3=x"—4x+4-1=(x-2)* -1, luego:

f (x—1)dx :f (x —1)dx :J.(sec9+1)sec6;g€d9
I —ax+3 7 J(x-2)° -1 g6

=Isec ¢9d9+jsec9d¢9=rg6?+£77|sec9+rge|+c
=\/x2—4x+3+£n‘x—2+\/x2—4x+3‘+c

6.69.-]

6.67.-]

:J'sened9+2jd9

dx
VX2 -2x-8

Solucioén.-

Se tiene: x—1=3secd,dx = 3secOrgdda, /(x—-1)*-3* =3rgo
Completando cuadrados se tiene:
X —2Xx—8=x*-2x+1-9=(x-1)*-3%, luego:

Asecd zg0do = [secod6 = rnsec+rgo|+c

j\/x —2X— B_I\/(x 1)° 32_'[ 3rg0
=£77|X_1+ X _32)(_ §+c=€n‘x—l+\/x2—2x—8‘+c

\ 3




6.70.- [ __xx
Vx?+4x+5
Solucion.-
Se tiene: x+2 =706, dx =sec’ 8d@, /(x+2)* +1* =secd
Completando cuadrados se tiene:
X* +4x+5= (X’ +4x+4)+1=(x+2)* +1?, luego:

(rg6 —2)sec? 6d6 J-
_I = rgé)seceda—z_[secede
;ecﬁ

I\/x +4X+5 I\/(x+2) 2417
:se09—2€77|se049+rg6’|+c:\/xz+4x+5—2€77‘\/x2+4x+5+x+2‘+c





