Ejercicio 1.- Calificacion maxima: 2,5 puntos.

x =1 X =y
Se considera la recta r definida por <y =1 y la recta s definida por 1 y=p-1. Halla la
z=A-2 z=-1

ecuacion de la recta perpendicular cominary s.

Ejercicio 2- Calificacion maxima: 2,5 puntos.
x+y=2

vg=0" la recta s que pasa por los puntos A =(2,1,0)
y+tz=

Considera la recta r definida por r :{
y B=(1,0,-1).
a) (1 punto). Estudia la posicién relativa de ambas rectas.

b) (1,5 puntos) Determina un punto C de la recta r tal que los segmentos CA y CB sean
perpendiculares.

Ejercicio 3.- Calificacion maxima: 2 puntos.
a) (1 punto). Hallar la distancia desde el punto P =(1,3,-2) a la recta:

X =2+3A
riqy=-1+A.
z=1-2A
b) (1 punto). Calcular la distancia entre las rectas de ecuaciones:
3x-y=-1 y-2 _z-3
: s=Ex-2=1—="-1%,
" {7x —z=-4" 3 4

Ejercicio 4.- Calificacion maxima: 3 puntos.

Dado el plano m=x+3y +z =4, se pide:

a) (1 punto). Calcular el punto simétrico P del punto O =(0,0,0) respecto del plano m.
b) (1 punto). Calcular el coseno del dngulo o que forman el plano T y el plano x =0.

c) (1 punto). Calcular el volumen del fetraedro T determinado por el plano 7 y los planos x =0,
y=0,z=0.




SOLUCIONES
Ejercicio B. 1

x=1 X=H
Se considera la recta r definida por 1 y=1  ylarectas definida por { y=p-1. Halla la
z=A-2 =-1

ecuacién de la recta perpendicular cominarys.

Pues estd fenomenal esto de que nos den en paramétricas la ecuacion de la recta. Asi
resulta sencillo identificar un punto y un vector director de cada una de ellas:

P@1,-2 P(0,0,-1 S
r= _"(” ) ; s= _"(" ) : PP =(12-1)
d =(0,0,1) d, =(110)
0 Vector director de la recta t perpendiculararyas:
iy ok
d =d xd =(0,0,1)x(1,1,0)=|0 0 1|=(-11,0)
110
0 Ecuacion del plano a que contienearyat:
Pa :Pr(llll—z) O _1 X_1
a={i=d =(0,01) =a=0 1 y-1=0=0a=-y+l-x+1=0=a=-x-y+2=0
v =d =(-11,0) 1 0 z+2
o Ecuacion del plano B que contieneasyat:
F, =F(0.0,-1) 1 -1 x
B={i=d =(110) =B=l 1 y |=0=PB=z+l+z+1=0=p=2z+1=0
v=d =(-110) 0 0 z+1

0 Laecuacion de la recta t perpendicular ar y a s es la interseccién de los dos planos:

-x-y+2=0

24120 (2,5 puntos)

T=0(ﬂ[3:>TE{

Nota.- Este procedimiento de resolucion es vdlido tanto si las rectas se cortan como si se
cruzan.

Ejercicio B.2
x+y=2

v720 " la recta s que pasa por los puntos
y+tz=

Considera la recta r definida por r :{
A=(210)yB=(10,-1).
a) (1 punto). Estudia la posicién relativa de ambas rectas.

b) (1,5 puntos) Determina un punto C de la recta r tal que los segmentos CA y CB sean
perpendiculares.



a) Necesitamos unos cuantos elementos para estudiar la posicion relativa entre ry s:

0 Puntoder:Para y=0, seobtiene P(2,0,0)

j k
o Vector director de r: ar =(1,1,0)x(0,1,1) = 1 0|=(,-11)
11

O = -

o Vector director de s: as =BA= (2,1,0)-(1,0,-1)=(1,1,1)

0 Vector queunerys: PP =(2,1,0)-(2,0,0)=(0,11)
Con todos estos “ingredientes” ya podemos “cocinar” la posicién relativa de las rectas a
través del estudio de rangos:

1 10
Mm=l-111 ; como | -

1 10

-

M

1‘=2¢O:>r'an(M)=2.Ademds, \M/\=1—1=o:»mn(m/)=2.

Por lo tanto tenemos ran(M)=2=ran(M’)= r y s se cortan.
(1 punto)

b) La situacién es similar a esta, considerando que el dngulo en C ha de ser recto:

S

Expresamos el punto COIR de forma genérica, utilizando las ecuaciones paramétricas:
C=(2+\,-A )

Calculamos los vectores CA y CB y aplicamos el criterio de perpendicularidad:
0 CA=A-C=(21,0)-(2+A,-A\) =(-\1+),-\)

0 CB=B-C=(1,0,-1)-(2+\,~A\A)=(-1-AA,-1-1)
CAOCB=CALB=0= (-A1+A\,-AN)L-1-AA,-1-A) =0 A+A2 + A+ 2 +A+A2 =0 =

=3A+3\=0=3A[{1+A\)=0=A=0 4 A=-1
0 Para A =0, se obtiene €(2,0,0).

0 Para A =-1, se obtiene C(1,1,-1).
(1,5 puntos)



Ejercicio B.3
a) (1 punto). Hallar la distancia desde el punto P =(1,3,-2) a la recta:

X =2+3A
riqy=-1+A.
z=1-2A
b) (1 punto). Calcular la distancia entre las rectas de ecuaciones:
3x-y=-1 y-2 _z-3
: s=x-2= == =
r {7x —z=-4" 3 4

a) Idea clave: La distancia entre un punto y una recta es la altura del paralelogramo

generados por los vectores ar y PP.

PP L7

Por lo tanto,

r

Area del paralelogramo = Base [altura = ‘ar X PP—P‘ = ‘ar‘ (dist(P,r) = dist(P,r) =
dist(P,r) :STI:-) = 1/% = ,/? u (1 punto)

Pk
\a x?‘=|(3,1,—2)x(—1,4,—3)|= 3 1 -2|=[(51113) =25+121+169 =315
4

-1 4 -3

4] =[(31-2) = Vo +1+4 =14

b) Idea clave: La distancia entre las rectas r y s es la altura del paralelepipedo generado
por los vectores d, d y PP. Bueno, pues tranquilamente calculamos los elementos

necesarios para determinar esta distancia:

0 r-{‘?”‘_y:_l :para x =0 se obtiene y =1,z =4 = P(0,1,4)

7x-z=-4
i j K
o d=(3-10)x(7,0-)=3 -1 0|=(137)
7 0 -1
P(2,2,3 -
= k@23 5p =(2,1,-1)
d=@134  "°
137
o [d.drr]=|t 3 4|=|-3+24+7-42+3-4=|-15=15
2 1 -1



0 fixd|-

=|(-9,3,0)| =81+9 =90

w W &
AN X

i
(1,3,7)x(1,3,4) =| 1
1

iYa estd todo!

dist (rs) = Volumen del paralelepipedo H:dr"ds'Pr‘Ps:| 15 1590 B Joo ) J10 )
, Area de la base ‘ar x as Jo0 90 6 > U
(1 punto)

Ejercicio B.4
Dado el plano m=x+3y+z =4, se pide:
a) (1 punto). Calcular el punto simétrico P del punto O =(0,0,0) respecto del plano m.

b) (1 punto). Calcular el coseno del dngulo o que forman el plano m y el plano x =0.

¢) (1 punto). Calcular el volumen del tetraedro T determinado por el plano m y los planos
x=0,y=0,z=0.

a) Calculamos las ecuaciones paramétricas de la recta r que contiene al punto O =(0,0,0)

y es perpendicular al plano :

P =0(0,0,0) X=A
rsql =r=qy=3A
d=n=(131) _
r T _)\
Hallamos el punto M en el que la recta r corta al plano m:
X=A
_ly=3A _ _4 (4 12 4
M= A+ON+A=4=2A=—>M=| — —,—
=) - T Tu T N 181414
x+3y+z=4

Pues bien, M es el punto medio del segmento que une O =(0,0,0) con su punto simétrico
P(x,y,z) .y por lo tanto se cumple:

x+0:i :E' y+0:£ :ﬁ' Z+O:iﬁz:§:P Eﬁﬁ (1 unfo)
2 11 11’ 2 11 Y 11’ 2 11 11 11°11'11)° P
& 0(0,0,0)
M T
O P(xy.z)




b) El dngulo que forman dos planos es el mismo que el que forman sus vectores normales:

_(3)11,0,0)_ 1

nTT X= -
cosm—|ﬁ|Elhxo osioh Tn (1 punto)

c) Calculamos los vértices del tetraedro:

x=0

V,=4y=0 =V,(0,0,4);
x+3y+z=4
x=0 4

\/2 = Z:O 2\/2[0,5,0]
x+3y+z=4
y=0 (4,0,0)

V,=:z=0 =V,(4,0,0) &—
x+3y+z=4

El cuarto vértice es el origen de coordenadas, por lo tanto el volumen es:
1 4 00 1 64 32
v=cdo 4/3 0 :ga‘;—:?uﬁ (1 punto)
0O 0 4





