Halla un punto de la grafica de y = x*+x+ 5 en el cual la recta tangente sea paralela a la recta
y=3x-8.
Recordemos la interpretacion geométrica de la derivada: La derivada de una funcién en un punto
coincide con la pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto.
Por otra parte, también debemos recordar que dos rectas paralelas tienen la misma pendiente.
Interrelacionando estas dos cosas, se tiene que la derivada de y = x> + x + 5 ha de coincidir con la
pendiente de la recta y = 3x — 8, que es 3. Asi:

y =2x+1=3, de donde, x=1.
El punto pedido es por tanto P = (1, 7).

Halla el punto de la curva f(x) =Ln (1 + x%) en que la tangente es perpendicular a la tangente
trazada por el punto de abscisas x = 1.
1

m '

Recordemos que la relacion entre las pendientes de dos rectas perpendiculares es: m = —

Aunque no la piden, calculemos en primer lugar la recta tangente trazada por el punto de abscisas
x = 1. Esta tendra por ecuacion:

y=f(x0) =/ (x0) * (x —xo)

siendo x la abscisa del punto de tangencia, esto es xo = 1. Asi:

2
xo=1; f(x0) =Ln 2; 1 (x0)= | x°2=1; Recta tangente: y—Ln 2 =x—1
+ x;
De dicha recta s6lo nos interesa la pendiente que es m = 1. Entonces, la pendiente de la otra recta
tangente, perpendicular a esta, serd m ¢ =—1. Por tanto, ha de cumplirse que:
2x
‘()= =-1
/@ 1+ x?
. 2x
Resolvamos la ecuacion Y
1+ x
x=—-1-x% X +2x+1=0; Solucién: x =—1 (doble)

Asi pues, el punto buscado es P = (-1, Ln 2).

Dada la funcion f (x) = x* + ax* + 5, halla el valor de a para que tenga un extremo relativo
(maximo o minimo) cuando x = 2. Encuentra, en este caso, todos los extremos relativos,
intervalos de crecimiento y decrecimiento gf puntos de inflexion.

Sif(x)=x3+ax2+5, se tiene que f ‘(x) = 3x" + 2ax y f(x)=6x+2a..

Si para a = 2 hay un extremo relativo, entonces debe cumplirse:

742)=0 = 3:22+24-2=0 = a=-3
Con el valor de @ obtenido, la funcidn y las primeras derivadas son:
fx)=x-3x"+5 F4(x)=3x>—6x fox)=6x-6
Busquemos los extremos relativos y los puntos de inflexion:
Fx)=3x"-6x=0 & x=0 y x=2

Parax =0, f*’(0) =—6 <0; en (0, 5) hay un maximo relativo.

Parax=2,1°(2)=6>0; en (2, 1) hay un minimo relativo.

Ademés [ ’(x) =6x —6 =0parax =1. Parax =1, f’7’(x) = 6 # 0; en (1, 3) hay un punto de
inflexion.



Estudiemos la monotonia. Analicemos el signo de la derivada primera /“(x) = 3x* — 6x = 3x (x — 2).

Obtenemos:
f(x)<0en (0, 2), intervalo de decrecimiento de la funcion.
|

£ (x)>0en (o, 0) U (2, +o), region donde se produce el crecimiento
Todo lo anterior se puede ver en el dibujo de la grafica de la funciélnz
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Lnx+2
n+ y determina los intervalos de crecimiento y

Estudia el dominio de la funcion f (x) =
decrecimiento.
Para estudiar el dominio debemos tener en cuenta dos cosas:
» Aparece un cociente = La funcion no estard definida para aquellos valores que anulen
el denominador.

» Aparece un logaritmo = La funcidn no estara definida para aquellos valores que hagan

negativo el argumento del logaritmo.
Asi pues, el dominio de definicion de la funcion serd: Dom f(x) = R — (—oo, 0] = (0, +0)

Para estudiar la monotonia, calculemos la derivada primera de la funcién:

1 .
\ 2 ~(Lnx+2)2% 3. 2x-Lnx -3-2Lnx

S = 3 = 4 = 3

X X X

Igualémosla a cero para calcular sus raices:
DX o o 3 2Lax-0 = Lnx=-> =
3
e, + ooJ

S = 3
x
3
=  f‘(x>0 =  fescreciente en (
0, e?

Parax > e >
3
=  f(x<0 =  fes decreciente en ( J

3

Parax< e ?



Se sabe que la funcion f: (-1, +c0) —— R definida por:

x> —4x+3 Si -1<x<0
S () =92

X t+a Si x>0

x+1

es continua en (-1, +o).
a) Halla el valor de a. (Es f derivable en x = 0?
b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
a) Como nos dicen que es continua en su dominio, en particular, es continua en x = 0, es decir:

F(O)= Lim f(x) = Lim { (x

2
fO)=a Lim f(x) = Lim*>—2 =4 Lim f(x) = Lim (x> —4x+3) =3
x—0" =07 x+1 x—0" x>0~
x*—4x+3 Si -1<x<0
Por tanto a = 3, y nuestra funcion es f'(x) = § 2 43
Si x>0

x+1
La funcion es derivable en su dominio, salvo quizas en el cero, por ser cada uno de sus trozos
derivables en aquellos puntos donde estan definidos. Su derivada, salvo en el cero es:

2x—4 Si -1<x<0
fx)=9x"+2x-3
—— x>0
(x+1)

Para que exista f(0), ha de ser £ (0") = £*(0")
2
F07) = Lim f'(x) = LimL"f:—
x—=0" x—0* (x + 1)
Como f*(0") #£*(0"), no existe £ “(0)
b) La monotonia (crecimiento y decrecimiento) se estudia mediante f “(x):
Si—-1<x<0,f(x)=2x—4
Igualando a cero tenemos 2x — 4 = 0, de donde x = 2, que no estd en el intervalo —1 <x < 0. En
dicho intervalo se cumple que f“ (x) es siempre negativo y por tanto, en €l, /' (x) es decreciente.

x> +2x-3
(x+1)°
(Solo nos interesa x = 1, porque la funcidn en este trozo estd definida para x > 0).

Como f* [%) =2 (%) —3<0, f(x) es decreciente en 0 <x < 1.

f0)= Li{){if'(x) = Lim(2x-4)=4

Six>0,f(x)= . Igualando a cero tenemos x> + 2x — 3 = 0, de donde x = 1 0 x = -3.

Como f“(2)=2-2-3>0,f(x)es creciente en x > 1
Por definicion x = 1 es un minimo relativo.

2x
Considera la funcion f: R —— R definida por f(x) = e* *'.
a) Calcula las asintotas de la grafica de f.
b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y los extremos relativos de f
(puntos donde se obtienen y valor que alcanzan).
a) Asintotas.

La funcidn no tiene asuntotas verticales, pues Dom f(x) = R.
2x

Lim e+ =¢° =1, luego y = 1 es una asintota horizontal en +oo.

X—>00




2x
. 2 ’ .
Lim e~ =e =1, luego y = 1 es una asintota horizontal en —o.

X—>— 00
Como tiene una asintota horizontal, entonces no tiene asintota oblicua.
b) Monotonia. Estudiemos f“ (x):

2x 2x 2
Con e | 267+ =2x2x | S| 2x7 42
e { @1y } {W}
=0 = 2+2=0 = x*=1 = x==+1
La grafica de la funcion aunque no la
piden es:

+r

Como [ (-2) <0, f(x) decrece en (—oo, —1). |

Como f“ (0) >0, f(x) crece en (-1, 1). '

Como [ (2) <0, f(x) decrece en (1, +o0 ). /'\
Por definicidon x = —1 es un minimo con valor (1) = e. /

Y x =1 es un maximo con valor /(-1) =e ' = /e. \//

Considera la funcion f: R —— R definida por f(x)=(x+1) - (x—1) * (x - 2).
a) Halla las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la grafica de f en el punto de
abscisa x = 1.
b) Determina los intervalos de concavidad y de convexidad de f. ;Tiene puntos de
inflexion la grafica de f?
a) La recta tangente en x = 1 es:

y=rM=r0 -1

-1
—f(1) = ~1
o= e

@)=+t x-)Ex-2) = [f(1)=0
ffO=6-DE-2)+x+)x-2)+@x+DHx-1) = f(1)=0+2(1)+0= -2
Por tanto, la recta tangente en x = 1 es:
y—-0=2(x-1) = y=-2x+2

La recta normal en x =1 es:

La recta normal en x = 1 es:
y=0=" -1 = y= G-
b) El estudio de la curvatura es el estudio de f“’(x)
S O)=c-DE-2)+x+D)Ex-2)+x+1)(x-1)
) =x-2)+x-D+x-2)+t(x+)+x-1)+@x+l)=6x—4

De f“’(x) = 0, tenemos 6x — 4 = 0, de donde x = 2 , que es el posible punto de inflexion.
Como f*’(0) =—4 <0, f(x) es concava (M) en (—oo,%j

, 4
Como f’(1)=2> 0, f(x) es convexa (L) en (g,+ooj

.., 4 . .,
Por definicion, x = o es el punto de inflexion.



Considera la curva de ecuacién y = x* — 2x + 3.

a) Halla una recta que sea tangente a dicha curva y que forme un angulo de 45° con el eje

de abscisas.
b) ¢(Hay algin punto de la curva en el que la recta tangente sea horizontal? En caso
afirmativo, halla la ecuacion de dicha recta tangente; en caso negativo, explica por qué.
a) La recta tangente en el punto x = a es:
y—f@=1@ " (x-a)
Como dicen que forma un angulo de 45° con la horizontal, me estan diciendo que la pendiente de la
recta tangente es:
tg (45°)=/"(a)=1
Ahora bien la pendiente genérica de la recta tangente a la funcion f'(x) = x* — 2x + 3 es:
fx)=2x-2
Igualando pendientes y resolviendo obtendremos el punto “a”:
2x-2=1 = 2x=3 = x=32 = a=3/2
F(32)=(3/2)*-2-(3/2)+3=9/4
Luego la recta tangente en x = 3/2 es:
y=9/4=1-x-32) = 4x-4+3=0

b) Para que un punto de la funcidn tenga tangente horizontal la derivada en dicho punto ha de ser
cero.

f(x)=x2—2x+3 = f[f)=2x-2 = [f‘x=0 = 2x-2=0 = x=1
Me estan pidiendo la recta tangenteenx=1: y—f(1)=f“(1)- (x—1)
Como f(1) = (1)* =2 - (1) + 3 = 2, la recta tangente es:

y=2=0-x-1)=0 = y=2

Determina el valor de las constantes a, b y c¢ sabiendo que la grafica de la funcion
f: R —— R definida por f (x) = x * (ax’+ bx + ¢) tiene un punto de inflexion en (-2, 12) y
que en dicho punto la recta tangente tiene por ecuacion 10x +y + 8 = 0.
La existencia de un punto de inflexion en (-2, 12) nos dice que:

o f(-2)=12

o 7 (-2)=0
En dicho punto la recta tangente es 10x + y + 8 = 0, es decir y = —10x — 8, con lo cual la pendiente
de la recta tangente en x = -2 es —10, de donde:

o f°(-2)=-10
Apliquemos estas condiciones para calcular los coeficientes pedidos:

f(x)=ax3+bx2+cx = [ )=3ax’+2bx+c = [ (x)=6ax+2b
f(2)=12 = Ba+4b-2c=12
f2)=0 = -12a+2b=0
f‘2)=-10 = 12a-4b+c=-10

Resolviendo este sistema de tres ecuaciones con tres incognitas obtenemosa=1,b=6y c=2.

Sea f: R —— R la funcién definida por £ (x) = e*’>. ;En que punto de la grifica de fla

recta tangente a ésta pasa por el origen de coordenadas? Halla la ecuacion de dicha recta
tangente.
La recta tangente en x = a es:
y-f@=f(a)-(x—a)
fW=e = flo=e o =B = f@=(13)e
La recta tangente es:
y—e'P=(173)-e’ (x-a)



Como dicen que la recta tangente pasa por el origen de coordenadas (0, 0) tenemos que:
0—e**=13)- e (0-a) = -1=—a/3 = a=3

Luego el punto de la grafica de f'donde la recta tangente a ésta pasa por el origen de coordenadas es

a = 3; y la recta tangente en dicho punto es:

y—e?P=13)-e? x-3) = y= T

De una funcion f: [0, 4] —— R se sabe que f (1) = 3 y que la grafica de su funcion derivada
es la que aparece en el dibujo

e

a) Halla la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

b) Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. ;En qué punto alcanza la
funcion su maximo absoluto?

¢) Estudia la concavidad y la convexidad de f.

a) La recta tangente en x = 1 viene dada por la ecuacion  y—f(1)=f“(1) - (x—1)

Nos dan (1) = 3, y de la gréfica de la funcion f “(x) observamos que f ‘(1) = 1, por tanto la recta
tangente pedida es:

y=3=1-(x—-1) = y=x+2
b) Para estudiar la monotonia estudiamos el signo de f“(x)
De la grafica observamos que 1 ‘(x) >0 en [0, 4] y por tanto la funcidon siempre es creciente en
(0, 4), luego no tiene ni maximos ni minimos relativos en (0, 4).
De la grafica observamos que f ‘(x) es continua por tanto f(x) es continua puesto que es derivable.
Aplicando el Teorema de Weierstrass como f (x) es continua en el cerrado [0, 4], f (x) alcanza su
maximo y su minimo absoluto en [0, 4].
Los extremos absolutos se suelen alcanzar en las soluciones de f ‘(x) = 0, en este caso x = 3
(obsérvese la grafica de f°“ (x) ), los puntos donde no es continua ni derivable (no los hay) y en los
extremos del intervalo, en nuestro caso x =0y x = 4.
Como antes hemos visto que la funcidon siempre es creciente, el madximo absoluto lo tiene que
alcanzar en x = 4.
¢) Como f “(x) es creciente en (0, 1), y es derivable, tenemos que f “’(x) > 0 en (0, 1), luego f (x) es
convexa (U) en (0, 1).
Como f “(x) es decreciente en (1, 3), y es derivable, tenemos que f “’(x) <0 en (0, 1), luego f (x) es
concava (M) en (1, 3).
Como f“ (x) es creciente en (3, 4), y es derivable, tenemos que / *° (x) > 0 en (3, 4), luego 1 (x) es
convexa (U) en (3, 4).
Por definicion los puntos x = 1 y x = 3 son puntos de inflexion.

Considera la funcion f: R —— R definida en la forma f(x)=1+x-|x|.
a) Hallar la derivada de f (x).
b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
Escribamos f'(x) como un funcion definida a trozos:

l+xx si x>0 {1+x2 si x>0

f(X)=1+X'IXI={ . =

1+ x-(—x) si x<0 1-x* si x<0

a) La derivada de £, salvo en el cero es:



@ 2x si x>0
x =
—2x si x<0

Tenemos que ver si existe f“ (0) para lo cual ha de cumplirse que:

fO) =1 (0)
£ = Lim f'(x)= Lim2x =0 y f(0)= Lim f'(x)= Lim(-2x) =0
x—>0" x—>0" x—0" x—0"
Por tanto como £ (07) =f* (07) = 0, existe * (0) = 0, y la funcién derivada serd
@ 2x si x20
x =
-2 si x<0

b) Six>0,f* (x) =2x>0, luego f (x) siempre es creciente para x > 0.
Six<0,f*(x)=-2x>0, luego f(x) siempre es creciente para x < 0.

Por tanto la funcion siempre es creciente.

Aunque no lo piden es util hacer un esbozo de la grafica para comprobar lo anterior:

1
Dada la funcion f': [1, ] —— R definida por f (x) = —+ Ln x (donde Ln x es el logaritmo
X

neperiano de x), determinar cual de las rectas tangentes a la grafica de f tiene la maxima

pendiente.
La pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién f en un punto viene dada por el valor
de la derivada de la funcién en dicho punto. Asi pues, la pendiente de la recta tangente a la funcion

fx)= 1 + Ln x vendré dada por:
X

1 —-1+x
2

f(x)=l+Lnx = f° (x)=_—21+—=
X x° x x

Calculemos doénde esta funcion f“ (x) presenta un maximo. Para ello, estudiemos su derivada

I
" I'x? —(=1+x)2x —x>+2x —x+2
f (x) = 4 = 2 = 3
X X X
fx=0 = —x+2=0 = x=2
Por tanto el punto singular es x = 2. Comprobemos en la 3* derivada que efectivamente es maximo,
y después calcularemos la recta tangente en x = 2 que es la de la maxima pendiente.
s (=)-x’ —=(=x+2)-3x> 2x*—-6x> 2x-6
£ (@)= 6 ===

X X X

2:2-6 -2 -1

(2)= =——=— <0, luego enx =2 hay un maximo.
/(@) T 63 g y

La recta tangente cuya pendiente es maxima viene dada por:

y=f@=r2-x-2




Como f(2) = %+ In2,yf(2)= iresulta que la recta tangente es:

1 L
y—[E+Ln2)—4 (x—2)

L
Estudia los intervalos de monotonia y los extremos de la funcion f (x) = nx

Lo primero que debemos tener en cuenta es que el dominio de definicion de esta funcion es:
Dom f(x)= R — (—o, 0] = (0, +o0).
Calculemos la derivada primera:
l-x—Lnx-l 1—Lnx
fe==% 2 = 2

X

Calculemos ahora los puntos singulares:

f‘(x)ZI_LGxzo = l-Lnx=0 = Lnx=1 = x=e
X

Calculemos la derivada segunda:

-1 ,
W3 " —(=Lnx)2x 5 nx—3x 2Lnx-3
/= o = 3 = 3

X X
2Lne-3 -1 : :
f(e)= n—f =—<0, y por tanto en (e, 1/e) hay un maximo relativo.
e e

Veamos ahora la monotonia, para lo cual debemos estudiar el signo de la derivada primera. El
denominador de la misma siempre es positivo y por tanto el signo de la derivada primera depende
del signo del numerador:

I-Lnx>0 = Lnx<1 = x<e
Si x> e, entonces f (x) <0y la funcion es decreciente en (e, +0).
Six <e, entonces f“ (x) > 0y la funcion es creciente en (0, e).

Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos y absolutos
def(x)=x"-2|x|+2.

Como en la funcion f (x) aparece el valor absoluto, es conveniente escribirla como una funcion
definida a trozos:

Xt +2x+2 0 si x<0
f(X)_{x2—2x+2 Si x2>0
Dicha funcién es derivable en R, salvo quizas en x = 0. Veamos si es derivable en dicho punto:
f‘(x)={2x+2 e f10)=2 £109=-2
2x—-2 si x=0

Por tanto, la funcion no es derivable en x = 0.
Estudiemos la monotonia. Comencemos con el tramo x < 0.

2x+2>0 = 2x>-2 = x>-1
Asi, si x € (—o0, —1) la funcion es decreciente.
Six e (-1, 0) la funcidn es creciente.
Sigamos con el otro tramo (x > 0):

2x—2>0 = 2x>2 = x>1
Asi, six € (0, 1) la funcidn es decreciente.



Six € (1, +o0) la funcidn es creciente.

Estudiemos los extremos locales. Comenzando con el tramo x < 0, se tiene que f“ (x) =0 si x =—1.
Como a la izquierda de x = —1 la funcion es decreciente, y a la derecha es creciente, se llega a la
conclusion de que en dicho punto hay un minimo local. Minimo: (-1, 1).

En el tramo x>0, f“ (x) =0 six = 1. Como a la izquierda de dicho punto la funcién es decreciente y
a la derecha es creciente, se llega a la conclusion de que en dicho punto hay un maximo local.
Minimo: (1, 1).

También debemos estudiar el punto x = 0 en el que la funcidon no es derivable. A su izquierda la
funcion es creciente y a su derecha decreciente. Por tanto, en dicho punto hay un maximo local.
Méximo: (0, 2).

De igual modo, se pude observar que L_)zin f(x)= Liin (x* —2x+2) =40, que serd el maximo

absoluto. También se observa que Lim f(x)= Lim (x> +2x +2) =+, y por tanto se deduce que
X—> -0 X—>—0
el minimo absoluto coincide con los minimos locales.

Aunque no nos la piden, la grafica correspondiente a esta funcion es:

¥

Estudia la concavidad de la funcion f(x) =e (x2 +4x + 3).
La concavidad de una funcion se puede estudiar a través de la derivada segunda.
fe@)=—e "(F+4x+3)te T2x+4)=—e T (x*+2x-1)
fo@=e "(F+2x-1)—e "2x+2)=e *(x*-3)

Veamos donde se anula la derivada segunda (teniendo en cuenta que €~ nunca se anula):

e " (x*=3)=0 & ¥-3=0 < x=t3
Six <—-/3 entonces £ (x) >0y por tanto f'es concava hacia las y positivas.
Si—+/3 <x<+-/3 entonces £ (x) <0y por tanto f'es concava hacia las y negativas.

Six>+-/3 entonces £ (x) >0y por tanto f'es concava hacia las y positivas.

Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde un determinado punto. La altura en
metros alcanzada al cabo de 7 segundos viene dada por
h(@®=5-5t—5¢"
a) Calcula el tiempo transcurrido hasta alcanzar la altura maxima y el valor de esta.
b) Teniendo en cuenta que la velocidad es v (f) = & ¢ (7), halla la velocidad al cabo de 2
segundos.
a) El maximo se obtiene en el punto solucién de la ecuacion 4’ (7) = 0:
he(@t)=-5-5¢*(-2)=-5+10e ™
B (=0 = —5+10e¥=0 = e¥=12 = -2t=Ln(12) = t=Ln(2)

Sustituyendo se obtiene:

h(Ln(ﬁ))ZS—SLn(ﬁ)—Se’ZL“(ﬁ)ZS—SLn(ﬁ)— >

(2)

~ (0’767 m.




b)v(H)=h * (f)=-5+ 10e . Sustituyendo ¢ =2 obtenemos:
v(2)=-5+10e * ~ —4'9999 m/s’

La altura del triangulo equilatero crece a una velocidad de 1 cm/s. Encuentra la velocidad de

crecimiento del area y del lado cuando la altura vale 3 /3 em.
La relacion entre la altura, 4, de un triangulo equilatero y su lado, /, se establece aplicando el
teorema de Pitdgoras:

3 2.3

1Y 3
h2+(j =r = h=-=1 = I=="h

2 2 3
Conocemos la velocidad de crecimiento de la altura, es decir, / © (t) = 1 cm/s y debemos hallar / “ (t)
y A’ (t), crecimiento del lado y el area respectivamente.

Por tanto:

2.3 2.3 2.3 2.3

De /= Th se deduce que /‘(t) = Th ) = I'= ?-1 = [I'H= > C

5 5 ERE

DeAZTh2 sededucequeA‘(t)=T-Z-h-h’z7-2-h-127-2-3-ﬁ = A’ (t)=6cm’/s

m/s

Por tanto, el lado crece a una velocidad de 233 cm/s y el 4rea a 6 cm?/s.

Se dispone de 288.000 pts. Para vallar un terreno rectangular colindante con un camino recto.
Si el precio de la valla que ha de ponerse en el lado del camino es de 800 pts/metro y el de la
valla de los restantes lados es de 100 pts/metro, ;cuales son las dimensiones y el area del
terreno rectangular de area maxima que se puede vallar?

X
y y
X
Como nos piden que el area sea maxima, la funcidon a maximizar es:
A=x-y

Para relacionar las dos variables (x e y) usamos la relacion:

x-800+ (y+y+x)-100=288000
obtenida a partir de los otros datos que aparecen en el enunciado del problema, para el coste de la
valla. Operando y simplificando resulta:

Ox + 2y =288 y= 2882—9x
y la funcién a maximizar es
AXx)=x- [2882—9xj= ;(288x—9x2)

Derivando:
A’(x)=1/2(288 — 18x) = 144 — 9x
Ax)=0 = 144-9x=0 = x=16
Como A4”’(x) =-9 <0, el punto singular obtenido es un maximo. Entonces:
_288-9-16 _ 7

Por tanto es un rectingulo de lados x = 16 m. e y = 72 m. Su 4rea (maxima) serd Area = 1152 m’,



Se desea construir una caja de base cuadrada con una capacidad de 80 cm’. Para la tapay la
superficie lateral se usa un material que cuesta 1 €/cm’ y para la base se emplea un material
un 50% mas caro. Halla las dimensiones de la caja para que su coste sea minimo.

I y Capacidad = Volumen = x* - y = 80 cm’

i Superficie lateral + tapa = 4xy + x*

! Superficie base = x>

: Coste superficie lateral y tapa = 1 € /cm”

ST . 50 3 2
; Coste superficie base=1+ — = — € /cm
. x 100 2
=
2 2.3 _ 5,
Costetotal = (x" +4xy) - 1 +x" - — = —x" +4xy
2 2
La relacion entre las variables viene dada por x* - y = 80 de donde y = 2
Sustituyendo en el coste total:
2
Coste total = éx2 +4xy = éxz + 4x - 80 _ é)c2 + 320 C(x)
2 2 X 2 X
Le aplicamos la técnica de maximos y minimos:
2
C(x)=5x—- 3—20
X
. 320 3 3 3
Cx=0 = S5x——=0 = 5x" =320 = x° =64 = x=364=4
X

Veamos que es un minimo con la 2* derivada

Cx=5+ ﬂ;), dedonde C > (4)=5+ %: 15> 0, luego es un minimo.
X

. . . .. 80
Las dimensiones de la caja para un coste minimo sonx =4 cmey = 4—2= 5 cm.

Un segmento de longitud 5 cm apoya sus extremos en los semiejes positivos OX y OY, de
manera que forma con estos un triangulo rectangulo. Halla las dimensiones del triangulo de
area maxima asi construido.

Hagamos un esquema representativo de la situacion (figura de la
derecha). La funcion que tenemos que maximizar es el area del g,
triangulo, esto es:

b-a x-
A== 5 on
Debemos relacionar las variables x e y, lo cual podemos hacer mediante
el teorema de Pitagoras: =, O
52— 2 + ) b

De aqui deducimos que y = /25— x* y por tanto la funcién a maximizar, expresada en funcion de
una sola variable es:



x/25—x°
2
Para calcular los extremos de esta funcion, calculemos la derivada primera:

2 2 2
R L
2 2425 - x° 2425 - x* 2425 - x?

25-2x7

2-/25 - x*

25 . . . .,
tanto, x = £ S Como nos dicen que el segmento toca a la parte positiva del eje OX, la solucién

4 (x)=

Para calcular los puntos singulares hacemos A ‘ (x) =0, de donde =0 y por

negativa se desecha.
Calculemos 4 ©’ (x);

(—4x)-(2:/25—x* )~ (25— 2x2)-[2_52sz
\ — X

A (x)= =
4-(25-x%)
_ (=8x)-(25—x")—(25-2x")-(—2x) _ 2x’ —75x
4-25-x*) 25—+ 2,(25_x2)§

A ( 2;} <0, y por tanto hay un maximo.

Asi las dimensiones del triangulo son:

2
b=x=4§cm azyzm: 25— é ;/gcm
2 2 2
25 25
ba_xy 2 |2 —éc 2
2 2 2 4

Por tanto, el area maxima es: A i = m

Halla la ecuacion de una recta que pase por el punto (3, 2) y corte los ejes coordenados
determinando en el primer cuadrante un triangulo de area minima.

Hagamos un esquema representativo de la situacion (figura de la
derecha). La funcién que tenemos que maximizar es el area del
triangulo, esto es:

(0, =)

_ba
2
Debemos relacionar las variables a y b. Para ello, calculemos la
ecuacion de la recta que pasa por los puntos (b, 0) y (0, a). Dicha
recta tiene por ecuacion: b

a (3,2

(b, 0}

y= 7 xX+a
Esta recta pasa (pues asi lo impone el enunciado) por el punto (3, 2) y por tanto se tiene que:

2="%344 - p- 3
a-—2

Por tanto la funcidén a maximizar sera:



3a
ba \a-2) 342
4= _\4 _

2 2 2a -4

Calculemos los puntos singulares:
_6a-(2a—4)-3a’-2 6a’ —24a

(2a — 4)> " (a-4)?
La solucidén a = 0 se desecha pues no habria triangulo.
(12a—24)-(2a—4)2—(6a2—24a)-2-(2a—4)-2_ 96

(2a - 4)* " Qa-4)

A (4)> 0, y por tanto hay un minimo. Esto quiere decir, que el minimo se encuentra paraa =4y
b = 6. La ecuacion de la recta buscada es por tanto:

3

0 = 64°-24a=0 = a=0vy a=4

AC’:

y=_—4x+4 0 y=%2x+4

Halla los puntos de la curva y2 = 8x cuya distancia al punto (6, 0) sea minima.
Consideremos un punto genérico P = (x, ) de la curva y* = 8x. La distancia desde este punto al
punto dado QO = (0, 6) viene dada por (funciéon a minimizar):

d(P,Q)=[x* +(y-6)’

2
Podemos expresar esta distancia mediante una sola variable. Para ello hacemos x = y?

Sustituyendo queda:

P 2
d (P, Q)= \/[%} +(y—6) =%-\/y4+64y2—768y+2304

Maximizar una raiz cuadrada, equivale a maximizar su radicando. Por tanto, procedamos a
maximizar este, en lugar de la funcion completa. Calculemos los puntos singulares a través de la
derivada primera:
4y +128y — 768
Igualandola a cero, se obtiene que y = 4 es la unica solucion real de esta ecuacion. Para comprobar
si es un maximo, calculemos la derivada segunda:
12)% + 128
Haciendo y = 4 en ella, se obtiene que esta toma un valor positivo, y por tanto hay un minimo. Ese
2
minimo se alcanza paray =4y x = y? = 186 = 2. El punto buscado es P = (2, 4).

(Cual es el volumen maximo que puede tener un cono circular recto de 1 metro de generatriz?
(Recuerda que el volumen de un cono es un tercio del area de la base por la altura).

V= l7trzh
3
Para expresar la funcion a maximizar mediante
una sola variable, utilizamos el teorema de
Pitagoras:

12=F+ 1 = h=1-r?



Calculemos los puntos singulares:

_ . 2y 3 _ 3
3 21— | 3 NI 3 V127

Haciendo V ¢ =0, se llega a que 2r — 3" =00 lo que es lomismo r =0y r= + \E Las soluciones

2 . . . .
r=0yr= —\f se desechan, pues el radio del cono no puede ser ni nulo ni negativo.

3
Veamos que pasa con la otra solucion:

2=9) 1= = (2r =3y — 2

po- 1 2 -2 :(2—97’2)‘(1—7’2)+3r'(2r—3r3) _
3 (m) (1_,,2)5
_6r'=9r+2
(l—rz)%

2 - . . ..
Ve [\E j <0, y por tanto se presenta un maximo. Las dimensiones del cono de volumen maximo y

r= im h=A1-r = /1—(£J2=£m

generatriz 1 m son:





