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Dos trenes

Un tren de pasajeros y un tren de mercancias salen de la misma estacién, por la misma via y en idén-
tica direccién, uno tras otro, casi simultineamente.

Estas son las grificas TIEMPO-VELOCIDAD que describen ambos movimientos:

VELOCIDAD TREN DE PASAJEROS
(en km/h) TREN DE MERCANCIAS
120
hl
100
[l
80
60
40
20
TIEMPO
1 5 3 4 (en horas)

Como podemos ver en la gréfica, el tren de pasajeros, a las dos horas reduce su velocidad:

:A qué puede deberse?

:Por qué no aminora la marcha también el otro tren en ese instante?

A las tres horas, ambos trenes modifican su marcha: el tren de pasajeros se detiene durante breves
minutos, mientras que el tren de mercancias va muy despacio durante media hora.

m Para hacernos una idea clara de estos movimientos, realicemos algunos célculos:
a) El tren de pasajeros, durante 2 h, va a 120 km/h. ;Cudntos kilémetros recorre a esa velocidad?

b) De2 a2l el tren de pasajeros disminuye su velocidad.

4
:Cudntos kilémetros recorre a esa velocidad?

©) El tren de mercancias aminora la marcha a las 3 h. ;Qué distancia ha recorrido hasta ese mo-
mento?

d) ;Qué distancia recorre el tren de mercancias durante la media hora en que va a baja velocidad?
Haciendo los cilculos anteriores, podrds comprobar que:

Ambos trenes recorren 240 km a velocidad normal. Reducen la velocidad en el mismo lugar y re-
corren, asi, otros 15 km (puede ser debido a obras en la via) y, a continuacién, recupera cada cual
su velocidad normal. (es decir, el tren de mercancias no frena cuando el de pasajeros, pero si donde
el tren de pasajeros). Mds adelante, el tren de pasajeros para en una estacién.

e) ;A qué distancia de la estacién de salida estd esta otra en la que para el tren de pasajeros?

f) Observa que en todos los cilculos que has realizado hasta ahora se han obtenido 4reas bajo las
grificas, roja o azul. Sefiala en tu cuaderno los recintos cuyas dreas has calculado y asigna a cada
uno su drea correspondiente.
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a) 120 - 2 = 240 km.

b) A 60 km/h durante % de hora, recorre % =15 km.

¢) Ha ido a 80 km/h durante 3 horas, luego ha recorrido 80 - 3 = 240 km.
d) Va a 30 km/h durante % hora, luego recorre 30 - % = 15 km.

e) La parada la hace a las 3 horas; en este momento lleva recorrida una distancia de:

120 - 2 = 240 km en las dos primeras horas
60 - % =15 km el siguiente cuarto de hora
120 - % =90 km los siguientes tres cuartos de hora

Total: 240 + 15 + 90 = 345 km hasta llegar a la parada.

f) VELOCIDAD 120

(km/h)
100
80
60 Area 240 Are PASA]EROS
40 90
20
TIEMPO (horas)
1 2 3 4
Area 15
VELOCIDAD 80
(km/h) :
604 .
404 Atea 240 : MERCANCIAS
* l+> Area 15
i TIEMPO (horas)
1 2 3 4
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ﬂ Primitivas. Reglas basicas para su calculo
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1 Calcula las siguientes integrales:

a) [7x4 di b)fédx
9 [3x dx d) [3f5:2 d
e)f%;%mdx f)ff?x

5
a) f7x4dx= 7%5+/e=7%+/e

-1
b) J‘édx =fx_2dx=i—l+k=i+k

X

9 f%azx:f ”3dx_44//33 k=230

3/5.5
d)ﬁ@d“fsﬁxmdxff’;/a p3 SSx ol

3 3/2
)J' x+\/57dx J‘I/S 539; dx:%fx—z/sdwrgfxl/zdx:

/ / 3
1 xB 5oy 32 3J—+2J957+k

S35 73 32 "
) J“/ST x3/2 Je o «/7 7/6 dy = ‘/§ 13/6 +h= 6‘/7 6‘/_
3/3x 33 . 113 33 373 13/6 1333
2 Calcula:
4
a)J‘x _5x2+3x_4dx b)J‘(Scosx+3"')dx
x
4 2
C) f7x —53;2+3x—4dx d)f(lox_sx)dx
4 2
a)f —5x” +3x 4 g - f( —5x+3— 4>a’ %—%+3x—4ln|x|+k
X _ X _ 3x
b) f(S cosx+ 3 )dx-fScosxdx+f3 dx = Ssen x + I3 +k

9 f 7x* — 5x

R I I R TS

- 7 de- [savs [2 o [Adee T2 5o sl e Lok

d) f(lox—sx) dx=f10xdx—f5x4x= 10 _ 5"

n10  [n5S
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3 Halla las primitivas de estas funciones:
a) f(x) = (x3 - 5x + 3)% (3x2 - 5)
b) f(x) = 5x + 1)3

_3x%2-3
)f @) = x5 —3x

&) fx) = %=1

X —3x

3

e) f(x) = cos x sen” x

(x® = 5x + 3)3 A

3551 3)2 (352 — _
D [ 5v437 (32 - 5) de=

4 4
b) f(5x+1)3 dx:%. (5x;1) b (5x2+01) ol

3x*-3
o | =2 dx=In|x—3x|+k
J-x3—3x | [+

d) [ =] do= Ll 3k

x5 —3x

4

e) J.co.rxsen3x&ix= %+/€

4 Busca las primitivas de:
Q) f() =x2" In2
b) f(x) = x 2%
o) flx) = 235
d) £(x) = sen 3x

e) f(x) = sen (x3 — 4x?) (3x% — 8x)

f) f(x) = 5%

sen x

2

X Lo 2%
a)fo ln2¢x—2-2 +h= 3 +k

2

b) fx2x24x= L P28 Ly

22 22"
x —5
O [225dee a5 p 20y
3/n?2 3/n?2

__1
d) fsen3xafx— 3 cos 3x + k

e) J‘sm (x3 — 4x2) (3x2 — 8x) dx = —cos (x> — 4x2) + k

f) fﬂ dx=In|senx| + k

sen x
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B Area bajo una curva. Integral definida de una funcién

Pagina 225

1 Halla:

a) flsxdx
b) [[-/16 == 4] a
c) L6<%x—2)dx

a) Y

N

w

88}

—

1
=1

La integral pedida coincide con el drea del trapecio coloreado. Por tanto:

5
fxdx= S+l 412
1 2

b) La funcién que se integra se corresponde con la semicircunferencia centrada en el punto (4, 0) de
radio 4 que se encuentra debajo del eje X

Y
4
X
.1 i
INA
1L \\ /r
4 N —

) Y

La integral buscada es la suma algebraica de los dos recintos teniendo en cuenta que uno es negativo
por estar situado debajo del eje X. Por tanto:

6
1 _ 4.2 2.1 __
J;)(ix—2>dx- R 3
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I

E Funcién “area bajo una curva’
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1 Halla e interpreta estas integrales:

a) fo/msen x dx b) f_zz (x% - 4) dx

a) G(x) = fsenx dx = —cos x

G(4m) =-1; G(0) =-1

4n
J;) senxdx=—1—(-1)=-1+1=0

Interpretacion geométrica:

La parte positiva y la parte negativa son iguales; por eso da como resultado 0:

Area de I — Area de IT + Area de IIT — Area de IV = 0

b)G(x):f(x2—4)a{x=%3—4x

G =--18; Gr2)- 18

3 3
2

1616 __32
f_z(’“ ) 3 3 3
Interpretacién geométrica:

=2 2

W/
y=x"-4
24

Como queda por debajo del eje X, la integral es el drea del recinto senalado con signo negativo, es
decir:

32

—Area del recinto = 3

2
2 Halla la siguiente integral e interprétala geométricamente: fo e’ dx

G(x) = J;)zex dx =e*

(o]

GQ2)=e% G0O)=1

2 2
J;)exdxze -1=6,39 Jea
N
La interpretacién geométrica puede verse a la derecha:
gt
Area del recinto = ¢2 — 1 = 6,39 21 2
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E Calculo del area entre una curva y el eje X
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1 Halla el 4rea de la regién comprendida entre la funcién y = % -1)(x%-4), el eje X y las rectas
x=0, x=5.
* Puntos de corte con el eje X:
(=12 =4) =0 = x=-2, x,=-1, x3=1, x4=2
Solo nos sirven x =1, x=2 (estdn entre 0y 5).

* Hay tres recintos: I [0, 1]; II [1, 2]; III [2, 5]

* Gl = f(x2_1)(x2_4) dx:f(x4—5x2+4)dx=x?5_ 5;3 +

* G(0) = 0; G(1) = %; GQ) - }—g; G(s) = 1310 3310

e Area del recinto I = |G(1) — G(0)| = %

Area del recinto 11 = |G(2) — G(1)| = ‘—% = %

Area del recinto 111 = |G(5) — G(2)| = %

Area total = 38,22 2178 2198 _ 439,6 u?

515 s TS
2 Halla el 4rea comprendida entre y = x% — x2 - 2x y el eje X.
* Puntos de corte con el eje X:
x—x2-2x%=0 > x(x2-x-2)=0 —> xp=-1, =0, x3=2

* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 2]

4
* G(x) = f(x3—x2—2x)dx:%—%3—x2

c Gl =2 _0; -_8
G-1) = =25 GO) =05 G = -2
e Area del recinto I = |G(0) — G(~1)| = 1—52

Area del recinto 11 = |G(2) — G(0)| = %

> ,8_37 ~ 3,08 u?

A =2 +8-22
rea total = =+ 312
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B Calculo del area comprendida entre dos curvas
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1 Halla el drea encerrada entre las grificas de las funciones siguientes:
[ =x3-x2+4
g(x) =x2+3x+4

¢ f)—gl) =x® —x?+ 4 —x?—3x—4=x7—2x%—3x
e x3-2x2-3x=0 > x(x2-2x-3)=0 — x1=-1, =0, x3=3

* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 3]

¢ 6= [ o203y de- 2203
* G- 1)——— G(0) = 0; G(3)—_44_5
* Recinto I: Area [- = |G(0) - G’(_1)|=1_72

Recinto II: Area [0, 3] = |G(3) — G(0)] = 475

7 45 _71
Area total: 17t % ¢ ~ 11,83 u?

L2

.
X
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Ejercicios y problemas resueltos
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1. Célculo de primitivas

Hazlo tu. Calcula las primitivas de las siguientes funciones:

Q) f(0) =33 -5x2+ L7 b) f(x) = N+ Q) fx) = 2x2 + 3)?
2 JE
o1 _x+l
d) f(x) = 3¢* e) f(x) = m ) fx) = :j3
a) J(3x3—5x2+ %x—7) dx = 37364—57963+x72—7x+/e

b)f%&“‘ afx=f3£a’x+f%dx %dmf ic/zafx=fx’l/6dx+fx”2dx=

" 56 " 3/2

C)J(Zx +3)2 dx = f(4x +12x% +9)dx— 5 +4x +9x +k

d) f3€2x—1dx= %fZezx—ldx=%ezx_l+/e

)1/2

v h=2{x2+1+k

_ 2 1\-12 P+
dx = fo(x +1) dx = 5

2x
e)f

Vx? +1
f)f x+1 dx = f<1+xf3>dx=x+4ln|x—3|+k
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&. Calculo de primitivas

Hazlo tu. Calcula las siguientes primitivas:

a)fﬁdx b) [ =2 (x— 1) )fsx}f;: :
d) foe“2 dx e) f%dx

1, 1( 2 5.1
a)f2x+7dx— 3 2x+7dx 2ln|2x+7|+k

b) fJx2_zx(x_1)dx - %f\/xz—2x(2x—2)dx=%f(x2—2x)”2(2x—2)dx=

_1 =29 0 g, L 203
=3 30 +k_3(x 2x) +k—3 (x"=2x)7 + k

)f 2ol g L[ 603 g 1132 3,0 5|4k
3x%+3x—5 373x2+3x-5 3

d) foexz dx = % foe"z dx = % ik

=c+L

D
d d

2

x _ 9 X _
fx_sdx—f<x+3+x_3>dx— 5 +3x+9n|x - 3|+ 4

e) Dividimos para expresar la fraccién asi:
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3. Calculo de areas

Hazlo tu. Calcula el 4rea limitada por la curva f(x) = x> — 12x yel eje X entre x=-2 y x=2.

* Puntos de corte de la funcién con el eje X:

x3-12x=0 = x=-243, x=0, x=243

El Gnico punto de corte situado entre =2 y 2 es x = 0; habrd dos recintos: [-2, 0] y [0, 2].

4
e Primitiva: G(x) = J‘(x3 —12x) dx = x? — 6x%

G(-2) = * —6(-2)2=-20; G(0)=0; G(2)=-20
- - 20; - 0; -

* Areas:

0 .
J (x> =12x) dx =G(0) — G(=2) =20 — Area [-2, 0] = 20 u?
-2
2 .
fo (x> =12x) dx =G(2) — G(0) =20 — Area [0, 2] = 20 u?
Area total = 20 + 20 = 40 u?

4. Area limitada por y = f(x) y los ejes de coordenadas

Hazlo tu. Calcula el 4rea del recinto limitado por la grafica de la funcién:

4 si x<1
J) = <|[—xz—:c+6 si x>1
y las rectas x=0 e y=0.
Y
) N
\
—4 p— p— p— 4 X
11 \
1 \

El drea pedida es la suma de las dreas del rectdngulo de base 1 y altura 4 y de la regién limitada por la pa-
rabola, el eje X ylarecta x=1.

Area del rectingulo = 1 - 4 = 4 u?

Area de la regién = J'Z(—xz—x+6)dx= —x—a—x—2+6x 2=£u2
g 3 2 7Y 76
Area total = 4 + %:% u?
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8. Area entre curvas

Hazlo tu. Calcula el 4rea del recinto limitado por las curvas f(x) = —x2 +2x+ 4 y g(x) = x% + 2x— 4.
* Cortesde f(x) y g(x):
X2+ 2x+4d=x2+2x—4 > x=-2, x=2

* Entre x=-2 y x=2, lapardbola f(x) estd por encima de g(x) porque f(x) estd abierta hacia abajo
y £(x) lo estd hacia arriba.

g z P 64
Area:J [x? +2x+ 4 — (x2 +2x — 4)] dx = f (—2x2 +8) dx = 3 +8x =04 2
-2 -2
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6. Calculo de areas

Hazlo tu. Halla el drea del recinto limitado por las funciones y = x2 —4x e y=5.
Calculamos los puntos de corte:
x?—4x=5 - x=-1, x=5

Primitiva de la funcién diferencia:

G(x)=J‘(5—x2+4x)dx=5x—x?3+2x2

) 5% 552100 o s, D 5 2
GG)=5-5-2+2:52 =100 G1) =5 () -5 +2(-1)?-

=36

[ 6= a9 ae-66)-G=120, 8
Area = 36 u?

7. Calculo de areas

Hazlo tu. Calcula el 4rea del recinto limitado por las siguientes funciones:
dy=iesl  y=ErL f@=5  gl=s|
a) * Calculamos los puntos de corte:

2
I x+1:<%) — x=-1, x=3

¢ Primitiva de la funcién diferencia:
2

G(x)=f(¢x? “1) f(x+1)1/24x 1f(x+l)dx ém_x_

_X
A
G(_l):%,/(_lu)t 11, G(3)=%J(3+1)3_372_%:ﬁ

2 4’ 12
¢ Calculamos el drea:

L5121 de-60)- G-

4
3

N‘\D
A|>—‘

Area pedida = % u?

b) ¢ Definimos g(x) en intervalos:

—x si x<0

g(x) = {

x six=20
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* Puntos de corte de f'y g:

2
%=—x — x=-2, x=0 (no vale)
5 k=0, x=2
ST x=0, x=
* Primitiva de la funcién diferencia f(x) — g(x):
~ 2 _fx_z _x X
Slx<0—)J‘[2 (x)]dx— T afx-6+2
2 3 2
Si x>0 — (xz—x)dx=x6—x2
¢ Calculamos el 4rea:
0 2
£2(2+de_6+2_2_3 o\ ¥ E= 3,773

Area pedida = % + % = % u?
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8. Célculo de areas

Hazlo tu. Calcula el 4rea del recinto limitado por las funciones y = 1 x> 1; y=1 y las rectas
x f—

x=1y x=4.

1

La funcién y = es una hipérbola desplazada horizontalmente de manera que la asintota vertical se
x J—

encuentraen x = 1.

Puntos de corte entre las dos funciones: —L 7= 1 = x=2

X —

El drea pedida podemos verla en la siguiente grafica:

Y

G
O

g
J

»
—

|

El 4rea es la suma del drea del cuadrado de lado 1 mis el drea de la regién comprendida entre la funcién

y:ﬁ, elegje X ylasrectas x=2 y x=4.

Area del cuadrado = 12 = 1
Area de la region descrita = J.4L dx = [Zn |x — 1|]4 =n3
& 2 x—1 2

Area total = (1 + In 3) u?
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Ejercicios y problemas guiados
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1. Primitiva que cumple ciertas condiciones
Hallar una funcion f(x) de la que conocemos f(0) =1, f'(0)=2 y " (x) = 3x.

f’(x)=ff”(x)dx=f3x4x:3sz+/e

FO)=2 > k=2 > f(x) = 3352+2

f(x):ff’(x)dx:f(%xz+2>dx=x73+2x+/e'

FO=1 5 k=1 f9= 2 2041

2. Gréficas de primitivas
Hallar una primitiva F (x) de la funcion f(x) = 2x — 4 tal que su grdfica corte al eje X en un sinico
punto.

F(x):f(2x—4)oix=x2—4x+k

Cuando 4 =0 obtenemos una pardbola que corta a los ejes en los puntos (0, 0) y (4, 0) y cuyo vértice es
el punto (2, —4). Su gréfica es:

\ ¥ |
\ I, |
\7 |
\3 /
\ |
\ |

_ 5 | X
1\ /
A /
51\ /
TN\ /
PN

Las pardbolas de la familia de primitivas de f(x) se obtienen desplazando verticalmente la gréfica anterior.
Para que corte al eje X en un tnico punto debemos subirla cuatro unidades. Por tanto, la funcién buscada

es F(x) = x%—4x + 4.
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3. Calculo de una constante para un area dada

Determinar el valor de la constante a = 0 para que el drea encerrada entre el eje de abscisas y la
Sfuncion f(x) = ax(x— 1) seaiguala I u?.

Como 4 = 0, los puntos de corte de la funcién con el eje X son:

x(x—1)=0 > x=0, x=1

Primitiva de £(x) — G(x) = fax(x_1)4x:af(x2_x)dx:ﬂ?xa_%z
-0 _a_a__1
GO=0; G- 2-4-1,

1 ~ ~ 1 . ~ L
Por tanto, J;ax(x—l)dx—G(l)—G(O)——ga - Area—‘—6¢z|

—%u:l
_%ﬂ‘ﬂ_) - a=16
%a:l

Como

4. Funcién derivable
Hallar una funcién f(x), derivable en R, que pase por el punto P (0, 2) y cuya derivada sea:

, 3x -1 si x<1
f(x)={2x

si x21
Hallamos las primitivas en cada intervalo de definicién:

2
f(Sx—l)dx:%—xh%

f2xdx=x2+/e'
3X2 /? .
3x7 1
Por tanto: f(x) =y 2 xSt xS
X2+ k' si x21

Pasa por P(0,2) — f(0)=2 — k=2 ylafuncién es:

32 .

2= _x+2 si x<l1
fx) =9 2

X2+ k' si x21

Como es derivable en IR, debe ser continuaen IR y, en particular, en x=1. Asi: (1) =1+ £"

2
/l'm_(%—x+2>=%
N %:1+k’ N k':%
lim (P +k)=1+F

x—1F

La funcién es:

2
3%—x+2 si x<1
S =
x2+% si x>1
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Ejercicios y problemas propuestos
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Para practicar

M Célculo de primitivas

1 Halla una primitiva de las siguientes funciones:

a)f(x)=x+1 b)f(x)=2x—«/§

)f@) =T +x d) f(x) = —8x3 + 3x2
3
e)f(x)—%ui f)f(x)=¢;+§
-1 ,x sl
g fx) =3 h) f(x) «/7
S IERSIPAE =

b) f(Zx— V3) dx = x* - 3x

)ity

d) f(—8x3 +3x2) de=—2x% + %3

-3 1?2 1
e)f<—+—> f(x +x ) dx= _—1+’i—2——;—§

(12,3 ) g ¥ 3 a3 201
f)f(JL 4)”‘[(" 5 )dx_3/2+5 373 5,3

1, x V-2 WA R L W o x*
g) f( + > f(x +3x>dx- 7 +3 3 =2x+ C

K83 33/x8
2 .—1/3 5/3
h)fafafx x5 e [ de=i2 3%

2 Integra la funcién de cada apartado:

a) {3x b) 4/8x3 o Xra? Q) X=2
Vx x?
3 2 x—=2 3-2x
¢) x b x+1 8 x2 b) x
_ 12 x! 2«/3«/; _2@
a) f@dx—f@x dx =3 3/2 3 + k= 3 +k

b) f4\/@dx=4«/§fx3/4dx=¥4«/7+k

3 5
19) fx+x2dx=f(x1/2+x3/2)dx 2 x5/2+/e—2\/x7+2‘/x7+/e
Jx

3/2 527 3 5

-2 2 _xr 27! _xt 2
J [ 5 dhe = [ (e =2 Y

e) J-% dx =3n|x|+k
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f) J‘ﬁdx:ﬂn|x+l|+k
-2 1 2 2
g)fxxz dx:f<;—?>dx:1n|x|+;+/e

h)f3—x2x dx:f<%_2>¢x:31n|x|—2x+/e

3 Resuelve:
o fom 3 0 feofes5) i o[
d)f(1_sen§)dx 0 fsen(% x) ds £) fmgxdx
2) fsen—dx sflsm— - Saos Xk
b)fco;<x+§)4x:sm(x+§)+/e
Sl ) R L
d)f(l—sen%) = x+ 200 % 1 b
0 fsen(%—x) dx:cos(%—x>+/e
f)fcos%xdx:%f%ws%xdx:%sm%x+/e

4 Calcula:

2 [exe3 d b) [3xel =+ d o [27 e d) [ 342 d
2) J.ex+3dx:€x+3+k

b)f3xel’xzdx=—%f(—2x)el’x2dx:—%el’x2+k

o) fzx”dx:m%flnz.zx*ux:m%.zx”ue:2/’;;7+k

d) fsxfz d = zfl 392 gy = 215;/2 vk

5 Calcula:

3 [ (e-3) dx b) [ @x+ 1)3 d c)fJ’Cl?dx d) [ Bx=5 dx
aP%aLx f)f2x3_1dx fxzfzdx h)f3x2x_4dx
a)f(x—3)3a’x=(x_43)4+k
b) [ 2+ 1)54x=%fz(zx+1)5dx=%, (2x21)6 ke (2x1+21)6 vk
9 [ A dem2 [ de-2feraek

Jx+2 24x+2
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_ 1 12 _L‘(3x—5)3/2_2(3x—5)3
&[5 de= L [36x -9 e 1 BT 2Oy
3/x+3 x+3\13 [(x +3)/2]%3 3 (x+3 4
o 3243 ax- 2f ( ) o= L DR k_2<2 )+/€
_3
f)fzx I S In2x =1+ k
) | 2= | 2]+ k
g fx2+2 = In|x* + 2|+
_ 1 6x _1 2
i = 6f3x2_4dx Linja? 4]+ k
6 Calcula:
2
V552 +1 dx b) | =% dx 2xxl gy d) | xe*” dx
a)fx X+ )f == c) Cir3 )fxe
e)fo +2 b fsmzstxdx g)fx4x_4 h)fxsenxzdx
J5:2 _ L 2 2 1 G2 (5x? 1)
a) J-x Sx“+1dx = 0]10x(5x +1) Y dx = i0 3 = 5 ny
2 2
b) |2 =2 [ 3 =25 34k
f/xS_S 3f2/x3_3 3
c)f 2x +1 dx = In|x*+x 3|+ k
ix-3
x2 _L 2 _l 2
d)fxe dx—2f2xe dx—ze +k
5 6 5
e)f3x2+2 Sxi dx == /n|3x +2|+k
f) fsenzxcosxdx:@ﬂ%
X0 1[4 1.4
g)fx4_4ﬁ&— P dX—4ln|x — 4]+ k
2 1 (_ 2
h) fxsenx dx = — 3 2x sen x* dx = 2cosx 2 ik
7 Calcula:
a) [ 365 d by [x2. 2775 i c)fieﬁdx
Vx +
d f
)JVx2—6x+ fx+5 )fJ3x7
a) f3€5xdx=%esx+k
2, —x3+5 __L _2,2 . —x34+5 __2—x3+5
b)fx 2 dx = 3f3x 2 dx = ) +k

c)f

5 gl 2f1 =267 4 b
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d) x=3 g 1| 2x=6 g [ Gxi24k
f«/ x?—6x+2 J-«/ —6x+2

VX + 1 1
dx = dx =2 dx =24 k
fx+5 fx+5 T x X+5+

=2 g |y _1 2 g1 Bx=232  2{3x-2)3
f)fmdx f3x—2dx-gf3(3x—2) dx_g 37 +h= 5 +k

8 Resuelve las siguientes integrales:

a)fx_3x+4dx b)fx+5x 7dx
x+3
9 2x? —3x+ldx d)J‘x +3x_ldx
2x -1
* Divide y transforma la fraccién ast: Dividendo _ cociente + 10
divisor divisor

a)fx —3x+4 dx_f<x_2+x_ )dx_%—2x+2/n|x—l|+/€

b)f%w =f(x+2_ x1+33>dx=x72+2x—131n|x+3|+/€

0 [ 2 de = Jeendes Sk

2
d)J.xx‘?_xl_ldx =f<1+—x23f1)dx=x+%ln|x2—l|+/€

9 Calcula
a)f%sen%dx b) [ Ssen (%) cos (%) a
© fm‘l” d)fx +2x+1
o [@x?+ 1) d f)f‘/&;i_zdx
o [3222-1 4, e
i) f%dx i) f%cose‘xdx

a) J‘%smldx —cos Lk
X x

b) [[Seen (% )eos (%) ate= sfz Lo () cos (£) = 55002 (£) 4

O [l = [t s AN

i 7
1 _ —1
e — f(x+1)2d Sy

2,12 4,42 _ 404X
C) f(zx +1) dx—f(4x +4x +1)dx—T+T+x+/e

X +2x+1

2
3x _2+/e

S

3x2-2 243x? 3
2 2

g)f%dx:f<3x+8+ 15 )dx=3x +8x +15/n|x — 2|+ k

x—2 2
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. —Tlnx _ 711 7 P« A
1)f ™ dx——g ;lnxdx——g 3 +k——6/n x+k

i) f % cose X dx=—sene ™ +k
e

M Integral definida

10 Resuelve las siguientes integrales:

a) L2 dx b)fl2<x2—5x+%>ﬂlx

0x+1

a) Calculamos una primitiva:

G(x):f 2 dx=2ln(x+1)

x+1

J;)lx%rl dx:[Zln (x+1)](1)=21n2

b) Calculamos una primitiva:

(2 —ses L) e 51
G(x)—f(x 5x+x2>dx— 3 3 .

2
Yo i) {ﬁ_iﬁ_L]nii
fl(x 5x+x2 dx—3 > XT3

11 Resuelve las siguientes integrales:

) [, o) e b) [ @x-1)de 9 [ e v dn &) [ "3 d
e le% dx f) fje"_z dx g J;)n(sen x — cos x) dx h) J‘_T;sen 2x dx

D) G0 = [(33) dhe =
G(5)=-125; G(2)=-8
LS(—sz) dx=G(5)—G(2)=-125—-(-8)=-117

b) G(x)=f(zx_1)4x=x2_x
G(6) =30; G(4)=12
L6(2x—1)dx=G(6)—G(4)=30—12=18

o) G(x) = f(x3+x)dx=x?4+x72
GR)=G(-2)=6

2
Loﬁ e ) dv=G(2) - G(2)=0

B2 230
DG = [(Brde= [(3x02 de= BT 203
G =165 G- 23

J‘l4«/3_xdx=G(4)—G(1)= 1635 _ 23@ ) 143@
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e) G(x) = f% dx = In|x|
Gl)=1; G(1)=0

feldsz(e)—G(l)zl
1 X

HGW- [e2dv-e?

GB) =6 G(-1)=e7

3 y
f 2= GB)— G l)me—edme L1
= IR

g) G(x) = f(senx—cos X) dx = —cos x — sen x
G(m) =1; G(0)=-1
fon(senxcosx)dx=G(ﬂ:)—G(0)=1—(—1)=2

h) G(x) = fsen 2x dx:—% cos 2x

__ 1. ecCmo 1
G(m) = > G(-m) = 2

fnsen 2xdx=G(m)-G(=m) =0

12 Halla las integrales de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

a) f(x) = 3x2 - 6x en [0, 2] b) f(x) =2 cos x en [0, /2]
Ofx)=kx+1) (x2-2) en [-1,2] d) f(x) = sen % en [0, 1]

a) G(x) = f(3x2 — 6x) dx = x> — 3x?
G0)=0; G2)=-4

J’02(3x2 —6x)dx=G(2)-G(0)=—4
b) G(x) = chos x dx = 2sen x

G(0) = 0; G(g) )

/2 B
2cos x dx = G(7> -G0)=2

P
c) G(x):f(x+1)(x2—2)dx=f(x3+x2—2x—2)dx=?+?—x2—2x

Gn-11, G<2):—§

fl(xu)(xz_z) _GQ)-G(1)=—4_11__9
d) G = an% = —4cos %
G045 Gm--+2

f“sm X G- G(0)=—242+ 4
0 4
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Pagina 239

M Calculo de areas

13 Calcula el drea encerrada por la funcién f(x) = —x(x—4) y el eje X. Representa el recinto cuya
drea has calculado.

Cortes con el eje X:
—x(x—4)=0 = x=0, x=4
La funcién dada es una parabola abierta hacia abajo cuyo vértice es el punto (2, 4). Por tanto:

4
32

o 3

. 4 4
Area = J;)—x(x—4)dx=J;) (—xz+4x)ﬂ’x=[—x73+2x2

El recinto es:

Y
* / N\

N %)

|/ %
ny;
(7 A
_ 5 | X
iF) \

/ \
] \
I \
[ \
[ \
[ \

14 Halla, en cada caso, el drea limitada por:
a) f(x) =x2— 4, el eje X ylasrectas x=0 y x=2.
b) f(x) = 2x —x2, el eje X ylasrectas x=-1y x=1.
o) f(x) =x?—2x -3 yel eje X.
d) f(x) =1-x%, el eje X ylasrectas x=-2 y x=2.
e) f(x) =% eleje X ylasrectas x=-1y x=3.
f) f(x) =x2 + 1, el eje X ylasrectas x=-1 y x=3.
a) * Puntos de corte con el eje X: x2—4=0 — x; = -2, x, = 2. Solo nos sirve x, = 2.

* Hay un recinto: [0, 2]

. G(x):f(x2—4)dx:%3—4x
. G(2)=—13—6; G(0)=0

e Area=|G(2) - G(0)] = 176 u?

4
4

\ |
\[ |
\ /

—4 | 2.1 4

]
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b) ¢ Puntos de corte con el eje X: 2x2—x2=0 — x; =0, x,=2

* Hay dos recintos: I [-1, 0]; II [0, 1]

. G(x)=f(2x—xz)a,’x:xz—x?3

. G(—1)=§; G(0)=0; G(1):%

o Area del recinto I = |G(0)-G(-1)| = % 2111
B ) 4 | 4
Area del recinto I = |G(1) - G(0) | = 3 VA
freatorl - 4426 _5 2 [T
Area total = 3 + 373 2u
c) * Puntos de corte con el eje X: x2—2x—-3=0 — x=-1, x,=3
* Hay un recinto: [-1, 3] | 4 f
3 )
'G(x)=f(x2—2x—3)dx:x?—x2—3x \\‘ II
5 4 | XY 4
* G)=35 G3)=—9 Y
'Area:|G(3)—G(—1)|=‘—9—i‘=2u2 -
3 3
d) * Puntos de corte con el eje X: 1 -x2=0 — x, =1, x,=1
* Hay tres recintos: 1 [-2,-1]; II [-1, 1]; III [1, 2] .
3
¢ 6= [ demx - X 2y
2 2 4 I 4
e G(-2)=%; G(-1)=—%
(-2 Gn=-2 Vol \
2 2 *
Gl)=%; G2)=—=% 1 \
(1) 3 2) 3
o Area del recinto I = | G(-1) — G(-2)| = ‘—%—%‘:%
Area del recinto I = | G(1) — G(~1) | = ‘%—(—%)‘:é
Area del recinto Il = | G(2) - G(1) | = %
Area total = 3-%:4 u?
e) * No corta al eje X. -
e G(x)= f e dx =é* 77773 éii
e G(-1)=¢l G(3)=¢> :(<&
. 4 4| ).
°Area=|G(3)—G(—l)|=e3—e’1=63—l=e _1z19,7u2 : :
e e
f) » No corta al eje X.
2 X3
¢ G- [ D= x VTRl Ty
4 \?
* GD=-45 GB)-12 NTHA
e Area=|GB3) - G(-1)| = 43—0 u? 5
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15 Halla el drea delimitada por la pardbola y = 2x? —2x—4, el eje X ylasrectas x=-2 y x=2.
Representa el 4rea obtenida.

Cortes con el eje X — 2x2-2x—4=0 — x=-1, x=2. De los dos valores obtenidos, x=—1 se
encuentra entre los limites x=-2 y x=2.

Primitiva de la funcién:

G(x) = f(2x2—2x—4)dx=27xg—x2—4x

(_2)3
G- 282 (24 (2--% 6-T 60-- 2

f__zl(zxz —2x—4)dx=G(-1) - G(=2) :%_ (_%) :%

le(le_2x_4)dx:G(z)_G(_1):_23_0_§:_9 \

—
[«=)

oo}

Area total = 13—1+9=% u?

|

Para representar la funcién debemos tener en cuenta que la 4 l’
pardbola estd abierta hacia arriba y que el vértice es el punto [
|

(L _2)
> . _6 -4 Lo 2| 4 X
22 N/

[}

Fir

(o))

16 Calcula el 4rea comprendida entre las curvas:
a)y=x% y=x
b)y=x% y=1
Qy=x% y=x>
dy=x% y=—x2+2x

€ y=2x2+5x-3; y=3x+1 \
f)y=4—x% y=8—2x?

—

a) ® Puntos de corte entre las curvas:

x2—x=0 = x,=0, x, =1
2

. G(x)=f(x2-x)g£x=%3_x7 - l

[y

« G(0)=0; G(1) = _%

e Area=|G(1) - G(0)| = % u?

b) ® Puntos de corte entre las curvas:

x2=1=0 = x=-1, %=1 \\

N
~
~

. G(x)zf(xz-l)dxzx;-x \ /

G2 G)=-2

e Area=|G(1) = G(-1)| = % u? -
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c) * Puntos de corte entre las curvas:

xz—x3=0—>x1=0,x2=1 \ 4

X N[ A
4 2

/’
>

. G(x)zf(xz—xs)dxz%s—

. - 0; L Tt
G(0)=0; G(1) = = AT

e Area=|G(1) - G(0)| = % u?

d) e Puntos de corte entre las curvas:

]
~<

x2— (%2 +2x) =2x2—2x=0 — x,=0, x,=1

°G(x)=f(2x2—2x)dx=27x3—x2 \

N
|

« G(0)=0; G(1) = _%

-
-

e Area=|G(1) - G(0)| = % u?

e) ® Puntos de corte entre las curvas: i
22+ 5x—3-0Bx+1)=2x2+2x—4=0 = x,=-2, x,=1 \‘ 44
\

. G(x)=f(2x2+2x—4)dx= 2§3 +x% — 4x

+ G2)-2 6)--% \LAYC

. Area:|G(1)—G(2)|=|—%—23—0‘=2gl=9u2

f) ® Puntos de corte entre las curvas:

Gd-x?—(8-2xY)=x?-4=0 = x;=-2, x,=2

—
>~

3
¢ 6= [(2 - D de= L dx ZAN

. 62216, G- 16 ]
G2=18; 6= -L 7

=
—

+ Area=|GQ)- G| = 22 2 !

Para resolver

17 Calcula el drea de los recintos limitados por:
a) La funcién f(x) = x2-2x +1 ylos ejes de coordenadas.
b)Lacurva y =3, larecta x=2 yel eje X.
¢) La funcién y = sen x, el eje de abscisas y las rectas x = % y x=— %
d) La funcién y=cosx yeleje X entre x=0 y x=T.
a) s f)=x?-2x+1=(x-1*=0 - x=1

W

. G(x)zf(x—l)zdng \

. G(O)z—%; G(1)=0

e Area=|G(1) - G(0)| = % u? = F
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b)yex3=0 > x=0 "

°G(x)=fx3afx=x74 4

e G(0)=0; G(2)=4 _ >
e Area=|G(2)-G(0)|=4u?

[e e}

c)esenx=0 — x=0 <entre —% y %)

* Hay dos recintos: I[— %, O]; II [O, %]

o G(x)= |sen x dx =—cos x

of)-ol- )5 o0 “

'Areadelrecintol=‘G(O)—G(—%)‘:‘—l+%‘=0,29 p .

Area del recinto II = ‘ G(%) —-G(0) ‘ =1- g =0,29 N

Area total = 2 - 0,29 ~ 0,58 u?

d)e cosx=0 - x= % (entre 0 y )

o,l]; H[E, o]
2 2

. G(x)zfcosxhzsenx

* Hay dos recintos: I

* 60)=0; G(5)=1; Gm=0 p

4

e Area del recinto I = ‘ G(%) -G(0) ‘ =1 4

ME]
ps
g

Area del recinto 11 = |G (1) - G(0)| = 1 =

Areatotal =1 + 1 =2 u?

18 Calcula el 4rea comprendida entre las curvas:
a)y=x2 e y=3-2x b)y=4—x2 e y=3x2
Qy=x e y=x>-2 dy=4-x* e y=x*-4
e) y=(x +2)2 (x — 3) yel ¢je de abscisas.

D
\\

A)x?-(B3-20=x2+2x-3=0 > x,=-3, x,=1 \\\\

°G(x):f(x2+2x—3)dx:%3+x2—3x *\

AK %)
v

* G(=3)=0; G(1)=—

2
3 —4 - 3 4

e Area=|G(1) - G(-3)| = 33—2 u?

b)4-x*-3x?=4-4x*=0 - x;=-1, x,=1

. G(x):f(4—4x2)afx:4x—4Txa AN

* GEn=-5s 6=2 B E

—
-

°Area=|G(l)—G(—l)|=176u2 4
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c)x—(x2—2)=x—x2+2=—x2+x+2=0—>x1=—1, Xy =2 \\ /
. _ 2 X X2 \ T
G(x)-f(—x +x+2)dx——?+7+2x 5
\
+ GED=-L; G@)=L AR AER
6 6 e
e Area=|GQ) - G(-1)| = % u?
d)d-x?—(x>-4)=-2x*+8=0 = x;=-2, x,=2 \ 4 /
¢ 6= [(20 4 ) di=- 2y 8 VAR
_4 i
¢ G- G- 2 NSV
o ISV
e Area=|GQ2) - G(2)| - %4 u? -
e (x+2)?(x—3)=0 = x;=-2, x,=3
¢ G- [+ (=3 dhe= [+ 52— B —12) - of 1
4 10 /
=x7+x73—4x2—12x - /
. G(2)=28; 3= 17L By /R NNV
G(2)=35 GB)=——7 AN
e Area=|G(3) - G(-2)| - 61225 ~52,1 W2 T
19 Halla el 4rea comprendida entre la curva y=—x% + 4x +5 ylarecta y=5.
2 +4x+5-5==x?+4x=0 — x,=0, x,=4 8
3 A \
o G(x):f(—x2+4x)dx=—%+2x2 \
. )
.« G(0)=0; G(4)=% iy \
[ s \
°Area:|G(4)—G(0)|:33—2u2 / \
20 Calcula el drea limitada por las siguientes curvas:
a)y=x3+x2;y=x3+1;x=—1;x=1
b)y=x% y=1-x% y=2
Jy=x(x-1)(x-2); y=0
dy=x2-2x; y=x
e y=x0-2x; y=—x2
f)y=2x—x3;_y=x2
) P+l (P+)=x2-1=0 - x;=-1, x,=1
3
L 6= (2% i/
2 2
c G-1)=2; G=--2 %
D=35 G)=~3 - .
. 4 5 — 2
°Area:|G(1)—G(—l)|=?u
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b)x?=1-x> = 2x?-1=0 — x1=—g, x2=g
P :
g . . NRS
. NN
* Tenemos tres recintos: -
[ Sl & nf 7
/ ) \
e Para el Iy el III hay que considerar:
Gl(x):J-(Z—xz)dx:x—%s
42 ( ﬁ)_ 11,2 f 1142, _442
Gi=- 42 6 (212 g, 2 642
Area del recinto I = ‘ G, (—%) -G, (=2 ‘ = %
Area del recinto III:‘GI (g>—G1(‘/§)‘:%
e Para el II hay que considerar:
3
- _ 2 - 2 - X7
Gy [@-1exdde= [t de=xs -
2\ 742, (ﬁ)_ 742
G2(2 IR Y AT
Area del recinto H—‘G2<‘/—> Gz(—gﬂ—%
. i 542 742 542 1242 2
Area total = Dt ¢ T ¢ =22 u
o x(x-1)x-2)=0 = x;=0, x,=1, x3=2
* Hay dos recintos: 1[0, 1]; II[1, 2]
4 2
e G(x)= x(x—l)(x—2)afx=f(x3—3x2+2x)dx:%—x3+x2 1 II
* GO)=0; )= GR)=0 T ’
o Area del recinto I = |G(1) = G(0)] = =
Area del recinto I1 = |G(2) - G(1) | = =
A 1,1_1 .2
Area total = iti=7 v
d) x?-2x—x=x*-3x=0 = x,=0, x,=3
: a3 :
G(x)= f(x 3x) dx 3 3 b §
1
« G(0)=0; GB)=—2 TAY
2 —4 | — 4
» Area=|G(3) - GO)| = 5 w2 :
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e) XX —2x—(=xD)=x+x2-2x=0 > x1=-2, x,=0, x3=1
* Hay dos recintos: 1[-2, 0]; 1[0, 1]

4
: G(X)=f(x3+x2—2x)dx:%+x_3_x2

3
. ()~ _38. -0 __5
G(2)=-3; 60)=0; G=-2 ;
o Area del recinto I = | G(0) - G(-2)| = %
Area del recinto 1T = | G(1) — G(0) | = %
A _8.,5 _37 »
Areatotal—3+12 T
f) Por simetria respecto al anterior, el drea es la misma: 6
4
Area total = % u? 2
-2 1L \2
-2

Un depésito se vacia de forma variable segiin la funcién v (?) =5-0,1¢# (# en min, v en //min).
Calcula lo que se ha vaciado el depésito entre los minutos 100 y 200.

2
0’; =5¢-0,05¢2

G = f(S —-0,19)dt=5¢ -
G(200) = -1000; G(100) =0
Area = | G(200) — G(100)| = 1000

Se han vaciado 1000 litros entre los minutos 100 y 200.

Una fébrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segtin un ritmo dado por la
siguiente funcién: 7 =0,01#>—0,2¢% + £+ 1 siendo m la cantidad de material enkgy # la hora
del dia. ;Cudnto material arroja cada dia?

Consideramos ¢ entre 0 y 24 horas:

24
0,014 0,2¢3 ;2

_ + sl =219,84-0=219,84 kg
4 3 2 0

24
L(o,01t3—0,2t2+t+1)dt:

Calcula el 4rea limitada por la grifica de y = x + x2, la tangente a esa curvaen x =2 y el eje de
abscisas.

* Recta tagente en x = 2:
y'=1+2x = m=y'(2)=5; y(2) =6
Recta = y=06+5(x—2) =5x—4

* Hacemos las graficas para entender mejor la situacion:

N T TN

W EERE e n DRERR RS
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2

* Puntos de corte de y=x+x~ conel eje X:

x+x2=0 = x;=—1, x,=0
* Punto de corte de y = 5x—4 con el ¢je X:
4
5
o Areabajo y=x+x? entre 0y2:
3

Gl(x):f(x+x2)dx:x72+x?

S5x-4=0 > x=

G,(2) =%; G,(0)=0

Area=|G,(2) - G,(0)] = % u2

e Areabajo y=5x—4 entre 4 y 2:

5
Gz(x)=f(5x—4)dx=ssz—4x

Gz<§)=—§; G,2)=2

Area=‘cz(z)_cz<§>‘=z+§= 18

14 18 _ 16 2

¢ El drea buscada es: —=

3 5 15
24 Dada la funcién f(x) = %xz'—%xz:

a) Encuentra una primitiva F de f que verifique la igualdad F(2) = 1.

b) Representa grificamente la funcién f y calcula el drea limitada por la curva y el eje X entre
x=-1yx=3.

a) F(x):f(%f—— 5
FQ <1 o 222 p1 5 ko3

4 3
Por tanto, F(x) = % - x7 +3.

b) ® f(x) es una funcién polinémica. Es continua y derivable en IR.

* Cortes con los ejes:

x=0, £(0)=0
0 L,3_ 3,2 3_2.2_ 7
y—O,zx 2x 0 5 x°-3x=0 > II
- x2(x-3)=0 > x=0, x=3 N II
* Puntos singulares: 5 /
) /
f'(x):%x2—3x—>%x2—3x=0—> ! /
_2 1 N N 4 X
—>3x(lx—1)=0—>x=0,x=2 VoL
2 N N\
Signo de la derivada: / i
f>0 . f'<0 . f'50 [ 1 14
0 T~ 2 _
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Como las dos regiones se encuentran al mismo lado del eje X, podemos hallar el drea mediante
una Unica integral definida:

31 .5 3 2> _
f_1<2x 2x dx =

Area = 4 u?

25 Dada y=x3—-2x2 + x, hallala ecuacién de su tangente en el origen y calcula el 4rea de la regién
encerrada entre la curva y la tangente.

* Tangente en el origen:
y'=3x2—4x+1; m=9'(0)=1; y(0) =0
Recta — y=x

o xd 224 x—x=x3-2x2=0 = x,=0, x,=2

4
. G(x):f(x3—2962)afx=XT—2Tx3

WP

. G(0)=0; G(z):—g

-&qum-ampgﬁ

26 Halla el drea de la figura sabiendo que el lado curvo corresponde
ala funcién y==x2+1.

* Entre -1 y 0 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 1:

-1 112
A 1-1 1 2
A = —==
rea u

* Entre 1y 2 tenemos un tridngulo de base 1 y altura 2:

Area =

1.22 142

* Entre Oy 1:
3
G(x)=f(x2+1)dx=%+x

G@:mcm=§

&qum_ampgﬁ

e Fl 4drea total serd:

1 1.4 17 2

—+l+—>=—"%u

2 3 6

27 Dadala funcién f(x) = 4 —x?, escribe las ecuaciones de las tangentes a f en los puntos de corte
con el ¢je de abscisas. Halla el drea comprendida entre las rectas tangentes y la curva.

* Puntos de corte con el eje X:
4-_x2-0 > x; =—-2, x, =2 — Puntos (-2, 0) y (2, 0)
* fl(x) =2x; f(-2)=4; f'(2)=-4
* Recta tangenteen x=-2 — y=4(x+2) =4x+8
Recta tangenteen x=2 — y=—4(x—2)=—-4x+8

* Se muestra la gréfica a la derecha para entenderlo mejor:
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e Area del tridngulo de vértices (-2, 0), (0, 8) y (2, 0):
Area = 4-8 _ 16 u?
2
o Areaentre y=4—x? yeleje X:

G(x):f(4—x2)dx:4x—%3

G(2) = -10: G-

16
3 3

Area=|G(2) - G(2)| = % u?

e El 4rea total serd la diferencia:

32 16 2
16-232_16
3 -3 Y

28

Se considera la funcién definida por:

x*—4x+3
2% +4x-3 si x>1

si x<1

o]

a) Estudia su continuidad y derivabilidad.

b) Representa grificamente la funcién f.

PNNCNSAC HILLERA O
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c) Calcula el drea del recinto plano limitado por la grifica de f; los ejes de coordenadas y la recta

x=2.

a) La funcidn estd definida por intervalos mediante funciones polindémicas, que son continuas y deri-

vables. Estudiamos la continuidad en el punto de ruptura:
f(1)=0
lim (x* —4x+3)=0

i f() x—1
im f(x) =
x—1 lim (—x* +4x—-3)=0
x—=1"
2x—4 si x<1

reo-|

2x+4 si x>1

En x=1 no es derivable ya que f'(17) = f'(1%).

En conclusidn, es continua en R y derivable cuando x = 1.
b) La funcidn estd definida por intervalos mediante dos pardbolas.

Hallando los puntos notables se obtiene la gréfica que aparece a
la derecha.

c) El drea pedida es la suma de las dos dreas coloreadas:

1

1 3
f(x2—4x+3)dlex——2x2+3x _4

0 3 0 3

2 3 2 2
f(—x2+4x—3)dx=—x—+2x2—3x ==
1 3 1 3
Area total = %+%=2 u?

— Escontinuaen x=0 yaque f(1)= [z'_r)nl f ).
X

2
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29 Dada f(x) =x + 1, halla:
o ¥ ofis o['s
G(x)=f(x+l)dx=x72+x

_ 0o 3o 1. _15
GO =0; G1=3;5 Gen=-L; 63)- L
) foxf=G(x)—G(O)=x72+x

X 2 3
b [*F-60-60-2vx-2

x 2
2 £1f=G(x)—G(_1):x7+x+%

d) fISf:G(s)-G(l)zlz—S_%zlz—zzé

30 a) Halla el 4rea limitada por y=|2x— 4|, el eje X ylasrectas x=0 y x=5.
3
b) Calcula f2|2x — 4| dx.

a) Definimos la funcién por intervalos para hacernos una idea de su forma:

2x+4 si x<2

y=|2x_4|={2x—4 si x>2

El 4rea buscada serd:
5 2 5 2 5
[ yde=[Pcaxsdyaes [ ey delo et [ - 4], -
=(4-0)+(5+4)=4+9=13u>
b) £32|2x — 4| dx = f_zz(—Zx +4) dx + Jj(2x —4) dx = [—xz + 4x] iz + [xZ _ 4x]z =
=(4+12)+(-3+4)=16+1=17u?

31 Calcula:

3 [f @ d b) g d
0 -1
siendo:
x?  si 0sx<1 2x  si —lsxs<l
f(x)={2—x si l<x<2 g(x)={x2+l si l<x<3

a) fozf(x)dx = folxz dx + flz(2 —X) dx

Gl(x)zfx%zx:%3 S G(1)=G,(0)=L 0=

1 _9-1
3 3

Gz(x):f(2—x)dx:2x—x72 > G, -G=2-3 -1

L (? 1. 1_5
ASL J;)f(x)dx—g‘l'j—g



Unidad 9. Integrales ANNZNSAC HILLERATO

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l

b) Jjg(x) dx = J:IIZx dx + fls(xz +1)dx

Gl(x)=f2xa£x=x2 - G(1)-G(-1)=1-1=0

3
Gz(x):f(x2+l)dx:%+x - G2(3)—G2(1):12—§=%

3
Asi: f_lg(x) dx = 33—2

32 Dadala funcién f(x) = X+ 1

a2 +2x
a) Estudia sus asintotas y representa la posicién de la curva con respecto a ellas.
b) Calcula el 4rea delimitada por la grifica de f; el eje horizontal y las rectas x=1 y x = 3.
a) El dominio de definicién es IR — {2, 0}.

¢ Asintotas verticales:

lim §+1 =—oo, lim §+1 = oo ‘ Y‘
x =27 x7 4 2x x=>-2" x4 2x '

lim —X*L e lim ’2‘;1:”0

x =07 x4+ 2x x—=0" x° 4 2x

Las rectas x=-2 y x =0 son asintotas verticales.

¢ Asintota horizontal: — X

x+1
- =0
¥ koo yf 4 Dx

Larecta y=0 es asintota horizontal.

Posicidn: 1 1

x+1

2

0 0 — La funcién queda por encima de la asintota.
X+ 2x

Cuando x — + oo,

Cuando x — —oo, % <0 — Lafuncién queda por debajo de la asintota.
X%+ 2x

b) Entre x=1 y x=3 la funcién toma solo valores positivos.

Por tanto, el drea es:

J? x+1 Ay

X%+ 2x

Calculamos una primitiva:

_ x+1 1 2x+2 _ 1 2
G(x)—f dx = zf a’x—z In|x* + 2x|

X%+ 2x X%+ 2
1 ) _1
G(3) = > n15; G(1) > n3
Por tanto:

*xrl e 6B -Gy =L mis— 13-
[l a-60)-60)-Lm1s-Lin3-

1,15 _ 1 2
2/71 3 -2Zn5u
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33 Dada la funcién:

x+2 si 2<x<0 3
f(x)={x2—2x+2 si 0sx<3’ calcula f_zf(x)dx
f_if(x)dx:f_if(x)dx+fosf(x)dx

0
=2
2

f_‘;f(x)dx:f_‘;(x+z>dx:[%2+2x

3

-6
0

[Oaf(x)dxzfos(xz—2x+2)dx=[x?3—x2+2x

3
Por tanto, fzf(x)dx=2+6=8.

34 Dadala funcién f(x), halla el 4rea limitada por f(x), el eje OX ylasrectas x=0 y x=3:

1 {xel
x Slx<2

f@) = |-x2+3x si _Z—ISxSS
|« +3] six>3
Para x comprendida entre 0 y 3, tenemos que: f(x) = —x2 + 3x
Hallamos los puntos de corte con el eje OX:
x2+3x=0 > x(x+3)=0 <iz(3)
Por tanto, el drea pedida es:

3
_. 9,27 _9_ 2
- 9 + 3 =3 4,5 u

. 3 3 2
Area = J; (—x? + 3x) dx = [_; + 3;

35 Halla una funcién f de la cual sabemos que f'(x) = 3x2 - 2x + 5 y que f(1) = 0.

Gx) = f(3x2 —2x+5)dx =x> —x* +5x + k son las primitivas de la funcién dada.

Entre todas ellas, nos interesa la que cumple que G (1) =0, es decir:
G(1)=5+k=0 > k=-5
Ast: f(x) =x> —x? +5x-5

36 Halla la funcién primitiva de la funcién y = 3x2 —x3 que pasa por el punto (2, 4).

4
G(x) = f(_’)xz —x) dx=x3 - XT +k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ para que pase por (2, 4):

GR2)=4+k=4 —> k=0

4
La funcién que buscamos es: f(x) = x3 — X~

4

37 Halla la funcién que toma el valor 2 en x =1 y cuya derivada es f(x) = 3x% + 6.
G(x)= f(sz +6) dx = x> +6x + k son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ para que G(1) = 2:
G)=7+k=2 —> k=-5

Por tanto: f(x) = x3+6x-5
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Halla la primitiva de f(x) = 1 — x — x> que corte al eje de abscisas en x = 3.

G(x):f(l—x—xz)dxzx—

3
% - % + % son las primitivas de la funcién dada.

Buscamos £ paraque G(3) =0:

__21 -2
G3) = 5 +hk — k 5

La funcién que buscamos es:
2 3
Sxo XX 21
R R T

Calcula el valor de los pardmetros p y g para que la funcién f(x) = x> + px + q tenga un mini-
mo relativo en x =1 y pase por el punto (-2, 0). Esboza la gréfica de la funcién anterior y halla
el drea de la regi6n limitada por la grifica de f y el eje OX.

f(x) tiene un minimo relativoen x=1 — f'(1) =0
f(x) pasapor(-2,0) = f(-2)=0

Flx) =3x2+p

f1)=0 > 3+p=0 - p=-3

f(2)=0 = -8+6+9=0 — g=2

La funcién es f(x) = x3 — 3x + 2.

Para representar la funcién, teniendo en cuenta que es polinémica, hallamos los cortes con los ejes y
los puntos singulares, y estudiamos el crecimiento.

* Cortes con los ejes:
Eje Y: f(0)=2 — (0,2)
Fje X: x°-3x+2=0 - x=-2, x=1 — (-2,0)y(1,0)

* Puntos singulares:

f'(x) =3x> -3
F)=0—>3x2-3=0 > x=-1, x=1
x=-1, f(-1)=4
* Crecimiento y decrecimiento:
f'>0 | f'<0 | f'>0
-l T~ 1 _
Y [
6 |
> |
5 |
N |
A |
AN |
AN |
RN
=3 =1 3 | X
{ -1
| 3
’ L
I

1
1 4 2
Ko 3 _|x* 3« _27 2
Area = f_z(x 3x +2) dx [—4 5t 2x] s u
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x2
X —

40 Calcula el drea del recinto plano limitado por la grifica de la funcién f(x) =

T las rectas

verticales x=2 y x=3 ylarecta de ecuacién y=x+ 1.

52
x—1

Cortes entre la funcién f(x) = ylarecta y=x+1:

2

=x+1 = x2=x%*-1 — No se cortan.

x—1

Primitiva de la funcién diferencia:

f[xx_zl —(x+1)

f3 1 dx=[ln|x—l|];=ln2

2 x—1

afx:fixildx=/n|x—l|

Area = In 2 u?

41 Calcula el drea correspondiente al recinto limitado por las funciones f (x) = x2 + 2x + 2,
g(x) = —x2 - 2x ylasrectas x=-2 y x=0.

Haz una representacién grifica de dicha drea.
Cortes entre las funciones:
2 ) -
X+ 2x+2=—x"-2x = x=-1

Primitiva de la funcién diferencia:

G(x):f[x2+zx+z_(-x2_zx)]dx:f(zxZ+4x+2)¢x:27x3+2x2+zx

3
G- 22 +2-(—2)2+2-(—2):—%; G(—l):—%; G(0)=0
Por tanto:
1o ~ 2.4 2
f_z (25 + 4+ D dv =G(1) - G(-D)= -2 + 422
0 2 2
fl(Zx i) =G0 -G(-D=2
g _2.,2_4 »
Area total = 3+3 3 u
Y /
\ /
\ d 1/
\ 1/
\ 2l /
\ 1/
N\
N
_4 3 L _ X
[/ IFA
/ T\
/ LN
/ \
| iy \
/ * \
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Cuestiones tedricas
42 Si F(x) y G(x) son dos primitivas de f, ;se verifica necesariamente que F(x) = k2 + G (x)?
Justifica la respuesta.
Si. Justificacién:
ffdx:F(x)+cl J-fdx:G(x)+cz
Restando:
0=Fx)—Gx) +(c;—¢) = F(x)=k+Gx)

43 a) Calcula el drea bajo la grifica de la derecha en los intervalos [0, 2] y [2, 6].

6
4
2

[T2T47618110

b) Si esta grifica representa la velocidad (m/s) de un mévil en funcién del tiempo, ;qué representa
cada una de las dreas anteriores?

a) El drea en el intervalo [0, 2] es la de un trapecio rectdngulo de bases 1 y 3 y altura 2.

1+3 2
o=t 204 o [Crae-d

En el intervalo [2, 6], el drea es la suma de las dreas de un trapecio y de un rectdngulo.

6
A[2)6]=3;5-2+2-5:18 — Lfdles

b) En una gréfica velocidad-tiempo, estas dreas representan el espacio recorrido por un mévil en los
intervalos de tiempo [0, 2] y [2, 6].

44 a) Representa la funcién f(x) = 2x y halla el 4rea limitada por f en los intervalos [0, 1], [0, 2],
[0;2,5] y [0, 3].

b) Haz una tabla de valores de la funcién F(x) = J:)x [y represéntala.
¢) ;Cudl de estas ecuaciones corresponde a la expresién analitica de F(x)?:
2
Dy-= x? My=2¢2 MDy=x* IV)y=x>+1

d) Comprueba que la derivada de la funcién drea coincide con la funcién que limita esa drea.

a) Tenemos que hallar en cada caso el 4rea de un tridngulo cuya base

es la amplitud del intervalo correspondiente y cuya altura es 2x: . )
1.2 2-4
Ay =-57=1 Ap,2 =5 =4 z/-
7
2,5-5 3.6 |
Ajo;2,5) = P =6,25 Ao 31 = S =9 AT 2714
b) .Y 0 | 1| 2 [25]3 |45
9._
F(x) 0 1 4 1625| 9 16 | 25
¢) Observamos que solo la IIT pasa por todos los puntos de la tabla de 4l
valores del apartado b).
7l
d) Como F(x) =x2 — F'(x) = 2x=f(x)
2 4
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45 ;Cudl de las siguientes expresiones nos da el drea limitada por la grifica de f'y el eje de abscisas?

J [ b|[ | o ['r+[F o-['r[F
d)
46 Siendo F(x) - fl * £ =352 _5x, hallala funcién £. Calcula F(0) y F(2).
F6) = F'(3) = 6x—5
F0)=0; F(2)=2
Pagina 241

47 Calcula el 4rea bajo la curva f(x) =x2—1 en el intervalo variable [1, x]. Halla el 4rea para x = 4.
x2-1=0 - % =-1, x, =1

Area = flx(t2 —1)dt

2 _B
G(t)f(t -1 dt= 3 t
2
1) = —2
G(1) 3
g X2 2
Area[l,x] =|G(x) - G(1)| = ALY
Cuando x =4, queda: Area[1, 4] =18 u?
/
* /
s} p
N
1 /
: P
5
1/

48 Demuestra, utilizando integrales, que el drea del rectingulo es A =5 - a.
Y

r

b X

* Halla la ecuacion de la recta r y calcula el drea limitada por r y el eje OX entre x=0 y x=b.

La ecuaciénde 7 es y=a. Eldreaes:

. b
Area = J;) a dx

G(x):faafx:mc

G(b) =ab; G(0)=0
Area = G(b) — G(0) = ab
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49 Representa tres primitivas de las siguientes funciones f:

a) 5 ;

a) fx)=2 = Flx)=2x+k

Por ejemplo:

Fl(x) = 2x
Fyx) =2x+1
Fi(x) =2x—1
cuyas gréficas son:
2 Fl
5 /%5
/

—

—

b) f(x) =2x — F(x) =x%+ £k

3|
Por ejemplo: Q\ 8 = /7/
Fi) = %2 \\N j /]
Fy(x) =x2+ 1 A\ 5 ;/ :
Fy(x) =x2-1 § 3 ;
cuyas graficas son: \ : /
4 3 - 3 4
3

50 Las gréficas I, Il y III corresponden, no necesariamente por ese orden, a las de una funcién de-
rivable f; a su funcién derivada f' y a una primitiva F de f.

Identifica cada gréfica con su funcién, justificando la respuesta.

® ® @

/| |

La grifica II es la de la funcién; la grafica I, la de su derivada y la gréfica I11, la de su primitiva.

La razén es: partiendo de la gréfica II, observamos que se trata de una funcién lineal (afin) con pen-
diente positiva, por lo que la funcién derivada tiene que ser una funcién constante (la pendiente de
la funcién afin).

Por otro lado, la primitiva de la funcién afin tiene que ser una funcién cuadrdtica, cuya grafica corres-

ponde a la pardbola.
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Para profundizar

51 Sabiendo que esta grafica corresponde a f(x) = x2, justifica cudl de las siguientes funciones es

F(x)=J;xf:

a) Flx) =x3-1 /]
b)F(x)=%3
IF@=%-1

1 x

Como debe cumplirse que F'(x) = f(x), no puede ser F(x) = x3—1, yaque F'(x) = 3x2.

Cualquiera de las otras dos cumple que:
2
F) = 2= £

Tiene que verificarse, ademds, que F(1) = 0.

Por ello, descartamos el caso b), en el que F(1) = %
x 3
La solucién es la c): fl f= % - %

52 Lacurva y=a[l - (x-2)?], con 4> 0, limita con el eje de abscisas un recinto de 12 unidades

de superficie. Calcula el valor de a.
* Hallamos los puntos de corte con el eje de abscisas:

x=2=1— x=3

all-(x-2)2=0 - (x—2)2=1<x_2_

-1 —> x=1
* Calculamos el drea e igualamos a 12:
3

o)

_x-2)°

Area = fﬂ[l-(x-z)z]dxza[x

2\ _ 4a
—al2-%)=32_12 =
a( 3> 3 — a=9

53 Dada la funcién f(x) = a 3 4 % (x = 0):
x

a) Calcula J;z f(x)dx en funcién de a.

b) Se sabe que F es una primitiva de f. Calcula a si F(1) =0 y F(2) = 1/2.

a) J;Zf(x) dx = £2<aex/3 + xlz) dx = [3d€x/3 1

2
- (3462’3 - 1) —(3ae'3 ~1)=3a( - )+ 1
x 11 2

2

b) Si F es una primitivade f, tenemos que: F(x) = 30— Lo
x

Tenemos que hallar 4 y 2 para que:
F(1)=0 — 3ze'®-1+k=0 3ae1/3+k:1}

_1 23_ 1  ,_ 1 23, 4
1’7(2)—2 — 3ae 2+/€ > 3ae + k=1

Restando la 2.2 ecuacién menos la 1.2: 3a(e23 —¢13) =0 = 24=0 - k=1

Por tanto: F(x) = ~Lli
x
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54 Expresa por una integral el drea del tridngulo de vértices (0, 3), (7, 3) y (7, 10). Explica el signi-
ficado de la integral escrita.

* La ecuacién de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 10) es:
10-3 7 _4

7-0 7

Ecuacién: y=x+3

Pendiente =

* La ecuacién de la recta que pasa por (0, 3) y (7, 3) es y = 3.

El drea del tridngulo es el drea comprendida entre las dos rectas anteriores y x = 7. Asi, tenemos que:
. 7 7
Area = fo [(x+3)—3]afx=f0xafx

El drea del tridngulo es equivalente al drea limitada por y=x, x=0 y x=7.

¢ Calculamos su valor:

7 _4_92
foxafx_zu

55 Halla el 4rea del tridngulo mixtilineo de vértices A(2, 4), B(-2,4) y C(-1, 1), en el que las lineas
AB y AC son rectas, mientras que la que une los puntos B y C es la de ecuacién y = x%.

* Hallamos la ecuacién de la recta que pasa por A y C:

4-1 3

2-(-1) "3

Ecuacién: y=4+ (x—2)=x+2

Pendiente =

* Calculamos el drea pedida:

-1
&m:fj@—ﬁﬁhﬂﬁM—W+ah&4@—%44ﬂﬁ@—@&:

2
(4. L)(Lg+ 8 x| U5 5_37 2
—<4+3> <8+3)+[2x 2]_1—3+2+2-6u
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Autoevaluacién
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1 Resuelve las integrales siguientes:

a)f(;x2—2x+;)dx
b)fl—szdx
0|35«
d)J(%+ 2x>tlx
e)fx«/ﬁdx

f)fx+3x de

3
a) f(%x2—2x+%>dx= %%—x2+%x+/€ %xa—x2+%x+k

3
b)fl——xdx:fldx_fx24x:1n|x|_x—3+/e
3 3
3-5x 2 3-5x\ 21 (35, , —2(3-5¢
C)f( )dx_ J ( ) ‘53(2)”“15(2)”6
2 - / St 2 242
d)J.<F+ 2x)dx=f2xzdx+ffx12 2x +2 X =—Tt3 Jx2 4 k

32 °
3/2
e) J-x\/2x2+1 dx = %J‘4x(2x2+1)1/2dx:lu+/e: V2x2+1)3 + £

1
4 32 6

f)fx+3x 2

2
X7+ 3x—2 x—1 Dividendo . resto

2 ——————— = cociente +

—-x“+ x x+4 divisor ivisor
4y — 2 _
x—2 P4Bx—-2 g 2
—4x+ 4 x—1 x—1
2

2
fwdx:f(x+4+ 2 )dx:x—2+4x+2/n|x—l|+/e
x—1 x—1 2

2 Calcula:
3
2
2) f—l x+2 dx

b) [* 31y
1/3

)f 2 de=[2infe 2]’ <2005 - ln1)= 25

w1 5 1 (2aac-1_1[3c-1]2 _ 1.5 o_e—1
b) 1/3 dx_S 1/336 _3[€ ]1’3_3(6 )= 3
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3 Representa el recinto limitado por f (x) = 4x — x%, el eje X ylasrectas x=3 y x=5. Después,
calcula su drea.

Representamos la pardbola teniendo en cuenta sus puntos notables.
Cortes con los ejes: (0, 0) y (4, 0)
Vértice: (2, 4)

Y
/ N\
N/
/ \
1/ \
1/ Q
-1 3 ANS X
Tl \
13
|,
|1 \
1 \
Primitiva de la funcién:
3
_ O g2 X
G(x)-f(4x x%) dx = 2x 3
GB3)=9% G@) =325 G5 =2
3 3
Por tanto:
4
[(r-yte-Ga)-G3)-329-2
3 3 3
Sy — D de = GS) G 225 327
L(4x ) de=GO)-G@=2 327

Area total = %+ % =4 u?

4 Lacurva y= 4 % el eje X, eleje Y yla recta x =4 limitan una superficie S. Represéntalay
x+

calcula su drea.

4

x+4

Representamos y = . Sus asintotas son x=-4 ¢ y=0.

\ ¥

o)

. 4
Area= [ A deodlinle 4]y = 4Un8—tnd)=dtn 8 422277 02
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5 El consumo de un motor, en un trabajo de 6 horas, viene dado por la expresién ¢(z) = —£2 + 8¢+ 20,
siendo ¢ el tiempo en horas, 0 < #<6.

:Cuénto consume el motor durante las 6 horas que dura dicho trabajo?
El consumo equivale al drea encerrada por la funcién ¢(#) entre las rectas x=0 y x=06.

6 3 82 6 63
c:f(_t2+8t+20)4x:—L+L+20r =0 1 4.62420.6=192
0 3 2 0 3

6 Para cerrar una vidriera, se ha de colocar un cristal cuya superficie estd limitada por las funciones
y=2 e y:—(x—2)2+6.

Dibuja el cristal y calcula su 4rea (x e y en dm).

y=—(x— 2)2 + 6 es una pardbola de vértice (2, 6).

Puntos de corte con los ejes:
x=0 — y=2
) 5 ) x =-0,45
y=0 = —x +4x+2—0<x:4’45
/ 2 4\ X
Puntos de corte de la curva con y=2:
x=0, y=2
2-—r=2P 46 > e dr=0< 1 ;zz
A . 4 2 ) %3 24 64 32 2
Areadelcrlstal:J:)[—(x—Z) +6—2]dx:f0(—x +4x)dx:—7+2x :—7+32:7dm
0

7 Representa grificamente la regién limitada por las graficas de las funciones siguientes y calcula su
drea:

fx) = %xz glx) = %(Sx +20) h(x) = %(—Sx +20)
Representamos la pardbola f(x), y las rectas g(x) y A (x).

2047
6

N
N

A\

/PN

* Cortesde f(x) y g(x):

i 2_l 2_ a_ .X'=—2, _)/=5

7% =5 (x+20) > -2 8_O<x=4)y=20
* Cortes de f(x) y h(x):

i 2_L_ 5 e x:—4, y=20

496—2(536+20)—>x+2x 8_O<x:2,y:5

4
. 4 2 3
- 1 _0 2 | L[5 _o x| L _80)_200 o

Area—2U;)2(5x+20) 4x]dx 2[2<2 +20x) i3, 2(60 3) 3 U




