Cinematica: Elementos del movimiento

Una particula con velocidad cero, ;jpuede tener aceleracion distinta de cero? Y si su ace-
leracién es cero, jpuede cambiar el médulo de la velocidad?

La ecuacién de un movimiento es
7= (4246t +5) -1

Indica si la aceleracién es:

En la figura se representa el movimiento de una particula. En el instante ¢; dicha particula
se encuentra en Pj, mientras que en ts ya estd en Ps. jCudles de las siguientes expresiones
representan la velocidad media?

d(P1,Ps
a) to—1t1
B—rl
b) to—1t1
PPy
C) to—1t1

Si la trayectoria de un movimiento es una recta, la aceleracion es @ = %’QE, donde u; es el

vector unitario segun la tangente a la trayectoria. jPor qué?

El vector de posicién de un mévil en funcién del tiempo t es 7(t) = 5ti+2¢2] (m). Calcula:

a
b
¢
d

La velocidad media entre los instantes ¢t; = 0 y to = 3s.
La velocidad instantanea en funcién de t.

El médulo de la velocidad instanténea.

)
)
)
) El vector unitario tangencial a la trayectoria.
Un movimiento en el plano xy queda descrito por las siguientes ecuaciones paramétricas:
r=1t>+2
Y = t?—1
Determina:

a) la ecuacién de la trayectoria;
b) la velocidad instantdnea;

c¢) la aceleracién del mévil.



10.

11.

La posicion de una particula en el plano viene dada por la ecuacién vectorial:

= (2 —4)i+(t+2))

il
~
SN—

En unidades del S.I. calcula:

a) La posicién del mévil para t = 2s y t = 4s.
b) La velocidad instantédnea para t = 1s.

c¢) La aceleracién instantdnea e indica qué tipo de movimiento es.

La velocidad de un mévil que circula en linea recta es @(t) = (t2 — 3)i (m/s). Determina:

a) El vector aceleracién instantdnea en t = 1s y su médulo.

b) Las componentes intrinsecas de la aceleracion.

El vector de posicién de una particula mévil es
7= (3t +1)i + (4t +2)7
en donde 7" se mide en metros y t en segundos. Calcula:

a) La velocidad media en el intervalo 2 y 4s.

o

La velocidad en cualquier instante.

La velocidad para t = 0.

[aVaENe)

La aceleracién tangencial en cualquier instante.

= @

)

)

)

) La aceleracion en cualquier instante.

)

) La aceleracién normal en cualquier instante.
)

g) Ecuacién de la trayectoria y tipo de movimiento.

El vector de posicién de una particula viene dado por
7= R sen wti + R cos wtj

donde R esta en metros y t en segundos; w es la velocidad angular de la particula. Calcula:

a) el vector velocidad de la particula, en cualquier instante y su médulo;
b
¢

d

) la aceleracién en cualquier instante y su médulo;
) las componentes instrinsecas de la aceleracion;

., Qué trayectoria describe esta particula?

Un asteroide entra en el campo gravitatorio terrestre con una velocidad cuyo moédulo
cambia con el tiempo segun la ley v(¢) = 3 + 7t, en unidades S.I.
a) Calcula su aceleracién tangencial.

b) Si la curva que describe tiene un radio de curvatura de 275 m., halla la aceleracién
normal del asteroide y el médulo de su aceleracién instantanea en t= 3s.



SOLUCIONES

Cinematica: Elementos del movimiento

1.1. Solucidn:

a) En el primer caso la respuesta correcta es afirmativa, ya que puede tratarse de un
movimiento acelerado, pero en el que cambia el sentido del movimiento. Este serfa el
caso de un cuerpo que se lanza verticalmente y hacia arriba, en el punto mas alto de
su trayectoria su velocidad es nula, pero tiene aceleraciéon (a = -g).

b) Sin embargo, en este caso, la respuesta es negativa, porque si la aceleracién es cero, no
existen cambios con respecto al tiempo en el mdédulo y en la direcciéon de la velocidad.

1.2. Solucidn:

Para poder responder debemos calcular la expresién del vector aceleracion, y sélo
podremos hacerlo derivando dos veces el vector de posicién, ya que la velocidad es la
derivada del vector de posicion, y la aceleracion, la derivada del vector velocidad, en
ambos casos respecto al tiempo.

L dv &
Q= — = —
dt  dt?
dr
U = — = t
U= (8t +6)i
Lo dv & -
Q= — = — =
dt  dt?

Por lo tanto, la respuesta correcta es la c).

1.3. Solucion:

La velocidad media es un vector que tiene la misma direccién que el desplazamiento,
su médulo nos da idea de la rapidez con que se ha producido el cambio de posicién. Se
calcula como el cociente entre el vector desplazamiento y el tiempo en el que se produce
ese cambio de posicién
A7y —11
At th—t
por lo tanto serd correcta la respuesta b). Pero también es correcta la respuesta c), ya
que Pl_PQ no es mas que el vector desplazamiento

vy =

PPy
to — 11

vy =

1.4. Solucion:

En un movimiento rectilineo, el vector velocidad no cambia de direccién por ello la
componente del vector aceleracién que nos indica esos cambios (la componente normal)
no existe, es nula. Vamos a demostrarlo:

v d,

U=0u; — 4 = = — (v

dt — dt



Si derivamos ese producto nos queda

L dv,  dwy
a=—u +v—
dt dt
y % = 0, ya que seria la derivada de una constante al mantener el vector unitario
dv -
Eut.

continuamente la misma direccién. Por ello d =

1.5. Solucién:
a) La velocidad media se define como el cociente entre el vector desplazamiento y el

tiempo en que éste sucede. Por lo tanto, tendra siempre la direccion del desplazamiento

VAV
VM_E

—

y su modulo nos indica la rapidez con que se ha producido el cambio de posicién.
ATF =71y —7r

75(t=3s) =5-31 +2-3% = 15i + 185 (m)
At =08)=5-0i +2-05 =0

- 1504185 — (0i +07) - -
= ) s 67 ()

b) La velocidad instantdnea se define como el limite de la velocidad media cuando At
tiende a cero, es decir, es la derivada del vector posicién con respecto al tiempo:

i AT dr
m — = —
At—0 At dt

v
¥ =50+ 4t] (m/s)

¢) El médulo de la velocidad se calcula como el de cualquier vector, la raiz cuadrada de
la suma de los cuadrados de cada una de las componentes

v=/v2+ 02 =/52+ (4)2 = V25 + 162 (m/s)

d) Como el vector velocidad siempre es tangente a la trayectoria y recordando cémo se
calcula el vector unitario (o lo que es lo mismo, c6mo se normaliza un vector)

T 51+ 6
"Tu T V25t 1682
. 5 . 6 7

Uy = 1+
LT V2541612 /25 + 1612



1.6. Solucién:

a) La ecuacién de la trayectoria es una relacién entre las coordenadas del mévil en la que
ya no figura el tiempo. Es decir, de las ecuaciones paramétricas eliminamos el tiempo
y buscamos y = y(x), (y en funcién de x).

r=1t"42
y=t!—1=t'=y+l=0=(y+1)+2
r=y+3=y=x-3
De esta ecuacion podemos deducir que la trayectoria es rectilinea.

b) La velocidad instantanea es la derivada del vector de posicién respecto al tiempo

Lo dr
U= —
dt
y el vector de posicién en este caso es
F=ai+yj = +2)i+ > —1);
T=20+2t] (m/s)

c) La aceleracién nos informa de los cambios que seq producen en el vector velocidad
a lo largo del tiempo y se obtiene como el limite de la aceleracién media cuando At

tiende a cero, es decir, la derivada del vector velocidad con respecto al tiempo:
. AV dv
a= lim — = —
At—0 At dt

a=2i+2] (m/s%

De los apartados a) y ¢) podemos deducir que el movimiento es rectilineo y uniforme-
mente acelerado, ya que la aceleracion es constante, no varia con el tiempo.

1.7. Solucidn:

a) De la ecuacién vectorial hallamos la posicién en el instante requerido con tal de sus-
tituir t por el valos que nos indican.

F(t =2s) = (22 —4)i + (2 + 2)] = 7(t = 25) = 45(m)
F(t = 4s) = (42 = 4)i + (4 + 2)] = F(t = 4s) = 127 + 8j(m)

b) La velocidad instantdnea se halla derivando el vector de posicién con respecto al
tiempo, ya que la velocidad no es mas que la variacion de la posicion a lo largo del
tiempo

dF — -
Uv=—=2t+j3(m/s
o j(m/s)

y ahora bastard con sustituir por el instante indicado

5t =1s) = 20 + j(m/s)



c)

La aceleracién se halla derivando el vector velocidad a lo largo del tiempo (o bien
derivando dos veces el vector posicién con respecto al tiempo)

dv -
a=— =2i(m/s%
dt
y para calcularla en el instante requerido seria necesario, como siempre, sustituir por

el valor indicado, aunque en este caso, al no depender del tiempo, serd constante,
serd por tanto un movimiento uniformemente acelerado.

—

1.8. Soluciodn:

a)

Para calcular el vector aceleracién debemos derivar el vector velocidad respecto del
tiempo, y después en la expresion que hallamos, sustituir el tiempo por el valor que
nos facilitan.

La aceleracion se define como la variacion del vector velocidad a lo largo del tiempo,
por ello, siempre que exista una variacion de la velocidad, ya sea en médulo o en
direccion, existe una aceleracion.

di .
i= d—: — at) =260 (m/s?)

at=1s)=2 (m/s?

Para conocer su médulo, basta con observar la expresion a = 2t m/s*  a(t = 1s) =
2 m/s?

El vector velocidad podemos reescribirlo en funcion del vector unitario
U= vuy

y si hallamos ahora el vector aceleracién (aplicamos la derivada de un producto)

L dv d (vi) dv . duy
Q= — = —\VU) = U V—
dt dt dt dt
y asi hemos obtenido las componentes intrinsecas del vector aceleracion:
. = %u}: llamada componente tangencial de la aceleracién, cuya direccion es

tangente a la trayectoria (como indica el vector unitario). El médulo de esta
componente de la aceleracién es %, y por lo tanto nos informa de los cambios, de
la variacion del médulo de la velocidad.

" Ay = v% = %u?v: llamada componente normal de la aceleracién, ya que su
direccién es perpendicular (normal) a la tangente en ese punto a la trayectoria. El

modulo de esta componente nos indica la variacion en la direccion de la velocidad.
En nuestro caso particular ay = 0, ya que la trayectoria es una recta, no hay cambios
en la direccion del vector velocidad.

Para calcular la componente tangencial debemos conocer primero el moédulo de la
velocidad, que en nuestro caso es muy sencilla:

v=1t>—3
dv

= — =2t
“T

que evidentemente coincide con el modulo de la aceleracion instantanea.



1.9. Solucién:

a) La velocidad media nos proporciona informacién a propésito de la rapidez con que se
produce un cambio de posiciéon. Se calcula

AF_?“_Q'—H
At At

y tendra, por lo tanto, siempre la direccion del vector desplazamiento.

vy =

—

F(t=2s)=(3-22+ 1)i+ (4-22 +2)7 = 130 + 185

7t =4s) = (3-4% + 1)i + (4- 4> +2)7 = 497 + 66

497 + 665 — (137 + 18))
4—2

Uy = — 180 + 24 (m/s)

b) La velocidad instantdnea nos da una medida de la rapidez con que se produce el
movimiento en cada momento, en cada instante. Se calcula hallando la derivada del
vector de posicién con respecto al tiempo.

—

ar_

dt

7= 6ti + 8t (m/s)
¢) Sélo debemos sustituir t por el valor indicado, ¥(t = 0) = 0m/s, por lo tanto parte
del reposo.

d) La aceleracién instantanea es la derivada del vector velocidad con respecto al tiempo
y nos permite conocer la rapidez con que se producen los cambios en la velocidad, ya
sea en el moduloo en la direccion de este vector.

—

i _

dt

a= 6i+ 85 (m/s?)

e) La aceleracién tangencial nos proporciona el cambio en el médulo de la velocidad y
posee siempre la misma direcciéon que la velocidad.

_dv
o dt

Debemos conocer el valor del médulo de la velocidad para poder hallar asi a;.

ay

v = /0,2 + 1,2 = \/(61)% + (8t)2 = /3612 + 6412 = V10012
v =10t
y ahora ya podemos derivar

d
a; = E(1015) = 10m/s*

f) La aceleracién normal es un vector cuyo médulo es igual a cociente entre el cuadrado de
la velocidad instantanea y el radio de curvatura, su direccién es normal a la trayectoria
y sentido hacia el centro de curvatura. Esta componente nos informa de los cambios
en la direccion de la velocidad.

anN =

o] S



pero en este caso no conocemos el radio de curvatura. No obstante, sabemos que
a=a;+ay
a® =a® +ay® = apy® =d* — a®
any =V a?— a2
y de apartados anteriores deducimos que
a =62+ 8 = /364 64 = /100 = 10m/s’

a; = 10m/s*

ay = /(10)2 = (102 =0

como podemos observar, al ser ay = 0, la trayectoria ha de ser rectilinea.

g) En este apartado vamos a comprobar esta afirmacién, tratando de encontrar esta
relacién
y =y(z)
es decir, eliminando el tiempo entre las 2 ecuaciones paramétricas:
r=3t"+1
r—1
3

y = 4(%1) +2= %x + %, que es la ecuacién de una recta, y ya que a = 10m/s* = cte
podemos concluir que se trata de un movimiento rectilineo y uniformemente acelerado.

y =4t +2 = t* =

1.10. Soluciodn:

a) La velocidad serd la derivada del vector de posicién respecto al tiempo, ya que nos
indicard como cambia la posicién del movil a lo largo del tiempo:

— d . -,
% — E(Rsenwti + Rcoswtj)

<l
Il

d — —
U= E(Rsenwt}i + (Rcoswt)j
Para poder realizar la operacion hay que recordar como se deriva un producto y cémo
se derivan las funciones trigonométricas

—

¥ = Rw coswti + Rw(—senwt)]

—

¥ = Rw coswti — Rw senwt)] (m/s)

y el médulo del vector velocidad sera la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
cada una de las componentes

v = vV R2w2cos2wt + R2w?sen2wt

v = \/R?w?(cos’wt + sen?wt) = vV R2w?
v=Rw (m/s)



b) Para calcular el vector aceleracién volvemos a derivar el vector velocidad con respecto
al tiempo, pues estudia los cambios que el vector velocidad sufre a lo largo del tiempo

a= d_: = E(Rw coswt)i — %(Rw senwt)j
@ = Rw*(—senwt)i — Rw? coswt]
@ = —Rw? senwti — Rw? coswt] (m/s?)

y el médulo de la aceleracion

a = VvV R2whsen2wt + R2wcos?wt
a = v/ R%wA(senwt + cos’wt) = V R%w*

a = Rw* m/s*

c) La trayectoria que describe la particula la estudiamos eliminando el tiempo en las
ecuaciones paramétricas, para asi obtener una expresion que relaciona una coordenada
con las otras (y = y(z)).

r = Rsenwt

y = Rcoswt

Para poder hacerlo, elevamos al cuadrado las dos ecuaciones y luego sumamos miembro
a miembro.
x = Rsenwt
y = Rcoswt = 2 + y* = R%*sen’wt + R*cos*wt
2® + y? = R*(sen’wt + cos’wt) = 2> + y* = R*
La ecuacion que hemos obtenido es la ecuacién de una circunferencia, por lo tanto,
ésta serd su trayectoria.

1.11. Solucidn:

a) La expresion dada en el enunciado se refiere al médulo de la velocidad. Como la
aceleracion tangencial nos informa de los cambios del moédulo de la velocidad y su
valor se calcula derivando precisamente el médulo de esa magnitud, sélo tenemos que

hacer
dv d 9
= —r =7 (34 7t)=Tm/s

a; =T, (m/s?)

b) La aceleraciéon normal nos indica los cambios en la direccién del vector velocidad y
ya que la trayectoria es curva, como nos indica en enunciado, no ha de ser nula. El
modulo de esta componente de la aceleracion se calcula

v* (34 Tt)?
a = —— —
YR R
como se puede observar, la componente normal de la aceleracién sera variable, y de-
pende del instante que consideremos

(3+7-3)?

275

Esta componente de la aceleracién tiene siempre como direccién la normal a la tra-
yectoria y sentido hacia el interior de la curvatura.

an(t =3s) = ~2,1m/s* = ay = 2,luy  (m/s?)



= 4 = a;+ay: ésta seia la relacién entre las componentes intrinsecas de la aceleracién
y la propia aceleracién instantanea.

Para llegar a conocer el valor de la aceleracion instantanea recordamos que el médulo
sera siempre la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de cada una de estas

componentes
a=+a?+an?=17,3m/s*
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