S FUNCIONES 1
FUNCIONES
(B Hallar el dominio de las siguientes funciones:
) f(x) = Vx* - 4x b) g(x) = =+ &) heg = Y2x4
X°=3x+2 x—-1
SOLUCION:

a) Dom f= {xDR/x3—4x20}

Descomponemos el polinomio:

x3—4x:x(x—2)(x+2)

Susraicessonx =0, x=-2, x = 2.

Representandolas en la recta real, dividimos a ésta en cuatro intervalos:

Iy = (-o0,-2) l2 = (-2,0) ls=(0,2) l4 = (2,+)

Estudiamos el signo de y = x> — 4x en cada intervalo, considerando un valor cualquiera de cada uno:

o

l1 = (~0,-2), parax=-3 - y=(-3°-4.(-3) =-27+12<0 - y<0
l,=(-2,0), parax=-1 - y=(-1°-4-(-1)=-1+4>0 - y>0
I3=(0,2),parax=1 >y=1-4<0-5y<0

Iy = (2,+) ,parax=3 - y=3-4.3=27-12>0-y>0

Por tanto, x> -4x >0 en los intervalos [-2,0] y [2, +oo)

Dom f = [-2,0] O[2,+)

b) Dom g = {xDR/x2—3x+2¢O}

X*—3x+2=0 - Descomponiendo en factores: (x —2)(x —1) =0 - susraicesson: x=1,x=2

Por tanto,

c) Domh = {XDR/

Dom g = R-{1,2}

N2x -4

x-1

DR}={XDR/2X—420yx—1¢O}

2X—-420 - 2x=24 - x=22

~ Por tanto, dom h = [ 2, +)
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S FUNCIONES

Al Dadas las funciones:
f(x) = X—_ g(x) =% 3

a) Hallar las funciones f+ g, f- g yf/ g, calculando sus respectivos dominios
b) ¢Se cumple qué-g=gof?

SOLUCION:

En primer lugar, calculamos los dominios de las dos funciones fy g:

Dom f={xOR/x+1#0} = R-{-1} Domg= R
a) = Funcion (f + g)

-1

X +x°+3
X+1

(f+ )09 =) + g(x) =

Dom (f + g) = Dom f n Dom g = R -{-1}

= Funcion (f -g)

(F-9)09) =109 - g(x) = (X—‘lj (e 4g)= D (x+3)

X+1 xX+1
Dom (f - g) = Dom f n Dom g = R -{-1

= Funcioén (f/ g)

_fO) _(x=1) (.2 _&
(1909 = 05 (X+1).(x +3)—(X+1),(Xz+3)

Dom (f /g) = Dom f n Dom g - {xOR/g(x)=0} = R-{-1

B o (x=1) _(x-1Y . (x=1P +3(x+1° _4x> +4x+4
b) QOf(X)—g(f(X))—g(mj—(mj +3= (x+1)° T T x4y

x*+3-1_x*+2

fog0) =f(g00) =0 +3) = ~——— =~

Por tanto, no son iguales
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S FUNCIONES 3

K Dadas las funciones:

f(x) = P3x+1 9(%) —XZ_X3

a) Calcular sus dominios

b) Calcularfog, g*of

c) Determinar Im(f), Im(g)

SOLUCION:
a) Dom f = {xDR/%/3x+1DR} =R

2X
X-3

Domg={xDR/ DR}={XDR/X—3¢O}=R—{3}

_ o 2x _, 6Xx =37x—3
b):fog(x)-f(g(x))-f[x_3j-\/X_3+1 \/x—3

= Antes de calcular g™ o f (x), determinaremos la inversa de g.

Calculamos g™ (x):

_2X _ _ _ _ _ 3y

y_—3_,y(x—3)—2x S YX=3y=2X - yx—2X=3y - X(y—2) =3y - X= ——
X_

- 3X
Luego, g (x) = o

g of (9 = g(f(0) =g (¥Bx+1) = %ﬂl—:

c) Para determinar la imagen de cada funcion hay que determinar previamente la funcién inversa ya que la
imagen de una funcién es el dominio de su funcién inversa.

Inversa de f:

y' -1

y= ¥3x+1 - y¥=3x+1 - 3x=y*—1 - x=

3 —
Por tanto, f * (x) = X 1

Im (f) = Dom(f *) = R, por ser una funcién polinémica.

Im (g) = Dom(g *) = {XDR/%DR}:{XDRIX—ZJtO}=R—{2}
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S FUNCIONES 4

/Bl Dadas las funciones:

3x+1 si x>0 5x+l si x>0

f)=9 1 . g(x) = X
si x<0 )
2x+1 Xx-4 si x<0

a) Calcular sus dominios

b) Calcularf+g,f- g

c) Calculargof(-2), fog(2)

SOLUCION:

a) Dominio de f:

Six>0 - f(x) =3x + 1, definida para cualquier valor real.
Six <0 - f(x)= 2—1+1 definidasi 2x+1#0 o x # —% , valor que esta dentro del conjunto inicial.
X

Luego, Dom f = R—{—%}

Dominio de g:
Six>0 - g(x) = 5x +1 , definida para R—{O} , que no esta dentro del conjunto inicial.
X
Six £ 0 - g(x) =x — 4, definida para cualquier valor real.

Luego, Domg = R.

b) Funcién f + g
. 1 1 1
Six>0 - fx)=3x+1,g(x) = 5x+= - (f+g)(x) = 3x+1+5x+==8x+1+—
X X X
SixsO_>f(x)=i,g(x)=x—4—»(f+g)(x)= ! +Xx-4
2x+1 2x+1
Por tanto:
8x+1+1 si x>0
X
t+o09=1
+x-4 si x<0
2x+1
Funcion f - g
Del mismo modo, se determina la funcion producto:
1) . 1 .
(3x+1)|5x+=|si x>0 15x% +5x+3+= si x>0
X
(f 9 = - (-9 = .
-4 [ <0 si x<0
(2x+1)(x ) s x 2x+1
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S FUNCIONES 5
= - = —1 :—E
) 9+1(-2) = g(i(-2)) =g[ 3] = -5
i =1 qo=-1
Slxs0—>f(x)—2X+1—>f(2) 3
i = — Ao, 18
Six £ 0 - g(x) =x 4_.9( 3) 3 3
@) = [ 2468
fog(2) =1(g(2) = f[ 2] >
Six>0 - gx) = 5x+1 -9 = 1O+l=2—1
X 2 2
Six>0 - fX)=3x+1 - f(2—1)= f(2—1)=3(2—1 +1=§
2 2 2 2
Il Hallar las funciones compuestisg y gof en las siguientes funciones:
8) f(x) =2 90) =X + 4
b) f(x) = Vx -2 g(x) = (x + 2f
c) f(x) = x2 ++/x g(x) =2x-1
d) f(x):3x—% g)=1+%
SOLUCION:
2 2) _(2Y 4+ 4x?
a) fog(x) = f(g(x) = f(’ +4) = — gof(x) =g(f(x)) = g(—j=(—) +4= +2X
X +4 X X X

b) fog(x) = f(g(x) = F[(x + 27 = (x+2)" -2 =/x* +4x+2

gof () = 9f(x) = g(Vx-2) = (Vx-2+2) =x+2+4Jx-2

c) fog(x) =f(g(x) = f (2x—1) = (2x-1)" +/2x-1

d) fog () =f(g(0) = f (1+x°) = 3(1+x°) - —
1+x

gof (x) = g(f) = g(x? ++/x) = 2(x® +/x) -1

gof (x) = g(f(x)) = g[3x —ij = 1+(3x —lj
X X
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S FUNCIONES

Calcular la expresion analitica de f + g, f - ¢/ @f especificando sus dominios.

1 5
a) f(x) = X) =
=7 9= 5=
2x si x<1
f(x)=2x-1 =
b) f(x) = 2x 09=11 _ .
X
2+E Si x=2 X+2 si x=1
c) f(x) = X 9(x) ={ ) .
. X s x<1
X si Xx<2
SOLUCION:
1 5
f = =
A W= 5
0 (f+g)K) =t Dom (f +g) = (2,+e)
X+2 X=2
5
o (f-9x)= Dom (f - g) = (2,+x)
VX =4
WX =2
f/ = D flg) = (2,4
o (f/g)(x) 5ixi2 om (f/g) = (2,+c)
2x si x<1
b) f(x) =2x -1 ax) =<1
— si x=21
X
4x -1 si x<1
AR E R R e pom (f+9) = K
X
4x* -2x si x<1
o (f-9)) =7 2x-1 . Dom (f-g)=R
si x=21
X
2x -1 .
_— si x<1
o (flg)(x)= X Dom (f /g) = R -{0}
2x%-x si x=1
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S FUNCIONES

2+3 §ixz2 x+2 si x21
c) f(x) = X g(x) = .
i 2x si x<1
X Si X<2
3x si x<1
o (f+g)(x)=1 2x+2  silsx<2 Dom (f+g)= R
4+x+§ Si x=2
X
2x* si x<1
o (f-g)(x) =1 x*+2x si 1sx<2 Dom (f - g) = R

(2+x)(2+§j si x22

1 si x<1
2
o (flg)x) = %2 si 1sx<2 Dom (f Ig) = R -{0}
X
% si x=22
X° +2x

/Al Calcula la funcion inversa de las siguientes fume$o

2X x* -5 1
a) f(x) = = b) f(x) = o) f(x) =
) =-—=, ) 10 == ) (%) —
1+2x =-3VX X+1
d) f(x) = e) f(x) = f f(x) = 3
) 100 = == ) 109 === ) 100 = 3 22
SOLUCION:
a) f(x) = 2 y=A—»yx—4y=2x_.yx—2x=4y_.x(y—2)=4y_,x=ﬂ
X-4 X—-4 y-2
Por tanto, f (x) = 4x
x° -5 x* -5

b) f(x) = S YT S 2y=x’-5_.2y+5=x> - x=32y+5

Por tanto, f (x) =3/ 2x +5

1 1 2 1 1 1 _2y*+1
c) f(x) = S YT —— LYy =T —/—— o, —=X-2 5 X=2+—-=
Jx-2 X—2 x-2 y y* y’
o 2X7+1
Por tanto, f ~(x) = o
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S FUNCIONES

1+2x

d) ) = ~—=

—

Por tanto, f (x) =

&) f(g = 3V
X

8

8
- 1+ 2x SYX=2y=1+4+2X - yx—2Xx=1+2y - x(y—-2)=1+2y —»X=uL
X-2 y-2
2x +1
-2
_3\/; 2 9x 2 2 2 2
= ——= 5 Yy =—— . y’X+8y* =9X - yX—9x=-8y
JX+8 X+8
2 2 8y
X(y —9)=-8y" - x= -
(Y —9) =-8y V2 -9

Por tanto, f *(x) = -

/x+1 /x+1
a) f(x)= 3 L y=3 ERVE—
) 1) X—2 Y X—2 Y X=2

Xy —1)=2y°+1 - x=

Por tanto, f (x) =

2x% +1

X3 -

8x2
X2 -

X+1

Syx-2y=x+1 - yxx=2y*+1

2y +1
y’-1

Dadas las siguientes funciones:

Comprueba quéfog) " =g2of?

fx)=2x+3 g(x)=3x-2

SOLUCION:

Calculamos (fog)":

o (fog)()=f(g()=f(3x-2)=2(3x—2)+3=6x-1

o (fog)(x)=6x-1 - y=6x—1 - y+1=6x - x=yT+1 R (fog)'l(x)=X+1

Calculamos g™of™:

0 gX)=3x—-2-5y=3x-2 5 y+2=3x >

6

_y+2 1 _x+2
X=Z—- X) =
3 g (x) 3

o fX)=2x+3 - y=2x+3 5y-3=2x > x:y—;3 - f'l(x)zx—;3

0 Q%F%@=gd(

X-3

X-3

2

j_ 2 +2_X+1
3

6
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S FUNCIONES 9

Se consideran las funciones:
24 i x<
f(X)z{ax b si x<1 3x+2

9(x) =

CX si x>2 2 h(x) :%
a) Calcular a, by c para que f(0) =0, f(-1) = 1, f(3) = 6.

b) Determinar el dominio de las tres funciones.

c) ¢Se puede calculdfog)(0)? ¢ Cuando se puede calculasg)(x) ?

d) Comprobar quet(x) = h(x). ¢ Cual sera la expresiontdéoh ?

e) Comprobar quégoh)” =h?og™.

f) Calcular la funcion h / g, especificando su dominio.

SOLUCION:

a) f0)=0-b=0 f-k1)=1->a+b=1-a=1 f3)=6 - 3c=6 -c=2

x> si x<1

Por tanto, la funcién f es: f(x) = )
2x  si x>2

b) Dom f = (~c0,1) 0 (2, +) Domg= R Dom h = R -{0}

c) (f ° g)(O) =1(g(0)) = f(1) que no esté definida., por tanto, no se puede calcular.

Para que se pueda calcular la funcién compuesta hay que exigir que g(x) ODom f, es decir,

3Xx+2

0 <1 .3x+2<2.,x<0

3Xx+2
(o}

>2_>3x+2>4_,3x>2_,x>§

A h()== oy=2 _x=2 L him=
X X y

X |

La composicién de una funcion con su inversa es la funcion identidad i(x) = x

3
1j_x+2_3+2x
2 2X

) (gon) (= o[ 2

Calculamos su inversa:

3+2x -1 3
= > 2Xy=3+2X - 2xy—2x=3 -5 x(2y-2)=3 - x= - (goh) (X)=——
o y y 2y-2) 5y -2 (goh) " (%) 2
Calculamos la inversa de g:
=3X+2 _>2y:3x+2_>2y—2:3x_,x:—2y_2 _,g'l(x): 2x =2
2 3
4 4 4 2x-2 3
Calculamos h™og™: (h™og™)(x =h1( )=
g ( g )() 3 2x -2

n(Me=2:3*2-_ 2 poy(h =1R<—{o,—3}
g X 2 3x” +2X g 3
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S FUNCIONES

10

(0 Dada las funciones definida por:

2x+1
x> -2x-3

f(x) = g(x) =3 x-1 h(x) = 3% + 2

determinar:
a) Dominio de cada funcion.

b) Expresion analitica de la funcidr g .
c) Valor de(h-f)(0)

d) Expresion analitica de la funci@™ -h.

SOLUCION:

a) Dominios:

0 Domf={xDR/xz—Zx—3¢O}=R—{—13} yaque xX>—2x—-3=0 six=-1,x=3

o Domg=Domh=R

b) (heg)() = h(g(x)) = h(3/x-1) =3(x -1 +2 =3x -1

¢) (ho)(0)= h(f(0)) = h(‘%) ) 3(_%)3 " :%

dgX)=3x-1 sy=gx-1 o y¥’=x-1-x=1+y g '=1+x

O ' -h)=x*+1-3Bx+2)=-2x>-1

iNBl Dada las funciones definida por:
f(x) =3x-9 g(x) =2x + k
a) Determinar k para queog=gof

b) Hallar la funcion inversa de f y su dominio.

SOLUCION:
a) (fog)(x)=fg(x)) =f(2x + k) =3(2x +k)—9=6x +3k -9
(9o f)(X)=0g(f(x)) =g(3x—=9) =2(3x—-9) + k=6x-18 + k

Para que fog=gof debe cumplirse 6x + 3k —9= 6x—-18 +k - 2k =-9 - k=-9/2

b) f(x)=3x—-9 - y=3x—-9 - 3x=y—-9 qX:yT—g ﬁf'l(x):%x+3

Su dominioes R.
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S FUNCIONES 11

iVl Dada la funcion definida por:

Xx—4
2X+6

f(x) =

a) Calcular su dominio.

b) Calcular su reciproca

SOLUCION:

a) Dom f = {XD]RIZX

-4
>0y 2x+6#£0
X+6
La funcion es la composicién de una funcién racional y una funcién irracional:
X—4 X—-4

XxOR - N
2X+6 2X+6

Por ello hay que imponer que el denominador de la funcién racional sea distinto de cero y que el
radicando de la funcion irracional sea mayor o igual que cero.

0 2x+6#0 si x#3

X—4
2x +6

20 si xO(-,~3) 0[4,+0):

Estudiamos el signo del numerador y del denominador. Para ello seguimos los siguientes pasos:

1. Determinar los ceros del numerador y del denominador:
0 X—4=0six=4
0 2x+6=0six=-3

2. Representamos dichos valores en la recta real dividiendo esta en tres intervalos:
l; = (=00,-3) I, = (-3,4) I3 = (4,+0)

Estudiamos el signo de la fraccién en cada intervalo obtenido:

0 En (-«,-3), tomando x = -4 - 47450
-8+6
-4
o En(-3,4),tomandox=0 - pry <0
0 En (4,+»),tomandox=5 - S-4
10+6

Luego, dom f = (~,-3) O[ 4, +o)

b) Calculamos la funcién inversa, para ello despejamos x en la expresién de la funcion:

X—4 2, _ X—4 2 2 2 2 2
= N = SV (2X+6)=X—4 - 2yX+6y =x—4 - 2y X—X=—-6y -4
y ,/2“6 Y =576 y( ) y y y y

6y’ + 4
1-2y?

x—2y2x:6y2+4 _>x(1—2y2):6y2+4 - X =

6x*+4

Por tanto, la funcién inversa es: f* xX)= ——
1-2x°
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S FUNCIONES 12

il Dadas las funciones:

2x+1 si x<0 x si x<0
9= g(x)={2

x+3 si x=21 x2 si x>1

a) Calcularf-g y su dominio.

b) Determinar los valoresf¢g)(1), (fog)(-3), (gof)(—%) ,(gof)(3)

SOLUCION:

f [ 0 .
a) (fOQ)(X)={(X) Stox< _{2X+1 si x<0

f(x?) si le_ x*+3 si x=21
Dom (og) = (-w,0) O[1,+e)

b) (feg)(1)=f(o(1))=f(1)=1+3=4
(fog)(-3)=f(9(-3)) =f(-3) =-6+1=-5

(gof)(—%j: g{f(—%ﬂ = g(0) no definido

(gof)(3)=g(f(3)) = g(6) = 6° = 36

(/9 Dada las funciones definida por:

X3 +4 () = x-5
x> -4 X% +2X

f) =

Hallar los dominios de f, g, f + g, f - gy f/g, sin realizar las operaciones con las funciones.

SOLUCION:
0 Domf={xDR/x2—4¢0}=R—{—2,2}
X*—4=0six=-2,x=2
o Domg={xDRlx2+2x¢0}=R—{0,2}
X*+2x=0 six=-2,x=0
o Dom (f+g)=Dom (f- g)=Domf n Domg=R-{-2,0,2}

o Dom (fig) =Domf n Domg - {xOR/g(x)=0} = R-{-2,0,2,5}

gx)=0six—5=0 - x=5
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13

(IS Dada las funciones definida por:
_x-1 _ 2X — _ 2
)=~ 90 = h(x) =4 - x

determinar:

a) Dom (f+g),dom (g - h), dom (h/f), sin calcular la expresion analitica de dichas

funciones.

b) Expresion analitica de las funcioniesg, goh.

c) Expresion analitica de las funciones inversas de fy h.

SOLUCION:

a) Calculamos los dominios de las tres funciones f, g y h:

o Domf={xOR/x-4#0} =R-{4}
o Domg= {xDR/x2—4¢0}=R—{—2,2}

o Domh={xOR/4-x*20} =[-22]

o

Dom (f+g)=Domf n Domg= R-{-224}

(@)

Dom (g - h)=Domg n Dom h=(-2,2)

o

Dom (hWf)=Domh n Domf — {xOR/f(x)=0} = [-2,2] -{1}

2X

_1 P
2X 2_4 2X—-Xx"+4
b) (fog)(x) = f =4 =
)( g)() (X2_4j 2X +4 2X+4X2_16

x? -4

_2Ja-x* _ 2Ja-x

(gon)0) = ga ) = 252 = -2

c) Inversa de f:

y= :;i S YX+4dy=x—-1- 4y+1=x-yx X(1-y)=1+4y —x=
- 1+4x
f Y(x) =
(x) T
Inversa de h:
y= V4_X2 —>y2:4—X2 _.X2:4_y2 o X = 4_y2
h™(x) = v4-x2

1+4y

1-y
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S FUNCIONES 14

(G Dadas las funciones:

f(x) = )’(‘f; 90) /9% h(x) = %9

a) Calcular el dominio de las funciones f + g, h/f , g/h.
b) Calcularfog, hof, foh.

c) Hallar las funciones inversas de f, g y h.

SOLUCION:

a) Determinamos los dominios de las tres funciones:
Dom f= R -{3} Dom g = [-3,3] Domh=R
o Dom (f+g)=Domf n Domg=][-3, 3)
o Dom (h/f)=Dom h n Dom f- {xOR/f(x) =0} = R-{-13}
f(x)=0 six+1=0 - x=-1
o Dom (g/h) =Dom g n Dom h— {xOR/h(x) =0} = (-3,3)

h(x)=0 si9-x*=0 - x=-3,x=3

x+1j_(x+1j2 _g= x2 +2x+1-9(x2 -6x+9) —-8x? +56x —80

b)(hof)(x)=h(x_3 - =

X2 —6x+9 x2 —6x+9

(hog)(x) = h(\/9—x2):9—x2—9:—x2

x*-9+1 x*-8
x2-9-3 x*-12

(foh)(X) = f(x* = 9) =

c) Inversa de f:

y= N > YX—=3y=x+1 5 yx—=x=1+3y - x(y-1)=1+3y - x= 1*3y S %) = 1+3x
X-3 y-1 x-1
Inversa de @:

y=4J9-x2 oy =9-xX" . xX*=9-Vy* . x=49-y*> - gtx)=49-%°
Inversa de h:

y=x"—9 - y+9=x> - x=,y+9 - h'x)=x+9
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S FUNCIONES 15

(V@ Calcular el dominio, ceros y simetrias de las siguientes funciones:

a) f(x)= :2__21 b)f (x)=+Xx*—6x+8 c)f (x) = L(x* +1)
SOLUCION:
_X-2
a) f(x) = -1

Dominio: Al ser una funcion racional su dominio sera el conjunto de numeros reales salvo los puntos
que anulan el denominador. Por tanto:

Don{( f) = R—{-1,+1}
Ceros: Para calcular los ceros de la funcién igualamos a cero:
X—-2

f(x)=0 =
() x?-1

=0 = x 2 0= X

Simetria: calculamosf (—X) para compararlo cof(x)

(-x)-2 _—-x-2_ x+2 {f(—x);tf(x)
- =

M= 1™ e a1 F(=x) £ —F(X)
Por tanto, no tiene simetria respecto del®jeni respecto del origen.
b) f(x)=/x? - 6x+8
Dominio: Dont( f) ={x0OR/x* -6x+8 =0} Veamos cuales son estos puntos:
X?-6x+820 = (x- 2)(x 4 0= » 4, 2
Por tanto,Dom( f ) = (-0, 2] O [ 4,+c)

Ceros:

X
f X ¥VX2- B+ & 0> x°— &+8=0 = {

Simetria: calculamosf {x )para compararlo cof(x)

f(=x) =/(=x)2 —6(-X) +8 =/(-x)? + 6x+ 8% f(x) — No es simétrica

c) f(x)=L(x*+1)

Dominio: el dominio de la funcién logaritmica es el conjunto de puntos que hacen el argumento
estrictamente positivo. Entonces:

Dom(f)={xOR/ x*+1 >0} =R puesto quex’ +1 siempre es estrictamente mayor que cero.
Ceros: f X(3 0= LX*+ 1F 0= xX*+1=1= x=0

Simetria:
f(-x)=L(x)’+1)=L(x*+1) = f(x)

Por tanto, es una funcién par y es simétrica respecto deleje

Luizsa H.





