RELACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

1. Enun concurso se da a cada participante un alambre de dos metros de longitud para
que doblandolo convenientemente hagan con el mismo un cuadrilatero con los cuatro
angulos rectos. Aquellos que lo logren reciben como premio tantos euros como
decimetros cuadrados tenga de superficie el cuadrilatero construido. Calcula

razonadamente la cuantia del maximo premio que se pueda obtener en este concurso.

A(x, y) =xy (Funcién Objetivo)
y Condicion: 2x+2y = 2

X

Condicién: 2x+2y=2 = x+ty=1 = y=1x
Funcion Objetivo: A(x, y) = xy = A®X)=x(1-X) = x-x*
A’ (x)=1-2x
AX)=0= 1-2x=0 = x=1/2m.

A"X)=-2 = A7(1/2)=-2<0 (esun maximo)

Solucién: x=5dm. e y=>5dm., siendo Area = 25 dm®.

Cuantia maxima a percibir por el premio = 25 €.

2. Un jardinero dispone de 160 metros de alambre que va a utilizar para cercar una
zona rectangular y dividirla en tres partes. Las alambradas de las divisiones deben
quedar paralelas a uno de los lados del rectangulo. ;Qué dimensiones debe tener la

zona cercada para que su area sea la mayor posible?

A i Y
A i Y

Y e i i N A(X, y) =xy (Funcion objetivo)

A i Y

X Condicion: 2x+4y = 160

80— x

Condicion: 2x+4y =160 = y=
Funcion: A(X,y) =Xy

i 2

A(x) = x: [80 X]: 40x-2-

2 2
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RELACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

A(X)=40x = A X=0= x=40m.
A7 (x) =-1<0 (el punto es un maximo)

Para x = 40 m. resulta y = 80— 40

= y=20m.

Solucién: x=40m, y=20m.

3. Se dispone de 400 metros de alambrada para vallar un solar rectangular. ;Qué

dimensiones debera tener el solar para que con esa alambrada se limite la mayor area

posible? Razonar el proceso.

Funcion: A(x, y) = xy
Condicion: 2x+2y =400

X
Condicion: 2x+2y =400 = x+y =200 = y=200-x
Funcion: A(x, y)=x-y
A(X) = x-(200-X) = 200x-x*
A" (x)=200-2x = A(X)=0 = x=100m
A"(x)=-2<0 = x=100es un maximo, siendo y = 200-100=100

Solucién: x =100 e y =100, es un cuadrado

4. Un terreno de forma rectangular tiene 400 m? y va a ser vallado. El precio del metro
lineal de valla es de 4 euros. ¢ Cuales seran las dimensiones del solar que hacen que el

costo de la valla sea minimo?

Perimetro del vertedero: P = 2x+2y

Coste cerca: 4-P = 4(2x)+4(2y) = 8x+8y (funcidon objetivo)

Condicion: x-y = 400

Condicion: xy=400 = y=—
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Coste cerca: C(x, y) = 8x+8y

400

C(x) = 8x+8 (—j = 8x+ 3200
X

X

3200
X2

C'(x)=8- = C'(X)=0 = x*=400 = x==20; Solucion vélidax = 20 m.

C’'(x)= 3200-33 = C”’(20)=0.8>0 Es un minimo
X

Para x =20 m., siendo y 400 = y =400/20 =20 m.
X

Solucioén: Las dimensiones del solar son cuadradas con x = 20m. e y = 20m.

5. Supongamos que el solar del problema anterior tiene 200 m? y un lado a lo largo del

rio requiere una valla mas costosa de 5 euros el metro lineal. ; Qué dimensiones daran
el costo mas bajo?

| Funcioén: C(x, y) = 4-(2x) + 4y + 5y

Rio| y Condicion: x-y = 200

X

Condicion: xy =200 = vy 200
X

Funcion objetivo: C(x, y) = 4:(2x) + 4y + 5y = 8x + 9y

C(x)=8x+ 9@ =8x + 1800
X X

C'(x) = 8x+ 18?0 = C'(X)=0 = x=+/225= %15 (Solucion vélida: 15 m.)
X

2 _3600 3600

C”(x) = 1800— = = C(15) =
) N~ (15)= =

>0.

Luego, en x =15 hay un minimo, siendo y = 40/3.

Solucidn: Las dimensiones del solar seran en este caso x =15m. e y =40/3 m.
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6. (El Problema del Cable mas Corto) Dos postes con longitudes de 6 y 8 metros
respectivamente se colocan verticalmente sobre el piso con sus bases separadas una
distancia de 10 metros. Calcule aproximadamente la longitud minima de un cable que
pueda ir desde la punta de uno de los postes hasta un punto en el suelo entre los

postes y luego hasta la punta del otro poste.

Funcion: Leape =Y1+ Y2

N v 2/ 118 Condicion: y?= 36+x2
Vo = 64+(10-x)?
6
X\ /10-x
10 m.

Leable = L(X)=1/36 + X +/64+ (10— X)?

2X —2(10-x)
+
24/36+x2  2,/64+ (10— x)?

L'(X) =0 = X-4/64+(10-x)* = (10— x)+/36+ X

X, =—30 solucion no validad
= 7x?+180x-900 = 0 30
X, = —

27
36 64
S +
\(36+x%) \/[64+(10—x)2}
L(30/7) = \/36+(@j2 +\/64+(10—@j2
7 7

Solucion: Longitud minima = L(30/7) = 2.32 + 9.83 = 17.20 m.

L"(x)=

L ()=

=>0 = L7(30/7)>0 = x=230/7esunminimo
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7. (El Primer Problema de la Ventana) Una ventana tiene la forma de un rectangulo
coronado con un semicirculo. Encuentre las dimensiones de la ventana que deja pasar

mas luz, si su perimetro mide 5 metros.

L
m L circunferencia = L= 2t = Lsemicircunferencia :E =xr

/2 Perimetro rectangulo = x+2y

y Perimetro total = x +2y+zr = 5 (condicion)
2

. Funci6n: Area: A(x, y)= x-y + ”'Zr

Condicion: x + 2y + 22 =5 = y:w
2

4
2 2
Funcion: A(x, y) = x-y+ 2+ =x.y+ 7~ )(2/4
10—(2 . NG
A = x. 0Z(2ET) X 7o
4 8
A'(x):m“b‘—‘”'x — A()=0 = x= 10 _1am
4 4+
. —4-7r ‘o
A7(x) = <0 =  x=1.4esunmaximo
10— (2+7)-10/4+
-10-(2+7) “=07m

4

Solucion: Dimensiones de la ventana: Ancho: x =1.4m.; Alto:y +r=0.7+0.7 =1.4 m.
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8. Las paginas de un libro deben medir cada una 600 cm? de area. Sus margenes
laterales y el inferior miden 2 cm. y el superior mide 3 cm. Calcular las dimensiones de la

pagina que permitan obtener la mayor area impresa posible.

Alto de la pagina impresa: y-5

Ancho de la pagina impresa: x-4

Area impresa = (x-4)-(y-5) (funcion objetivo)
Area paginas = x-y = 600 (condicion)

123333323

Condicion: x-y =600 = y =600/x
Funcion: A(x,y) = (x-4)-(@—5)
X

A(X) = -5x+620-@
X

2.400

XZ

A’(x) = -5+ = A (X)=0 = x=1/480 = x=+4+/30 (La solucién

negativa no es valida)

A" (4+/30) =i003< 0, es un maximo, siendo y _150y30 — y=5430
(4\/%) 30

Solucion: x = 4+/30 cm. e y =5+/30 cm.

9. Una hoja de papel debe contener 18 cm? de texto impreso. Los margenes superior e
inferior han de tener 2 cm. cada uno, y los laterales 1 cm. Halla las dimensiones de la

hoja para que el gasto de papel sea minimo.

Funcion: A(X,y) =Xy
Condicion: (x-4)-(y-2)=18

-. 6/25.-



RELACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Condicion: (x-4)-(y-2)=18 y=10+ ix
X_
Funcion: A(x,y)=x-y
AG) = x 102X g 21042
X—4 X—4
2 — —
A'(x) = W = A'(X)=0= x=10y x=-2 (solucion negativa no es valida).
X_
o (4x-16)(x-4)"—2(x-4)(2x*-16x-40) i
A7(x) = = A”’(10) > 0, es un minimo.

(x-4)

Solucion: x=10e y =5.

10. Un pastor dispone de 1000 m de tela metélica para construir una cerca rectangular
aprovechando una pared ya existente. Halla las dimensiones de la cerca para que el

area encerrada sea maxima.

Funcion: f(x, y) = x-y
Condicion: 2x +y =1.000 = y =1000-2x

f(x, y) =xy

f(x) = x:(1.000-2x)

f(x)=1.000 x -2 x*

f(x) =1.000-4x = f(x)=0 = x=250
f'(x)=-4 = f"(250) < 0.

Por lo tanto, x = 250 es un maximo.

Solucion: x =250 e y =500.

11. Un segmento de longitud de 5 cm. apoya sus extremos en los semiejes positivos OX
y OY, de tal manera que forma con éstos un triangulo. Halla las dimensiones del

triangulo de area maxima asi construido.

o _ Xy
5 Funcion: f(x, y)= -
y Condicién x*+y*=5
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Condicién: X+ y?=5 = y=45-x°

Funcion: f(x, y) = X_2y
x+/5— X’
f(x) =
x) 5
5-3x°

fX)=—— = f(x)=0 = x=+,/5/3 (Lasolucién negativa no es valida).
205-x°

f (x)= 5_10)2 = 7 (,/5/3 < 0). Por lo tanto, es un maximo.
—X

Solucion: x=,/5/3; y= \/g

12. Se considera una ventana rectangular en la que el lado superior se ha sustituido por

un triangulo equilatero. Sabiendo que el perimetro de la ventana es 6,6 m, hallar sus

dimensiones para que la superficie sea maxima.

Funcion: A total = A tridngulo +A rectangulo

Condicién: 3x+2y = 6.6

Condicion: 3x+2y=6.6 = y=33-15x

xv/3 x*\/3

A = (X, y) =X - —— +xy = +X:
total ( y) 2 y 2 y

2
fx) = X f +x-(83.3-1.5X)
f(x) = 3.3 x — 1.07 X?

f'(x)=0 = 3.3-214x=0 = x=154
f"(x)=-214 =f"(1.54)<0.

Luego, x = 1.54 es maximo.

Solucion: x =1.54; y=0.99
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13. Dividir un segmento de 6 cm. de longitud en dos partes, con la propiedad de que la

suma de las areas del cuadrado y del triangulo equilatero construidos sobre ellos sea

maxima.
Atotal = Atriéngulo + Acuadrado
Condicién: x +y =6
X y
Condicion: x+y=6 = x=6-Yy

Funcion: A = f(X,y) = 2

+X

\3y*
4
Sustituimos y obtenemos:

f(y)=J§Ty+ (6-y)°

f(y)= 1.43y*- 2y + 36
f'(y)=286y-2 = f(y)=0 = y=07
f'(y)=—2 = {"(0.7)<0

Luego, eny = 0.7 es maximo.

Solucién: x =5.3; y=0.7

14. Se considera una ventana como la que se indica en la figura (la parte inferior es
rectangular y la superior una semicircunferencia). El perimetro de la ventana mide 6 m.

Halla las dimensiones “x” e “y” del rectangulo para que la superficie de la ventana sea

maxima (Expresa el resultado en funcién de ).

/Q\ Condicién:x+2y+%xz6, luego y=12_2#

X2

Funcion: f(Xx,y) = xy + ——
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2
f(x):X(12—2x—7zxj+7rx
4 8

_ 2_ 2

F(x) = 24X 4;( X

f'(x) = %(24—8x—27zx)

12
4+

f'(x)=0=x=

"y =1~
fr)=-1-7

i):—1—£<0:>x:
4+ 4

f( €S un Maximo

4+

-168; y= 12-21.68—71.68 _084
A+ 4

Solucion: x =

15. Entre todos los rectangulos de perimetro 12 m. ¢4cual es el que tiene la diagonal

menor? Razonar el proceso seguido.

Condicion: 2x + 2y =12 = y=6-X

Funcion: f (X, y) =/X* +y?

f(x)= x2+(6—x)2

f(x)=+2x* -12x+36

F(x) = 2Xx—6
\V2x*-12+36
Para f"(x) = 0 tenemos que x = 3
f(x) = 36 = Y sustituimos x = 3, f"(3) > 0, por lo tanto es minimo.

(\/2x2 —12x+ 36)

Solucion: x=3ey=3
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16. Calcula el area maxima que puede tiene un triangulo rectangulo tal que la suma de

la longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

Condicion: x+y =4 ;y =4-x

y Funcion: Area = f(x,y) = x-y/2

X
fxy) ="

X(4—x
2

4x — x?
f(x)=
(x) >

f'(x)=2-x
f'(x)=0 = x=2
f'"(x)=-1= f"(2)<0

N—

f(x)=

de donde tenemos que x = 2 es maximo.

Solucién: x=2ey=2.

17. Halla las dimensiones del rectangulo de area maxima inscrito en una circunferencia

de 10 cm. de radio. Razonar el proceso seguido.

Condicion: x*+y*=(20)" =400 = y=+/400-x"

Funcion = Area = x-y

20 cm
y
X f(xy)=xy
f (X) = x4/400 - x?
400-2x°

f(X) = ——
) V400 - x°

f'(x)=0 = x==10V2

La solucién negativa no es valida.
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—2X
—AxA/400—x* ———=2_(400-2x%°

400 - x*
f/r(lo\/a):_\}g-oo
y=,400-(10v2) = y=10V2

Solucion: x =10+/2; y =102

<0 es un minimo

18. En un jardin con forma semicirculo de radio 10 m se va a instalar un parterre
rectangular, uno de cuyos lados esta sobre el diametro y el opuesto a él tiene sus
extremos en la parte curva. Calcula las dimensiones del parterre para que su area sea
maxima.

Plx, y)

y

——

[ 10

/—\ Condicion: P(x,y) pertenece a la Circunferencia
S (x, )

/{ o 1-\ X2+ y* =100 = y = /100 - x*
, X Funcion:f(x,y) = 2xy
S

10 10

f(xy)=2xy
f (x)=2xy100—x*
200 —4x*

= f '(x) — 0= x =452 (Lasolucién negativa no es valida)

frix)= 22X
) V100 — x?

f"(5+/2) < 0 (maximo)

Solucién: Dimension del parterre sera de base = 10+/2m; altura =5v2m. Siendo el area maxima

de 100 m?.
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19. Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados de modo que: el perimetro de
uno de ellos sea triple del perimetro de otro, se necesiten exactamente 1248 metros de

valla para vallar los tres y la suma de las areas de los tres campos sea la minima

posible.

X y z
Llamamos X, Y, z, a los lados de las tres parcelas.
Condiciones:

1)z=3x
i) 4x+4y+4z = 1248

de donde z =3x, entonces y = 312 — 4x

Funcion: S(x,y,z) = X°+ y*+ 72
S(x) = x* + (312-4x)* +9x*
S(X) = 26x%- 2496x + 312°
S’(X) = 52x - 2496 y para S”(x) = 0 tenemos que x = 48
S7(x) =52 = S’7(48) >0, por tanto, es minimo.

Solucion:

X=48m y=120m z=144 m.

20. Una arquitecta quiere construir un jardin rectangular en un terreno circular de 100

metros de radio. Halla las dimensiones de dicho jardin para que el area sea maxima.

Condicion: x* + y*=100%, luego tenemos que y = v100% — x*

Funcion: Area del jardin rectangular
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A(X,y) =Xy
A(X) = X4/100% — x?

El valor que haga méaxima el area, también hara maxima a A%(x) y los célculos se simplifican

haciendo:
B(x) = A’ () = x* (10000 - x* ) =10000x* — X*

X =0 Se descarta
Xx=70.71m

B”(x) = 20000 —-12x* = B"(70.71) < 0 (maximo)

B’(x) =20000x —4x° = B’(x):0:>{

Solucién: Para x = 70.71 resulta y =+/100° —70.71*> =70.71m

21. Descomponer el numero e en dos sumandos positivos de forma que la suma de los

logaritmos neperianos de los sumandos sea maxima. Calcular dicha suma.

Condicion: x+y = e, de donde tenemos que y = e-x
Funcion: S(x,y) = In(x) + In(y)
S(x)=In(x) + In(e-x)
s0=2- 1 sx=0=x=2
X e—X 2

$"(x) =;—21—

—2 :>
(e-x) 2
luego, tenemos que es maximo.

La suma pedida sera: suma = In%+ In (e—%) =2-2In2.

Solucion: x = e/2 y lasuma S =2-2In2

22. Una empresa ha decidido mejorar su seguridad instalando 9 alarmas. Un especialista
en el tema sefiala que dada la estructura de la empresa s6lo puede optar por dos tipos
de alarmas, de tipo A o de tipo B; ademas, afirma que la seguridad de la empresa se
puede expresar como la décima parte del producto entre el numero de alarmas de tipo A
instaladas y el cuadrado del numero de alarmas instaladas de tipo B. ¢ Cuantas alarmas

de cada tipo se deben instalar en la empresa para maximizar su seguridad?
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Alarmas tipo A = x
Alarmas tipo B =y
Condicion: x +y =9, luego y = 9-x

2
Funcion: La Seguridad se expresa como: % =Tf(x,y)

2

Xy
f(x,y)=——
x¥)=75
x(9—x)2
f(x)=
(x) 0
2 3
F(x) = 81x —36X° + X
10
_ 2
f’(x)=81 36X+ 3x — f'(x)=0
10
los valores de la x que anulan la primera derivadasonx=9 y x=3
—36+6x
fH X —
() 10
£(9) = -36+54 20
10
£1(3) = -36+18 <0
10

luego, x=9 es minimo y x=3 es maximo.

Solucion: Sera necesario instalar de tipo A = x = 3 alarmas y de tipo B =y = 6 alarmas.

23. Calcula dos numeros que cumplan que al sumarlos resulte 10 y la resta de uno de

ellos menos el inverso del otro sea minima.

Condicién: x +y =10, de donde y = 10-x

La funcion:
F(x,y) = x—=
y
2
f(X) = x— _9-x
10—-x 10-x
, x> —20x+9
frx =2 —2X20
(10-x)

Como f(x) = 0 tenemos que x = 19.54 y x = 0.46.
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-180
(10-x)’
f"(19.54) >0 minimo
f”(0.46) <0 maximo

£(x) =

Solucion: x=19.54 e y=-9.54.

24. Si un cultivador valenciano planta 200 naranjos por hectarea, el rendimiento
promedio es de 300 naranjas por arbol. Por cada arbol adicional que siembre por

hectarea, el cultivador obtendra 15 naranjas menos por arbol. ;Cuantos arboles por
hectarea daran la mejor cosecha?

N° naranjos / hectarea = 200
Rendimiento / &rbol = 300 naranjas
X = n° arboles a plantar

R (x) = Rendimiento(x)

R(x) =(200+ x)-(300—-15x)

R(x) = 60000 — 2700x —15x?

R’(x) =—2700-30x

R'(X) =0 = x=-90. Solucidn absurda.

Conclusién: Sin plantar arboles la produccion que se obtiene es mejor que si aumentamos el
numero de frutales de esta variedad.

25. El propietario de un edificio tiene alquilados los 40 pisos del mismo a un precio de
600 € cada uno. Por cada 60€ que el propietario aumenta el precio observa que pierde
un inquilino. sa qué precio le convienen alquilar los pisos para obtener la mayor

ganancia posible?(Ayuda: llamar x = n° de 60 € que aumenta o lo que es lo mismo el n°
inquilinos perdidos.)

40 pisos
600 euros / cada uno

Si aumenta x euros por cada piso cobra 600 + x, pero alquila 40—i pisos.
La funcion es el beneficio obtenido:
B(x) = (600 + x)-(40—6—):)j con 0< x < 2400

2

B(X) = 2400+ 30X — —
60
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B'(x)=30—% = B(X)=0 = x=900

B”(X) = — = B"(900) <0 = Es Maximo,
30

Solucién: Aumentara 15-:60€ = 900

26. Entre todos los triangulos isésceles (dos lados iguales) de perimetro 30 cm., ¢ cual es

el de area maxima?

Condicién: x+2y =30 = y = 30=x
y y g
X
h=,|y? -2
y 4
2
x- [y2 - %
Funcion: A(x, y) = 4
X 2

_v)? 2 2 3
A(x)=§- (30 xj _x_:g %225_15)(:\/225 X’ 15x

2 4 4 4
450 -15x

A(x) =
%) 4.4/225-15x%

A7(10) <0 = Esun maximo

= A(x)=0= x=10

Soluciéon: x=10,y=10

27. Para la fabricacion de un determinado producto, se necesita invertir dinero en
contratar empleados y comprar maquinas. El duefio de la fabrica ha estimado que si

“n

compra x maquinas y contrata “y” empleados, el nimero de unidades de producto que
podia fabricar vendria dado por la funcion: f(x,y) =90x-y? Cada maquina le supone una
inversion de 2500 € y cada contrato de un nuevo empleado otro de 1500 € Si el
empresario solo dispone de un presupuesto de 22500€ para este fin, determine el

numero de obreros que debe contratar y el numero de maquinas que debe comprar para

maximizar la produccion.

X = maquinas.
y = empleados.

-. 17/25.-



RELACION DE PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Condicion: 2500 +1500y = 22500 = y = 22 =X
Funcion: f (X, y)=90xy’
2
£(x) :90x-(45_5xj

f (x)=250x* —4500x” + 20500

f'(x) = 750x* —9000x + 20500
f'(x)=0=x=3;%x,=9
f”(x) =1500x —9000
f7(3)<0 = Es Méaximo.
f7(9) >0 = Es Minimo.

Solucién: x =3,y = 30.

28. Una esmeralda pesa 16 grs. y sabemos que su valor es proporcional al cuadrado de
su peso. Si partimos en dos trozos la esmeralda, halla el peso que debe tener cada uno

de ellos para que su valor sea minimo.

Condicion: x+y=16 = y=16-Xx
X = peso de un trozo.
y = peso del otro trozo.

La funcidn que queremos optimizar es la que nos da el valor de la esmeralda después de dividirla,
que dependera del peso de cada trozo.

Funcion: f(x,y) = kx? + ky?

f(x,Y)= k(x2 + y2)

f(x) =k(x? + (16 - x)?)

f(x) = k(2x® — 32x + 256)

f7(x) = k(4x - 32)

f’(x)=0 = x=8, consideramosk >0
£ (x) = 4k

f7(8)>0 = Esminimo.

Solucidn: x = 8 gramos e y = 8 gramos.
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Ejercicios de ampliaciéon

29. La base menor de un trapecio isésceles mide 6 metros y la longitud de los lados no
paralelos es de 2 metros. Calcula cuanto debe medir la base mayor para que el area del

trapecio sea maxima.

— g—» X

Condicién (por Pitagoras): h*+ x*=4 = h=+4-x*

FunCién Atrapecio

_ (BASE +hbase)-h  (6+2x)-h
rapecio 2 - 2
f(x) =(3+x)V4—-x*

=(3+x)h=f(xh)

2 Xl:——3— 2L 0 Se descarta
f'(x)_mjf'(x)_03 2
NS -3++/21
x, =¥ 50
2
6x° +24x> —32x — 24 .—3++21
- = fr2iNe

F(x) (

e

) <0 es maximo

Solucioén: x :_?’JFT\/Z ey =-3+4/21

(el valory =-3- J21se descarta)

30. Se divide un alambre de 100 m de longitud en dos segmentos de longitudes x y
100-x. Con el de longitud x se forma un triangulo equilatero y con el otro segmento se
forma un cuadrado. Sea f(x) la suma de las areas del triangulo y del cuadrado. Indicar
razonadamente para qué valor de x se obtiene que la suma de las areas del triangulo y

del cuadrado es minima.
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x/3 (100-x)/4

Condicion:

2 2
Altura del triangulo h = (gj —(fj :X_\/g

6 6
X X3 5
D 2
. . 3
Area del trianqulo a,., =26 _ X
g atrlangulo 2 36
2
Area del cuadrado a,,, = (1004_ Xj
FunCién: a'triéngulo + acuadrado = f(X)
2[ 100-x )’
f(x)=
4
F(x) = X*/__loo X () =0= x=—20__g386
2 \@+9
£7( )_[;9 0 (minimo)
Solucion: Para x =83.86 resulta la suma de areas minima, siendo h :M =24.21

31. En una carretera a través del desierto un automovil debe de ir desde la ciudad A
hasta el oasis P situado a 500 Km de distancia de A. Puede aprovechar para ello una
carretera recta que une las ciudades A y B y que le permite ir a una velocidad de 100
Km/h, mientras que por el desierto la velocidad es de 60 Km/h. Sabiendo que la

distancia mas corta de P a la carretera que une las ciudades A y B es de 300 Km,

determina la ruta que debera usar para ir de A a P en el menor tiempo posible.

p La ruta a seguir es AMP
500 300 Aplicando el teorema de Pitagoras en el tridngulo ABP
A 5 se obtiene: AB =+/500 —300% = 400
-X X JE—
Y 5 En el tridngulo MBP se obtiene MP =+/x* + 3007
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_ 4—x+\/x2+3002

Y el tiempo que tarda el automdvil en recorrer la distancia AM + MP es:t(x) 100 50

-1 X
+
100 60+/x? +300?2

Si hacemos t"(x)= 0 = obtenemos X = L = X =1225
60+/x> +300° 100

Derivando, t'(x) =

La solucién negativa no tiene sentido: AM = 400— 225 =175
El automovil deja la carretera a 175 km de la ciudad A.

Podemos comprobar que es un minimo utilizando la segunda derivada:

60(x° +300%) — 60x X2 +300% — X

7 (x) = = t7(x) =
60%-(x* +3ooz).\/x2+3oo2 60 (x2+3002)-\/x2+3002

Parax =225 = t""(x) >0, por lo tanto, es un minimo.

Solucioén: La ruta a seguir es AMP, de A a M hay 175 Km. y de M a P hay +/225° +300% = 375
Km., con lo que recorrera en total 550 Km. a una velocidad de 100 Km/h.

32. Sea T un triangulo de perimetro 60 cm. Uno de los lados del triangulo T mide x cm. y
los dos lados tienen la misma longitud.
a) Deducir razonadamente las expresiones de las funciones Ay f tales que:
A(x) = Area del triangulo T
F(x) = {A(X)}’
Indicar ademas entre que valores puede variar x.

b) Obtener, razonadamente, el valor de x para el que f (x) alcanza el valor maximo.

60— x

Condicion:x+2y =60 = y=

y y g , X
La altura del triangulo sera: h=,|y? vy
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a)
Solucion:
X2 60-x) X
S BT
A(X’ y)='A‘trie‘mgulo=T4 = A(X)= 22 4
2 X[ 2 X x*((60-x)" x*
F(x,y) = (A Y)) =7(y —7] . F(x)zj(( : ]-7]
b)
CxE[((80-x)" x| X oo
F(x)= 4[—4 4}_ 4(900 3x)

F'(x) = 900x — 45x?
F'(X)=0 = 900x-45x>=0=x=0y x=20

Por las condiciones del problema descartamos x = 0, siendo:

F"(x)=-90x = F"(20)<0. Por lo tanto es maximo.

Solucion: x=20ey = 20.

33. Comprueba que el rectangulo de mayor area que puede inscribirse en una

circunferencia de ecuaciéon x? + y2 =r? es un cuadrado de lado /2r .

/\ Condicién:
= -~y
\ b2 | 2 2
r2_b2+h2
\\/ 4

h=+4r’-b

Funcién = Area = b-h
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f (b,h) =bh
f (b) = b\4r? —b?

f'(b) =v4r? —b? — J7b = f'(b)=0 =b=+2r
(o) - - b? _2b(4r ~b*)+b 0

Jar? —p? \/(4r2 —b2)3
h=+/4r?—b? =,/4r? —(\/Er)z =J2r

Solucién : El area es maxima para: b= Jar; h=+er

34. Determine los puntos de la curva y?> = 4x que estan a distancia minima del punto P
(4, 0).

% Condici6n: y?= 4x de donde y = 2v/x
y
Un punto de la curva tiene la forma P(x, iZ\/;)
-, 2
oh 1 2 3 P(’l,O) X Funcioén:d(P,Q) = \/(x—4)2 +(J_rz\/§)

Q

d(P,Q):\/(x—4)2+(J_r2\/§)2
d(x) =Vx* —4x+16

X—2
d'(X)=—222  —d'(x)=0=>x=2
VX2 —4x+16
d"(x) = 2 —d'@>0
(x*—4x-+16)

El punto x = 2 es minimo.

Solucion: Q,(2,2v/2) y Q,(2,-2+/2)
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35. Un rectangulo tiene por vértices los puntos de coordenadas (0,0), (a,0), (0,b) y

(a,b), de modo que el punto (a,b) tiene coordenadas positivas y esta situado en la curva

. 1 . .
de ecuacion: y=—-+4. De todos estos rectangulos hallar razonadamente el de area

minima.

Condicién: Si (a, b) pertenece a la curva, verifica: b = iz+ 4
a

Funcion: El area del rectangulo es A(a) = a(%+4j =—+4a
a a

A(a)=—r+4= A(a)=0oa=+—

a 2
El valor a = -1/2 no es valido por que se indica que las coordenadas son positivas.
A'(a) =2 = A”(%) >0 (es minimo)

a

Solucién: Los vértices seran (0,0), (1/2,0), (1/2,8) y (0,8)

36. (Problema del tiempo minimo).- Un nadador, A, se encuentra a 3 km. De la playa
enfrente de una caseta. Desea ir a B, en la misma playa, a 6 Km. De la caseta. Sabiendo
que nada a 3 km/h y que anda por la arena a 5 km/h, averigua a qué lugar debe dirigirse

a nado para llegar a B en el menor tiempo posible.

]! x f h=x {;

L
]

3 km

h=-/9+x% a3Km/h

X B 6-Xx o Recorre 6 —x a5 Km/h
Tiempo empleado:
3 Km
h Jx?+9
X“+9 6-X
3 3)
A
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2X 1
6/x2+9 9
Haciendo t'(x) =0 = 10X —64/x*+9 =0 = X, = % =225;%, = _79 (No valida)
t7(225) >0 = Es minimo.

£ (x) =

Solucion:

Debe dirigirse a un punto que este a 2.25 Km de la caseta.
Tiempo que tarda en llegar:

\J225%2+9 6-225
_|_

3 5
t =2 horas.

t =

37. Determina el punto de la gréafica de la funcién f(x) =-x®+6x*-7x+5 en el que la

pendiente de la recta tangente es maxima. ¢ Cual es la ecuacion de la recta tangente en
ese punto?

Condicion: f (X) = —x* +6x? —7x+5

Pendiente: p(x) = " (x) =—3x? +12x -7
pP(x)=-6x+12 , p(xX)=0 = x=2
pP’X)=—6 , p'()<0 = EsMaximo

Solucion:
Punto buscado: P2, f(2))
P(2,7)
Ecuacion Recta Tangente: y—-7=p(2) x-2)
y—-7=5(x-2)
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