Nombre:

Duracion: 55 minutos.

Los ejercicios deberan resolverse en folios aparte de la presente hoja, en la que Unicamente se debe escribir el nombre y
apellidos en el lugar habilitado para ello.

No esta permitido el uso de fluido corrector o analogo. Igualmente no esta permitido el uso de lapiz, goma ni boligrafo con
tinta deleble.

Esta permitido el uso de calculadora. Sin embargo en todos los ejercicios se deben indicar y explicar los razonamientos
usados para su resolucion.

Ejercicio 1. (2 puntos)
Un repetidor de television se encuentra sobre una montafa y
un observador se sitla en los puntos P y Q de la figura de

la izquierda. AN

Se conoce que la distancia PQ =12,5 metros, y que los
11z

angulos indicados son, medidos en radianes, a=5,

707 677
= = . Halle la altura del repetidor.
F=T80 Y7 " 180 P

Ejercicio 2. (2 puntos)
Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 3senx++/3cosx=3

b) 6c052§+cosx=1

Ejercicio 3. (2 puntos)
Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones en el intervalo [O, 27;]:

tan(x+y)=+/3

7 b)
X+2y > \@+1
2

senx—seny _y3-1
a) 2

senxX+seny =

Ejercicio 4. (2 puntos)
Demuestre las siguientes igualdades:
1-cos2a  sen2a

2sena 1+€0S2a
b) sen®a—sen® B=sen(a+pB)-sen(a—f)

=Sena —tana

Ejercicio 5. (2 puntos)
Expresion de la diferencia de los cosenos de dos angulos como producto. Demuéstrelo a partir de las
formulas de las razones trigonométricas de la suma de dos angulos.




Ejercicio 1.
Un repetidor de television se encuentra sobre una montaia y un observador se sitiia en los
puntos P y Q de la figura de la izquierda.

Se conoce que Ia distancia @ =12,5 metros, y que los angulos indicados son, medidos en

radianes, o =——, [/ = 123 = 67—” . Halle la altura del repetidor.

180

Resolucion.
Llamemos A al punto mas alto del repetidor. Entonces
en el triangulo APQ podemos conocer todos los angulos,

ya que el angulo en P es el suplementario de S, es

decir, P :ﬁ—m—ﬁzﬁ radianes.
180 18

El &ngulo en A serd entonces A=r-P-y=

e 117[ 677 1807r 1107r 677[—£rad
18 180 180 180 180 60

Al conocer los tres angulos y un lado, podemos aplicar el
Teorema del Seno para hallar el lado AP :

A ~

12,5-sen 67—”

PQA _ AP 12 5 AP AP 180
sen A seny senA sen y sen K2
60

Llamemos ahora B al punto mas bajo del repetidor y O al punto mas bajo de la montafia. En el
triangulo ABP también podemos conocer los tres angulos. Concretamente en el triangulo rectangulo
OPB, el angulo en B es el complementario de «, por lo que el angulo en el mismo punto B dentro

del triangulo ABP es igual a B=rx-— z—a =£+a:£+&:l3—ﬁ radianes.
2 2 2 30 15
En este mismo triangulo, el angulo en el vértice P es el angulo I3=ﬂ—a=70—”—&=£
180 30 45

radianes. En el triangulo ABP conocemos entonces el angulo P, que es el opuesto a la altura AB del

repetidor, y el angulo B , que es el opuesto al lado conocido AP .
Podemos por tanto, con estos datos, usar nuevamente el Teorema del Seno para este triangulo ABP :

12,5-sen i;g .
A sen = o 45 12,5-sen biz, -Sen —
AB AP . AB- AP-senP 60 180 45
senP senB sen B sen 13z sen - -sen 137
15 60 15

Por tanto, AB = 37,7057 metros.

Ejercicio 2.
Resuelva las siguientes ecuaciones:



a) 3sen X++/3C0sX =3
b) 6c032§+cosx:l

Resolucion.
a) 3senx++/3cosx=3

3
Multiplicando los dos miembros de la igualdad por ? obtenemos:

ﬁsen X+ \/56\/5 Cos 3\/_ \/_ \/§

6
X+£=%+2k7l’:>X=£+2k7Z’

6
:sen(x+%j:£:> 0 bien con keZ.

x+£:2—”+2k7z:>x:£+2k7z
6 3 2

Nota: en el caso de no darnos cuenta de la transformacion realizada en la ecuacion, siempre se
puede resolver como un sistema con incognitas senX y cosX, afadiendo la ecuacion

sen?x+cos? x =1. Resolviendo dicho sistema obtenemos dos soluciones:
1 V3
senx=—,c0sXx=—y {sen x=1,cos x = 0}
2 2
gue, obviamente, conducen a las mismas soluciones de X dadas anteriormente.
) X
b) 6cos E+cosx =1.

Usando la formula del coseno del angulo mitad, obtenemos que la ecuacién la podemos escribir
del siguiente modo:

2
6(‘/1”208)(] +c0sx=1=>3(1+cosx)+cosx=1= 4cosx=—2:>cosx=—%.

. . . 1 V4 , "
Como el angulo en el primer cuadrante con coseno igual a E es 5 los angulos que verifican

la ecuacién son XZﬂ-%+2k7Z':2?ﬂ+2k7Z' y X:7Z+%+2kﬂ:4§+2kﬂ' conkeZ.

Ejercicio 3.
Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones en el intervalo [O, 27;]:

tan(x+y)=+/3

V3-1

senx—seny =
2 X+2y =2 b)
2 senx+seny=\@Jrl
Resolucion.
tan(x+y)=
a)

x+2y:%

X=——=—SenX+— cosx——:cos—sen X+sen Zcos x ==
6 2 2 2 6 6

=



Vamos a resolverlo en general y luego veremos cuales son las soluciones en el intervalo
[0, 27[].

Como tan(x+ y)=«/§ y los angulos en la primera vuelta con dicha tangente son % y
V4 V4
§+ 7, entonces tenemos que, en general, X+ Yy = §+ kz con keZ.
Ademas, X+2y = % por lo que tenemos el sistema
X+Yy= Z ok
Vs
X+2y=—
y 2
Restando la primera ecuacion a la segunda, obtenemos y:%—kﬂ, y sustituyendo en la
primera ecuacion, obtenemos X +%— krz :%+ kr=x=-2+Z 4 okz =24 2kx.

Por tanto, las soluciones son {X =%+ 2k, y = z_ k;z} conkeZ.

Para que ambos valores estén en el intervalo [0,27[] debe ser, obviamente, k =0, por lo que

y . Va Vs
la solucién que nos solicitan es | X = ry y=—

6
J3-1
2

\/§+1

2

senx—seny =
b)

senx+seny =

. 3 s
Sumando las dos ecuaciones obtenemos 2 sen X = \/§ =Sen X = 7 = X= § OX=—

(dentro del intervalo [0, 27]).

3 3
Sustituyendo en la segunda ecuacion sen X por —, obtenemos £+sen y= =

\/§+1
2

1
:>seny:5. Por tanto, en el intervalo [O, 27:] los posibles valores de y son: y:% 0

,_57
4

Las soluciones por tanto son:

Ejercicio 4.
Demuestre las siguientes igualdades:
1-cos2a  sen2a

2sena 1+cos2a

=Sena —tana




b) sen’a—sen’ B=sen(a+f)-sen(a—pB)

Resolucion.
1-cos2a  sen2a _l-cos’a+sen’a  2sen acosa
2sena 14c0s2«x 2sen o 1+cos? @ —sen’a

_2sen’a 2sen acosa
2sena  2cos’a
b) sen(a+f3)-sen(a—fB)=(senacosf+sen fcosa)(sena cosf—sen fcosa )=

=(senczcos )’ —(sen Bcosar)” =sen’er(1-sen’ B)—sen’ B(1-sen’ar) =

=Ssen o —tana

=sen’a —sen’a sen’f —sen’ B +sen’SB sen’a =sen’a —sen’p

Ejercicio 5.

Expresion de la diferencia de los cosenos de dos angulos como producto. Demuéstrelo a
partir de las formulas de las razones trigonométricas de la suma de dos angulos.
Resolucion.

Dados dos angulos A y B, se tiene que cos A—cosB =-2 sen [ A; BJsen ( A; Bj

Demostracion:

Sean A y B dos numeros reales. Tomemos los valores o = AJZF B y f= A; B .

A+B+H=Z_A:Aya—ﬁ=A+B_ﬂ=2_B:B.
2 2 2 2 2 2

Tenemos por tanto que:

Entonces a + f =

cos A=cos(a + ) =cosacos B—sen a senf
cos B =cos(a — ) =cosacos B+sen o senf

Restando las dos igualdades obtenemos:

coSA—cosB =-2sen o sen f=-2sen ( AJZF B ]sen ( A; B j como queriamos demostrar.
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