TEMA 3
INTERACCION GRAVITATORIA

PROBLEMASDE SELECTIVIDAD.

1. Se quiere lanzar a espacio un objeto de 500 kg y para ello se utiliza un dispositivo que le imprime la velocidad

necesaria. Se desprecialafriccion con € aire.

a) Explique los energéticos del cambios objeto desde su lanzamiento hasta que alcanza una alturah y calcule su

energia mecanica a una altura de 1000 m.
b) ¢Qué velocidad inicial seria necesaria para que acanzara dicha altura?
Datos: G=6'67.10" Kg.m*Kg? M1=6.10*Kg R;=6'4.10°Km

a) Ensuposicioninicia, el satélite dispondria de la energia potencial correspondiente ala de la superficie
terrestre. Ademaés, puesto que se le administra cierta velocidad en €l despegue, llevard asociado también
cierto valor de energia potencial. A medida que asciende através de laatmésfera, con la que no se
producen pérdidas energéticas, su energia potencial vaincrementandose, a costa de una disminucién
progresiva (y en lamisma cantidad que el incremento) de energia cinética. Llegado el punto de atura
maxima, la energia potencial adquirird su mayor valor; en este punto, la energia cinética sera nula.

Si hacemos la descripcion matemética:

1 -G.M.
Eyy = Egy + Ep :Em”lz T s

R7
1, —GMpm
EM2=EK2+EP2=EWIV2+W
Tt

Al tratarse de un sistema conservativo :
2 —G.MT.m:1 2 —GMr;m 1 5, 1 ZZ—G.MT.m_—G.MT.m

1
Ey1 =Ey, > —mv{ + ————=—my) + ———— > —my;, ——myj
2 Ry 2 (R +h) 2 2 R (Rp +h)

Para calcular la energia mecanica a 1000 metros de altura, necesitariamos saber si 1a érbita que se pretende
alcanzar esde 1 Kmo s por el contrario, el cohete seguird ascendiendo.

VVamos a suponer que el enunciado serefiere a primero de los casos. Entonces, la energia cinética alcanzado
€l kilometro de altura seria nula. Luego:

2 —G.MT.m

~G.M.. —667.101.6.1024
EM2=EK2+EPZ=%mv2+ GMpm _-667.107".6.10*.500

_ o0+ _ — 4885737
(Ry + 1) (R +1)  (54.10° +10°f

b) Puesto que este valor de energia mecanica es constante:
1 -G.My. -G.M ;. 1 -G.M.
Ey =Ey —>Emv12+ ™ _ Tm—)—.m.v12+—Tm

> > > =-488373 —>
Ry (RT + h) 2 Ry

~-G.M. ~-G.M,.
- %mvf = -488373 ‘—sz S, = \/3{— 488373 ‘—sz -

e -11 24
_ |2 | _4gx73_—66710 '6'120 S0 | 78 102 s
500 [4.10°)

(Valor que solo se puede comprender si recordamos que no se producen fricciones con la atmosfera.)
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2. Unaparticula de masam, situada en un punto A, se mueve en linea recta hacia otro punto B, en unaregion en la que
existe un campo gravitatorio creado por unamasaM.
a) Si el valor del potencial gravitatorio en el punto B es mayor que en €l punto A, razone si la particula se acerca
oseaegadeM.
b) Explique las transformaciones energéticas de la particula durante el desplazamiento indicado y escriba su
expresion. ¢Qué cambios cabria esperar si la particulafuerade A aB siguiendo una trayectoria no rectilinea?

a) El potencial gravitatorio en un punto A se define como el trabajo que debe realizar lafuerza conservativa (en
nuestro caso la gravitatoria) paratrasiadar la unidad de masa desde un punto situado en €l infinito (en el que no
existe influencia gravitacional, hasta el punto A. Matematicamente:

v, = -G.M
Ry

, siendo M lamasa que crea el campo gravitatorio y R, ladistancia entre la masa que crea el campo y el punto A.
Se trata de una magnitud escalar, siempre negativa, cuyo valor maximo se hallaen €l infinito; Par un punto
situado en €l infinito, R tendriavalor infinito, conlo que el potencial seria nulo.

Por lo tanto, si el valor del potencial gravitatorio en el punto B es mayor que el correspondiente al punto A, ello
indicaque B se hallamas algfado delamasaM que e punto A. Por lo tanto, la particula se algariade M.

Puesto que la tendencia espontanea de los cuerpos es la de dirigirse hacia lugares en los que € potencia sea menor,
se desprende que el desplazamiento indicado debera ser causada por una fuerza externa.

b) Lamasam, inicialmente en €l punto A poseera una energia potencial debido a su posicion respecto de M.
Ademas, debera contener cierto nivel de energia cinética, puesto que de no ser asi, la particula no se desplazaria
hasta otro punto.

A medida que la particula avanza hacia B, su energia potencial se hace mayor (recordemos que la particula m se
algjade M). Por su parte, la energia cinética del cuerpo va disminuyendo paulatinamente.

Al llegar a punto B, la energia cinética se habra anulado; en ese punto, ala masale correspondera otro nivel de
energia potencial debido a su nueva posicion.

Si nos centramos en las posicionesinicia (A) y fina (B), las energias mecanicas correspondientes seran:

R, 2
-G.M.m 1 2
Euyg =Epg +Egxg =———+—mv
MB PB KB R, 5 VB
Puesto que el sistema es conservativo, la energia mecanica del sistema debera ser constante :
-GMm 1 V2 = -G.M.m +lmV123 N lmv% —lmvi _-GMm -GMm L AEy = -AE,
R, 2 Rg 2 2 2 R4 Rg

En € caso en el que latrayectoria no searectilinea, la variacion energética serd la misma. Recordemos que, por
tratarse de un sistema conservativo, € trabajo realizado parallevar una particula puede establecerse como la
diferencia entre dos magnitudes que dependen de las posiciones inicial y final del cuerpo, independientemente del
camino recorrido.
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3. a) La energia potencial de un cuerpo de masa m en el campo gravitatorio producido por otro cuerpo de masa m’
depende de la distancia entre ambos. ¢Aumenta o disminuye dicha energia potencial a alejar los dos cuerpos? ¢Por
qué?

b) ¢Qué mide la variacion de energia potencia del cuerpo de masa m al desplazarse desde una posicion A hasta otra
B? Razone larespuesta.

a) Se conoce como energia potencial gravitatoria a una funcion escalar caracteristica de campos conservativos,
gue depende Unicamente de la masa de las particulas y de la distancia entre ellas. Para un sistema formado por
mas de dos particulas, la energia del sistema serala suma de las energias potenciales de cada uno de los pares de
particulas.

Para el caso que nos ocupa, un sistema formado por dos particulas de masas puntuales m y m’, la energia potencial
asociadaes:

mai . .
E, = —z siendo R la distancia que las separa.

Vemos que, cuanto mayor es la distancia que las separa mayor serd la energia potencia asociada (menos negativa).
En el caso en € que las distancia que las separe sea muy grande (infinito), la energia potencial del sistema sera
nula. Asi pues, se estima el valor de referencia en un punto situado en el infinito, donde, por decirlo de un modo
comprensible, ninguna de las cargas “percibe” el campo gravitatorio asociado ala otra masa.

A medida que estas cargas se aproximan, €l valor de R va disminuyendo, con lo que el valor absoluto de la energia
potencial aumenta; sin embargo, puesto que la ecuacién lleva asociada un signo negativo podemos concluir con
que, a medida que las masas se acercan, la energia potencial del sistema disminuye.

Si consideramos que la fuerza gravitatoria es siempre atractiva, |as masas se aproximaran de manera natural, de
manera que la energia potencial del sistemadisminuird. Se trata de una tendencia espontanea del sistema, sin que
sea necesaria la actuacion de una fuerza externa. Por €l contrario, la separacion de masas supone un aumento de la
energia potencial, proceso forzado (no esponténeo) que solo podra realizarse cuando una fuerza externa seala
encargada de separar |as cargas.

b) Como ya hemos aludido, |a energia potencial es unafuncién (magnitud) que Gnicamente tiene sentido cuando
el campo es conservativo. En estas circunstancias, €l trabajo realizado por lafuerza conservativa (la gravitatoriaen
este caso) no depende de la trayectoria realizada para desplazar una masa (que esta en € interior de un campo
gravitatorio) desde un punto A hasta un punto B; tan solo depende (ademés de las masas de | as particulas) de las
posiciones de los puntos A y B.

Se puede entonces establecer €l trabajo realizado por la fuerza como:

Wy,p =—-AEp
Y, como anteriormente se haindicado (ver apartado @) ):
-G.mmi
E, ——
Por lo tanto:
-G.mami
EP(A)z -Gmm  —-Gmmi 1 1
4 VS AEp =Ep(B)-Ep(4)=——" -2 - Gomnd | — - —
- G.mm Ry R, Ry R,
5,(8)= =S
B

En consecuencia, se deduce que € trabajo realizado por la fuerza gravitatoria parallevar lamasa m” desde un
punto A hasta otro B de un campo gravitatorio creado por otra masa m seré&

1 1

WA%B = Gmm’(R— —R—J
B A
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4. Dibuje en un esquema las lineas de fuerza del campo gravitatorio creado por una masa puntual M. Sean A y B dos
puntos situados en una misma linea de fuerza del campo, siendo B el punto més cercano a M.
a) S unamasam et situadaen A y setradada a B, ¢aumenta o disminuye su energia potencial? ¢Por qué?
b) Si una masa m est4 situada en A y se tradada a otro punto C, situado a la misma distancia de M que A, pero
en otralinea de fuerza, ¢aumenta o disminuye su energia potencial ? Razone su respuesta.

Las lineas de campo son representaciones que indican la
trayectoria que seguiria una masa patrén, inicial mente en
reposo, situada €l los arededores de la masa central, que crea
el campo gravitatorio. Estas lineas tienen como
caracteristicas principalesir dirigidas haciala masa que
genera el campo (lagravitacion es unafuerza atractiva). En
cada punto, lalinea de campo es tangente a vector
INTENSIDAD DE CAMPO.

En el caso que nos ocupa, en el que solo existe una masa
puntual, las lineas de campo son radiales, con el sentido
indicado anteriormente

bl) Laenergiapotencial de una particula situadaen un campo

gravitatorio viene dada por la expresion:
Ep - -G.M.m

R

El origen de energias es nulo en €l infinito, puesto que una masa
en é no sentiralainteraccion provocada por M. En cualquier otro
lugar, la energia potencial sera negativa, tanto méas cuanto mayor
sealaproximidad a M. Teniendo en cuenta que B estd mas
cercano aM queA:

-G.M.m S -G.M.m

Epy >Epy >
RA RB

b2)  Como hemos sefialado,:

-G.M.m
Ep = —
Puesto que tanto A como C estén ala mismadistancia de M, los potenciales gravitatorios seran los
mismos (al igual que las energias potenciales de las masas que en estos puntos se coloquen).
-G.M.m -G.M.m

RA RC
L os puntos caracterizados por poseer iguales valores de energia potencial constituyen las
SUPERFICIES EQUIPOTENCIALES. El trabgjo realizado para trasladar una masa desde un punto
aotro de una superficie equipotencial sera nulo:

Wyc =—AEp =0

Epy=Epc >
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Un satélite describe una 6rbita en torno ala Tierra con un periodo de revoluciénigua a terrestre.
a) Expligue cuantas érbitas son posiblesy calcule su radio.
b) Determine la relacion entre la velocidad de escape en un punto de la superficie terrestre y la velocidad

orbital del satélite.
G=667.10" N.m*kg? gr=10ms?% Ry=6400km

a) Solo seraposible una érbita, cuyo radio respecto del centro dela Tierravamos acalcular. Esta
caracteristica (tener un periodo de revolucion igual al terrestre) esla que diferenciaalos llamados
SATELITES GEOESTACIONARIOS O GEOSINCRONICOS. Ademés, su 6rbita siempre debe estar
en el plano ecuatorial.

Estas caracteristicas hacen que el satélite parezcano moverse, desde el punto de vista de un observador
situado en el ecuador, y con € satélite en su zénit (permanentemente)
Para determinar €l radio de su érbita, partiremos del dato correspondiente al periodo:

Ademas:

(.0:2'—]T = 2.1 =7'27.10 rds.sg !
T 86400
Por otro lado, sabemos que la fuerza que provoca el movimiento de traslacion del satélite (movimiento

circular) eslafuerza gravitatoria. Como es la fuerza que provoca este movimiento, podemos decir que
se trata de una fuerza normal (centripeta):

GOES W
(US4

coesE L
fLS) Jl_‘ = Syt
\
\
 omy?
c= MV
(Ry +h) m.v 2 G.m .m , Gmg
em.m [ (R.+N) ®R-+mZ . (R, +h)
Fg = — T T (Rt +h) T
(Rt +h)?

Pero, puesto que no disponemos del valor de la velocidad tangencial, podemos sustituirla en funcién de
lavelocidad angular. Recordemos que:

Vv =w.R
Asi pues,
2 IG'L—)(OZ.(RT +h)2 :G.L_)wz :G'L
Ry +h) Ry +h) Ry +h)’°

Sin embargo, tampoco disponemos del valor de la masa de la Tierra. Para calcularlos utilizaremos el
campo gravitatorio en la superficie terrestre. De este modo:
G.m R?Z
9o = — T amy = 90-Rt
R T G
Sustituyendo ahora este valor de la masa terrestre en la ecuacion encuadrada:

G.[go-R%’]
0)2 :G'L_)a)z _—G_>a)2 Zﬂ—)(RT-Fh)g:ﬁ—)
(R +h)3 (R +h)3 (Ry +h)? ?
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Despejando h:

R2 1/3 R2 1/3
(RT+h):{g°6;)—2T} Sh= {%—T} ~R;

Al sustituir todos los valores:

h= 36234’75Km> (Altura por encima de la superficie terrestre)

b) Velocidad de escape eslavelocidad que se le debe comunicar a un cuerpo parallevarlo, desde la
superficie terrestre, hasta un punto situado en € infinito, en e que su velocidad seréd nula. Asi:
E}SUPERFICIE) + E}(SUPERF]CIE) — E}(’w) + E;{w) N E;SUPERFIC]E) + E}(SUPERFICIE) =0

-Gmm; 1 2 -Gm; 1 2 2G.m ¢
——+-mv =0>—+=v =03V =
R T 2 ESCAPE RT 2 ESCAPE ESCAPE R T

En cuanto alavelocidad orbital, segin hemos deducido en el apartado a):

G.my

VoRBITAL = (R—+hj
T

Larelacion entre ambas seré:

/ZG.m T
Vescare _ | Rr :\/ZG.m 7-(Ry +5) :\/2-(RT +5h) _ Vescape

R+t.Gmy

VORBITAL G.my Ry VORBITAL

(RT + h)

6. a) Explique el concepto de velocidad de escape y deduzca razonadamente su expresion.
b) ¢Qué ocurririaen larealidad si lanzamos un cohete desde la superficie de la Tierra con una
velocidad igual alavelocidad de escape?

a) Velocidad de escape eslavelocidad que se le debe comunicar a un cuerpo parallevarlo, desde la
superficie terrestre, hasta un punto situado en el infinito, en el que su velocidad seranula. Asi:

EI(JSUPERFICIE) +E I((SUPERFIC[E) _ El(;o) +E }(oo) SE I(JSUPERFICIE) + E;{SUPERFICIE) -0

-Gmm; 1 2 -Gm; 1 2 2G.m
— 4+ =myv =0>—+=wv =0/v =
RT 2 ESCAPE R T 2 ESCAPE ESCAPE RT

b) Lavelocidad de escape es una velocidad tedrica que no consideralos rozamientos (fricciones) alos que
estaria sometido €l cuerpo durante su ascenso por la atmosferaterrestre. Ocurriria que, durante el periodo
en el que asciende por la atmosfera, se produce una pérdida de energia por rozamientos.

Puesto que el sistema no seria conservativo en esas condiciones, se cumpliré:

E ;SUPERFICIE) +E I((SUPERFICIE) <E E)oo) +FE }(oc) S E I()SUPERFICIE) +E ;{SUPERFICIE) <0
El objeto no seré capaz de alcanzar €l infinito; En estas circunstancias, €l objeto seguirabajo el campo de

influenciade laTierra, por lo que, tedricamente, volveriaa ser atraido por ella (Al principio lavelocidad seria
muy pequefia, parair creciendo posteriormente.
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7. @) EscribalaLey de Gravitacion Universal y explique su significado fisico.
b) Segunlaley de Gravitacion, lafuerza que gjerce la Tierra sobre un cuerpo es proporciona ala
masa de éste. ¢Por qué no caen mas deprisa l0s cuerpos con mayor masa?

a) Lateoriadelagravitacion universa (posteriormente Ley) , propuesta por Newton fue presentada en su
obra “Philosophae Naturalis Principia Mathematica” (Principios Matematicos de Filosofia Natural, o
simplemente, Principia), publicada en 1687.

El razonamiento se puede sintetizar en estas cuatro proposiciones:
b “Los planetas giran alrededor del sol como consecuencia de la existencia de una fuerza que actlia
sobre ellos (fuerza gravitatoria)™.
Ello debe ser asi puesto que lainexistencia de esta fuerza supondria un movimiento planetario del
tipo MRU.
b *“La fuerza gravitatoria actda sobre todos los cuerpos, independientemente de la situacion y
naturaleza.”
Setrata de la unificacién entre la caida de los cuerposy el movimiento de los planetas
L “La interaccidn gravitatoria tiene carécter central”
La fuerza tiene la direccién de la linea que une los planetas
- El valor dela fuerza gravitatoria, considerando masas puntuales, viene dada por la expresion:
F=-cMe

r
2

F = Fuerza Gravitator ia (Newtons)

M, M, =Masas de los cuerpos que interaccio nan (Kg)

r,, = Distancia entre los cuerpos o (m)

U, = Vector unitario en ladireccion que une las masas puntuales

Nw.m 2

Kg
(EI signo negativo indica el caracter atractivo de la interacci6 n)

G =constante de gravitacié n universal (6767.10!

En € caso en el que e sistema en estudio se halle formado por varias masas puntuales, la fuerza neta que actta
sobre cada una de ellas seraigual alasuma (vectorial) de las fuerzas gjercidas por cada una de las otras masas:

FRESULTANTE,l = ZFZ 1

¢) Como acaba de decirse, lafuerza que la Tierra gjercera sobre un cuerpo de masa m sera

_ M M, _
Fer = -G.————.,
"2
Por otro lado, a partir de la segunda ley de la dindmica:

FCT =m.a (Fuerzaejercidasobre el cuerpo por laTierra)

Igualando:
= M;.m
FCT =-G. Z 'Z_jr M. M
15 5 6.2 _ g (aligualar médulos) — G. L = a
Foo —ma 12 "2
CT - m-a

Aceleracion que no es otra que la gravedad en la superficie terrestre (g, ) , que anivel de lasuperficie
terrestre es, aproximadamente 9°81m.s™.

Es decir, laaceleracién con laque un objeto es atraido hacia la superficie terrestre es independiente de la
masa de este. Dicho de otro modo, |os cuerpos que se dejan caer desde cierta atura (en las cercanias de la
superficie terrestre), describen un movimiento cinematica (MRUA) independiente de su masa.

Sin embargo, la causa que los produce, es decir, la fuerza de atraccion gravitatoria, o dicho de otra

manera, € peso del cuerpo, s variara en funcion de la masa, puesto que como todos sabemos:
P=mg,

Y, claro est4, a diferentes masas, distintos pesos (fuerzas)

Como resumen, podemos decir que el comportamiento cinematica de cuerpos de distinta masa es el

mismo (despreciando rozamientos), pero, en cambio, los comportamientos dindmicos si son diferentes.
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8. Sean A y B dos puntos de |a 6rbita eliptica de un cometa alrededor del Sol, estando A més aejado del Sol que B.
a) Hagaunandlisis energético del movimiento del cometay compare los valores de las energias cinética

y potencial en Ay en B.
b) ¢Encud delos puntos A o0 B es mayor el modulo de lavelocidad? ¢Y el de laaceleracion?

a) Enel punto A, masaejado, el cometa dispone de una energia potencia, como corresponde a su posicion
respecto al Sol. Al hallarse en su posicion algjada, su energia potencial ser&

E, - -G.M.m
'a
Por otro lado, posee una velocidad orbital, y, por tanto, una energia cinética asociada, de valor:
1 2

EK :E.m.VA

La energia mecéanica en este punto ser&

-G.Mm 1 2
A

Més tarde, cuando se hallaen el punto B, poseera un valor de energia potencial diferente, menor que €l
correspondiente a punto A (recordemos que E, en €l infinito adopta el valor maximo, cero). Desde luego,
el cometa dispondra también de un cierto nivel de energia cinética.
Por lo tanto:
-G.Mm 1 2
Emecg =————+5Mvy
s 2
Considerando nos hallamos ante un sistema conservativo, podemos afirmar que la energia mecénica del
sistema se mantendrd constante. Luego:

-G.Mm 1 2 -GMm 1 2
Eveca =Emecs > —————+o MV, =——+_-Mmvyg
ra 2 Ig 2
Como ya se ha comentado, la energia potencial en a punto mas préximo a Sol sera menor.
Consecuentemente, la energia cinética debera ser mayor, puesto que solo asi podrd mantenerse constante

el valor de la energia mecanica.

Por otro lado,

-GMm 1 > —-GmM 1 2

— MV, =——————+-—mvg >
ra 2 s 2

_)_-G.M.m + “GMm__ +£.m.v 52 _%'m'VAZ — —AEp = AEg

rs ra 2

b) Yahemosdemostrado que la velocidad serd mayor cuanto mas préximo se encuentre el cometa del Sol.
Lavelocidad méxima del cometa se producira a su paso por € perihelio (punto més cercano); y deigual
modo, €l valor minimo de velocidad orbital se produciraen el afelio (punto mas alejado)
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En cuanto alas aceleraciones, nos fijaremos en €l valor de laintensidad del campo gravitatorio ( g ):

~G.My

g= S g , ¥ su valor seria menor cuanto mas alejado se encuentre el cometa del Sol
RSC

Otro modo de analizar las acel eraciones se redlizaria a partir del concepto de acel eracion centripeta o normal:
2

ac = Sl 'A Ve L g (4) <ac(B)
=— -
R R, >Rg ¢ ¢

9. S con un cafion lo suficientemente potente se lanzara desde la Tierra hacia la Luna un proyectil,
a) ¢Enqué punto de su trayectoria haciala Lunala aceleracion del proyectil serianula.
b) ¢Quévelocidad minimainicial deberia poseer parrallegar a ese punto?. ¢COmo se moveria a partir de esa
posicién?
G=66710" N.m*kg?% M; =6.10*kg; M, = 7'0.10%kg;
dr. =3810°m; R;=6410°m; R =16.10°m

G.M G.M
2T_ 2L =0-
P Rip
My Ryp

= -
My (dp _RTP)

M
=5+ Ryp >
MT

Sustituyendo -

8
RTIFL 3429.10%m
/To.lo22
14 [

6.10%
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bl) Si no consideramosla presenciadelaluna, € problema sereduce a célculo de lavelocidad de escape.
En la superficie terrestre, la energia del cuerpo seré&:

-G.m.
E, = dellalc N 1mv?
R, 2
Si el cuerpo alcanzacierta altura:
B - -G.m.mp
=k
(RT +h)

Puesto que se trata de un sistema conservativo:
-G.mm 1 - G.m.m -G.m -G.m
T 2 T 5y, = \/2( T T J

E =Ep>——"T 4= my? = -
A8 R, 277" (Ry +4)

(RT + h) Ry
Sustituyen do valores :

v, = [2.667.101.6.10%. -1 1 =110783m.s™
(3429.10°) 64.10°

b2) Si consideramos lainteraccion lunar, €l sistema estaré ahora constituido por tres particulas, Tierra, Lunay
satélite. En este caso:

-Gmmy 1 » —Gmmy

Ej=——+=-mv, +
Ry 2 drp — Ry

- Gm.mg . -Gmmy

EB =
Ryp drp — Ryp
- G.m. - G.m. - G.m. - G.m.
_)_mmT +£.m.v§+ ML _ My + il
Ry 2 drp — Ry Ryp drp — Ryp
— G.mT n i- 3 " - G.mT _ - G.mT " - G.mT
Ry 2 drp — Ry Ryp drp — Rep
v, - 2.[— G.myp L= Gmy  —Gmp  —Gmp ]
Ryp dyp = Rpp dpp — Ry Ry
Al sustituir :
b, - \/2{— G.my L Gmy  —Gmp  —Gmyp ]
Ryp dryp = Rpp dpp — Ry Ry

Hallemos en primer lugar :

Rip =3429.108m

dy; —Rpp =38.10% —3429.10% =371.10°m

dy — Ry =38.10% —674.10% = 377999.10°m

Ry =64.10°m

Con lo que no tendremos nada mas que sustituir valores :
v, =11055722 m.s*
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10. Se suele decir que la energia potencial gravitatoria de un cuerpo de masa m situado a una altura h viene dada por
Er = m.g.h.
a) ¢Escorrectaestaafirmacion? ¢por qué?
b) ¢En qué condiciones es valida dichaférmula?

a) Laecuacion es tnicamente valida en el caso en €l que ladtura sobre la superficie terrestre sea
despreciable frente a radio dela Tierra. Paralos casos en 10s que esto no sea cierto, la expresion no
resulta correcta, por 1o que debe utilizarse la expresion general que indica la energia potencial de un
cuerpo en un determinado punto de un campo gravitatorio.

VVamos a demostrarlo mateméticamente. La expresion general de la energia potencial es:

-G.M ;.m
Ep(0) = ———
Ry +h
Al elevar el cuerpo cierta altura h, incrementara su energia potencial :
-G.M .m
Ep(l) = ————
Ry +h
Por tanto, la variacion de energia potencial ser&
-GM;m —-GMym 1 1
E,(1)-Ep(0) > AE, = r— _ e = G.M.,. - | =
OB O T T ks S(=rea
=-G.M;.m —RT _(RT : h) =-G.M;.m —h = G.-My.mh
(RT +h) (RT +h) (RT + h)

Enel casoenel que Ry >>h — Ry +h~ Ry, porloque
GMp.mh GMpmh

A = (RT + h) ) Ry
Y, puesto que:
GMy
Ry °

La expresion queda como:
AEp =m.gh
, siendo h ladiferenciade alturas entre la posicion final einicial, que hemos considerado cero

Una expresion algo mas general seria
AEp =m.g.Ah

b) Como dijimosal principio del apartado a), esta expresion es Unicamente valida bajo la condicion
esgrimida, que Ry >> h — Ry + h = R . En caso de no cumplirse la condicion, debe emplearse la
expresion general de la energia potencial.
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11. LamasadelalLunaes 00l vecesladelaTierray su radio es 0'25 veces € radio terrestre. Un cuerpo, cuyo peso en

laTierraes de 800 N, cae desde una atura de 50 m sobre la superficie lunar.
a) Determinelamasadel cuerpoy supeso enlaluna.

LI

b) Redlice el balance de energia en el movimiento de caiday calcule la velocidad con que el cuerpo llegaala

superficie.
gr = 10 m.s?
a)
G.Mp.me

Friprra 2 =Mmc-8o

Rr
G.M;.m,

Frona = R2

L

A partir de la primera expresion, conocido el valor de g,, podremos conocer la masa del cuerpo (recordemos que la
masa es la cantidad de materia que tiene un cuerpo). Asi:

800 = m.g; — 800 = m.10 — m = 80Kg (valor constante)
El peso en laLuna no resulta, en principio, facil de determinar, puesto que no conocemos | os valores de masay
radio lunar. Sin embargo, puesto que estos valores lunares se expresan en referencia alos valores respectivos de
Tierra, podemos dividir:

[G.ML.mC {MTJ (MT]
2 2 2
Friprra _ RL N Friprra _ Rr N Friprra _ Rr
Fruna {G.MT e Fruna {ML ] Fruna 001.M,
R} R} (025R, )
¢
2 2
N Friprra _ Rr N Frigrra _ 1 N Friprra _ (0’25)
Fruna 001.M, Fruna 001 Fruna 001
(025R, Y (025Y
N Friprra =625 Fyyy = Friprra
Frona 625
800

b) El cuerpo, por encontrarse 50 metros sobre la superficie lunar, lleva asociado un cierto nivel de energia
potencial gravitatoria. A lo largo de la caida, esta cantidad va disminuyendo progresivamente, siendo
“reemplazado” este nivel por otro de energia cinética, que al contrario que el anterior, va aumentando (en
la misma progresion al descenso de energia potencial).

Considerando la ausencia de atmésfera en la Luna, quedan descartadas fuerzas disipativas (de
rozamiento), con lo que el sistema es conservativo. Podemos entonces, afirmar que se conservarala energia
mecanica del sistema. Por tanto:

Emi: =m.g.h (energia mecanica inicial, en el punto en el que va a ser lanzado el cuerpo)

2

1 . - -
Em, =—mv“  (energia mecanica final, en la superficie lunar)
' 2

Igualando :

Em: =Emp > Mg .h :Zim.v2 — g..h :2iv2—>v:,/2.g|_.h

Pero no disponemos del dato de la gravedad lunar. Recordando los valores de masa del cuerpo asi como
peso del cuerpo en laLuna, resulta rdpidala obtencion del valor de g, y asimismo del valor dev
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Entonces:

m=80Kg | e _mg, >128-80g, g, =22 -16 ms
F, =128N Lok 1) '

Luego :
v =429_.h =+21650 =160 @

12. Un satélite describe una orbita circular de radio 2Ry entorno ala Tierra
a) determine su velocidad orbital.
b) S e satélite pesa5000 N en la superficie terrestre, ¢cuél sera su peso en la orbita? Explique las fuerzas que
actlian sobre el satélite.
G=66710"N.m’*kg% M; =6.10%kg; R;r=64.10°m

a) Ladunicafuerzaque actlia sobre el satélite eslafuerzade
atraccion gravitatoria, que, por ser la causa del movimiento
circular descrito por lanave respecto alaTierraes, sin lugar a
dudas, unafuerzacentral.

Latranscripcion mateméatica ser&

F; =F,

G.M ;.M Mg.v? / G.M
< 2 2 = 2 Sy= |— T
@ R GreITA R oraita RorBITA
Sustituyendo |os val ores correspondientes:
G.M "67.1011.6.10%
V= /—T—>v=\/66710 6610 =55916 ms™
R orBITA 2.6°4.10

b) Lo que denominamos PESO DE UN CUERPO no es sino lafuerza gravitatoriacon laquelaTierra (en
este caso) atrae a un cuerpo (nuestro satélite)

Vamos, pues, adeterminar laintensidad de lafuerza del satélite tanto en la superficie como en la orbitaen
laque se encuentra:

G.mpmg
R}
G.myp mg Forprra {G.mT_mSJ Forprra

F B Gmypmg
SUPERFICIE = —

2
F ( Ry J F
SUPERFICIE  _ N SUPERFICIE _ 4 -

ORBITA ~ (ZRT )2

(2R, )
N FORBITA — F, SUPZRFICIE
Y, yaque €l peso en lasuperficie esde 5000 N, resultar&
F
Forprra = —SUPZRFICIE — Forprra = —50‘? 2 - 1250 N

, peso del satélite ala atura de su Orbita
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13. Un meteorito de 1000 kg colisiona con otro, a una atura sobre la superficie terrestre de 6 veces el radio dela Tierra,
y pierde toda su energia cinética.
a) ¢Cuanto pesael meteorito en ese punto y cudl es su energia mecanicatras lacolision?
b) SicaealaTierra hagaun andlisis energético del proceso de caida. ¢Con qué velocidad Ilega ala superficie
terrestre? ¢Dependera esa velocidad de la trayectoria seguida? Razone las respuestas.
G=66710"N.m*kg% M; =6.10%kg; R;y=64.10°m

al) El peso del meteorito aestaalturaseré

P G.Mp.m _ G.M.m _ G.M.m
L (7R} 49R?
Sustituyendo:
GMym GMym GM,. 10*16.10°4
- GMrm_GMym_ Tm_)FG:6’671(T 610 1000, 591y

R (7R 4R

a2) Puesto quetraslacolision el meteorito pierde toda su energia cinética:

-G.My. -667.10 '1.6.10%.
GMym . _-6671076107.0000 _ gga5 00,

7.R; 7.64.10°

(7.6’4.165)2

Ey=Ex+Ep >E;; =0+

bl) Inicialmente el meteorito, por hallarse en una determinada posicion y dotado de cierta velocidad, dispondra
de un valor energético suma de las correspondientes energias potencia y cinética. En € caso en €l que
consideremos que en lasituacion inicial € meteorito ya perdié toda su energia cinética. Luego:
-G.M .
Euyo = =, i.m.voz
7.R, 2
A medida que cae haciala Tierra, ird paulatinamente perdiendo energia potencial a costa de un aumento de la
energiacinética

Si no consideramos | as fricciones en la atmaésfera cuya consecuencia sera la el evada pérdida de energia en forma
de calor, se cumplir&

-GM;,m 1 -GM,m 1
TOHT I 2 oyt = T2
7.Ry 2 R, 2
Pero si por el contrario si |0s tenemos en cuenta, la existencia fuerzas de rozamiento (no conservativas), implica el
cumplimiento de:

-GMrm 1 2 -GM;m 1 2
AE,, =W, >|—t+—my || ———t—my =W,
M ROZ ( RT 1 j [ 7RT 2 0 ROZ
b2)
-G.My. -G.M.
AEy =0 | ZSMr L2 || ZEM L s =0
R, 2 7.R; 2
~-GMym GMym 1 , -GMy, GM; 1
+ = _—.m.vl —> + = _—.Vl

oM 1y [e(26m, ) [126.M;
Ry 7 7\ Ry 7Ry
L \/[12.6’67.1011.6.1024

7.64.10°

b3) Enel caso en &l que no se considere & rozamiento con la atmdsfera, la velocidad con la que impacte €l
meteorito no seré funcion de latrayectoriarecorrido, puesto que al tratarse de un sistema conservativo, puede
definirse en el lafuncion energia potencial. Sin embargo, a participar e rozamiento, fuerza no conservativa, como
yahemos dicho, € trabajo realizado por estasi seréfuncién del camino recorrido. Cuanto mayor sea la trayectoria
recorrida en laatmésfera, mayor serala energia perdida en formade calor, y por lo tanto, menor seralaenergia
cinética con la que alcance la superficie terrestre (menor vel ocidad).

j =1035357m.s*
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14. Razone las respuestas a las siguientes cuestiones:
a) Si el cero de energia potencia de una particula de masa m se sitla en la superficie de la Tierra, ¢Cud es el
valor de laenergia potencial de la particula cuando ésta se encuentra a una distanciainfinitade la Tierra?
b) ¢Puede ser negativo e trabgjo realizado por una fuerza gravitatoria?, ¢puede ser negativa la energia
potencial gravitatoria?

a) La ecuacion que todos conocemos de energia potencial, parte del hecho de considerar nulo €l valor de esta en el
infinito. De este modo, a un cuerpo situado en la superficie terrestre le corresponderia un valor.

- -G.M ;.
E p (superficie) = —— 1"
T
Ep(0)=0
El trabgjo que redlizarialafuerza conservativa parallevar el cuerpo de masa m desde la superficie a infinito seria,
en este caso,
'G.M T.m _ G.M T.m
RT RT
Este valor del trabajo no es sino la diferencia entre las energias potenciales de los dos puntos considerados.
Basandonos en este argumento, un cambio en el nivel cero de energia potencial no debe modificar el valor dela
diferencia de potencial entre los dos puntos. Si a esto | e afiadimos que todos |0s procesos espontaneos van dirigidos
hacia estados de menor energia potencial, |legaremos facilmente a comprender que:
E , (superficie) =0
p(sup ) GM ;.m GM ;.m
GM .m,demodoque: W, ,, =—"—-0=——+
Ep(o)=——— R; R,
RT
Queg, claro estd es el mismo que el anterior, como ya presuponiamos segun el argumento indicado.

WA~>00 =0

Pero también podemos realizar la argumentacion matematicamente. Si cambiamos la definicion de energia
potencial conocida por esta otra, el trabajo realizado por la fuerza conservativa para llevar un objeto de masam
desde €l infinito hasta un punto de la superficie terrestre, en cuyo lugar su valor es nulo, la ecuacién matemética
guedaria como:

A
W, J'AF.d? _ {—G.MT.m} _~GM¢m -GMg.m
B R B

RA RB
-GM;m -GM;m
Ep(A)—Ep(©) = r— _ T
p(A4) —Ep(x) R, R
Puesto que, debido al nivel cero elegido, E ; (A) = 0, quedara :
-G.M;. M.
0- Ep() _—GMpm_, > Ep () _GMpm
RT RT

bl) El trabgjo querealizalafuerza gravitatoriaen un proceso espontaneo es siempre positivo. La separacion de
Masas No €S Un Proceso espontaneo, y es necesario efectuar un trabajo en contrade la fuerza gravitatoria. En este
caso, €l trabgjo de esta fuerza gravitatoria es negativo (al no ser ella quien realiza dicho trabajo):

-G.M . G.M . i
We,p=—AEp = _(EP,B —Ep,w)= 2 T _ o= T (Proceso esponténeo )
B B
-G.M . G.M.
Wg e =—AEp = _(EP,OO _EP,B): —(0 S T m] =- T (Proceso no esponténeo )
B B

b2) Al estimar e infinito como referente de energias potenciales, |as energias potencial es siempre son negativas,
yaque, a tratarse de una fuerza atractiva, un cuerpo abandonado en el campo gravitatorio tenderd a desplazarse
hacia lugares de menor energia potencial. Si en € infinito, la energia potencial es nula, el Unico modo de disminuir
sera considerando que en cualquier otro punto diferente del infinito, estas energias potenciales sean negativas
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15. En unaregion del espacio existe un campo gravitatorio uniforme de intensidad g, representado en la figura por sus

lineas de campo.
a) Razone € valor del trabagjo que serealiza al trasladar la unidad de masa desde el punto A a B y desde B a
C

b) AHaJice las analogias y diferencias entre el campo descrito y el campo gravitatorio terrestre.

A

']

B«—> C

a)

B _ B
W,y = L F.di = J'AF.dr. c0s 90 = 0

C . C C C _ _
W = Fai = [Fadr.coso=[Far <[ X" 4y —Gaam| =2 - 71|
BoC ™ I B B B

? 'c 7B

r
e Tp rp Tc

b)

El campo descrito se comporta como el campo gravitatorio terrestre, con la diferencia de que este es horizontal en
tanto que el gravitatorio es vertical. En ambos casos tenemos un campo de fuerzas conservativo.
Ladiferenciaradicaen que en el campo gravitatorio, €l valor de ¢ esunafuncion deladistanciaalaTierra, en
tanto que el caso del gemplo g esuniforme.

Por otro lado, las lineas de campo gravitatorio convergen en un punto, el centro del planeta; en nuestro caso, todas
las lineas son paraelas.

El gjemplo podriaresulta semejante, si lo giramos 90° en sentido horario, a del campo gravitatorio terrestre para
puntos cercanos ala superficie delaTierra. Si consideramos que esta es esférica, puede considerarse que para
areas pequefias, y para bajas atitudes sobre la superficie terrestre, este sera el comportamiento del campo
gravitatorio.
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16. Una particula se mueve en un campo gravitatorio uniforme.

a) ¢Aumenta o disminuye su energia potencial gravitatoria a moverse en la direccion y sentido de la fuerza
gjercida por €l campo? ¢Y S se moviera en una direccion perpendicular a dicha fuerza?. Razone las
respuestas.

b) Escriba una expresion del trabajo redlizado por la fuerza gravitatoria sobre la particula para un
desplazamiento "d" en ambos casos. ¢En qué se invierte dicho trabgo?

al) Disminuird, yaque al situarse el origen de energias potenciales en el infinito (en cuyo lugar es cero), y,
dado que en cualquier otro punto (distinto del infinito) viene dada por la expresion:
Ep = -G.M.m
r
, Siempre seré negativa, y menor cuanto mas cerca se encuentre de la masa que cree el campo gravitatorio.

a2) Silaparticula se desplaza en sentido perpendicular al campo gravitatorio, no se produciran cambios
en laenergia potencial. Matematicamente:

Wop = IBF.d? _ {—G.M.m}B _ -GMm -GMm
4 R 4 Ry R,
-GMm -G.Mm
Ry B R,
Puesto que, Rz = R, :
Ep(B)-Ep(4)=0

Ep(B)-Ep(4) =

b1)

dr = GMm[_—l - _—1j =

B _ B B
W, g = L F.dr = LF.dr. cos0 =J.aF.dr =

= —G.M.m.[i - iJ
rp Ty

J‘B G.M.m

a7t g T4

b2)
B _ B
W,p = L F.d = LF.dr.cos 90 =0
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17. Un cuerpo, inicialmente en reposo a una altura de 150 km sobre la superficie terrestre, se deja caer
libremente.

a) Explique cualitativamente cdmo varian las energias cinética, potencial y mecéanica del cuerpo durante €l
descenso, S se supone nula la resistencia del aire, y determine la velocidad del cuerpo cuando llega ala

superficie terrestre.

b) Si, enlugar de dgjar caer € cuerpo, lo lanzamos verticalmente hacia arriba desde la posicion inicial, ¢cudl

seria su velocidad de escape?
Datos: G = 667.10™" N.m*kg? M; =6.10*%kg; Ry =6400km

a) Variaciones Energéticas:

En € punto inicial, el mévil carece de velocidad, y se encuentra a una determinada altura sobre la superficie
del planeta. Dicho de otro modo, el cuerpo dispone de un valor de energia mecénica equivaente ala energia
potencial correspondiente a ese punto.

Laaccion gravitatoria produce la caida del cuerpo hacialaTierra, con lo que su produce un paulatino
decrecimiento de energia potencia a beneficio de un aumento de energiacinética, a ir aumentando de
velocidad a medida que progresa la caida; por lo tanto, la energia cinética vaincrementandose (en la misma
medida en la que decrece |la energia potencial)

En cualquier caso, y puesto que €l sistema es conservativo (si no consideramos las pérdidas energéticas
durante la caida), €l principio de conservacién de la energia mecénica gobernara el proceso, con lo que:

Eyn =Epp
-G.M.
EM1=EK1+EP1=O+—Tm
Ry +h -GMrm 1 s> —GMpr.m
—_— = —my) +t——
, —GMprm| Rp+h 2 Ry

1
EMZ :EKZ +EP2 :E.m.VZ +

-G.M -G.M; -GM . ,
v i+ ——L 5y, = 2] r_ T | 1692734 m.s!
Ry +h Ry

b)
Lavelocidad escape es la velocidad comunicar aun

cuerpo para que, escapando de la accion gravitatoria
alcance un punto del infinito con velocidad cero

Eyy =E yp

_G.MT.m 1 2
——+ —m.y =0
RT i h 2 ESCAPE
GMy _1 , o, B G.M,
RT +h 2 *V ESCAPE ESCAP ' RT T h
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18. Se desea colocar un satélite en una orbita circular, a una cierta atura sobre la Tierra.
a) Expliquelas variaciones energéticas del satélite desde su lanzamiento hasta su situacion orbital.
b) ¢Influyelamasade satélite en su velocidad orbital ?

‘\ El cuerpo alanzar se encuentrainicialmente sobre la superficie terrestre, y

| en esta posicion se le comunica una velocidad para conseguir su despegue.

T--s .’ Energéticamente, €l dispositivo contiene un valor de energia equivaente a
R la suma de su energiacinéticay su energia potencial:

A medida que asciende, y por considerar nulo € rozamiento con la atmésfera, la energia potencial del cuerpo ira
aumentando, a costa de una disminucién de la energia cinética. En todo momento, por tratarse de un sistema
conservativo, se conservara la energia mecanicadel sistema. Unavez alcanzada su érbita, €l satélite se hallaraen
reposo, con lo que, al no disponer de energia cinética, todo su valor energético se hallara en formade energia
potencial gravitatoria:

E =—+—my
M?2 eV
Ry +h 2
Como hemos dicho:
-G.M... -G.M...
E, =E,, —>—Tm+l.m.vl2 :—Tm+l.m.v§ —
2 R, +h 2

+—w = +—v, > A
R, 2 R.+h 2 R, 2 R, +h R, +h R,
Tras alcanzarse la Orbita, €l satélite deberarecibir un impulso tangencia que le permita comenzar a describir la
oOrbitacircular.
Como vemos a partir de la tltima expresién, la velocidad con la que debe ser lanzado el objeto es independiente de

SU masa.

LOMy 1, My 1, My 1, GM, . JZ.(—G.MT_—G.MT]
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19. Dos particulas de masas ml1 = 2 Kg. y m2 = 5 Kg. estén situadas en los puntos P1 (0,2) m y P2 (1,0) m

respectivamente.

a) Dibuje el campo gravitatorio producido por cada una de las masas en e punto O (0,0) my en el punto P (1,2) m

y calcule el campo gravitatorio total en € punto P.
b) Calcule € trabajo necesario para desplazar una particulade 0'1 Kg. desde € punto O a punto P
G =6'67.10" N.m?.kg?

a) Vamos adeterminar el campo gravitatorio producido en los puntos O y P, por cada una de las masas, de manera
independiente.

[>
o

- Gm, _ 2G - G -
o4 = J =—] =—-]
y? 4 2 = _= =~ -1
En O - g =g, +85 =|5G,—| N.Kg
_ Gmpg 5G -
Zop = = —.i =5Gi
X2 1
R G.mA _ 2G - .
gPA = (—Z) = T(—Z) = —Z.G.Z'
EnP x - g= [— 2G,—] N.Kg *
~ Gmyg - 2G 5G -
g = (=) = T-(—J) =

b) Como ya sabemos, W = —AE ;. Vamos entonces a determinar |os valores de energias potencialesen Oy en P,
s alaparticulade masa0'1 Kg lallamamos mg:

-Gmy. - G.mgy.

-G.my. - G.myp.
Ep(P) = T4 Tp s =—G.m3£mTB+mAj

1 2
AE, = —G.m{%erAJ—(—G.m3(mTA+mBD = —G.m3[mz—3+mAj+G.m3(mTA+mB] =

-G.

2 2
Sustituyendo :
-1
AE, = —M.(z ~5)=3.667.10".01=1.10"7
Luego :

W =-1.10"1y
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Lamasadel Sol es 324.440 veces mayor que ladelaTierra y su radio 108 veces mayor que € terrestre. a) ¢Cuantas
veces es mayor el peso de un cuerpo en la superficie del Sol que en ladelaTierra?. b) ¢(Cudl seriala altura maxima
alcanzada por un proyectil que se lanzase verticalmente hacia arriba, desde la superficie solar, con una velocidad de
720 km/h?

gr=10ms?
a)
Foo - G.Mg.m G.Mg.m
SoL T g2 F & Mg.RE  324400.M., .R2
s - —SL 5 =5 7; - — L =278l
F _GMr.m Friprra G.M;.m My .Rg M.108°.R7
TIERRA _—2 72
Ry Ry

— Fyo, = 2781 Fryppry

Como vemos, €l peso de un cuerpo situado hipotéticamente en la superficie solar seria 2781 veces superior a que
tendriaen la Tierra. Consecuentemente,

gsor = 2781 g1prRr4

b) Setrata en este caso de calcular lavelocidad de escape en la superficie del Sal.
G.MS.I’I’Z 1 2

E y (superficie) = ——5—+ = m.y
R§ 2
. -G.M;.
E,, (maxima altura) = —ST
(Rs + h)

Puesto que el sistema es conservativo:

E,, (superficie) = £, (méxima altura) » ———+ —.m.»v° =
R§ 2 (Rs +h)*
-G.M -G.M
Us (2o —CHs
R 2 (RS + h)

NECESITAMOS ABSOLUTAMENTE LOSDATOSDE MASA Y RADIO TERRESTRES

M pprgs = 6.10% kg
{RT,ERRA = 64.10%}
A partir de aqui:

M gpo;, = 324400 M ppppr, = 194664.10%° Kg
{RSOL =108.R; = 67912.10%.m

Sustituyendo ahora, se obtiene que:

}(Hemos de tomar todos los decimales o el problema no sale)
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21. Un satélite de comunicaciones esta situado en Orbita geoestacionaria circular en torno a Ecuador terrestre. Calcule:
a) radio de la trayectoria, aceleracién tangencial del satélite y trabajo realizado por la fuerza gravitatoria durante un
semiperiodo, b) campo gravitatorio y aceleracion de la gravedad en cualquier punto de la érbita.

G=6,67.10" N m’ kg, Mt = 5,98 10* kg

a)
T =24h =86400s > v =w.Rppp > v =

2.7
T'RORB ->@
mv? _GMp.m

Fo =F; > @)

2
ORB Rorp
Sustituyendo (1) en (2) :

2
27 g
2 G.M [ T ORBJ G.M 4.7°

R _G.My
= Rogp =
Rors RCZ)RB Rors RCZ)RB 7’ RCZ)RB
’G.M 72
— Rorp = 3T
4.7°
Sustituyendo :

Rors = 42°30.10%m

En cuanto a la aceleracié n tangencial , esta sera nula, puesto que el movimiento orbital esun MCU

Y en lo que respecta al trabajo realizado por la fuerza gravitator ia :
B B B

Werav = jF.d? = jF.dr. cosa = JF.dr. cos90 =0
A A A

(Ya que en todo momento df y F son L)

b)  Antesdecomenzar el andlisis matematico, debemosindicar que laintensidad del campo gravitatorio y
aceleracion de la gravedad son la misma magnitud. De hecho, laintensidad del campo gravitatorio tiene como
unidad en Sistema Internacional el N.Kg™ (=Kg.m.s*>.Kg™) que, como vemos, es equivalente al m.s?, unidad
caracteristica de las aceleraciones.

VVamos, por tanto, a determinar laintensidad del campo:

~G.M, 667.10".598.10%

=0223ms™
R? (42730.10°
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22. Supongaque la Tierraredujese su radio ala mitad manteniendo su masa.
a) ¢Aumentarialaintensidad del campo gravitatorio en su nueva superficie?
b) ¢Se modificaria sustancialmente su érbita alrededor del Sol?

Justifique las respuestas.

a) Laintensidad del campo gravitatorio ( ¢ ) en un punto arededor de unamasa M viene dado por la
expresion:

. -GM .

g = R2 .uR ,

Donde M eslamasade cuerpo puntua que gjerce el campo y R esladistanciaentre el cuerpo (puntual) y
€l punto considerado.

En un sentido estricto, la formula solo es valida para cuerpos puntuales que concentren toda la masa en
dicho punto; sin embargo, en el caso de particulas esféricas con distribucion de masa homogénea
(densidad homogénea) sucede que su comportamiento gravitatorio esidéntico a de una masa puntual de
valor lamasadel cuerpo. Paranuestro caso, podemos considerar el comportamiento gravitatorio generado
por la Tierracomo el que corresponderia a una particula puntual en la que todalamasadelaTierra
estuviera “recogida”. Por lo tanto, la expresion inicial para el campo es perfectamente vélida.
Comparemos los valores del campo:

G.M;

R}

_ GMy _4GMy _,

2 2
R, Ry
2

Como vemos, en la superficie, el campo de Tierra2 seria cuatro veces mayor que €l campo delaTierra

Para nuestra Tierra : g, =

Para laotra Tierra :  gq

b) Explicaciénl. Yase haindicado que la ecuacién del campo solo es vélida para cuerpos puntuales, pero
gue puede ser utilizada para el caso de masas esféricas, reduciendo a un punto las dimensiones de estas.
Y puesto que en laexpresién del campo no intervienen los tamarfios de | as particulas implicadas (en
nuestro caso Tierray Sol), €llo supondré que el comportamiento entre ambos astros seré el mismo,
independientemente de lareduccion en € radio de uno de ellos

Explicacion 2. Otro modo de argumentar se basariaen el andlisis del tipo de fuerzas por las que uno de los

planetas reduciria su masa; a saber:

a) Por fuerzasinternas (alaTierra): en este caso, las fuerzas no producirian ninguin efecto dindmico
puesto que se anularian dos a dos, seguin la terceraley de Newton (Ppio de Accion y Reaccion). Al no
existir este efecto (produccion de una aceleracion como consecuencia de la existencia de una fuerza
neta), no se produciria cambio en la Orbita.

b) Por fuerzas externas (Sol sobre Tierra). En cualquier caso, por poder considerarse como masas
puntuales, las distancias entre esos puntos no variaria, con lo que tampoco lo hariael campo, conlo
gue no habria ninguna modificacion orbital.
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23. El satélite de investigacion europeo (ERS-2) sobrevuelala Tierraa 800 km de altura. Suponga su trayectoria circular

y su masa de 1000 kg.
a) Calcule de formarazonada la velocidad orbital del satélite.

b) Si suponemos que el satélite se encuentra sometido Uinicamente a la fuerza de gravitacion debida ala Tierra,

¢por qué no cae sobre la superficie terrestre? Razone la respuesta.
Rr=6370km; g=10ms?

LI

a)

b)

Para determinar lavelocidad orbital del satélite nos basta con darnos cuenta de que la Unica fuerza
existente, la fuerza gravitatoria, es la causante del movimiento de rotacion alrededor de la Tierra, circular
uniforme. Lafuerza gravitatoria, como bien sabemos, es una fuerza central, cuya accién se dirige siempre
hacia el centro del planeta. De un modo més claro, se trata de una fuerza centripeta:

Fe =Fc

GMpm  mvheg G.M, G.M,

2
- =Vore = Vorp =
(Rp +h) Ry +4) ~ (Ry +4) (Ry +h)
Pero no disponemos de los valores de masa terrestre. Sin embargo si conocemos el valor

del campo en la superficie terrestre (g, ) :
G.M G.M
go = 2T —> 10 = —T3 2
R, (6370.107)
Sustituyen do este valor en la velocidad orbital :

— G.M, =406.10"

406.10* . 1
v = =7524"94 m.s
Ok \/(6370.103 +800.10°%)

El satélite, puesto que describe una Grbita circular, se encuentra sometido a una fuerza centripeta, fuerza
que, como ya se indicé en el apartado anterior eslafuerza gravitatoria. En este caso, latendenciaa “caer
haciala Tierra esta compensada con la tendencia a desplazarse con la velocidad orbital en unadireccion
tangente ala direccion radial.

Sin embargo, en el caso en el que lavelocidad no pudiese compensar esatendenciaalacaida, €l satélite
caeria describiendo una espiral hastacaer alaTierra. Si, por € contrario, €l satélite se moviese con una
velocidad superior alavelocidad orbital, este escapariade su Orbitainicia (circular).
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24. Lanave espacial Apolo X| orbitd alrededor de la Luna con un periodo de 119 minutos y a una distancia media del
centro de la Luna de 1°8.10° m. Suponiendo que su 6rhita fue circular y que la Luna es una esfera uniforme:
a) Determine lamasadelaLunay lavelocidad orbital de lanave.
b) ¢Como se veria afectada la velocidad orbital si la masa de |a nave espacia se hiciese el doble? Razone la
respuesta.
Dato: G=6"67.10" N.m?Kg?

a) Lafuerzaque permite a satélite dar vueltas arededor de laLuna es su fuerza de atraccion gravitacional.
Puesto que es una fuerza central, es decir, de naturaleza centripeta:

GM,_m mvd G.M G.M
L - = ORB_ _, L :V(ZDRB_>V0RB: L

(R, +h) R_+h) ~(RL +h) (R_ +h)

Ademas, disponemos del periodo de rotacién de la nave :

T =119.60 = 7140s

Esta magnitud (t) se relaciona con la velocidad lineal a través de la ecuacién :

_2n

() 2.1
T —)VORB :T.(RL "rh)
V= a).(RL + h)
Igualando las dos expresione s correspond ientes a la velocidad orbital :

M . M 2 T
(TN B N P .y A Y e . )
(RL+h) T (RL+h) T2 G.1?

2
S M, = sl [r8.10°F M, =677.10% K

6'67.10™%(7140)°

b) S analizamos la expresion correspondiente alavelocidad orbital :

GM

\Y; = , VEMOS gue, en ningln momento aparece la masa del satélite. Tan solo
ORB Z—jR C+h q g ap

depende delamasa del astro y del radio de la érbita.
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25. Demuestre, razonadamente, |as siguientes afirmaciones:

a) aunaorbitaderadio R de un satélite le corresponde una velocidad orbital v caracteristica.
b) lamasaM de un planeta puede calcularse a partir delamasamy del radio orbital R de uno de sus satélites.

a) Losfundamentos tedricos que explican el movimiento de satélites artificiales en sus 6rbitas estables
pueden ser desarrollados cosiderando los principios fisicos indicados en laimagen de la pagina anterior (Ley
de la Gravitacion Universal, Conservacion del Momento Angular y Conservacion de la Energia).

La energia mecéanica que posee un satélite que gira arededor del planeta ser&

Eyge =Ep +Eg =(

, Yy este valor debera ser negativo en todo momento, puesto que €l primer término se relaciona con laaccién
gravitatoriadel satélite, y paraque el artefacto permanezca constantemente ligado a planeta es necesario que
la energia cinética sea menor, en términos absol utos, que la energia potencial correspondiente a punto de la
oOrbita en la que se encuentre dicho satélite (de este modo, no dispondra en ningdin momento de la energia
suficiente como para escapar de la accion de planeta):

1
= my?

- Gmp.m

+=mv* = cte
r 2

- Gmr.m
_ T

r

Esta condicion se cumplira entre determinados valores de r, uno maximo (apogeo) y otro minimo (perigeo). La
trayectoria que cumplira esta condicion sera, claro esta, una elipse con la Tierra en uno de sus focos
(recordemos las leyes de Kepler).

Y claro esta, unade las elipses que cumplen lo deducido anteriormente es, precisamente, la circunferencia. Al
analizar este sencillo caso:

Fapyy =madc (al tener los dos vectores iguales direccion y sentido, podemos realizar un
tratamient o escalar. Asi :

2
G.mT .m VORB G.mT 2 G.mT

y o m =Vor > VORB =
r r r r

b) Ta determinacion serd posible siempre que se conozcan datos de un planeta o satélite en Orbita alrededor
suyo.
Considerando las érbitas como circulares, lafuerza de atraccion gravitatoria es la fuerza centripeta
productora del movimiento. Entonces:

2
my

FC= 2 2
R _)mv :GM'm—H)Z:G——)M:R'V
M.m R R? R G

F,=G >
R

Pero,
v=a).R:2”'R

T
Por lo que:
2
R(ZH} 47°R
M=—"7 ==
G G.r?
, donde -

R =Distancia que separa los centros de masa de ambos astros
7 =Periodo de revolucion del cuerpo que gira alrededor del astro central
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26. @) Determineladensidad mediadelaTierra
b) ¢A qué atura sobre la superficie de la Tierra la intensidad del campo gravitatorio terrestre se reduce a la tercera
parte?
G=6,67.10"" N n? kg’%; Ry=6370 km; g=10 m s

a) Como muy bien sabemos, la densidad de un cuerpo es un propiedad intensiva que se expresa matematicamente
Como:

p = ﬁ
vV
Puesto que nuestro objetivo es determinar tal magnitud, lo que haremos seré en primer lugar determinar |os valores
de masay volumen terrestre.

Por lo que respecta alamasa, € campo gravitatorio de un punto de la superficie ser&

M R? . 103f
_GM; gk} My M, _10 !6370 10 D _ §08.10% ke

80

R G 667.107
En cuanto al volumen del planeta, por tratarse de una esfera:
V= %.;;.R% = %.;:.(6370.103)3 =108.10%m°

Ahora, smplemente sustituimos en la ecuacion de ladensidad y tenemos la solucién:
M, 608.10%
Vp  108.10%

pr = = 5629 63Kg.m >

b) Necesitamos comparar laintensidad del campo entre dos puntos, la superficie terrestre y €l punto en el que esta
sereduce alaterceraparte:

_ G.M; G.M, G.M,
S0 = R2 R2 R2
T N o _ T N S0 _ T
g OMr & _ GMp | g G.M, (goj G.M,
(R + 1)’ 3 (Rp+h) (Ry + kY 3 (R +h)

R2 2
—> 3= L —>3:(RT+h) —>RT+h=x/§—>RT+h:\/§.RT—>h=RT.(\/§—1)

1 R12~ Ry
[(RT + h)2 J

Sustituyendo -
h= 6370.103.(«/5 —1): 466316.10°m
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27. Razone laveracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:
a) El peso de un cuerpo en la superficie de un planeta cuya masa fuera la mitad que la de la Tierra seriala mitad de
su peso en lasuperficiedelaTierra
b) El estado de "ingravidez" de los astronautas en €l interior de las naves espaciales orbitando alrededor de la Tierra
se debe aque lafuerzaque gjerce la Tierra sobre ellos es nula.

a)
G.M
8o = RZT
T sz
La proposicion es, pues, verdadera.
_GM./2) _GM; _g
R2 2RZ 2

b) Falso. El valor de la gravedad disminuye, como bien sabemos, con la distancia, y tan sélo se anula cuando nos
encontremos en €l infinito, donde cual quier interaccion gravitatoria resultase nula.

Desde luego que esta no es la situacion existente en una nave espacial en los arededoresdelaTierra.

Teniendo en cuenta que el satélite giraarededor de la Tierra por accién de lafuerza gravitatoria, esimposible
asumir un valor nulo de gravedad (intensidad del campo gravitatorio).

La sensacion de ingravidez es consecuencia de una apreciacién de nuestro propio peso de una maneraindirecta,
por medio del cuerpo sobre €l que nos apoyamos (una bascula, por € emplo); si no se produce esainteraccion, tal y
como sucede cuando caemos en un recinto que también lo hace (nave espacial), nos sentimos “ingravidos”. Esta
misma sensacién podemos apreciarla por ggemplo, en las montafias rusas.

El estado de ingravidez es consecuencia de que sobre el cuerpo solo actliala fuerza gravitatoria (pero no la
interaccion entre el astronautay € suelo de la nave). De un modo menos riguroso, pero perfectamente
comprensible, podemos decir que tanto nave como ocupantes estan cayendo haciala Tierracon lamisma
aceleracion (empujados por lamisma fuerza). Esto eslo que dala sensacion de ingravidez.
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28. a) Razone cudles sonlamasay el peso en aLuna de unapersonade 70 kg.
b) Calcule la altura que recorre en 3 s una particula que se abandonara, sin velocidad inicial, en un punto préximo a
lasuperficie delaLunay explique las variaciones de energia cinética, potencial y mecanica en ese desplazamiento.
G=6,67.10" Nm’kg? ; M_=7,210%kg ; R =1,710°m

a)

La masa es, como todos sabemos una magnitud asociada a la cantidad de materia que posee un cuerpo. Se trata de
una magnitud escalar, que nos mide lainercia que posee ese cuerpo (es decir, la oposicion gercida por este a ser
acelerado por accién de una fuerza). Desde luego, es independiente del punto en el que se halle el objeto. Asi pues,
lamasaenlalLunaserdlamismaqueladelaTierra, esdecir, 70 Kg

El peso, sin embargo, eslafuerza con la que un astro atrae a un cuerpo. Por |o tanto, esta magnitud, de caracter
vectorial, si variara en funcion del valor de laintensidad del campo gravitatorio existente en €l punto en el que se
halle el cuerpo. Mateméticamente:

GM;m 667.10".72.10%.70

Peso=F = = =11632N
R? 6
L 17.10
G.M
(Como sabemos, F = m.g; = m[ 2L J —11632=70.g;, > g; = 11(75’—032 =166m.s™>
RL
b1) Puesto que se trata de un movimiento de caida libre, el movimiento estar& descrito por la ecuacion:
Y=Y, +V,.t+ %at2 (expresado escalarmente)
1, 1 ., .
YYo=V, .1+ Eat — h=v.t+ Eat (siendo h=y-y,)
Puesto que v,=0:
h= lat2
2
, 0
h= l.gL.tZ: 3.1’66.32:7’47m
2 2
b2) Inicialmente, €l cuerpo, situado a cierta altura con respecto ala superficie lunar y sin velocidad inicial,

dispone de un valor de energia mecanicaigual ala sumade su energia potencial y su cinética (nula). A medida que
€l cuerpo desciende, se produce una paulatina pérdida de energia potencial, afavor de un aumento en su energia
cinética, puesto que, a medida que cae, su velocidad aumenta, al estar sometido a una aceleracion. En el momento
de impactar con la superficie lunar, la energia potencial habra adquirido su valor minimo y su energia cinética sera
méxima.

Analiticamente:
-G.M_.m
(R +h)’

-G.M_.m
=E. +E =£m.v2+—2L
2 R?

2
Puesto que el sistema es conservativo, la energia mecanica sera constante:
GM .m 1 2 —G.ML.m_)

EMl:EMZ_)EK1+EP1:EK2+EP2_)O+W Em.vz-i' Ri

Em=Eq +E; =0+

-G.M,. -G.M,.
- an]— ZLm :lm.v§—>AEP:£m.v§
(R, +h) RL 2 2

Si queremos conocer el valor de AE, :

—GM,.m _-GM,.m | e 1017072102 ! :

(R +h)" Ry (17.00° +747) 17.00° | 868 01N
L L .
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29. Razone s son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Segun laley de gravitacion la fuerza que gjerce la Tierra sobre un cuerpo es directamente proporciona ala
masa de éste. Sin embargo, dos cuerpos de diferente masa que se sueltan desde la misma alturallegan a suelo
simultaneamente.

b) El trabajo realizado por una fuerza conservativa en e desplazamiento de una particula entre dos puntos es
menor si latrayectoria seguida es el segmento gque une dichos puntos.

a) Verdadero.
Como sabemos, lafuerzaque la Tierra gjercera sobre un cuerpo de masa m ser&
_ M M, _
For =-G. — 4,
"2

Por otro lado, a partir de la segundaley de la dindmica:
FCT =m.a (Fuerzaegjercidasobre el cuerpo por laTierra)

Igualando:
- Mym _
Fer =-G.——u, My .m . , M,
5 - G. = m.a (al igualar médulos) — G. S =a
Fo = mi N2 2
cr =m.a

Aceleracion que no es otra que la gravedad en la superficie terrestre (g, ) , que anivel delasuperficie

terrestre es, aproximadamente 9°81m.s™.

Es decir, laaceleracidn con la que un objeto es atraido hacia la superficie terrestre es independiente de la
masa de este. Dicho de otro modo, |os cuerpos que se dejan caer desde cierta altura (en las cercanias de la
superficie terrestre), describen un movimiento cineméatica (MRUA) independiente de su masa.

Sin embargo, la causa que los produce, es decir, la fuerza de atraccion gravitatoria, o dicho de otra manera,
el peso del cuerpo, s variard en funcion de la masa, puesto que como todos sabemos:

P=m.g,
Y, claro esta, a diferentes masas, distintos pesos (fuerzas)
Como resumen, podemos decir que el comportamiento cinematica de cuerpos de distinta masa es €l mismo
(despreciando rozamientos), pero, en cambio, |os comportamientos dinémicos si son diferentes.

b) Falso
Para calcular el trabajo realizado por lafuerza gravitatoria debida a unamasa M, para desplazar unamasam
desde un punto A, hasta B, tendra que considerarse la variacién, tanto de ladireccién como del propio vaor dela
fuerzaalo largo del desplazamiento del cuerpo. Habra de utilizarse, claro, el célculo integral:

Mm .

B 3
.u,.d§:IA—GM'm U =

a,.ds

Lt
r L
“

B _ B
W, s = L F.dfs = L—G
r

, Y, de la figura puede verse que :
u,.ds =dr
,con loque :

B
B 5 B
Wysp = L— G Mzm dr =-G.M.m. ar _ —GMn{—l} -

r 4 r? r 1y
-G.M.m - G.M.m
A B
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Es decir, €l trabgjo para desplazar a una particulaen el interior de un campo gravitatorio depende tan sélo de
las posiciones final einicial, y no de latrayectoria elegida para conectar ambos puntos.

Segun ello, seré posible caracterizar (también) el campo gravitatorio desde un punto de vista escalar, a partir
del concepto de trabajo.

Si volvemos ala expresion:

Wy = [—G.M.m)_(—G.M.mJ *)

T4 ’p
, Se ve facilmente que se trata de la diferencia de dos cantidades. Cada una de estas cantidades:
-G.M.m

r

, recibe el nombre de ener gia potencial gravitatoria (Ep)

En el casoenel que » = wo, € valor delaenergia potencial se hace nulo. Este sera el punto de referenciade
energias potenciales (lo que suele llamarse el origen de potenciales). Vemos entonces que los valores E, para
cualquier otro punto tendra un valor negativo.

Segun lo anteriormente indicado, la expresion (*), podra ponerse como:
A B
W4 :E1(> ) _Ez(a )

W,p =—AEp
Lautilidad de esta expresion es doble;

- Por un lado evitatener que realizar casos particulares para movimientos que coinciden en los
puntosinicia y final, pero con trayectorias diferentes.

- Por otro, permite predecir la espontaneidad del proceso, es decir, si € trabgjo lo realiza el campo
gravitatorio o unafuerza externa. Puesto que todo cuerpo libre que se desplaza en un campo
gravitatorio lo hace hacia energias potencial es decrecientes, W ¢ampo >0; €n caso contrario sera
una fuerza externa quien realice dicho trabajo.
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