PROBLEMAS RESUELTOS DE GRAFICAS DE FUNCIONES

1) Halle los intervalos de monotonia y los extremos relativos, los intervalos de curvatu-
ra y los puntos de inflexién de la funcién g(x) = x® + 3x* + 3x. Represéntela grafi-
camente.

1. Monotonia. Extremos relativos. Como |g '(x) = 3x” + 6x + 3|, tenemos:
e Discontinuidades de g 6 g ": No tiene (son polindmicas).
e g'(X)=0: 3 +6x+3=0 = X*+2x+1=0 = (x+1°=0 =

=-1
Dividimos R en intervalos mediante el Unico punto obtenido:
(o0,-1) | -1 | (-1, +»)
g' + 0 +
g A A

Siempre es creciente y no tiene extremos relativos. En x =—1 tendra pendiente
horizontal, puesto que se anula la derivada.

2. Curvatura. Puntos de inflexién.
g"(x)=6x+6
e Discontinuidadesde g, g' 6 g': No tiene (son polinémicas).
e g"(x)=0: 6x+6=0 = x=-1

Dividimos R en intervalos mediante el Unico punto obtenido:

(o0, -1) | -1 (-1, +o0)
g " _ 0 +
g A P.1. U

Tiene un punto de inflexion en (-1, -1).

3. Gréfica.
Como g es polinébmica, no tiene discontinuidades ni asintotas. No es ni par ni
impar, puesto que:

g(=x) = (x)® + 3(=x)% + 3(=x) =— x® + 3x* - 3x = .
= (x*-3x* +3x) 1]
Los cortes con los ejes son: 1
X +3¢+3x=0 = x(x*+3x+3)=0 = x=0 /
6 X*+3x+3=0
puesto que un producto vale 0 si, y solo si algn
factor se anula. Y la ecuacion de segundo grado no 2 1
tiene solucién, por lo que sélo corta a los ejes en
(0, 0). Por ello, para afinar un poco nos vemos obli-
gados a usar una pequefia tabla de valores, con lo
que obtenemos la gréfica adjunta. o R

2) Sea lafuncion f(x)=-x*+6x>—9x.
a) Estudie la monotonia y calcule los extremos relativos de f.
f'(x) =—3x° +12x— 9
e Discontinuidadesde f 6 de f': No tiene.
e f'(x)=0: X*—4x+3=0 = x=106 x=3.
Dividimos R en intervalos mediante estos puntos:

(-0, 1) 1 1, 3) 3 (3, +)
f! — 0 + 0 —
f N min 2 Méax N

Tiene un

minimo relativo en (1, —4) y un méaximo relativo en (3, 0)|.




3)

b) Estudie la curvatura y calcule el punto de inflexion de f.
f"(x) =—6x +12
e Discontinuidadesde f, f* 6 f": No tiene.
o f"(x)=0: -6x+12=0 = x=2.
Dividimos R en intervalos mediante este punto:
(-0,2) | 2 (2, +o0)
fr + 0 -
f v P.I. N
Tiene un jpunto de inflexion en (2, —2).

c) Represente graficamente la funcion.
Llevando los datos que conocemos a un grafico, y consi-

derando que pasa por (0, 0), la gréfica debe ser como la
de la figura adjunta.

4

&

Dibujar la siguiente funcion. El estudio de la parabola debe incluir el célculo del eje,
del vértice y de las intersecciones con los ejes:

-X+3, si x<-1

f(x) = <2x+1, si -1<x<l1 (2 puntos)

4x-x* si x>1
Como es una funcion definida a trozos, constituida a partir de tres funciones muy
sencillas: dos rectas y una parabola, el trazado es muy facil dibujando éstas y res-
tringiéndolas a las zonas correspondientes. Haremos esto en lugar del estudio gene-
ral.
Lasrectas y=—x+3 y y=2x+1 sedibujan facilmente mediante una pequefa
tabla de valores, que puede hacerse de memoria. Al hacerlo, hay que restringirlas
solo a las zonas donde coinciden con f, esto es, a (oo, —1] y a (-1, 1) respectiva-
mente. Todo ello lo hemos reflejado directamente en la gréfica. Por tanto, nos cen-
tramos en el estudio de la parabola y = — x* + 4x.
e Se trata de una funcion céncava, puesto que el

coeficiente de x? es negativo.

e Elejees: x= ;—b _T4_ 2, es decir, la recta de
a

ecuacion x =2,
e Como f(2)=—-4+8=4, el vértice es (2, 4).

e Interseccioncon OY: x=0 = y=0: (0,0).
e Intersecciéncon OX: y=0 = 0=—x*+4x
= 0=x(-x+4) = x=0 6 x=4.
Es decir: (0,0) y (4, 0).
Con estos datos y una pequefia tabla de valores adi-
cional, dibujamos la parabola. Y la gréfica resultan- : : -6
te la restringimos a la zona donde coincide con f, 0
sea, a (1, +).
Y asi hemos dibujado la gréfica.




X2 +2X

X+1
X2+2x+2 ., 2

(x+1)? Y T (x+))?

4) Estudiar y dibujar la grafica de y= , comprobando previamente que sus

derivadas son: y'=

Comencemos derivando:
L (@2X+ )X D - (P +2X)1  2XP 42X+ 2X4+2—-X7=2X _ X*+2X+2

(x+1)? (x+1)? (x+1)?
v (2X+2)(X+D)% = (X*+2x+2)2(x+D1 _
! [+
O (XHD[2x+2)(X+D) = (X +2x+2)2] _ 2X7 +2X+2X+2-2X* —4X—4 _
B (x+1)* B (x+1)° B
_ 2
C(x+1)°

a) Dominio: R—{ -1} (seanula el denominador)
b) Par/Impar: f(—x) = (X)°+2(X) _ X" -2«
-x+1 -x+1
c) Intersecciones conlosejes: x=0 = y=0: (0,0).
X% + 2X

Xx+1

Por tanto, cortaen (0, 0) v en (=2, 0).
d) Asintotas:

= Ni par ni impar.

y=0 = 0= = 0=x+2Xx = 0=x(X+2) => x=0 6 x=-2.

X2 +2X

1) AH: lim =0 = Notiene.
xoe X +1
. N\ o X242x (-1
2) AV: Tenemos discontinuidad en x =-1 = lim =| —|=o0. Por
x>-1 X +1 0
tanto, larectax=—1 es A.V.
3)AO.:
X2 +2x
- 2 2
m=lim 0 = fim XL oy X2y X H2X
x>0 X X—>00 X X—>00 X(X+1) x—o X< 4 X
i [ x®+2x X2 -
n=lim(f(x)—mx) = lim| 2% _x | = lim X F2xox(x+D)
X—>0 X—>00 X+l X—>0 X+1
2 _ 2_
= lim XXX X i X o
x—>0 x+1 x>® X +1

Luego larecta y=x+1esA.O.

e) Monotonia:
e Discontinuidades de f: x =-1.
e Discontinuidades de ' x=-1.

2
X +2X+2
— =0 = X¥+2Xx+2=0 = x=—>"2
(x+12) 2
que no tiene solucion.
Como -1 es el Unico punto obtenido, tenemos:

o f'(X)=0



(0, -1) | -1 | (-1, +e)
f + B +
f 7 A 7
No tiene extremos relativos.
f) Curvatura:
e Discontinuidadesde f y f" x=-1.

e Discontinuidades de f": x=-1.
e f"X)=0 = -—+-5=0 = -2=0 = Noesposible.
(x+1)
Como -1 es el Gnico punto obtenido, tenemos:
(_Ooa _1) -1 (*1, +OO)
f" + 7 _

f U (convexa) | #H | n(cOncava)

g) Grafica: Las asintotas se han dibujado de color verde. Combinando todos los re-
sultados anteriores, se obtiene:

9

5) Estudiar y dibujar la grafica de y:ﬁ, comprobando previamente que sus
X+

-Xx+5 . 2(x-10)

derivadas son: y'= Cy'=
y (x+5)° (x+5)*

Comencemos derivando:
y= 1(x+5)* —x2(x+5) _ (X+5)[(x+5)—-2x] _| —x+5

(x+5)* (x+5)* (x+5)°
w_ —1(x+5)> = (=x+5)3(x+5)* _ (Xx+5)°[-(x+5)—(-3x+15)] _
a [(x+5)°T ) (x+5)° )
-x-5+3x-15_ _ 2x-20 _|2(x-10)
(x+5)*  (x+5)* | (x+5)*

a) Dominio. Df)=R-{-5}

_X _
(-x+5)%2  (-x+5)%’
con f(x), por lo que no es par ni impar.

que no coincide ni con —f(x) ni

b) Par / Impar. f(-x) =




c)
d)

f)

9)

Intersecciones con los ejes. x =0 = y=0. Anédlogamente,y=0 = x=0.
Por tanto, corta unicamente en (0, 0) a los ejes.
.1 1
I > = lim= = —
X—0 ¥ X—0 ¥ o0

Asintotas.
. X

i) AH. lm—> = (fj = lim——~——
x>® (X +5) 0 x>o X +10X+ 25
= 0. Por tanto, [y = 0/es AH.

i) AV. Probamos en la discontinuidad: lim X = (—5j = o. De ello,

x>-5 (X +5)* 0
deducimos que [x = —5/es AV,
iii) AO. Si intentamos calcularla, saldra, de nuevo, la horizontal ya obtenida.
Monotonia.
e Discontinuidades de f: —5 (anula el denominador).
e Discontinuidades de f': -5

e £0=0 X*° 20 o x+520 = x=5
(x+5)
Dividimos R en intervalos mediante los dos puntos obtenidos:
(~00, -5) -5 (-5,5) 5 (5,+ )
f! - B + 0 -
f A i 2 Max AV

Tiene un maximo en (5, 0.05).
Curvatura.
e Discontinuidades de f, f': —5 (anula el denominador).

e Discontinuidadesde f": -5

e f"(X)=0: Z(X—_lg) =0 = 2(x-10)=0 = x=10
(x+5)
Dividimos R en intervalos mediante los dos puntos obtenidos:
(—o0, -5) -5 (-5, 10) 10 | (10,+ o0)
f - i - 0 +
f N (concava) A | m(concava) P.l. | U (convexa)

Punto de inflexion en (10, 0.044)

Gréfica. Las asintotas estan en verde.
Se ha exagerado la amplitud de cada

unidad del eje de ordenadas para poder
ver un poco la forma, ya que el méaxi-
mo relativo y el punto de inflexion se
hallan muy proximos al eje de ordena-

das.
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6) Estudiar y dibujar la graficade y= 4- , comprobando previamente que sus deri-

—x?+6x-4_ , -10
x-37 7 (x-3y
Comenzamos derivando:
. —2X(x=3)—(4-x?) _ —2x*+6x—4+Xx* _|-x*+6x—4
S Y o RO R
v (2X+6)(x—3)? — (—x* +6x—4)2(x—3) _
e (x=9)° ]

_ (X=3)[(-2x+6)(x—3) —(—x? +6x—4)2] _ —2x*+6Xx+6x—18+2x*-12x+8 _
) (x-3)* ) (x-3)° )
-10
(x-3)°

vadas son: y'=

a) Dominio: R —{ 3}, ya que ese valor anula el denominador.

b) Intersecciones conlosejes: x=0 = y=-4/3: |(0,—4/3)

y=0 = 4-x*=0 = x*=4 = x=-26 x=2: [-2,0); (2,0)

2 2
¢) Par/Impar: f(-x)=2=(X) _ 4+X
-X=3  —(x+3)

f(x). Por ello, no es par ni impar.

que no coincide ni con f(x) ni con —

d) Asintotas:

2 2
AH: Iim4 X = lim = lim(-x) =00 = No tiene AH.
x>0 X —3 x—ow X X—>00
h . : . . 4-x* (-5
AV: Tomamos limite en el punto de discontinuidad: Im; Y =0
X—> X_

= Larecta x=3 es AV.

4—x?
_x2 2
AO: m_||m()—||mx3:|im42 = lim—2- =1
X—o X X—00 X X0 ¥ _3X x>0 X
2 2 _
n = lim[f (x)—mx] = I|m(4 X _(_X)J _ Iim4 X"+ X(x=3) _
X X—3 X—»00 X—3
i A=XP X =3x . 4-3x _ . —3X
= lim = lim = lim—2 =_3
X—0 X—3 X—>0 X — X0 X

Por tanto, la recta =—x—3es A.O.

e) Monotonia / Extremos relativos:
e Discontinuidades de f: 3
e Discontinuidades de f': 3
e f'(X)=0: —x?+6x-4=0 = x°-6x+4=0 =




+ - + +
. 6_\/326 16 _ 6_;/2_0 _ 6_5\/5 _ 345
Dividimos R en intervalos mediante los dos puntos obtenidos:

(o0, 3-45) | 3-+5 (3-45,3) | 3| (3,3+45) | 3++5 | (3+45,% ™)
— 0 + A + 0 —
A Min 7 i 7 Max N

Tiene un minimo en (3—\/5, —-1.53) y un méximo en (3+ J5, -10.47).

f) Curvatura / Puntos de inflexion:
e Discontinuidadesde f, f': 3
e Discontinuidades de f": 3
e f"(x)=0: No hay ningun valor
Dividimos R en intervalos mediante los dos puntos obtenidos:

(-0, 3) 3 (8t
f + i -
f U (convexa) A | n(concava)
g) Grafica:
T £ ¥R
v
115
114
N .
o
, 1 1 1 i 1
@ —15 —-18 -5 £ 18 15 2
-1
-1
-2
. ™ e X +3 . .
Estudiar y dibujar la grafica de y=—; 2 comprobando previamente que sus deri-
X —_
. —14x . 14(3x% +4)
VadaS son y:ﬁ :ﬁ'
(x°=4) (x*—=4)

Comenzamos derivando:
CO2X(X% = 4) = 2x(x* +3) _ 2x[(X* —=4) - (x* +3)] _ 2x(x* —4-x*-3) _

f'(X) 2 2 2 2 2 2 -
(x=—4) (x*=4) (x*—=4)
2x(-7) _  —14x
T (x2—4) (X2 -4)?
f7(x) = —14(x* —4)* +14x2(x* —4)2x _ (x* —4)[-14(x* —4) +14x4x] _

(x? -4)* (x? -4)*
_14(-x*+4+4x%) _ 14(3x* +4)

(x* - )’ (x* -’




a)

Dominio. Dom(f) = R — {-2, 2}
nador son -2y 2,

, ya que los valores de x que anulan el denomi-

)2 2
b) Par/Impar. f(x)= X 3 - X 43 o pAR|

c)

(-x)*-4 x* -4
Intersecciones con los ejes.
e Xx=0 = y=-3/4 |[Cortaen (0, 3/4)
e y=0 = x*+3=0 (siempre que las soluciones no anulen, también, el de-
nominador) = x=++-3 = |No corta al eje QY]

d) Asintotas.

f)

x? +3

e Asintota horizontal: Como lim 5

x> X© —4
de x tanto del numerador como del denominador es 2, y los coeficientes de
los términos correspondientes valen, ambos, 1, siendo su cociente, también,
1. Por tanto, la recta horizontal de ecuacion es A.H.

e Asintota vertical: Hay dos discontinuidades para estudiar:

= 1, puesto que la maxima potencia

2
. X°+3 . -
lim = +4 = [%) —o = Larecta vertical de ecuacion esAV.
x—>-2 X< —
. xX*+3 _ (7 : >
lim >, | g)=* = Larectavertical de ecuacién esAV.
X— X J—

e Asintota oblicua: Como tiene A.H. tanto por el lado del +o0 como por el del
—o0, si intentamos calcular la A.O. obtendriamos otra vez la A.H.

Monotonia / Extremos relativos

e Discontinuidades de f: -2y 2 (no estan en el dominio)

e Discontinuidades de f': -2y 2 (anulan el denominador, por lo que no tienen
imagen)

e Puntosqueanulan f@ -14x=0 = x=0.

Dividimos el dominio en intervalos mediante los puntos obtenidos y averigua-

mos el signo de f ' en cada uno de ellos, para lo que basta elegir un punto arbitra-

rio del intervalo en cuestion y sustituirlo en f', anotando su signo, porque en to-

dos los puntos del intervalo el signo de f' es el mismo (garantizado por el Teo-

rema de Bolzano). Como el denominador de f'es el cuadrado de una expresion,

siempre va a ser positivo, con lo que basta comprobar el signo del numerador:

(~0,-2) | -2 (-2,0) 0 0,2) 2 (2, +o0)
f’ + 7 + 0 - b -
f 7 Ei 2 Max AV i A

Como f(0) =-3/4, las coordenadas del [maximo relativo son (0, —3/4)|

Curvatura / Puntos de inflexién

e Discontinuidades de f,f ', f": —2y 2 (no estan en el dominio)

e Puntosqueanulan f™ 14(3x*+4)=0 = 3*+4=0 = x= +-4/3
= No hay.

Dividimos el dominio en intervalos:




9)

8)

(0.2 | 2 | (22 | 2 | @+
¢ i) - 7 +

f U i N i U
Por tanto, |no tiene puntos de inflexion,.

Gréfica

Hemos dibujado en color verde las dos asintotas verticales y la asintota horizontal.
La grafica queda como sigue, aprovechando los conocimientos que de la funcion te-
nemos merced al estudio que de ella hemos realizado:

L

Estudiar y dibujar la gréafica de y = 22—)(1 comprobando previamente que sus deri-
X -

—2x° g 4x° +12
(x* -1) (x*=1)
Comenzamos derivando:

vadas son y'=

£1(x) = 2(x? —21)—2x2x _ 2x2—22—4 _ —22x2
(x* =1 (x*=1) (x*-1)
F7(x) = —4x(x* ~1)° —(=2x* =2)2(x* ~1)2x _ (x* ~D)[-4x(x —1)—(-2x —2)4x] _
(x*-1) (x*-1)
A +4x—(-8x —8X) _ —4X’+4x+8x +8x _ 4 +12x
N (x2-1) B (x2-1) C(X*-1)

a) Dominio. Dom(f) = R — {-1, 1}
nadorson-1vy1,
2(—X) 2X
b) Par/Impar. f(—x) = O 1 =g =—f(x) = es|IMPAR|
c) Intersecciones con los ejes.
e x=0 = y=0. Cortaen (0, 0).
e y=0 = 2x =0 (siempre que las soluciones no anulen, tambien, el deno-
minador) = x =0 (que no anula el denominador) = ]Corta en (O, 0)].
d) Asintotas.

, ya que los valores de x que anulan el denomi-

e Asintota horizontal: Como lim 22)(1 = Iimz—z( = lim 2 = [Ej =0 =
X—>o0 X© — X—> o ¥ X—> o X

la recta horizontal de ecuacion es A.H.
e Asintota vertical: Hay dos discontinuidades para estudiar:




lim 22x ;= [%2 % = Larecta vertical de ecuacion esAV.
x—-1 X% —

im ;2)(1 = (%) —o = Larecta vertical de ecuacion esA.V.

X—> X —

e Asintota oblicua: Como tiene A.H. tanto por el lado del +oo como por el del
—o0, 8i intentamos calcular la A.O. obtendriamos otra vez la A.H.

e) Monotonia / Extremos relativos
e Discontinuidades de f: —1y 1 (no estan en el dominio)
e Discontinuidades de f': -1y 1 (anulan el denominador, por lo que no tienen

imagen)
e Puntosqueanulan f " —2xX*-2=0 = 2=2x = +J-1=x = No
hay.
Dividimos el dominio en intervalos mediante los puntos obtenidos:
(~o0, -1) -1 (-1,1) 1 (1, +o0)
f’ — ! — 7 _a
f N 7 N i N

No tiene extremos relativos.

Si nos hubiésemos fijado en la primera derivada, veriamos que el signo del de-
nominador es siempre negativo (o cero, fuera del dominio). En el numerador, te-
nemos el producto de un niimero siempre positivo o cero x> por un ndmero ne-
gativo: —2, lo que siempre resulta negativo o cero; y al restarle 2 nos saldra
siempre negativo. Por tanto el cociente es, menos entre mas, igual a menos,
siempre. O sea, que si la derivada es negativa donde existe, la funcién siempre
es decreciente, donde existe. Con esto, no tendriamos porqué haber estudiado el
cuadro de monotonia anterior.

f) Curvatura / Puntos de inflexion
e Discontinuidades de f,f ', f": —1y 1 (no estan en el dominio)
e Puntosqueanulan f" 4 +12x=0 = x*+3x=0 = x(x**+3)=0 =
x* +3 =0 (que no es posible) 6 x = 0.
Dividimos el dominio en intervalos:

(0,-1) | -1 | (L0 0 ©, 1) 1 (1, +0)
" - 3 + 0 - 3 +
f A 2 U P.I. A Ei )

Por tanto, |(0, 0) es un punto de\

inflexién,|.

g) Grafica
Combinando los resultados anterio-
res, se obtiene:




PROBLEMAS RESUELTOS DE GRAFICAS DE FUNCIONES (2)

1) Estudiar y dibujar la gréfica de: y=x®+ 3x°
1) Dominio: R (es polindmica).
2) Par/Impar: f(—x) = (-x)* + 3(-x)*> = — x> + 3x%, que no coincide con f(x) ni tampo-

co con —f(x) = —x®— 3x*. Luego no es par ni impar.
3) Cortes con los ejes: Si x=0 = y=0 = Cortaen (0,0).

2
Siy=0 = 0=x+3¢ = ¥¥(x+3)=0 = { X' =0=x=0
X+3=0=x=-3

= (0,0)y(=3,0).
4) Asintotas: Las funciones polindmicas nunca tienen asintotas.
5) Monotonia:

Comenzamos calculando la derivada: [f'(x) = 3x° + 6x

Separamos R en intervalos mediante los puntos siguientes:

a) Discontinuidades de f: No tiene (es polinémica).

b) Discontinuidades de f': Tampoco, por la misma razon.

c) Puntosqueanulan f: 3x°+6x=0 = x(3x+6)=0 =

x=0
{3x+6:0:>x=—2
Los puntos obtenidos son 0 y —2. Los intervalos resultantes dan lugar al siguiente
cuadro; dentro de cada intervalo, el signo de f'no varia, por lo que, para averiguar-
lo, damos un valor cualquiera a x dentro del intervalo en estudio. Y segun el signo
de f'tenemos la monotonia de f:
(0.-2) | 2 | (-2,0) 0 (0, +0)
f' + 0 — 0 +
f 7 Max N min 7
Las coordenadas de los extremos relativos encontrados son:
e Six=-2 = f(-2)=(2°%+3(-2%=-8+12=4 = Maxen (-2, 4)
e Six=0 = f(0)=0 = minen(0,0).
6) Curvatura:
Comenzamos calculando la derivada segunda:
Separamos R en intervalos mediante los puntos siguientes:
a) Discontinuidades de f y f': No tienen (son polinémicas).
b) Discontinuidades de f": Tampoco, por la misma razén.
¢) Puntosqueanulan f": 6x+6=0 = x=-1
S6lo hemos obtenido el valor —1. Creamos el cuadro correspondiente, para estudiar
el signo de f ™ en cada intervalo resultante, dando a x un valor cualquiera dentro
del intervalo en cuestion. El signo de f" nos dice la curvatura de f:

(—o0, -1) -1 (-1, +00)

fr - 0 +

f N (concava) | P.l. | U (convexa)
El punto de inflexion es (-1, 2), puesto que f(-1) = o e
=(-1)°+3(-1)°=-1+3=2 o !

7) Gréfica: Utilizando todos los resultados anteriores, y - - - o -

completando, si es necesario, con una pequefia tabla de
valores, obtenemos la grafica de la funcion, que es la A

28 15 -18 -5 5 18 15

adjunta. o 5




X3

2) Estudiar y dibujar la graficade: y=

(x-1)°*
1) Dominio: R — {1} (x = 1 anula el denominador, y no se puede dividir entre 0).
(_X)S _ _ X3 X3

2) Par/Impar: f(—x) = Cx_1) = O DT = _(x+1)

ni con —f(x). Luego no es par ni impar.

3) Cortescon losejes: Si x=0 = y=0 = Cortaen (0,0).
Siy=0 = 0=x> = x=0 = (0,0).

4) Asintotas:

3 3 3
a) AH: lim X - = |im2X—=(f)=|imX—2=|imX=oo = No tiene.
X—>0 (X_]_) x—o X5 — 2% +1 o0 x—® ¥ X0
3
b) AV: Probamos en el punto de discontinuidad: Iirq( Xl)z =(%)=oo =
X—>. X_
rectax =1es AV.
X3
2 3 3
¢) AO: m = im LX) i XD "mx—z 3 |im2X—
X—® X X—>0 X X—>0 X(X—l) X—>00 X(X —2X+1)
3 3
lim——— = (fj = lim= = lim1=1.
x>0 X° — 22X + X 0 x—0 ¥ X—>o0
3 3 _ 12
n=lim(f () —mx) = lim| X —1x | = lim X XD
X—>00 X—>00 (X_l) X—>0 (X—l)
X ex(xP=2x+D L x4k -x . 2X*=x (o
= lim > = lim > = —— ==
x>0 (x-1) x> (x-1) x>0 X© —2X +1 o
2
= lim 2 =2
X—o0 X

Luego y=1-x+ 2, es decir, [y =x + 2es A.O.
5) Monotonia:

3x*(x-1) - x*2(x-D1 _

Comenzamos calculando la derivada: f'(x) =

[(x-1)]?
C(X=DBxA(x-1) -2x] _ 3x*-3x?-2x® _[x*-3x’
) (x-1* x| (x=D?

Separamos R en intervalos mediante los puntos siguientes:
a) Discontinuidades de f: x=1.
b) Discontinuidades de " x=1.

x=0
¢) Puntosqueanulan f: x*-3x*=0 = x’(x-3)=0 = {

>, que no coincide con f(x)

La

X—3=0=>x=3

Los puntos obtenidos son 0, 1 y 3. Mediante ellos, dividimos R en intervalos para

estudiar el signo de f'y, de ahi, deducir la monotonia de f:

(0,00 | 0 0,1) 1 /(3| 3 (3, +)
fro 4+ 0 + A - 0 +

f 7 ? 7 i N | min 7




6)

7)

En x =0 tendremos, probablemente, un punto de inflexion. Las coordenadas del

minimo obtenido son:
3
3 z =6,75 = minen (3,6.75)

e Six=3 = f@3)= a7

Curvatura:

Comenzamos calculando la derivada segunda:

(3x* —6x)(x=1)° - (* =3x*)3(x=1)*1 _

f(x) =

[(x-1)°T°
_ (x=D)’[3x* —6x)(x =1 =3(x* =3x*)] _ 3x* —3x* —6x* +6x—=3x* +9x* _
(x-1)° (x-1)*
| 6x
(x-D*

Separamos R en intervalos mediante los puntos siguientes:

a) Discontinuidadesde f y f" 1.

b) Discontinuidades de f": 1.

c) Puntosqueanulan f": 6x=0 = x=0.

Dividimos R en intervalos mediante los puntos obtenidos: 0y 1. Creamos el cuadro
correspondiente, para estudiar el signo de f ", el cual es el mismo dentro de cada
uno de los intervalos resultantes.El signo de f" nos dice la curvatura de f:

(0, 0) 0 ©,1) 1 (1, +o0)

fr _ 0 + A +

f | m(concava) | P.I. | U (convexa) | A @ U (convexa)
El punto de inflexion es (0, 0), puesto que f(0) = 0.

Gréfica: Utilizando todos los resultados anteriores, y completando, si es necesario,
con una pequefa tabla de valores, obtenemos la gréfica de la funcion, que es la si-
guiente. En el dibujo se han incluido las asintotas, en color verde, que sirven de
ayuda para dibujar la funcién.




3) Estudiar y dibujar la graficade: y=

1)
2)

3)

4)

5)

x> —5x+7
X—2
Dominio: R — {2} (2 anula el denominador).

B 2
S(X)+7 _ X A5x+T que no coincide con f(x) ni

. _ (=x)?
Par / Impar: f(-x) =

-X-2 -X-2
_ X?P=BXx+7 _ X*—5x+7 .
tampoco con —f(x) = — = . Luego no es par ni impar.
X—2 —X+2
Cortes con losejes: Si x=0 = y=-7/2 = Cortaen (0,-7/2).
+ ./ _
Siy=0 = 0=x-5x+7 = X:# — No corta a OX.
= (0,0)y(=3,0).
Asintotas:
2 f—
a) AH: Iimﬂ:w = No tiene.
X—00 X_2
e o x> -5x+7 (1
b) AV: 2 es la tnica discontinuidad. Y |Irg—2=[6j=oo = .
X—> X_
x> —5x+7
2 2
¢) AO: m= im T~ im e X=2 i XX % -
X—0 ¥ X—0 X X—o0 X(X—Z) x>0 X< —2X
2
= (ﬁj = ||mX_2 =1
o0 X*}OOX
2Q 2 _ _
0= im(f ) —mx) = fim| 22X ] = g X=X = X(X=2)
X—>00 X—>00 X—2 X—>00 X—2
o X2 -BXHT-XP 42X . =3x+7 _ (o) _ . —3x _
= lim = lim =|—|=lim—— =-3
X—>o0 X—2 Xon X —2 00 x>0 X
Por tanto, y =1-x— 3, 0 sea, y=x—3les A.O.
— — f— 2 f— .
Monotonia: f'(x) = (2x=5)(x=2) ()Z Sx+ 7)1 =
(x-2)
_ 2x* —4x—5x+10-x*+5x -7 _|x*—4x+3
(x-2)* (x-2)°
a) Discontinuidades de f: x=2.
b) Discontinuidades de f": x=2.
6
—=3
+16— +
¢) Puntosqueanulan " x*—4x+3=0 = x= 4+v16-12 = 4+2 :<2
2 2 2 4
2

Los puntos obtenidos son 1,2 y 3. Mediante ellos, dividimos R en intervalos para
estudiar el signo de f'y, de ahi, deducir la monotonia de f:

(~o0,1) | 1 1,2 2 1(2,3) 3 | (3, +x)
f + 0 — 1 — 0 +
f 2 Max N a N min 2
1-5+7

e f(1)= =-3 = Méxen(1,-3).




6)

7)

o f(3):¥:1 = minen(3,1).

Curvatura:
£7(x) = (2x —4)(x - 2)* — (x* ;£21x+3)2(x—2)-1 _
[(x-2)7]
_ (X=2[(2x—4)(x—2)—2(x* —4x+3)] _ 2x* —4x—4Xx+8-2X" +8Xx—6 _
) (x-2)* ) (x=2)° )
B 2
(x-2)°

Separamos R en intervalos mediante los puntos siguientes:

o Discontinuidadesde f y f" 2.

o Discontinuidades de f": 2.

o Puntos que anulan f": 2=0 = Ningun valor de x lo hace posible.
Dividimos R en intervalos mediante el punto obtenido: 2. Creamos el cuadro co-
rrespondiente, para estudiar el signo de f", el cual es el mismo dentro de cada uno
de los intervalos resultantes.El signo de f " nos dice la curvatura de f:
(~o0, 2) 2 (2, +o0)
f" - i +
f N (concava) | A | L (convexa)
No tiene puntos de inflexion.

Gréfica: Utilizando todos los resultados anteriores, y completando, si es necesario,
con una pequefia tabla de valores, obtenemos la gréfica de la funcién, que es la si-
guiente.

Nos o
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