
PROBLEMAS RESUELTOS DE GRÁFICAS DE FUNCIONES 

1) Halle los intervalos de monotonía y los extremos relativos, los intervalos de curvatu-

ra y los puntos de inflexión de la función  g(x) = x
3
 + 3x

2
 + 3x. Represéntela gráfi-

camente.

1. Monotonía. Extremos relativos. Como g '(x) = 3x
2
 + 6x + 3, tenemos:

 Discontinuidades de  g  ó  g ': No tiene (son polinómicas).

 g '(x) = 0:   3x
2
 + 6x + 3 = 0      x

2
 + 2x + 1 = 0      (x + 1)

2
 = 0   

x = –1. 

Dividimos  R  en intervalos mediante el único punto obtenido: 
(-∞, –1) –1 (–1, +) 

g ' + 0 + 

g  ... 

Siempre es creciente y no tiene extremos relativos. En  x = – 1  tendrá pendiente 

horizontal, puesto que se anula la derivada. 

2. Curvatura. Puntos de inflexión.

g "(x) = 6x + 6

 Discontinuidades de  g,  g '  ó  g ': No tiene (son polinómicas).

 g "(x) = 0:   6x + 6 = 0      x = –1.

Dividimos  R  en intervalos mediante el único punto obtenido: 
(-∞, –1) –1 (–1, +) 

g " – 0 + 

g  P.I.  

Tiene un punto de inflexión en  (–1, –1). 

3. Gráfica.

Como  g  es polinómica, no tiene discontinuidades ni asíntotas. No es ni par ni

impar, puesto que:

g(–x) = (–x)
3
 + 3(–x)

2
 + 3(–x) = – x

3
 + 3x

2
 – 3x =

= – ( x
3
 – 3x

2
 + 3x)

Los cortes con los ejes son: 

x
3
 + 3x

2
 + 3x = 0      x(x

2
 + 3x + 3) = 0      x = 0

ó   x
2
 + 3x + 3 = 0

puesto que un producto vale 0 si, y sólo si algún 

factor se anula. Y la ecuación de segundo grado no 

tiene solución, por lo que sólo corta a los ejes en 

(0, 0). Por ello, para afinar un poco nos vemos obli-

gados a usar una pequeña tabla de valores, con lo 

que obtenemos la gráfica adjunta. 

2) Sea la función .96)( 23 xxxxf   

a) Estudie la monotonía y calcule los extremos relativos de f.

f '(x) = –3x
2
 + 12x – 9

 Discontinuidades de  f  ó  de  f ': No tiene.

 f '(x) = 0:  x
2
 – 4x + 3 = 0      x = 1  ó  x = 3.

Dividimos  R  en intervalos mediante estos puntos: 
(–∞, 1) 1 (1, 3) 3 (3, +) 

f ' – 0 + 0 – 

f  mín  Máx 

Tiene un mínimo relativo en (1, –4) y un máximo relativo en (3, 0). 
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b) Estudie la curvatura y calcule el punto de inflexión de f.

f "(x) = –6x + 12

 Discontinuidades de  f ,  f '  ó  f ": No tiene.

 f "(x) = 0:  – 6x + 12 = 0      x = 2.

Dividimos  R  en intervalos mediante este punto: 
(–∞, 2) 2 (2, +) 

f " + 0 – 

f  P.I.  

Tiene un punto de inflexión en  (2, –2). 

c) Represente gráficamente la función.

Llevando los datos que conocemos a un gráfico, y consi-

derando que pasa por (0, 0), la gráfica debe ser como la

de la figura adjunta.

3) Dibujar la siguiente función. El estudio de la parábola debe incluir el cálculo del eje,

del vértice y de las intersecciones con los ejes:

f(x) = 














14

11,12

1,3

2 xsixx

xsix

xsix

 (2 puntos) 

Como es una función definida a trozos, constituida a partir de tres funciones muy 

sencillas: dos rectas y una parábola, el trazado es muy fácil dibujando éstas y res-

tringiéndolas a las zonas correspondientes. Haremos esto en lugar del estudio gene-

ral. 

Las rectas   y = – x + 3    y    y = 2x + 1  se dibujan fácilmente mediante una pequeña 

tabla de valores, que puede hacerse de memoria. Al hacerlo, hay que restringirlas 

sólo a las zonas donde coinciden con  f,  esto es, a (–, –1]  y a (–1, 1) respectiva-

mente. Todo ello lo hemos reflejado directamente en la gráfica. Por tanto, nos cen-

tramos en el estudio de la parábola  y = – x
2
 + 4x.

 Se trata de una función cóncava, puesto que el

coeficiente de x
2
 es negativo.

 El eje es:  x = 2
2

4

2









a

b
, es decir, la recta de 

ecuación  x = 2.

 Como  f(2) = – 4 + 8 = 4, el vértice es (2, 4).

 Intersección con OY:  x = 0      y = 0:  (0, 0).

 Intersección con OX:  y = 0      0 = – x
2
 + 4x

   0 = x(– x + 4)      x = 0   ó   x = 4.

Es decir: (0, 0)  y  (4, 0).

Con estos datos y una pequeña tabla de valores adi-

cional, dibujamos la parábola. Y la gráfica resultan-

te la restringimos a la zona donde coincide con  f, o 

sea, a  (1, +). 

Y así hemos dibujado la gráfica. 
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4) Estudiar y dibujar la gráfica de
1

22






x

xx
y , comprobando previamente que sus 

derivadas son: 
2

2

)1(

22
'






x

xx
y ; 

3)1(

2
"




x
y

Comencemos derivando: 

y ' = 
2

2

)1(

1)·2()1)(22(





x

xxxx
 = 

2

22

)1(

22222





x

xxxxx
 = 

2

2

)1(

22





x

xx

y " = 
22

22

])1[(

1)1(2)22()1)(22(





x

xxxxx
 = 

= 
4

2

)1(

]2)22()1)(22)[(1(





x

xxxxx
 = 

3

22

)1(

4422222





x

xxxxx
 = 

= 
3)1(

2




x

a) Dominio:  R – { –1 }  (se anula el denominador)

b) Par / Impar:  f(–x) =
1

)(2)( 2





x

xx
 =

1

22





x

xx
      Ni par ni impar. 

c) Intersecciones con los ejes:   x = 0      y = 0:  (0, 0).

y = 0    0 = 
1

22





x

xx
  0 = x

2
 + 2x      0 = x(x + 2)     x = 0   ó   x = –2.

Por tanto, corta en  (0, 0) y en (–2, 0). 

d) Asíntotas:

1) AH: 




 1

2
lim

2

x

xx

x
      No tiene. 

2) AV: Tenemos discontinuidad en  x = –1    






 






 0

1

1

2
lim

2

1 x

xx

x
. Por 

tanto, la recta x = – 1  es A.V. 

3) A.O.:

m = 
x

xf

x

)(
lim


 = 

x

x

xx

x

1

2

lim

2






 = 

)1(

2
lim

2





 xx

xx

x
 = 

xx

xx

x 



 2

2 2
lim  =  1 

n =  mxxf
x




)(lim  = 














x

x

xx

x 1

2
lim

2

 = 
1

)1(2
lim

2





 x

xxxx

x
 = 

= 
1

2
lim

22





 x

xxxx

x
= 

1
lim

 x

x

x
 = 1 

Luego la recta  y = x + 1 es A.O. 

e) Monotonía:

 Discontinuidades de  f:  x = –1.

 Discontinuidades de  f ':  x = –1.

 f '(x) = 0   
2

2

)1(

22





x

xx
= 0      x

2
 + 2x + 2 = 0   

2

842 
x

que no tiene solución. 

Como –1  es el único punto obtenido, tenemos: 
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(–∞, –1) –1 (–1, +) 

f  ' + / + 
f  / 

No tiene extremos relativos. 

f) Curvatura:

 Discontinuidades de  f  y  f ':  x = –1.

 Discontinuidades de  f ":  x = –1.

 f "(x) = 0      
3)1(

2




x
 = 0      – 2 = 0      No es posible. 

Como –1  es el único punto obtenido, tenemos: 
(–∞, –1) –1 (–1, +) 

f  " + / – 
f  (convexa) /  (cóncava) 

g) Gráfica: Las asíntotas se han dibujado de color verde. Combinando todos los re-

sultados anteriores, se obtiene:

5) Estudiar y dibujar la gráfica de
2)5( 


x

x
y , comprobando previamente que sus 

derivadas son: 
3)5(

5
'






x

x
y ; 

4)5(

)10(2
"






x

x
y

Comencemos derivando: 

y' = 
4

2

)5(

)5(2)5(1





x

xxx
 = 

4)5(

]2)5)[(5(





x

xxx
 = 

3)5(

5





x

x

y" = 
23

23

])5[(

)5(3)5()5(1





x

xxx
 = 

6

2

)5(

)]153()5([)5(





x

xxx
 = 

4)5(

1535





x

xx
= = 

4)5(

202





x

x
 = 

4)5(

)10(2





x

x

a) Dominio. D(f) = R – { – 5 } 

b) Par / Impar.  f(–x) =
2)5( 



x

x
 = 

2)5( 


x

x
, que no coincide ni con  –f(x)  ni 

con  f(x), por lo que no es par ni impar. 
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c) Intersecciones con los ejes. x = 0      y = 0.  Análogamente, y = 0      x = 0.

Por tanto, corta únicamente en (0, 0) a los ejes.

d) Asíntotas.

i) AH.
2)5(

lim
 x

x

x
 = 












 = 

2510
lim

2  xx

x

x
 = 

2
lim

x

x

x 
 = 

xx

1
lim


 = 











1

= 0. Por tanto,  y = 0 es AH. 

ii) AV. Probamos en la discontinuidad:
25 )5(

lim
 x

x

x
 = 







 

0

5
 =  . De ello, 

deducimos que  x = – 5 es AV. 

iii) AO. Si intentamos calcularla, saldrá, de nuevo, la horizontal ya obtenida.

e) Monotonía.

 Discontinuidades de  f :  – 5 (anula el denominador).

 Discontinuidades de  f ': – 5

 f '(x) = 0:
3)5(

5





x

x
 = 0      – x + 5 = 0      x = 5 

Dividimos  R  en intervalos mediante los dos puntos obtenidos: 

(–∞, –5) –5 (–5, 5) 5 (5,+ ∞) 

f ' – / + 0 – 

f  /  Máx 

Tiene un máximo en (5, 0.05). 

f) Curvatura.

 Discontinuidades de  f,  f ' :  – 5 (anula el denominador).

 Discontinuidades de  f ": – 5

 f "(x) = 0:
4)5(

)10(2





x

x
 = 0      2(x – 10) = 0      x = 10 

Dividimos  R  en intervalos mediante los dos puntos obtenidos: 

(–∞, –5) –5 (–5, 10) 10 (10,+ ∞) 

f " – / – 0 + 

f  (cóncava) /  (cóncava) P.I.  (convexa) 

Punto de inflexión en (10, 0.044) 

g) Gráfica. Las asíntotas están en verde.

Se ha exagerado la amplitud de cada

unidad del eje de ordenadas para poder

ver un poco la forma, ya que el máxi-

mo relativo y el punto de inflexión se

hallan muy próximos al eje de ordena-
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6) Estudiar y dibujar la gráfica de
3

4 2






x

x
y , comprobando previamente que sus deri-

vadas son: 
2

2

)3(

46
'






x

xx
y ; 

3)3(

10
"






x
y

Comenzamos derivando: 

2

2

)3(

)4()3(2
'






x

xxx
y  = 

2

22

)3(

462





x

xxx
 = 

2

2

)3(

46





x

xx

4

22

)3(

)3(2)46()3)(62(
"






x

xxxxx
y  = 

= 
4

2

)3(

]2)46()3)(62)[(3(





x

xxxxx
 = 

3

22

)3(

812218662





x

xxxxx
 = 

=
3)3(

10





x

a) Dominio: R – { 3 },  ya que ese valor anula el denominador. 

b) Intersecciones con los ejes:  x = 0      y = – 4/3 :   (0, – 4/3) 

y = 0      4 – x
2
 = 0      x

2
 = 4      x = – 2  ó  x = 2 :   (–2, 0);  (2, 0) 

c) Par / Impar:   f(–x )=
3

)(4 2





x

x
=

)3(

4 2





x

x
 que no coincide ni con  f(x)  ni con  –

f(x). Por ello, no es par ni impar. 

d) Asíntotas:

AH:   
3

4
lim

2





 x

x

x
 = 

x

x

x

2

lim



 = 


)(lim x

x
      No tiene AH. 

AV:   Tomamos límite en el punto de discontinuidad: 






 






 0

5

3

4
lim

2

3 x

x

x

   La recta  x = 3  es AV. 

AO:   m = 
x

xf

x

)(
lim


 = 

x

x

x

x

3

4

lim

2






 = 

xx

x

x 3

4
lim

2

2






 = 

2

2

lim
x

x

x




 = – 1 

n =  mxxf
x




)(lim  = 














)(

3

4
lim

2

x
x

x

x
 = 

3

)3(4
lim

2





 x

xxx

x
 = 

= 
3

34
lim

22





 x

xxx

x
 = 

3

34
lim





 x

x

x
 = 

x

x

x

3
lim




 = – 3 

Por tanto, la recta  y= – x – 3 es A.O. 

e) Monotonía / Extremos relativos:

 Discontinuidades de  f :  3

 Discontinuidades de  f ':  3

 f '(x) = 0:   – x 
2
 + 6x – 4 = 0      x 

2
 – 6x + 4 = 0   
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   x = 
2

16366 
 = 

2

206
 = 

2

526
 = 53

Dividimos  R  en intervalos mediante los dos puntos obtenidos: 

(–∞, 53 ) 53 ( 53 , 3) 3 (3, 53 ) 53 ( 53 ,+ ∞) 

f ' – 0 + / + 0 – 

f  Mín  /  Máx 

Tiene un mínimo en ( 53 , –1.53)  y un máximo en ( 53 , –10.47). 

f) Curvatura / Puntos de inflexión:

 Discontinuidades de  f,  f ' :  3

 Discontinuidades de  f ":  3

 f "(x) = 0:   No hay ningún valor

Dividimos  R  en intervalos mediante los dos puntos obtenidos:

(–∞, 3) 3 (3,+ ∞) 

f " + / – 

f  (convexa) /  (cóncava) 

g) Gráfica:

7) Estudiar y dibujar la gráfica de
4

3
2

2






x

x
y , comprobando previamente que sus deri-

vadas son  
22 )4(

14
'






x

x
y

32

2

)4(

)43(14
"






x

x
y . 

Comenzamos derivando: 

f '(x) = 
22

22

)4(

)3(2)4(2





x

xxxx
 = 

22

22

)4(

)]3()4[(2





x

xxx
 = 

22

22

)4(

)34(2





x

xxx
 = 

  = 
22 )4(

)7(2





x

x
 = 

22 )4(

14





x

x

f "(x) = 
42

222

)4(

2)4(214)4(14





x

xxxx
 = 

42

22

)4(

]414)4(14)[4(





x

xxxx
 = 

= 
32

22

)4(

)44(14





x

xx
 = 

32

2

)4(

)43(14





x

x
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a) Dominio. Dom(f) = R – {–2, 2}, ya que los valores de x  que anulan el denomi-

nador son –2 y 2,

b) Par / Impar.  f(–x) =
4)(

3)(
2

2





x

x
 = 

4

3
2

2





x

x
      es PAR. 

c) Intersecciones con los ejes.

 x = 0      y = – 3/4.   Corta en  (0, – 3/4). 

 y = 0      x
2
 + 3 = 0 (siempre que las soluciones no anulen, también, el de-

nominador)      x = 3       No corta al eje OY.

d) Asíntotas.

 Asíntota horizontal: Como 
4

3
lim

2

2

 



 x

x

x
 = 1, puesto que la máxima potencia

de x tanto del numerador como del denominador es 2, y los coeficientes de

los términos correspondientes valen, ambos, 1, siendo su cociente, también,

1. Por tanto, la recta horizontal de ecuación  y = 1  es A.H. 

 Asíntota vertical: Hay dos discontinuidades para estudiar:

4

3
lim

2

2

2 



 x

x

x
 = 









0

7
      La recta vertical de ecuación  x = –2 es A.V. 

4

3
lim

2

2

2 



 x

x

x
 = 









0

7
      La recta vertical de ecuación  x = 2 es A.V. 

 Asíntota oblicua: Como tiene A.H. tanto por el lado del +∞  como por el del

–∞, si intentamos calcular la A.O. obtendríamos otra vez la A.H.

e) Monotonía / Extremos relativos

 Discontinuidades de  f :  –2 y 2 (no están en el dominio)

 Discontinuidades de  f ': –2 y 2 (anulan el denominador, por lo que no tienen

imagen)

 Puntos que anulan  f ':  –14x = 0     x = 0.

Dividimos el dominio en intervalos mediante los puntos obtenidos y averigua-

mos el signo de f ' en cada uno de ellos, para lo que basta elegir un punto arbitra-

rio del intervalo en cuestión y sustituirlo en  f ', anotando su signo, porque en to-

dos los puntos del intervalo el signo de  f '  es el mismo (garantizado por el Teo-

rema de Bolzano). Como el denominador de  f ' es el cuadrado de una expresión, 

siempre va a ser positivo, con lo que basta comprobar el signo del numerador: 

(–∞, –2) –2 (–2, 0) 0 (0, 2) 2 (2, +∞) 

f ’ + / + 0 – / – 
f  /  Máx  / 

Como  f (0) = –3/4, las coordenadas del máximo relativo son  (0, –3/4) 

f) Curvatura / Puntos de inflexión

 Discontinuidades de  f , f  ', f ":  –2 y 2 (no están en el dominio)

 Puntos que anulan  f ":  14(3x
2
 + 4) = 0     3x

2
 + 4 = 0      x = 3/4

 No hay.

Dividimos el dominio en intervalos: 
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(–∞, –2) –2 (–2, 2) 2 (2, +∞) 

f " + / – / + 
f  /  /  

Por tanto, no tiene puntos de inflexión. 

g) Gráfica

Hemos dibujado en color verde las dos asíntotas verticales y la asíntota horizontal.

La gráfica queda como sigue, aprovechando los conocimientos que de la función te-

nemos merced al estudio que de ella hemos realizado:

8) Estudiar y dibujar la gráfica de
2

2

1

x
y

x



, comprobando previamente que sus deri-

vadas son  
2

2

2
'

( 1)

x
y

x






3

2

4 12
"

( 1)

x
y

x





. 

Comenzamos derivando: 

f '(x) = 
2

2

2( 1) 2 2

( 1)

x x x

x

 


 = 

2

2

2 2 4

( 1)

x

x

 


 = 

2

2

2

( 1)

x

x





f "(x) = 
2 2 2 2

2

4 ( 1) ( 2 2)2( 1)2

( 1)

x x x x x

x

     


 = 

2

2

( 1)[ 4 ( 1) ( 2 2)4 ]

( 1)

x x x x x

x

     


= 

 = 
3

2

4 4 ( 8 8 )

( 1)

x x x x

x

    


 = 

3

2

4 4 8 8

( 1)

x x x x

x

   


 = 

3

2

4 12

( 1)

x

x





a) Dominio. Dom(f) = R – {–1, 1}, ya que los valores de x  que anulan el denomi-

nador son –1 y 1, 

b) Par / Impar.  f(–x) =
2

2( )

( ) 1

x

x



 
 = 

2

2

1

x

x



 = – f(x)      es IMPAR. 

c) Intersecciones con los ejes.

 x = 0      y = 0.   Corta en  (0, 0). 

 y = 0      2x = 0 (siempre que las soluciones no anulen, también, el deno-

minador)    x = 0 (que no anula el denominador)    Corta en  (0, 0).

d) Asíntotas.

 Asíntota horizontal: Como
2 

2
lim

1x

x

x  
 = 

2 

2
lim
x

x

x 
 = 

 

2
lim
x x 

 = 
2 

 
 

 = 0      

la recta horizontal de ecuación  y = 0  es A.H. 

 Asíntota vertical: Hay dos discontinuidades para estudiar:
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2 -1

2
lim

1x

x

x 
 = 

2

0

 
 


      La recta vertical de ecuación  x = –1 es A.V. 

2 1

2
lim

1x

x

x 
 = 

2

0

 
  

 
      La recta vertical de ecuación  x = 1 es A.V. 

 Asíntota oblicua: Como tiene A.H. tanto por el lado del +∞  como por el del

–∞, si intentamos calcular la A.O. obtendríamos otra vez la A.H.

e) Monotonía / Extremos relativos

 Discontinuidades de  f :  –1 y 1 (no están en el dominio)

 Discontinuidades de  f ': –1 y 1 (anulan el denominador, por lo que no tienen

imagen)

 Puntos que anulan  f  ':  – 2x
2
 – 2 = 0     –2 = 2x

2
      1  = x      No

hay.

Dividimos el dominio en intervalos mediante los puntos obtenidos: 
(–∞, –1) –1 (–1, 1) 1 (1, +∞) 

f ’ – / – / – 
f  /  / 

No tiene extremos relativos. 

Si nos hubiésemos fijado en la primera derivada, veríamos que el signo del de-

nominador es siempre negativo (o cero, fuera del dominio). En el numerador, te-

nemos el producto de un número siempre positivo o cero  x
2
  por un número ne-

gativo:  –2, lo que siempre resulta negativo o cero; y al restarle  2  nos saldrá 

siempre negativo. Por tanto el cociente es, menos entre más, igual a menos, 

siempre. O sea, que si la derivada es negativa donde existe, la función siempre 

es decreciente, donde existe. Con esto, no tendríamos porqué haber estudiado el 

cuadro de monotonía anterior. 

f) Curvatura / Puntos de inflexión

 Discontinuidades de  f , f  ', f ":  –1 y 1 (no están en el dominio)

 Puntos que anulan  f ":  4x
3
 + 12x = 0     x

3
 + 3x = 0     x(x

2
 + 3) = 0   

x
2
 + 3 = 0 (que no es posible)  ó  x = 0.

Dividimos el dominio en intervalos: 
(–∞, –1) –1 (–1, 0) 0 (0, 1) 1 (1, +∞) 

f " – / + 0 – / + 
f  /  P.I.  /  

Por tanto, (0, 0) es un punto de 

inflexión. 

g) Gráfica

Combinando los resultados anterio-

res, se obtiene: 
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PROBLEMAS RESUELTOS DE GRÁFICAS DE FUNCIONES (2) 

1) Estudiar y dibujar la gráfica de:   y = x
3
 + 3x

2

1) Dominio: R (es polinómica).

2) Par / Impar:  f(–x) = (–x)
3
 + 3(–x)

2
 = – x

3
 + 3x

2
, que no coincide con  f(x)  ni tampo-

co con  –f(x) = – x
3
 – 3x

2
. Luego no es par ni impar.

3) Cortes con los ejes:  Si  x = 0      y = 0      Corta en (0, 0).

Si  y = 0      0 = x
3
 + 3x

2
       x

2
(x + 3) = 0   
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002

xx

xx
    

   (0, 0) y (–3, 0). 

4) Asíntotas: Las funciones polinómicas nunca tienen asíntotas.

5) Monotonía:

Comenzamos calculando la derivada:  f '(x) = 3x
2
 + 6x

Separamos  R  en intervalos mediante los puntos siguientes:

a) Discontinuidades de  f:  No tiene (es polinómica).

b) Discontinuidades de  f ': Tampoco, por la misma razón.

c) Puntos que anulan  f ':   3x
2
 + 6x = 0      x(3x + 6) = 0   









2063

0

xx

x

Los puntos obtenidos son  0  y  –2. Los intervalos resultantes dan lugar al siguiente 

cuadro; dentro de cada intervalo, el signo de  f ' no varía, por lo que, para averiguar-

lo, damos un valor cualquiera a  x  dentro del intervalo en estudio. Y según el signo 

de  f ' tenemos la monotonía de  f: 
(–∞, –2) –2 (–2, 0) 0 (0, +) 

f  ' + 0 – 0 + 
f  Máx  mín 

Las coordenadas de los extremos relativos encontrados son: 

 Si x = –2      f(–2) = (–2)
3
 + 3(–2)

2
 = –8 +12 = 4      Máx en (–2, 4)

 Si x = 0      f(0) = 0      mín en (0, 0).

6) Curvatura:

Comenzamos calculando la derivada segunda:  f "(x) = 6x + 6 

Separamos  R  en intervalos mediante los puntos siguientes:

a) Discontinuidades de  f  y  f ':  No tienen (son polinómicas).

b) Discontinuidades de  f ": Tampoco, por la misma razón.

c) Puntos que anulan  f ":   6x + 6 = 0      x = –1

Sólo hemos obtenido el valor  –1. Creamos el cuadro correspondiente, para estudiar 

el signo de  f " en cada intervalo resultante, dando a  x  un valor cualquiera dentro 

del intervalo en cuestión. El signo de  f " nos dice la curvatura de  f: 
(–∞, –1) –1 (–1, +) 

f " – 0 + 

f  (cóncava) P.I.  (convexa)

El punto de inflexión es (–1, 2), puesto que f(–1) = 

= (–1)
3
+ 3(–1)

2
 = –1 + 3 = 2

7) Gráfica: Utilizando todos los resultados anteriores, y

completando, si es necesario, con una pequeña tabla de

valores, obtenemos la gráfica de la función, que es la

adjunta.
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2) Estudiar y dibujar la gráfica de:   y =
2

3

)1( x

x

1) Dominio: R – {1} (x = 1 anula el denominador, y no se puede dividir entre 0).

2) Par / Impar:  f(–x) =
2

3

)1(

)(





x

x
 = 

2

3

)]1([ 



x

x
 = 

2

3

)1( 


x

x
, que no coincide con  f(x)  

ni con  –f(x). Luego no es par ni impar. 

3) Cortes con los ejes:  Si  x = 0      y = 0      Corta en (0, 0).

Si  y = 0      0 = x
3
      x = 0      (0, 0).

4) Asíntotas:

a) AH: 
2

3

)1(
lim

 x

x

x
 = 














 
x

x

x

xx

x

xxx
limlim

12
lim

2

3

2

3

     No tiene. 

b) AV: Probamos en el punto de discontinuidad: 









 0

1

)1(
lim

2

3

1 x

x

x
      La 

recta x = 1 es AV. 

c) AO: m =
x

xf

x

)(
lim


= 

x

x

x

x

2

3

)1(
lim




= 

2

3

)1(
lim

 xx

x

x
= 

)12(
lim

2

3

 xxx

x

x
= 

xxx

x

x  23

3

2
lim  = 












 = 

3

3

lim
x

x

x 
 = 1lim

x
 = 1. 

n =  mxxf
x




)(lim  = 










x

x

x

x
·1

)1(
lim

2

3

 = 
2

23

)1(

)1(
lim





 x

xxx

x
 = 

   = 
2

23

)1(

)12(
lim





 x

xxxx

x
 = 

2

233

)1(

2
lim





 x

xxxx

x
 = 

12

2
lim

2

2





 xx

xx

x
 = 












 = 

   = 
2

22
lim

x

x

x 
 = 2 

Luego   y = 1·x + 2, es decir, y = x + 2 es A.O. 

5) Monotonía:

Comenzamos calculando la derivada:  f '(x) =
22

322

])1[(

1)·1(2)1(3





x

xxxx
 = 

= 
4

32

)1(

]2)1(3)[1(





x

xxxx
 = 

3

323

)1(

233





x

xxx
 = 

3

23

)1(

3





x

xx

Separamos  R  en intervalos mediante los puntos siguientes: 

a) Discontinuidades de  f:  x = 1.

b) Discontinuidades de  f ':  x = 1.

c) Puntos que anulan  f ':   x
3
 – 3x

2
 = 0      x

2
(x – 3) = 0   
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Los puntos obtenidos son  0, 1  y  3. Mediante ellos, dividimos R en intervalos para 

estudiar el signo de  f ' y, de ahí, deducir la monotonía de  f: 
(–∞, 0) 0 (0, 1) 1 (1, 3) 3 (3, +) 

f  ' + 0 + / – 0 + 
f  ?  /  mín 
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En  x = 0  tendremos, probablemente, un punto de inflexión. Las coordenadas del 

mínimo obtenido son: 

 Si x = 3      f(3) = 75,6
4

27

)13(

3
2

3




      mín en (3, 6.75) 

6) Curvatura:

Comenzamos calculando la derivada segunda:  

f "(x) = 
23

22332

])1[(

1·)1(3)3()1)(63(





x

xxxxxx
 = 

     = 
6

2322

)1(

)]3(3)1)(63[()1(





x

xxxxxx
 = 

4

23223

)1(

936633





x

xxxxxx
 = 

     = 
4)1(

6

x

x

Separamos  R  en intervalos mediante los puntos siguientes: 

a) Discontinuidades de  f  y  f ':  1.

b) Discontinuidades de  f ": 1.

c) Puntos que anulan  f ":   6x = 0      x = 0.

Dividimos R en intervalos mediante los puntos obtenidos:  0 y 1. Creamos el cuadro 

correspondiente, para estudiar el signo de  f ", el cual es el mismo dentro de cada 

uno de los intervalos resultantes.El signo de  f " nos dice la curvatura de  f: 
(–∞, 0) 0 (0, 1) 1 (1, +) 

f " – 0 + / + 

f  (cóncava) P.I.  (convexa) /  (convexa)

El punto de inflexión es (0, 0), puesto que f(0) = 0. 

7) Gráfica: Utilizando todos los resultados anteriores, y completando, si es necesario,

con una pequeña tabla de valores, obtenemos la gráfica de la función, que es la si-

guiente. En el dibujo se han incluido las asíntotas, en color verde, que sirven de

ayuda para dibujar la función.
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3) Estudiar y dibujar la gráfica de:   y =
2

752





x

xx

1) Dominio: R – {2} (2 anula el denominador).

2) Par / Impar:  f(–x) =
2

7)(5)( 2





x

xx
 = 

2

752





x

xx
, que no coincide con  f(x)  ni 

tampoco con  –f(x) = 
2

752






x

xx
 = 

2

752





x

xx
. Luego no es par ni impar. 

3) Cortes con los ejes:  Si  x = 0      y = –7/2      Corta en (0, –7/2).

Si  y = 0      0 = x
2
 – 5x + 7     x =

2

28255 
  No corta a OX. 

   (0, 0) y (–3, 0).

4) Asíntotas:

a) AH: 
2

75
lim

2





 x

xx

x
 =       No tiene. 

b) AV: 2 es la única discontinuidad. Y 













 0

1

2

75
lim

2

2 x

xx

x
    x = 2 es AV. 

c) AO:  m =
x

xf

x

)(
lim


 = 

x

x

xx

x

2

75

lim

2






 = 

)2(

75
lim

2





 xx

xx

x
 = 

xx

xx

x 2

75
lim

2

2






 = 

= 











 = 

2

2

lim
x

x

x 
 = 1 

n =  mxxf
x




)(lim  = 














x

x

xx

x
·1

2

75
lim

2

 = 
2

)2(75
lim

2





 x

xxxx

x

= 
2

275
lim

22





 x

xxxx

x
 = 

2

73
lim





 x

x

x
 = 












 = 

x

x

x

3
lim




 = –3 

Por tanto,  y = 1·x – 3, o sea,  y = x – 3 es A.O. 

5) Monotonía: f '(x) =
2

2

)2(

1)·75()2)(52(





x

xxxx
 = 

= 
2

22

)2(

7510542





x

xxxxx
 = 

2

2

)2(

34





x

xx

a) Discontinuidades de  f:  x = 2.

b) Discontinuidades de  f ':  x = 2.

c) Puntos que anulan  f ':   x
2
 – 4x + 3 = 0      x =

2

12164 
 = 

2

24 
 = 

1
2

2

3
2

6






Los puntos obtenidos son  1, 2  y  3. Mediante ellos, dividimos R en intervalos para 

estudiar el signo de  f ' y, de ahí, deducir la monotonía de  f: 

(–∞, 1) 1 (1, 2) 2 (2, 3) 3 (3, +) 

f  ' + 0 – / – 0 + 

f  Máx  /  mín 

 f(1) =
1

751




 = –3      Máx en (1, –3). 
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 f(3) =
1

7159 
 = 1      mín en (3, 1). 

6) Curvatura:

f "(x) = 
22

22

])2[(

1)·2(2)34()2)(42(





x

xxxxx
 = 

= 
4

2

)2(

)]34(2)2)(42)[(2(





x

xxxxx
 = 

3

22

)2(

6828442





x

xxxxx
 = 

= 
3)2(

2

x

Separamos  R  en intervalos mediante los puntos siguientes: 

o Discontinuidades de  f  y  f ':  2.

o Discontinuidades de  f ": 2.

o Puntos que anulan  f ":   2 = 0    Ningún valor de x lo hace posible.

Dividimos R en intervalos mediante el punto obtenido:  2. Creamos el cuadro co-

rrespondiente, para estudiar el signo de  f ", el cual es el mismo dentro de cada uno 

de los intervalos resultantes.El signo de  f " nos dice la curvatura de  f: 

(–∞, 2) 2 (2, +) 

f " – / + 

f  (cóncava) /  (convexa) 

No tiene puntos de inflexión. 

7) Gráfica: Utilizando todos los resultados anteriores, y completando, si es necesario,

con una pequeña tabla de valores, obtenemos la gráfica de la función, que es la si-

guiente.
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