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1) Comprobar que los vectores a=(1,1,3) b=(-1,2,00 y ¢=(1,3,5) son linealmente
dependientes. Encontrar la ecuacidon del plano que contiene a esos vectores y al punto

Q(-1,0,1).

1 1 3
rg(a,b,é)=rgl -1 2 0|—
1 35

Los vectores son linealmente dependientes.

113 11 3
>%rg0 3 3| (F=3f,-2f,)>rg0 3 3|=2—>
02 2

<F2:f2+f1
0 0O

E=f-1

x+1 y z-1
r=| 1 1 31=0->7=2x+y—2z+3=0
-1 2 0
2) Se consideran cinco puntos de coordenadas P(1,-1,2) Q(-2,2,3) R(-3,3,3) S(-3,3,0) vy

T(-3,4,3). Razona si forman parte del mismo plano
Con los cinco puntos construimos cuatro vectores y analizamos su rango

-3 3 -3 3 1
F,=3f,-4
rg(?Q,?,?,?)zrg gt 4! - Fz=322—4]{11 —rg @ b -
—4 4 -2 Fo=3f_af 0 0 -10
-4 5 AR T 0 3 -1
-3 3 1
<F3:f3—10f2>%rg g g ! =3 — Los vectores no son coplanarios.
0 3 -1

3) Sean los vectores i = (-1,2,3) v=(2,5-2) ¥=(413) y Z=(4,1-8)
a) éSe puede expresar x como combinacion lineal de # y v? Si es asi escribe dicha
combinacion lineal.
4=—-a+2b Resolviendo las dos
(4,1, 3) =a(-1,2, 3)+b(2, 5, - 2) — 1=2a+5b ; — 1 primeras ecuaciones salea=-2b=1—
3=3a-2b pero3#3(-2)-2-1
el sistema es incompatible — X no puede expresarse como
combinacion lineal de u y v
como combinacion lineal de # y v? Si es asi escribe dicha

—

b) ¢Se puede expresar Z
combinacién lineal.

4=—a+2b Resolviendo las dos primeras
(4,1,-8)=al-1,2,3)+b(2,5,-2) 5> 1=2a+5b |} —< ecuaciones salea=-2b=1 —7 =-2i+Vv
-8=3a-2b -8=3(-2)-2-1

c) éSon u v y zZ linealmente independientes? Justifica la respuesta.
7 ==2i+v — rgl(z, ii, V)= 2 — Son linealmentes dependientes

4) Dados los vectores i =(1,-1,2) y v= (3,1,-1) Halla el conjunto de vectores que siendo

perpendiculares a # pertenezcan al plano generado por u y v.
Si pertenecen al plano generado por u y v puede expresarse como combinacion lineal de u y v

w=aii+bv=all,-12)+b(3,1,-1)=(a+3b,—a+b,2a—b) >
Si wes perpendicular aii —w-ii=0—a+3b—(-a+b)+22a-b)=0—>a+3b+a—-b+4a-2b=0—
a=0y b puede tomar cualquier valor —>w = {(3b, b,—b) |be ER}



-2z-1=0
5) Dada la recta rdeterminada por los puntos A(1,1,1) y B(3,1,2) y la recta s s{x 2Z 0
y— =

averigua su posicion relativa y halla, si existe, el plano que las contiene.

{A(l, Ly F{A(L 1,1)

r

B(3,1,2) " |4B=4(2,0,1)
x—2z-120 ([x=lt2z CTLTH (1, 2, 0)
s = - —y=2 —S=q_ -
{y—2=0 {y=2 ., {usz(2,0,l)
0 1 -1
rg(ﬁr,ﬁs )zl%rg(A_Cl u,,u, )=rg 2 0 1 |=2->rectas paralelas
2 0 1
El plano que las contiene se construye :
A(1,1,1) x—=1 y-1 z-1
7={4C=(00,1,-1)>7z=| 0 1 —1|=0>7=x-2y-32z+3=0
i, =(2,0,1) 2 0 1
x=2+t
6) Dados el punto P(2,1,1) y la recta r=<y=3—¢ encuentra la ecuacion del plano que contiene a
z=4-3¢
ambos
x=2+t 4(2,3,4) x=2 y-3 z-4
r=<y=3—t —)VE{;(:zj(f’_‘? 3)—>7Z'E ﬁ=(0,2,3) —->rz=| 0 2 3 |1=0->
z=4-3¢ T i=(1,-1,-3) 1 -1 -3

r=3x-3y+2z-5=0
7) Calcula la ecuacion del plano que contiene a la recta definida por el punto (1,1,1) y el vector
(0,-5,3) y que pasa por el punto P(1,0,-5)

R(1,1,1) x=1 y-1 z-1
7={PR=(0,-1,-6)=| 0 -1 -6|=0— 7=x-1=0
i=(0,-5,3) 0 -5 3
x=1-2a
8) Dadas las rectas rsx_z Ml 2tm s=<y=-1+4a determina m para que las rectas
i 2 z=5-«a
sean secantes, y calcula, en ese caso, el punto de corte.
AR, -1,-m)  (B{,-1,5) , rgli, i, )=2 “LO A
r=1_ S =1 — 81 son sec antes — . -2 1 2 |=0—
{u,=(2, 1,2) {uﬁ(—z, 4,-1) {rg(AB,ﬁr,ﬁs):z o

—1+8(5+m)+2(5+m)+8=0—m=-59/10

Para calcular el punto de corte P se resuelve el sistema en paramétricas

x=2+42t x=1-2« 2+2t=1-2« . 6 |
r=qy=-1+t¢ s=qy=-1+4a — —1+t=—1+4a—>a=———>P—,—z,5—
59 _s 59 10 5 510
z="+2t far ¢ —+2U=5-a
10 10




9) Estudia, segun los distintos valores que puede tomar el parametro m las posiciones relativas

del plano p y de la recta » de ecuaciones p=mx—-3y+2z=1 rs{3x+y:l
2x=y+mz=1
mx—3y+2z=1 m =3 2
3x+y=1 —A4=[3 1 0|->4d=m"+Im-10->[4=0->m=1 m=-10
2x—=y+mz=1 2 -1 m

®Sim#1 m#-10—>rgd=rgd” =3 — Recta y plano se cortan en un punto

1 -3 21 Fo = fl_3f 1 -3 21 1 -3 211
®Sim=1—=3 1 0 1—><2_ ] 1>—> 0 10 —6|-2(F,=/,—-05()0 10 —6|-2
F,=f,-2f
2 -1 1|1 0 5 -3|-1 0 0 010

rgAd =rgd” =2 — Recta contenida en el plano

-10 -3 2 |1 FL 107 +3f -10 -3 2 |1
®Sim=—10—| 3 1 0 |[1]|=( > 727" sl 0 1 6 |13 |=
F,=10f, +2f,
2 -1 —-10/1 0 -16 —96 |22

1 -3 2] 1
<F3 =f; +16f2> —10 1 6| 13 |—>rgd=2 rgd” =3 — Recta paralela al plano
0 0 0/230

10)Estudia la posicion relativa de los planos 7 =ax+20y+7z=1, 7'=3y+z=0, 7”7 =x—ay =1
segun los valores de a.

x—ay=1 I —a 0|1 1 -a 0] 1 c, ¢,
3y+z=0 —|0 3 1|0|>(F,=fi—af,)>|0 3 1| 0 |—( Las incégnitas ) —
ax+20y+7z=1 a 20 711 0 20+a”> 7|1-a quedan x, z y
1 0 -a 1 1 0 -a 1
01 3 0 |>(F=f-7f/,)>|0 1 3 0 |>|4=a’-1>]4=0>a==l
0 7 20+a’ |1-a 0 0 a®-1|1-a
® Sia#xl >rgd=rgAd” =3 — Los planos se cortan en un punto

1 0 —a|l
®Sia=1—|0 1 3 [0|—>rgd=rgd" =2 — Los planos se cortan en una recta

00 0160

1 0 —a| 1 .
®Sia=—1-0 1 3|0 |>red=2 rgd :3%{]\70 hay filas proporcionales

00 0 |-2 Los planos se cortan dos a dos

11)Halla el punto del plano de ecuacién 7 = x—z =3 que esta mas cerca del punto P(3,1,4), asi como la
distancia entre el punto P y el plano.

El punto pedido Q es el pie de la perpendicular trazada al plano desde el punto P

x=3+t
. P(3,1,4)
w=x—z=3 P(3,1, 4) construimos r Lxy Per —»r=4 " —>r=qy=1
i, =7_=(1,0,-1)
z=4—-t
x—z=3
xX=3+¢
Calculamos el punto de corte der y &t — | —3+1—4+t=3->1=2-0(5,1,2)
y:
z=4-t

d(P,7)=d(P, 0)=+(5-3) +(1-1)* +(2—4) =+/8 = 22 unidades



x=-3+41
12)Estudiar las posiciones relativas de los planos 7 = x+ y+z=-3 y 2/=<y=-A+u y de

z=—6-U
x-3 y z-3 . . .
la recta r = S ST 3 con relacion a ellos. Halla un punto P de » que esté a la misma
distanciade 7 y de 7’
x=-3+4 x+3 y z+6
T=sy=-A+u—rz'=| 1 -1 0 :Oaz’zx+y+z+9=0+
z=—6—-U
T=x+y+z=-3 1 1 1 -3 o )
i =2 — Sist. incompatible — Planos Paralelos
7Z'Ex+y+z=—9 1 11 1 1 1 -9
| —2y=3
Analizamos la posicion entre r=X” 3 -2z —>rE ey y T=x+y+z=-3
2 1 3 3y—z=-3
xX+y+z=-3 1 1 1]-3 P 1 1 1 |-3 N 1 1 1 |-3
x=2y=3 5|1 -2 0 3—><2_>%0—3—16—><3_>—>0—3—16
_ fZ_fl st/
3y—z=-3 0 3 -3 0 3 -1|-3 0 0 -2|3

rgA=rgAd" =3 —>r y & se cortan en un punto
7y 7 paralelos

— La recta corta a los planos en un puntoen cada uno de ellos
r y 7 se cortan en un punto

B+20+1+3+30+3 P+2r+1+3+31+9
V3 B V3

6t +9=06t+15 no tiene solucion

6t +9=—6t—15—>1=-—2—P(-1, -2, -3)

Per—P(B3+2¢t t,3+3t) y cumple d(P, n)=d(P, n')—

-

|6t+9|=|6t+15|—>6t+9=ir(6t+15)—><

13)Calcular los puntos de la recta r que pasa por los puntos P y Q de coordenadas P(-1,2,3) y
Q(3,5,0), cuya distancia al punto C(-1,0,1) es de 12 unidades.

P(=1,2,3) P(-1,2,3)
r= S>r=q_—. — Un punto de s es de la forma :S(=1+4t, 2+ 3¢, 3—3t)
0(3,5,0) PO =(4,3,-3)
d(S, C)=12 51+ +17 + Q43P +(3-3t—1) =12 > (@) +2+3) +(2-3) =12 >
t=2—5,(7,8 -3)
t=-2-5,(-9,-4,9)
14)Dados los planos a=x+y+z=1 f=ax+y=1Yy y=x+(a+1)z=0, determinar los valores
de a para los cuales:
a) Los planos se cortan en un solo punto
b) Se cortan en una recta
x+y+z=1 1 1 1 1 1 1 1 1
_ F, = f, —af
ax+y=1 —>la 1 0 |1]|> P 0 l-a —al|l-a|>(f, o fi)>
x+(@+1)z=0 I 0 a+1]|0 C 0 -1 a | -1
1 1 1] 1Y) /e e 11 1 |1 11 1|1
0 -1 a | -1 |—={Lasincognitas )—|0 a -1 | -1 —><F3:f3+f2>% 0 a —-1|-1

0 I-a —-a|l-a quedan : x,z,y 0 —a l-a|l-a 0 0 —a|-—-a

16t% +4+9¢> +12t +4+9t> —12¢ =144 — 34¢° :136—)t:i2—)<

5 Sia=0rgd=rgd" =2 — Comp. Indeterminado — se cortan en una recta
|4 =-a*>|4=0>a=0- ) .
Sia+0rgd=rgAd” =3 — Sist. Comp. determinado — se cortan en un punto



x=1+4
15)Encontrar el punto de interseccion de la recta » =<y =2—A con el plano 7 perpendicular a r que pasa por
z=A
el origen de coordenadas.
x=1+4

A(L, 2, 0) 0(0, 0, 0)
r<y=2-A-r= 11)%755

{71'5x—y+z+D:0
—>xT=x-y+z=0

%
i, =(1, - i, =i, =(,-1,1 " |0+D=0—-D=0

z=A
Punto de interseccion :
x—=y+z=0
=1+1
g —>1+/1—(2—/1)+/1:0—>/1=1/3—>P(1+1,2—1,1j—>13(f,é,lj
y=2-1 377 373 3733
z=A

16)Dados los planos 7, =mx+2y+3z-1=0y 7, =2x+4y+6z+5=0.
a) Determinar m para que sean paralelos y hallar su distancia

T, =mx+2y+3z-1=0 .m 2 3 -1
— Son paralelos si —=—=—#——>m=1
T, =2x+4y+6z+5=0 2 5

T, =x+2y+3z-1=0

—SPerx, 5y=0z=0->x=1-P(1,0,0)>
T, =2x+4y+6z+5=0

dlry m)=d(p, )= 245 |7 %6

W22 +4> 62| 56 8

b) Determinar m para que sean ortogonales y hallar un punto y un vector de la recta
interseccion.

T, =mx+2y+3z—-1=0

T, =2x+4y+6z+5=0

unidades

} — Son ortogonales si (m, 2,3)-(2, 4, 6)=0—>m=-13

) —13x+2y—-1=0 1 9 -1 -9
—-13x+2y+3z-1=0 P—>Siz=0- > x=——y=———=P—,—,0
r= - 2x+4y+5=0 4 8 4 8
2x+4y+6z+5=0
i, =(-13,2,3)x(2, 4, 6)=(0, 84, - 56)
x=3+¢
3x+2y-z-1=0
17)Encuentra la recta que pasa por el punto P(1,0,-1) y cortaa r = S=qy=t
2x-y+z+4=0
z=1+"1
3x+2y—z-1=0 [0—>x=0—>y=-3z=-7 0(0,-3,-7) R(3,0,1)
P(1,0,-1) r= — s=1_
2x—y+z+4=0 i, =(3,2,-1x(2,-1,1)=(1,-5,-7) i, =(1,1,1)

3 3 8
rg(?Q, u,,u)=rg|l -5 —=7|=3- Las rectas se cruzan

1 1 1

. ) . 7T :contienea P yar
La recta pedida t la calculamos como interseccion de dos planos —t=+ ‘ —
7T contienea P yas

x=1 y z+1 x=1 y z+1
7:-1 =3 —-6/=0>7=9x+13y—-8z=17 72 0 2|=0>7'=x-2z=2
1 -5 =7 1 1 1

t_{9x+l3y—8z=17

x—z=2



18)Dadas las rectas de ecuaciones r=x=y=z s EXT_I = yT—2 :é estudiar su posicion y hallar

la recta que cortaa » y s y es paralela a la recta ¢ = (x, y,z) = (1,2,3)+ A(1,2,-1)

1 20
P(0, 0, 0) x—=1 y-2 =z 0(1,2, 0) -
rsx=y=z—>r= ;8= = =— 9 §= —->rg\PQ,u  u f=rgll 1 1|=3
4 {ﬁ,=(1,1,1) 1 2 2 i =(1,2,2) <lp.. 1) gl -
SE CRUZAN. La recta pedida la calculamos como interseccion de dos planos —
. i Xy z x=1 y=-2 =z
7 : contiene a r y al vector de t i, |
l=4, o=l 1 1|=0 =1 2 21=0
7T :contiene a s y al vector de t u,
1 2 -1 1 2 -1
T=-3x+2y+z=0 7=2x-y=0—
= —-3x+2y+z=0
|2x-y=0
. ) xX—z=-2 x—z=0
19)Calcula la distancia entre las rectas y
y—z=-4 y+z=0
xX=-2+t
x—z=-2 x=-2+z P(-2,-4,0)
r3 —r= —Sr=qy=—4+t>r=q_
y—Z:—4 y:—4+Z ur:(lalal)
z=1
x=t 2 4 0
_[x=-z=0 _fx=z o 3 Qmﬂhm — )\ B
S = —>r= S r=Ey=—t—>r=q_ —-rg\PQ,u ,u|=rgll 1 1|=3
y+z=0 =—z i, =(1,-1,1) ‘
z=t 1 -1 1
2 4 0
- 1 1
‘PQ, ﬁﬁ] 1 -1 1
5 LAS RECTAS SE CRUZAN — d(r,s)=—— "1 L S Y
i 20-2) B w2 2
i j ok
ii. x ii, se calcula con laregla mnemotécnica:|l 1 1/=(2,0,-2)
1 1

20) Considera un cuadrado cuyo centro es el punto C(1,1,-1) y tiene uno de sus lados en la recta

x=-2 y-1_ z-
1 1

longitud de su lado.

1 .
. Calcula la ecuacion del plano en el que se encuentra el cuadrado y la

7

x=2+1 P(2,1,1) x=2 y-1 z-1
x=2 y-1 z-1 P(2,1,1) —
r= = = —Sr=<y=1+4t 5>r={_ —>r={PC=(-1,0,-2)>| -1 0 -2|=0—
1 1 0 i, =(1,1,0) .
z=1 i, =(1,1,0) 1 1 0

T=2x-2y—z-1=0

‘FCxﬁr‘ 2,-2,-1
d(C, r) es la mitad del lado—)izd(C, r)=1——0 :|( O l:iu%l:i=3\/§u
2 || LLo) 2 J2
i j ok
PCxu, se calcula con laregla mnemotécnica:|—1 0 —2|= (2, -2,-1)
1 1 0



=1
21)Dada la recta r s{x _; y el plano 7 =x+y+2z=0, hallar un plano que contenga a la recta »

y corte al plano 7 en una recta paralela al plano OXY

Calculamos la recta s contenida en @ y paralela al plano OXY —
Su vector direccional ii, es perpendicalar a ii, y fi, — i, =i Xii,, = (1,1,1)x(0,0,1)=(1, -1, 0)

El plano pedido &’ contiene ar y a i,

x=1 P(1, 3,0) x-=1 y=3 0
x=1 P(1, 3,0) oL ,
r= —r=qy=3—>or=9_ —T = ur=(0,0,1) - =0 0 1=0->
y=3 i, =(0,0,1) ﬂ
z=t i, =(1,-1,0) 1 -1 0

T'=x+y=4

Se pide la posicion relativa de ellas

X=z ax—z=2a-—

=l+a(y-2 —z+1=0
22)Dadas las rectas r = {x ay-2 y s E{y :
en funcidn del parametro a. Para el caso de « =0 determinar puntos Pe » y Qe s tales que

la distancia entre P y Q sea minima.

x—ay=1-2a i 1 0 -1 0
Cambiando
x=1+a(y-2) y—z+1=0 x— z=0 0 1 -1 -1
r= s = - - orden - —
xX=z ax—z=2a-2 y—z=-1 . 1 —a 0| 1-2a
ecuaciones
ax —z=-2+42a a 0 -—-1|-242a
1 0 -1 0 1 0 -1 0
F,=f -1 0 1 -1 -1 01 -1 -1
- —>(F, =f,+af,) > —>(F,=f;+
<F4:f4—af1 0 —a 1 1-2a P =f+ah) 00 l-a | 1-3a \Fo=fit fi)
0 0 -l+a|-2+2a 0 0 -l+a|—-2+4+2a
R 0 a=-1rgd=rgAd” =3 — Se cortan en un punto
01 -1/ -1 4] =(1-a)-(-1-a) )
- — —<a=1rgd=2rgA” =3 — rectas paralelas
0 0 l_a 1_3a A* :0-)(1:—1'(1:1 "
’ az—-la#lrgd=3 rgd” =4 — Se cruzan
0 0 —1l-a
x=1 - A(1, 0,1) y—z+1=0 B0, 1, 2)
a=0—>r= SDIrE{y=y—o>r=9_ S = s=Eqy=1—>s5=<_
x=z , ii, =(0,1,0) —z=-2 5 i, =(1,0,0)
zZ = z=

P esun puntode r — P(l, t l);
O es un puntode s — Ols, 1, 2)

y ambos puntosestansobrela perpendiciar comun

. {P_Q'M, {P_Q'-a,zo (s—l,l—t,l)-(O,l,O):O} 1—;:0} tzl} {P(l,l,l)
- - - -

PO=(s—1,1-,1) =4 "~ = o
POLlii |PQ-i =0 (s—1,1-£,1)-(1,0,0)=0



23)Se consideran los planos de ecuaciones —ax—y+az=0 y (a+3)x+1/ay—z=1 (a#0).
Estudiar su posicion relativa en funcién de a. Para a =-2 los planos contienen caras de un
cubo, calcular su volumen.

=—ax—y+az=0

-a =1 a
— Son secantes si rg| , .3y 1 _;|=2-

,BE(a+3)x+ly—z=1
a

-a a
_ _ - a=a a =-2 planos paralelos
a ——1: KN I ! —>{ —>a=—2e{ P P

a+3_l —1 —a _a a+3=1 a # -2 planos sec antes
a a+3 -1

Para a =-2 los planos son paralelos — la dis tan cia entre ellos es la longitud [ de la arista del cubo —

a=2x—y—-2z=0

P(0,0,0)c a —d(e, B)=d(P, B)= ! . :§:1—>V=@j3u3

,BEx—%y—z=1 \/12+[—;j2+(—1)2 \/j

24)Halla la ecuacion general del plano determinado por los puntos A(1,1,1), B(-2,0,-1) y C(1,-2,0).
Calcula el volumen del tetraedro que limita con los planos cartesianos.

A(1,1,1) x=1 y—-1 z-1
7={BA=(3,1,2) >z=[3 1 2 |=0->7=-5x-3y+9z-1=0
c4=(0,3,1) o 3 1
Los puntos decorte de 7t con los ejes los llamamos P, O, R —
—5x-3y+9z-1=0 —5x-3y+9z-1=0 —5x-3y+9z-1=0
P=r2nOX=:y=0 O=xnNnO0Y=:x=0 R=m2n0Z=x=0
Z:0 ZIO y:O
-1 -1 1
—>Pl—, 0,0 -0 0, —,0 —>R| 0, 0, —
5 3 9
-1/5 0 0
W= =— =1 11 1 1 1
Vz—‘OP; 00,0R|=1| 0 -13 of=-— =
6 6 6 135 810
0 0 1/9

25)Dados los puntos A(1,-3,1) B(2,3,1) y C(1,3,-1) se pide:
a) Ecuacién del plano 7 que los contiene.

AL, -3,1) x-1 y+3 z-1
7={4B=(,6,0) —z=| 1 6 0 |[=0>7=6x—y—-32=6
AC=(0, 6, -2) o 6 -2

b) Calcular la distancia del origen de coordenadas al plano z
| -6 | 6 _6J46 346
V36+1+9| 46 46 23
c) Volumen del tetraedro cuyos vértices son A, B, C y el origen de coordenadas.
_ 1 -3 1
— 1

V:l‘OA;OB,OC=12 3 1|=--12=24°
6 U I

d(o, r)=




26)Dadas las rectas r = x-1_ y2—1 = Zirl
a

perpendiculares y se corten.
x=1 y-1 z+1 {A(l,l,—l)
= = —>r=

y -z 1 determinar a y b para que sean

{x+y=b

7

a 2 1 i, =(a,2,1)
x=b—t
x+y=>b x=b-y B(b, 0, -1)
s = —> §= —> S=EqY =t —>S=9_
y—z=1 z==1+y i =(-1,1,1)
z=—1+¢

Para que sean perpendiculares i, -u, =0 > —-a+2+1=0—>a=3
b-1 -1 0
Para que se corten rg(A_B:ﬁr,ﬁS):Z—) a 2 1=0—->a+b=0—-b=-3
-1 1 1
27)Halla la recta que pasa por el punto (1,2,1) y corta perpendicularmente a la recta

{x—y—zzl
ry =

xX+z=2
x=2—t
x—y—z=1 ([x=2-z P(2,1,0)
r= - —=y=1-2t 5>r=<_
x+z=2 y=x—z-1=2-z-2z-1=1-2z t i, =(-1,-2,1)
z =

A1, 2,1)
%
=i =(-1-2,1)

T r

Calculamos un plano w perpendicular a r y que pasa por A — 7 E{

T=-x-2y+z+D=0—->-1-4+1+D=0->D=4>7=-x-2y+z+4=0
—x=2y+z+4=0

Calculamos el punto B x=2—t
— — 2+t-2+4t+t+4=0—-¢t=0—-B(2,1,0)

de cortedemw y r y=1-2t
z=1
A1, 2,1 A(1, 2,1) 1 p—2 2
LarectapedidapasaporAyB%sz{ ( )—>SE . N 1:y 2:Z !
B(2,1,0) i=AB=(1,-1,-1) 1 -1 -1

-y-5=0
28)Calcula un punto R de la recta s dada por ss{x ‘ Oque equidiste de los puntos

x=3y—-z=
P(1,0,-1) y Q(2,1,1). Y calcula el area del triangulo determinado por los puntos P, Q, R

x=5+t
x—y=5=0 x=5+y P(5, 0, 5)
s = - — 3y =t — S =49
x=3y-z=0 z=x-3y=54+y-3y=5-2y 5_of usz(l,l,—Z)
z=5-

RG+1,1,5-2t) > d(P,R)=d(Q,R) > (5 +1 =1 + 22 +(5-2t +1) =/ (t+3) + (=1 + (-2t +5-1)° —

S+ +02 (620 =t 43 +(—1) + (-2 +4) ——4=-26 —>t=g—> R(%%,—Sj
) B lj=—= = 1 21 13 1
El area del triangulo POR — A = E‘PQXPR = 5 (11, Z)X(?,?,—7j‘ :5|(_ 20, 28, _4)| =

:%J(— 20)" +28% +(-4)° =%\/120 =?\/§=10\/§ u’



29)Estudia la posicién relativa de las rectas r y s y calcula el angulo que forman:
x=3+41

- A(L,0,0 B(3,3,4
rz%lzgzi_){é(i(; ; 4) s = y:3+2/1—>{#(_’(1’ 2)3)
E z=4434 TS
2 3 4
o e - 2 3 4
rg(AB,u,,uS)zrg 1 2 3 =rg(1 " 3]=2—>Las rectas se cor tan
2 3 4

20
J406

30)Sea r la recta que pasa por A(2,4,0) y B(6,2,0) y sea s la recta que pasa por C(0,0,7) y
D(3,2,0) obtén la distancia entre r y s.

cos (s) =cos (i i1 ) = | Lt S (rs) = 6'58'56.99”

—

u

s

u. -u
il

r

{A(2, 4,0) [A(2,4,0) {C(O, 0,7) [c(0,0,7)
= — B s = — —
B(6,2,0) " |i =AB=(4,-2,0) D(3,2,0) " |i=cD=(3,2-7)
2 4 -7
rg(AC,ﬁr,ﬁs )zrg 4 -2 0 |=3—> Secruzan
32 -7
2 4 -7 2 4 -7
- |4 -2 o] |14 -2 0]
‘ACaﬁr,ﬁb 32 -7 3 2 -7 2 42 e
d(l”,S)Z = = -4 - — =N,
i X, 5 ol 14 ol l4 -2 (14,28,14) 1176 146 2
2 =77 13 =73 2

31)Sea el tetraedro de vértices A(0,0,0), B(1,1,1), C(3,0,0) y D(0,3,0)
a) Calcula la ecuacién del plano que contiene la cara BCD vy la del plano que contiene la cara

ACD
B(1,1,1) x=1 y-1 z-1
Cara BCD -7 ={BC=(2,-1,-1)»7z=| 2 -1 -1|=0->7=x+y+z=3
BD =(~1,2,-1) 12 -l
A(0,0,0) i
Cara ACD - 1'={4C=(3,0,00>72'=3 0 00=0>72'=2z=0
AD = (0,3, 0) 030

b) Calcula las ecuaciones de dos de las alturas del tetraedro, la que pasa por el vértice Ay la
que pasa por el vértice B respectivamente. (nota: la altura del tetraedro es la recta que
pasa por un vértice y es perpendicular al plano que determina la cara opuesta)

La altura que pasa por A tiene como vector direccional el vector normal del plano BCD
fgep - BCxBD = (2, -1, -1)x(=1,2,-1)=(3,3,3) = La alturaes r E§=§ =§
La altura que pasa por B tiene como vector direccional el vector normal del plano BCD

i = ACXAD =(3,0,0)%(0, 3, 0) = (0, 0,9) = La alturaes s=*—L=2—1_2"1

0 9
c) Comprueba que las dos alturas anteriores se cortan en un punto P.
x =3t x=1 3t=1 1
==
r=<y=3 s=qy=1 — Punto de corte — 3t =1 - 3t — Secortanen P(1,1,1)

z=73t z=1+9s 3t=1+9s s=0



d) Comprueba que la recta que une cualquier vértice del tetraedro con el punto P es
perpendicular a la cara opuesta (y es por tanto la altura del tetraedro)

AP = (1,1,1) ey =(3,3,3) = iy =3 AP —  recta y plano son perpendiculares

cP= (-2,1,1) i, = ABX AD = (1,1,1)x(0, 3, 0)= (=3, 0, 3) no es paralelo a CP — CP no es altura

DP = (1,=2,1) iy = ABx AC = (1,1,1)x(3, 0, 0)= (0, 3, —=3) no es paralelo a DP — DP no es altura

x—-1_ y-1_ z-2
1

sobre el

32)Hallar la ecuacion de la proyeccién ortogonal »* de la recta r =

plano a=x-3y+2z+12=0
Calculamos la recta r” como interseccidon de dos planos: el plano ay el plano S que contiene
ary es perpendiculara «

P(1,1,2) x—1 y-1 z-2
. , |x=3y+2z+12=0
Bl =(2,1,2) —pB=|2 1 2 |=0—> B=8x-2y-T7z+8=0—/=
B 8x—=2y—-T7z+8=0
i, =(1,-3,2) 1 -3 2
: , —2 y-4 z- x—y=3
33)Perpendicular comun de las rectas A s > s = o
2 2 z=4
x=3+t¢
x=2 y-4 z-5 A(2,4,5) x-y=3 [x=3+y B(3,0,4)
r= = = —r=9_ ;S = - —y=t —S=q_
1 2 2 i, =(1,2,2) z=4 z=4 A i, =(1,1,0)
o —

rg(AB, u, ii,) =3 — las rectas se cruzan — construimo s la perpendicu lar comun como
int er sec cion de dos planos : Uno contiene ar y aun vertor ortogonal a ambas rectas

vy el otro contiene a ese mismo vector y a s.
w=i,xi, =(1,2,2)x(1,1,0)=(-2,2,-1)

) x=2 y—-4 z-5 ) x=-3 y z—4
contiene a r , |contiene a s ,
71'5{4 =1 2 2 [=0—> 72'5{4 =1 1 0 [=0—
w w
-2 2 =1 -2 2 -1
=-6x—-3y+6z=6 7'=—x+y+4z-13=0

| , —6x—-3y+6z2=6
Perpendicular comun — t =
-x+y+4z-13=0

34)Hallar la ecuacion de la recta que pasa por A(1,2,-1), es perpendicular a la recta
3y+z=7
r={?7 % yparalelaalplano 7 = 2x+ y —z =3
x+4y+z=38
El vector de la recta buscada es perpendicular al vector de r y perpendicular al normal del
plano. Un vector direccional de la recta buscada es el producto vectorial del direccional de r
y del normal del plano

3p4z=7
rE{ y¥z S o=(0,3,1)x(,4,1)=(-1L1,-3) z=2x+ty-z=3 5 =(21,-1)
x+4y+z=28

A, 2, -1) x—=1 y=-2 z+1

— 5= = =

La recta buscada s =
{ﬁ,:ﬁXﬁ :(_1919_3)x(2a1a_3):(29_79_3) 2 -7 -3



35)Halla la ecuacién continua de la proyecciéon ortogonal de la recta (x,y,z)=(2,1,1)+t(-1,0,2) sobre el
plano 7 =2x+y—-z=0.

Calculamos la recta r” como interseccion de dos planos: el plano 7 y el plano z” que contiene
ary es perpendicular a .
P.(2,1,1) x=2 y-1 z-1
i =(-1,02)>x'=-1 0 2 :0—>7r'52x—3y+z—2=0—>r'5{
i, =(2,1,-1) 2 1 -1

Para escribir la recta v’ en forma continua calculamos un punto de ella dando un valor a x

2x+y—-z=0
2x-3y+z-2=0

y—z=0
x=0-> —>y=-1, z=-1-P(0,-1,-1)
—3y+z-2=0
Y un vector direccional de r" con el producto vectorial — i, = (2, 1, - 1)><(2, -3, 1) = (— 2, -4, — 8)
e X _ytl_z+l
-2 -4 -8
x-2 y-4 z-5 | B x—y=3
1 2 2 7 |z=4
Calculamos la recta pedida p como intersecciéon de dos planos: el plano « que contiene ary al
punto Ay el plano S que contiene a sy al punto A

36)Recta que se apoya en r = y pasa por el punto A(2,4,0)

x=3+¢

x=2 y-4 z-5 A(2,4,5) x—y=3 [x=3+y B(3,0.4)
r= = = —r =g ; S= - >y =t —D>S5=9_
1 2 2 i, =(1,2,2) z=4 z=4 i, =(1,1,0)
z=4
contiene a A
:{ _ A2, 4,0) x-2 y-4 z A(2,4,0) x-2 y—-4 z
contienea r
p= . ks P(2,4,5) a=| 0 0 -5=0,8={B(3,04) p=|1 -4 4=0
ﬁ;{co’mene“ i =(12,2) 12 2 i =(1,1,0) 11 0
contiene a s
a=10x-5y=0 P=4x—4y-5z4+8=0—
_|2x=y=0
 |4x—4y-52+8=0
3x+2 =0 |*T 1 p=1 z-2
x+2y—z—-1= - - -
37)Recta que se apoya en r = q s=qy=t y es paralelaats)C — R
2X—y+z+4=0 s 2 1 2
z =

Calculamos la recta pedida p como interseccidon de dos planos: el plano « que contiene ary al
vector direccional de t y el plano g que contiene a s y al vector direccional de t.

2y—-z-1=0
-y+z+4=0
vector — i, = (3,2, -1)x(2, -1,1)=(1, -5, -7)

{3x+2y—z—1=0 Punt0—>x=0—>{ S y=-3->z=-7-A4(0,-3,-7)
= —>

2x-y+z+4=0

x=3+t¢ _
, B(3,0,1) o :contiene ar yu, = (2,1,2)
S=qy= —s5= S p=
4 i, =(1,1,1) P B contiene a sy i, = (2,1, 2)
z=1+t ‘
x y+3 z+7 x=3 y z-1
a={1 -5 -7|=0->a=-3x—-16y+11z+29=0,=| 1 1 1 |=0>8=x—2z-2=0
2 1 2 2 1 2

[~3x—16y+11z+29=0
P=Vy—z-2=0



x=3+¢

38)Calcula la distancia entre las rectas ¢ = X1 yl_l = ZIZ y s=dy=¢
z=1+t¢
o 111
rgli, i, )=rg =
x=3+t¢ 1 11
x—-1_y-1_z-2 [A(11,2) B(3,0,1)
= = = —>9_ ; SEJy=t  —9_ 2 -1 -1
1 1 1 =(1,1,1) i, =(1,1,1) -
z=1+t¢ ;g@Bﬁ”@)zg'l I 1 (=2
1 1 1
‘ABXM‘ 2,-1,-1)x(L,L1) [(0,-3,3
Las rectas son paralelas — d(t,s)=d(4,s)="—— = |( —L-Ux(L )I = |( )| Vis =6 u
i, (1,1,1) NG
39)Calcula la distancia entre los planos 7 =2x+3y+4z-5=0y 7'=2x+3y+4z+7=0
Los planos son paralelos. La distancia entre ellos se calcula eligiendo un punto de uno de ellos
y calculando la distancia de ese punto al otro plano.
T =2x+3y+4z-5=0— Calculamos un punto A€ 1t dando valores x=1; y=1—z=0— A(1,1,0)
24347
drr)=dlaz)- L1212,
V22137442 29 29
., ) 2x+y—z=0
40)Halla la ecuacion del plano que es perpendicular a la recta r = ] y pasa por el
xX—y+z=-—
punto P(3 2, 1)
2x+y—-z=0
rs{ TITEEY L =01, - 1)x(, =1, 1)=(0,1,1)=7
xX—y+z=-3
7=0x+y+z+D=0->Pex—>0+24+1+D=0->D=-3->x=y+z-3=0
x—y=0
41)Dada la recta r s{ 4 y el punto P(1, 2, 1)
xXt+y=z
a) Halla la ecuacién del plano que contiene a P y es perpendicular a
xX=t
x—y=0 xX=y -
rE{ -%{ s y:t-%urzﬁj,ﬂ—»ﬂ5x+y+22+D=O
xX+y=z z=2y
z=2t
Per—1+42-2+D=0—->D=-1->7w=x+y+2z-1=0
b) Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano hallado y los
ejes coordenados.
T=x+y+2z-1=0—
Corte con OX Corte con OY Corte con OZ
x+y+2z-1=0 x+y+2z-1=0 x+y+2z-1=0
y=0 — A(1, 0, 0) x=0 B(0, 1, 0) x=0 — (0, 0,1/2)
z=0 =0 y=0
AmaddtﬁmgMOABC—ézgzﬂﬁf%,O,A =(-1, 0, 1/2)>
— — (|- 0 -1 0| |-1 1 11
ABXAC: 5 = , = __’1 -
0 12 |-1 1/2'}-1 o) \22
111 1 (1) (1Y 13 e
Area==| ==, 1|==||=| +|=| +’==.|==—u’=0,61u"
202 2 2\\2 2 2V2 4



42)Dados el plano a=2x+2y+z=3 y el punto A(1, 0, 2), sea B el pie de la perpendicular de A4
sobre el planoy C(2, 1, —2) un punto del plano. Halla area del triangulo 4BC

A(L, 0,2 -1 -2
Calculamos una rectar L @ yque pasa por A — r = a( ) NP Ik
i, =(2,2,1) 2 2 1
2x+2y+z=3]  200+2t)+2(2t)+2+¢=3
. N x=1+4+2¢ 2+4t+4t+2+1t=3 7 217
Calculamos la interseccion der y o — - - Bl —,——,—
y=2t 9t =-1 9 99
z=2+t t=-1/9
. - — 2 2 1) —/
Area del triangulo ABC — AB = 979 9 ; AC=(1, 1,—4)

Area = —

1
5 (1, 1,0) =

43)Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1, 2, —1), es paralela al plano
) 3y+z=7
7 =2x+y—z=3 Yy es perpendicular a larecta =
x+4y+z=8

El vector de la recta pedida s es perpendicular al normal del plano 7 (ﬁ”) v al direccional de r (ﬁr) -

3y+z=7

r E{ 4, —i, =(0,3,1)x(1,4,1)=(-L 1L =3) > i =i, xi, = (2,1, -1)x(-1,1,-3)=(~2,7,3)
x+4y+z=28 ‘

x—-1_ y-2 z+1

-2 7 3

También se puede calcular como interseccion de dos planos —

7 = 7|z y pasa por P 7 2x+y—-z+D=0—2+2+1+D=0—>D=-5
—>Sr=
x> " Lry pasa por P 7' —x+y-3z+D=0—>-1+2+3+E=0—> E=-4

2x+y—z-5=0
—>r=
-x+y—-3z-4=0

— 5=

7

44)Sean A(l,-5,a) B(2, a,—1) C(a, -5, 2), los tres vértices de un tridngulo ABC Determina el
valor de a para que ese triangulo sea rectangulo en C y después calcula su area
A(l, -5, a) B(2,a,—1) Cla,~5,2)—CB L CA— CB-CA=0
—(@-2,-5-a,3)-(@a-1,0,2-a)=0—
(@a-2)-(@a-1)+(-5-a)-0+3-2-a)=0—>a’~6a+8=0—>a=2,a=4
®a=2—CAd=(-1,0,0),CB=(0,-7,3) = CBxCA=(0,3,7) = drea %\&xa\ =%\/§=3,81u2

Como el triangulo es rectangulo también se puede calcular el area

con las longitudes de los catetos — Area = %\/49 +9-41= 3,81u°
®a=4—CA=(=3,0,2),CB=(2,-9,3) = CBxCA = (-18, —13,-27) —

Area = %‘@x@i L %\/1222 —17.48 u’,

, 1 4
Calculando las longitudes de los catetos — Area = Ex/4+ 81+9-49+4 = 3 595 =17,48 u’



45)Encuentra las ecuaciones de una recta que sea paralela a los planos ¢ =3x+y—-2z-2=0y
a’=-2x+z=10 y que pase por el origen de coordenadas.

Si es paralela a los planos @ y & — es paralela a la recta quedeterminan esos planos —

3x+y—-2z=2
V=

—-2x+z=10

0(0, 0, 0) x vy oz

S = - —==—

i =01,1,2) "1 1 2

También se puede resolver calculando planos & y n’ paralelas a o y & y que pasen por 0(0, 0, 0).

— tiene el mismo vector direccional que r — U, = (3,1,— 2)>< (— 2,0, 1) = (1, 1, 2) —

3x+y-2z=0

La recta pedida es la determinada por 7 y 1’ — s =
-2x+z=0

46)Un triangulo tiene dos vértices en los puntos 0(0,0,0) y P(1,1,1) y el tercer vértice esta

: x=2 Y .
situado en la recta r s{ Y. Halla este vértice si el drea del tridngulo es +/2/2
z =

x =2t
x=2
rE{ ly—>rE y=t — Un punto cualquiera de r es de la forma Q(2t,t,1) —
z =
z=1
- — 2 1= = 1 1
oP=(,1,1) 00 = (2,1, 1)—>§:5‘0Pxog‘=5|(1—z, 2t—1,—t)|:E\/(l—t)2+(2t—l)2+(—t)2 >
V2 ==t + Q1P+ (1 5 2=1=2+7 +4 4t +1+1°
66— 0 tzO—)Soluci(’)'n Q/(0,0,l)
t =1 — Soluciéon 0'(2,1,1)
a=x+y=1
47)Estudia la posicion relativa de los planos { g=ay+z=0 , en funcion de a.
r7=xXx+(@+1l)y+az=a+1
x+y=1 1 1 0] 1 1 1 01
ay+z=0 =10 a 1| 0 [>(F=f-f)>|0 a 1|0|>(F=f-1)
X+(@+l)y+az=a+1 1 a+l1 a|a+l 0 a ala

11 0 |1
-0 a 1 |0|>[4=a(a-1)>[4=0>a=0,a=1->
0 0 a-1]a
11
®a=0-{0 0
00

— rgd = rgd” = 2 — Compatible indeter minado —

—_—
(e}

— dos son coincidentes yel tercero los corta — se cortan en una recta
1 1 1
®a=1—|0 1 1|0|—>rgd=2rgAd" =3 — Incompatibley sin filas proporcionales en A — se cortan dos a dos
0 0 0|0

®a#0ya+l—rgd=rgd =3 — Compatible deter minado — se cortan en un punto



48)Halla las proyecciones del punto P( 4, -2, 1 ):
a) Sobre el plano 7 :—-3x+y+2z-2=0
Construimos la recta r perpendicular al plano y que contenga al punto P

P(4,-2,1 - -
r= ﬁ( " ) =X R2 27l (43 —2a1420)
i, =i, =(-3,12) -3 1
—3x+y+2z-2=0] -3(4-3t)+(-2+1)+2(1+2t)-2=0
1 x=4-3t 1249t -2+¢t+2+4t-2=0 ,
Calculamos P =7wnNr— - — P(1,-1,3)
y=-2+t 141 =14
z=1+2¢ t=1

x=1_y-1_ z-7

b) sobre la recta

5 0 -1
Construimos el plano z perpendicular a la recta y que contenga al punto P
P(4,-2,1)
r=4_ —>r=3x+5y-2z+D=0-3-4+5-(-2)-1+D=0—-D=-1->7=3x+5y-z-1=0
i =i, =(3,5-1)
x=1 y-1 z-7
= = 1+ 3¢, 1+ 5¢, 7—t
3 5 -1 Q(

x=1+3¢ 3+9¢+5+25t—T7+t—-1=0
y=1+5¢ 35¢t=0
=0

Calculamos P'=7xNr— —P’(1,1,7)

z=T7—t

3x+5y—z— 1} 3(143¢)+501+5¢t)-(7-¢)-1=0
y
y-

=p
2 z
-1 2
secantes, b) Para que sean paralelos c) Para que el plano contenga a la recta.

49)Dados el plano y la recta . Se pide: a) Calcular m y p para que sean

X+
X
r—_
1

-2 0 3
A(3’271)B(1:254) - A B v —— 1 5 3
— AB=(=2,0,3; AC=(1,-2,2), AD=(-2,-1,6)>V==[1 =2 2/==u

C(4,0,3) D(1,1,7) 6 6

-2 -1 6

=x+y+mz=p X+y+mz=p x+y=2 1 1 02 1 1 0 2
r=£ y=2_z 5-x=y-2 —2y+z=4 =10 2 1|4(E=£-/£)0 2 1| 4
I -1 2 2y-4=-z X+y+mz=p 1 1 m|p 0 0 m|p-2

®Si m+#0rgd=rgAd” =3 — Sist. COMPATIBLE DETERMINADO — recta y plano se cortan en un punto
p#2rgd=2 rgd” =3 — Sist. INCOMPATIBLE — recta paralela al plano

p=2rgd=rgA" =2 — Sist. COMPATIBLE INDETERMINADO — recta contenida en el plano
50) a)Obtener el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos (3,2,1), (1,2,4), (4,0,3)y (1,1,7)

®Sim=0—>{

) 2x—y=0 i
b) Longitud del segmento de la recta rE{ 4 0 comprendido entre los planos
X—Z=
7=3x—z=5y u=x-y—-z=0 x=t
2x—=y=0 xX=z
r= - —y=2tt— P(t,2t,t)—>
x—z=0 y=2z
z=t
5 10 5
Inter seccion con © —3x+z=5—>3t+t=5—->t=5/4—> P R

Inter sec cion con ,u—>x—y—Z:5—>t—2t—t:O—>t:O—>Q(0, 0,0)—

.00 (5] () (3 -2




51)Hallar la distancia entre el punto A (-4, 2, 1) y la diagonal del plano OXY.

, 0(0, 0, 0) 0(0, 0, 0) Xy oz
La diagonal del plano OXY pasa por los puntos d = —->d=_. > —==—
B(1,1,0) oB=(0,1,00 1 1 0
ﬁdxﬁ‘ LLO0)x(-4,2,1) |(L,-1,6)f |
d(A,d): - :(77)( 77)|:(7 ’)|: ﬁz\/ﬁu
i, VI +1 V2 2
52)Calcula la perpendicular comUn alasrectas r=x=y=zy s=x=y=23z-1.
.1 (pPo, 0,1
0(0, 0, 0) 1 3 3
FEX=y=zFr=4q_ ; S=X=y=32-15Xx=y=3|z2-= |>x=y= — -
i, =(1,1,1) 3 1 ( 1
5 u, =11,
3 s 3
0 0 1 0 0 1
. 3 3
rg(OP, ﬁ,.,ﬁs)zrg 11 1 =<F3=f3—f1> rgl1 1 1 |=2 yrgli,i,)=2—> Las rectas se cortan —
11 1 0 0 _2
3 3
La recta pedida (t) pasa por el punto de corte y tienede vector direccional un vector perpendicular a u,, i —
Punto de corte—" > - —z=3z-1-5-2z=-1-z=1/2—>R l,l,l
x=y=3z-1 222
Vector — i, =(1, 1, )x(1, 1, 1/3)=(1, -1, 0) > t= x—11/2 = y—11/2 = 2_01/2

53)Hallar la ecuacion de la recta, en forma paramétrica, que pasa por el punto P (1,2,-1), es

) 3x+z=7
paralela al plano a=2x+ y—-z=3 y es perpendicular a la recta r=
x+4y+z=8

rE{3x+z:7 —i =(3,0,1)x(1,4,1)=(-4,-2,12)> i, =(2,1,-6)
x+4y+z=8

a=2x+y-z=3-i,=(2,1,-1)—-

El vector de la recta pedida(s) es perpendicular a i, y an, — i, =(2,1,-6)x(2,1,-1)=(-5,10, 0) >
x—1 _ y=2 _ x+1 N _ x—1 _ y=2 _ x+1

N

-5 10 0 -1 2 0
. y=2
54)Obtener el angulo formado por el planoy larecta: z7=x=1y r=
3x=~3z=0
x=\/§ 3¢
, y=2 y=2 / . (3
EEleﬁn,r:(l,0,0); r= - —qy=2 —u, =—,0,1|—
3x-3z=0 " |x=+3/3z o 3

a, Al N33 W33 33 3 1

— — a=30°
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