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INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA
FORMULASY ECUACIONES TRIGONOMETRICAS
RESOLUCION DE TRIANGULOS



TEMA 1.- INTRODUCCION A LA TRIGONOMETRIA

1-  ANGULOS

1- Definicion

Un angulo es la parte del plano limitada por dos semirrectas
gue se cortan.

A las semirrectas seles |lamalados y a punto comun vértice.

El angulo es positivo s se desplaza en sentido contrario a movimiento de las agujasdel reloj y
negativo en caso contrario

rf, =]

o B

A \
u =0 positivo f <0 negativo

2.- M edidas de angulos

. , . M -
Paramedir un angulo se colocan las semirrectas con €l _ \ verticeend
centro de una circunferencia o i |

Existen tres unidades fundamental es de medidas de angulos:
Grados sexagesimales, radianes y grados centesimales

Un grado sexagesimal (°) es lo que mide un angulo resultante de dividir la circunferencia en
360 partesiguales, es decir, una circunferencia mide 360 grados sexagesimal es (360°).
Por tanto, un angulo recto medird 90° y una semicircunferencia 180°.

Unradian (rad) eslamedida de un angulo cuyo arco mide un radio:
: \ Como la longitud de la circunferencia es 2nr, es facil ver que e angulo
- \ completo de unacircunferenciamide 2p radianes.

o | Por tanto, la equivalencia entre ambas unidades de medida es:

360° <« 2prad



Usando esta relacién como referencia, se obtienen equivalencias:

180° « prad

90° o %rad

Por tanto, mediante una sencillaregla de 3 se puede pasar de una unidad de medida a otra.
Ejercicio:
Transformar de radianes a grados sexagesimales y viceversa

5n

45° , 270° 7,300,1200,%),3150

n

3
Un grado centesimal (%) es lo que mide un angulo resultante de dividir la circunferencia en
400 partes iguales, es decir, una circunferencia mide 400 grados sexagesimales (4009). Por tanto, un
angulo recto medira 1009 y una semicircunferencia 200°.

Esta unidad de medida de angulos estd en desuso, y nosotros solo trabgaremos con grados
sexagesimales y radianes.

2.- RAZONES TRIGONOMETRICAS AP TR
/H . k. .,
Para definir las razones trigonométricas colocamos €l J/ - \"'-_-15|:-:.5.=|
angulo en una circunferencia de radio r y con € centro en & . b
origen del sistema de coordenadas. [ ku Y 'I

. . . . \
Cada angulo tiene un punto asociado en la circunferencia, P(x,y) i

A partir de ese punto, se definen |as razones trigonomeétricas del N ' v
angulo o como: s it

e Senodea = sena=z
p
X
e Cosenodea = cosa =—
;
sena
e Tangentedea = tga = =
cosa

X <

Y susinversas:

1
e Cosecantedea = coseca = =

sem
1 r

e Secantedea = seca = =—
cosa X

T
y

1 cosa X
e Cotangentedea = cotga =——= ==
tga sem y




Es importante destacar que las razones trigonométricas estén relacionadas con los triangulos
rectangulos, ya que s inscribimos un tridngulo rectangulo en una circunferencia, las razones
trigonométricas definidas anteriormente serén:

n
LY

P
a0 cateto opuesto
o 1 seng = OO0
RIp £z '|I.I'5ff‘.f"-' 3 h potenusa
‘ -
2 : _ catetocontiguo
/ cametylopuess Ccosa = :
__,_r’ N -.| h| potenU$
e i -
I ' cateto opuesto
ekt carigue [ _

~ catetocontiguo

Lo que seramuy Util en laresolucion de triangulos, como veremos en el tema 3.

Estas definiciones son independientes de la circunferencia sobre la que se sitlia el angulo ya que,
por el Teoremade Tales:

[
I ]
| Jerlo  # o ‘ AB CD
J_I-; 1 | 55 - ] a3 Ir = —
\ \ } / R r
l‘l. \\\ /r. -"ll BO DO
\ : P / cosa =—=——
‘\"\. ; o =l f"f r
-‘\ Xl /.

Es por eso que a partir de este momento usaremos como referencia a la hora de situar las
razones trigonométricas de un angulo una circunferencia de radio 1 (y centro € origen de
coordenadas), llamada circunferencia goniométrica.

En ella se pueden situar facilmente de manera gréfica las razones trigonomeétricas de un

angulo: ;
sema =Yy /e
cosa =X : " senie)
tga — X cesal
X




Y lasinversas:;

cesee[m)

Ceatpia)

o

1

1
coseca =—
y

seca =

X
cotga =—
y

Y en los demas cuadrantes:

coE|Tf

LTEN

Ademés, a estar colocadalacircunferenciaen el origen
de coordenadas, los signos de las razones trigonomeétricas en Er

cada cuadrante serén (la tangente y las inversas quedan como \

gjercicio):

senfey 7

sen 4 v
i 5
Y
cCs co% + II'|
SN = S8 = IJI
\ /
b )
Cirs = oS 4 d

Y teniendo en cuenta la definicion, podemos obtener las
razones trigonomeétricas de algunos angulos importantes. Por

gemplo:

®a

r/ ﬁ\‘“

(i

r-1.u>\.

|'
/

N

a,-1;

sen9lP=1
3p

sen—/—=-
2

1

cosl18P=-1
; tg0P=0

cos9’=0 ; tg27C° noexiste[%lj
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Ejercicio: Completar lasiguiente tabla

a o° 90° (%radj 180° (prad) | 270° (%rad] 360° (2p rad)
sen
cos

tg

Conviene ademas conocer las razones trigonométricas de los angulos mas destacados del primer
cuadrante:

a: 0~ 30¢ 45¢ 60° a0
1 2 V3
Se 0 = i g s i 1
sen 5 5 5
_ J3 2 1
cos 1 - -5 5 0
tg 0 % 1 J3

3.- RELACIONESENTRE LASRAZONESTRIGONOMETRICAS

En e tridngulo rectangulo OAP de la figura es fécil ver que,
usando en Teorema de Pitagoras, se obtiene la
férmula fundamental de la trigonometria:

sen‘a +cos*a =1

Si dividimos en laigualdad anterior por sen’a  obtenemos:
sen‘a cos‘a 1

e v T
sen‘a  sen‘a  sen‘a

sen‘a +cosfa=1 =

=

1+ cot g°a =cosec’a

Si ahora dividimos por cos’a :

sen‘a  cosa 1
P S

cos’a cos‘a cos‘a

sen‘a +cosfa=1 =

= |1+tg’a =sec’a

Estas relaciones permiten calcular todas las razones trigonométricas de un angulo conociendo
solo una de ellas. Siempre habra que elegir un signo teniendo en cuenta e cuadrante en € que se
encuentre & angulo cuyas razones trigonométricas queremos calcul ar.



Ejemplo 1:
Sabiendo que a es un angulo del primer cuadrante ((Psa SQO’) y que sena :g , calcular sus

restantes razones trigonomeétricas

Solucion:

5

Por laformulafundamental: cos’a =1-sen’a = cos’a :1—g=g = cosa =J_r?

, . . 5
Como a estaen el primer cuadrante nos quedamos con el positivo y por tanto cosa = +?

A partir de agqui es sencillo obtener |as restantes razones trigonomeétricas.

sena % 2 25
cosa \/Eé J5 5

1 3

coseca = ==

Ssema

seca = = = =
cosa \/E/ J5 5
3
cot ga =—=£
2
Ejemplo 2:

Sabiendoquetga =-3 , —<a <p , calcular las restantes razones trigonométricas de o

N | T

Solucion:
Por laformula 1+t g°a =sec’a obtendremos la secante:

sec’a =1+tg?a =1+9=10 = seca =+/10

Como «a estd en e segundo cuadrante, la secante (que es la inversa del coseno) serd negativa y por

tanto
seca =—/10 , de donde también podemos obtener que cosa = I —@
J1o 10
Para calcular €l seno, podemos usar laformula fundamental o la definicion de tangente:
tga = = sema =tga -cosa =(-3)- —@ =ﬂ
cosa 10 10

Y las otras dos:
coseca =1_0=@ ; Cotga =_1

3/10 3 3



Ejercicio:
Calcular las restantes razones trigonométricas en cada caso:
a) coseca :—2 , 180°<a <27C°

3p

1
b)cotga=—= , —<a <2
) g 5 5 p

C) cosa :é , tga <0

4.- RELACIONES ENTRE CUADRANTES

Las formulas que se exponen a continuacion son validas para cualquier angulo esté en e
cuadrante que esté, aunque representaremos o como un angulo del primer cuadrante por comodidad y
facilidad de visuaizar y porque de este modo permiten relacionar las razones trigonométricas de
cualquier angulo con las de un angulo del primer cuadrante. Son férmulas que no conviene
memorizar, sino aprender a “visualizarlas” y asi poder usarlas cuando se necesiten.

1-  Angulos Suplementarios
Son aquellos que suman 180° (a y 180°-a )

i \
i'ih"“““ 180" _'__,-f"f-"‘.l Serl(1800 -a ) =sem
san(1 B0 ) e Ee ~ geno |I
I i B cos(180°-a ) = —cosa
ll coal1 B0 a) Cosg J
\ / tg(180°-a ) = -tga
1 /
b '
\ _,,f’/
2.- Angulos que se diferencian en 180°
(a y180°+a)
Ill_r' ‘1'1
rf G ,} sen(180°+a ) = —sema
I' costiaonra) i "™ || cos(180°+a ) = —cosa
gan[iaqu:.ll.ﬁl' ’____,.--*""'-'- | cosd ..'J tg (1800 +a ) =tga
" /,-‘
\a_ » .




3.-  Angulos opuestos
(@ay-a) 6 (ay360r-a)

et g
.f/ )
ll'lll L __.e-"*--f--' ‘# Bna Sen(36cp —a ) = Sen(—a ) =-—-Sena
o Af"ﬁ'- coea |
| e !#Iwm__ﬂﬂJ cos(360° —a ) = cos(—a ) = cosa
\ “""-uﬁﬂi,a' tg(360°-a )=tg(-a)=-tga
\\ //,f
4.- Angulos Complementarios
Son aquellos que suman 90° (a y 90°-a )
f,x-""_"_";?fl.,_ Como los tridngulos ABO y CDO son iguaes a
/ \ ser rectangulos y tener |a hipotenusay los angulos iguales:
.-’; [senigoma)®,
! R sen(90°-a ) = cosa
f Sogra |7 [
I dll-ll:-:ﬁ-i.nwr casd [ |enﬂ COS(Q(P —a ) = Ssga
\ | canora ) tg(90°—a ) = cotga
\\ '
H"'-._‘______,_.r""'-’//
5.-  Angulos mayores de 360° Ee——
Como podemos ver, el punto asociado a angulo o es el mismo Fd N
que e asociado a 360° + 0, y por tanto sus razones 7
trigonométricas seran las mismas. De hecho, s un angulodak  / P |
vueltas a la circunferencia y sobra o, sus razones | P |
trigonométricas seguiran siendo las mismas que las de o \ b4 |
sen(360° +a ) = sen(36(° k +a ) = sema N z,/
cos(360° +a ) = cos(360° k +a ) = cosa g TR

tg(360°+a ) =tg(360°k+a ) =tga
Ejercicio propuesto:
Razonar las formulas que relacionan las razones trigonométricas de un angulo a con las del angulo
90°+a

-8-



Ejemplo 1:

Calcular las siguientes razones trigonométricas:

a) sen120°  b) cos240°  ¢) tg(—%j d) sec300°  e) cotg510°  f) cosec2205°

Solucion:

3

a) sen120°=szen(180—60°)=snenGOO:7

b) C0s 240° = cos(180° +6(° ) = —cos60° = —%

o o))

d)  sec30Po— - 1 1.,
cos300°  cos(360°-6(°) cos6C® 1)
€)
1 1 1 1
cot g510° = = = —(®)=—=—=-3
g tg510°  tg(360°+150° ) tgl50° (®) _\/% V3
® tngO°=tg(180°—3O°)=—thO°=—\/§i=—i3=—?3
%
f) c0sec2205° = cosec(360°-6 + 45° ) = cosecd5? = 1 1 _ 2. 5
sends \/EA J2
Ejemplo 2:
Sabiendoquetga == , 0<a g%, calcular:
a)tg(180°-a) b)cotg(p+a) c)tg(-a) d)tg(4p +a) e)sen(%—aj
Solucion:
a) tg(180°-a ) = —tga =—%

b) cotg(p +a)=cotga =3
C) tg(-a)=-tga =—

d) tg(4p +a)=tga =

Wik Wik



€) sen(%—aj:cosa =®
Cal culamos aparte el cosa:
sec’a =1+tg’a :1+1:1—0 = seca =+ /E:( primer cuadrante):+@
9 9 9 3
= cosa =+i=+@
J10 10
Luego sen(g—aJ=cosa :+3\/E
2 0
Ejercicios:
1- Calcular las razones trigonométricas directas de los siguientes angul os:
135°, P , 210°, 480° ,E , 225° | -210° b
4 6 6
2.- Sabiendo que sema =0'35 , O<a <%, calcular:
a)sen(180°-a) b)sen(p +a) c)sen(90°-a)
d)sen(2p -a) e)sen(72°+a)  f)cos(3p +a)
3.- Sabiendo que tga :% , p<a <37p , calcular:

a)sena b)tg(%—aj c)cos(180° +a )

d)sen(p -a) e)cotg(-a) f )sec(3p +a)



EJERCICIOS

1.

9.-

Completalatabla:

Radianes /3 m 3n/4 | 5m/4 /2

Grados 30° | 45° 225° 330° 270°

Halla las restantes razones trigonomeétricas del angulo a:

a)cosazg ,aedC b)cosa=—% , 9P <a <180
c)coseca:—¥ , a<% d)tga=% , cosa <0

Expresar en funcién de angulos del primer cuadrante, los senos y cosenos de los siguientes
angulos.
120°, 135°, 150°, 180°, 210°, 225°, 240°, 270°, 300°, 315°, 330°

Sin utilizar 1a calculadora cal cula | as razones trigonométricas de los angul os:
a) 765° b) —240°.

Sabiendo que sen 37°=0,6. Cdculalasrazones de 53° y de 143°

S sena = 06, %<a <p, cacula sen(p+a) , cos(-a) , tg(4p +a)
. 1 p

Sabiendo que cosa =5 O<a <E

a) Hallalas restantes razones trigonométricas de a

b) Calcularazonadamentelosvaloresde:  cos(p—a ), sen(p +a) , tg (%—a}

3p

Sabiendo que tga =% , p<a <7 , calcular:

a)tg(180°-a) b)cotg(p+a) c)cos(-a) d)sec(%—aj

Calcula, usando la calculadora, € angulo o en cada caso:

a)sema =0'743 ,%<a <p b)sema =-0'743 ,p <a <%

c)cosa =0'374 ,a >p d)tga=1376 , sema <0


yoquieroaprobar
Rectángulo


10.-

Razona, sin usar calculadora, si 1as siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a)

b)

c)

d)

Si latangente de un angulo vale % entonces su seno vale 1y su coseno vale 3
Sia, B yy son tres angulos de un triangulo, entonces tg (a + b)+tgg =0

sen(Z?pj + cos(%)j +1g (4%) tg (S?pj =23

No existe ninglin angulo a tal que sena +cosa =2

No existe ningln angulo a tal que sena +cosa =1


yoquieroaprobar
Rectángulo


Soluciones:

1-

2.-

/6, /4, 51/4, 111/6, 31/2, 60°, 180°, 135°, 225°, 90°

a) senoi=-4/5; tgo=-4/3; b) seno=2+/2 /3, tga=-2~/2

C) seno=- J5 /3, cosoi=-2/3; d) coso= —¥ seno= _g

senl120°=sen60°, cos120°=-cos60°%  senl35°=send5°,  cosl35°=-coA45°%  senl150°=sen30°,
€0s150°=-c0s30° sen180°=sen0, cos180°=-cos0; sen210°=-sen30°, cos210°=-cos307,

Sen225°=-send5°,  cos225°=-coA5°% sen240°=-sen60° cos240°=-cosb0®; sen270°=-sen9Cr,
C0S270°=-cos90°%,  sen300°=-sen60°, cos300°=cos60®,  sen315°=-send5°,  cos315°=cos45°;

3en330°=-sen30°, cos330°=cos30°

NG

a) sen765°=cos765°= -

b) sen(-240°=+/3 /2, cos(-240)=-1/2

sen53=0,8; cos53=0,6; sen143=0,6; cos143=-0,8
-0’6, -0’8, -0’75
a) seno=~/3/2; tga=+/3; b) -1/2, -+/3/2, 1/+/3

a)—% b)3 c)—% d)-+/10

a) 1320 b) 228° ¢) 2920 d) 234°

a) Fasa b) Verdadera c) Fdsa d) Verdadera

e) Fasa


yoquieroaprobar
Rectángulo


TEMA 2.- FORMULASY ECUACIONESTRIGONOMETRICAS

1.- RAZONESTRIGONOMETRICASDE LA SUMA DE DOSANGUL OS

1- Seno dela Suma

Para calcular €l seno de lasumade dos angulos, a 'y 3, se usalasiguiente formula

sen(a +b ) =sema - cosb +cosa - senb

Demostracion:

Dibujamos un angulo a y a continuacion otro angulo
B, y sobre éste un triangulo rectangulo de hipotenusa
1, OAB, tal y como seve en lafigura

En dicho dibujo colocamos los tridngulos rectangulos
OPB, OQA y ACB:

'{ En € triangulo OPB esta el angulo o+f, mientras que
en el triangulo OQA esta e angulo a

Como la hipotenusa del triangulo OAB es 1, se obtiene en dicho tridhgulo que
OA=cosb ; AB=senb

Ademas e angulo en A del triangulo ACB es igual que a, puesto que los lados que lo forman, AB y
AC, son perpendiculares a los lados que forman a, OA y OQ:



N Ene trianguio OPB= sen(a +b)=BP=QA+AC (1)
Por otra parte, en OQA:
W QA

i e i sena = = QA=sem -cosb
/ cosb

En ACB: cosa = A—C = AC =cosa -senb
S senb

Por tanto, volviendo a (1):

sen(a +b ) =sema - cosb +cosa - senb

2.- Coseno dela suma

Para calcular €l coseno de la sumade dos angulos, a'y B, se usa la siguiente formula

cos(a +b)=cosa -cosb —sema - senb

Demostracion:

La demostracion gueda propuesta como gjercicio (usar e mismo dibujo que para la demostracion
anterior)

3.- Tangentedela suma

Para calcular latangente de la sumade dos angulos, a y f3, se usa la siguiente formula

tga +tgb
9(a+b)= 1-tga -tgb

Demostracion:

tg(a +b)= sen(a +b)  sema -cosb + cosa - senb

= = Dividiendo todo por cosa -cosb =
cos(a+b) cosa -cosb —sema -senb

sema -cosb | cosa -senb

cosa -cosb cosa-cosb . .. tga +tgb
= =gmplificando= ———

cosa -cosb  sema -senb 1-tga -tgb

cosa -cosb  cosa -cosb

Nota: para calcular las razones trigonométricas inversas (secante, cosecante y cotangente) de la
suma de dos angul os, se usan estas formulasy al resultado se le calcula € inverso.



Ejemplo 1:
Calcular las razones trigonométricas de 75°

Solucion:

sen75° = sen(45° +30°) = send - cos30° + cos 45 -sen30° =

CcoS75° = cos(45° +30P) = cos45° - cos 30° —sen45° -sen30° = >

NE

g4 +1g3° T3 3143

= = ~3'73
1-g41g30° | 3 3-43 (>373)

tg75° =tg(45° +30°) =

Ejemplo 2:

Sabiendo que sema :g ,%<a <p ; cosb:% ,%<a <2p, calcular las razones
trigonométricas del angulo a+f3

Solucion:

> sen(a+b)=sem -cosb +cosa - senb

Calculamos aparte el cosa y el senp:

sen‘a +cos’a =1 = cos’a _-2 16 = cosa = +2 = cosa __4 (ae®C)
25 25 5 5

1 8 242 2J_

sen’b +cos’b =1 = sen’b = 1—§=§ — senb = +— senb =— (be4C)

Sustituyendo:

sen(a +b)=> 1(_j[ sz 3482

53 5 3 15
» Sustituyendo en laférmulalos resultados anteriores:

2\/_j 672 -4

cos(a +b ) =cosa -cosb —sema - senb :[ 4) =
3 15

5/3 5

tga +tgb
1-tga -tgb
Del primer apartado tenemos:

3 senb _2\/_/

sena
tga = =7 ; tgb = 5
cosa cos %

-3,-22 3802

Y sustituyendo: tg(a+b)
(-3 (2] 4rei2

> tg(a+b)=




Ejercicios:
1- Calcular las razones trigonométricas de 105°

2.- Sabiendo que sera :g , 0<a <90, calcular sec(pz+aj

3-  Cdcularel cos(a+b) sabiendo que
5 12
sena:l—3 , 9P <a <18 ; tgbzg , 180°< b < 270°

4- Sitga=1,tgb=2,tgq=23,cacular tg(a +b+q)

2.- RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA DIFERENCIA DE DOSANGUL OS

1- Seno dela Diferencia

Para calcular € seno de ladiferenciade dos angulos, o y B, se usa la siguiente férmula

sen(a —b ) =sema - cosb — cosa - senb

Demostracion:

Partimos de laformula del seno de la suma, y cambiamos 3 por —f3:

sen(a —b)=sen(a +(~b))=sena -cos(~b ) +cosa - sen(-b ) =

usando las formulas de las razones trigonomeétricas de angul os opuestos (tema 1)
= sena - cosb +cosa - (—senb ) = sena - cosb — cosa - senb

Con lo que queda demostrado

2.- Cosenoy tangente dela Diferencia

Queda como gjercicio la demostracion de | as siguientes formul as:

cos(a —b ) =cosa -cosb + sema - senb

tga —tgb
tg(a-b)=———""—
9( ) 1+tga -tgb




Ejercicios:

1- Calcular las razones trigonométricas de 15°
2.- Sabiendo que sen12°=0’2 y sen37° = 0’6, calcula tg49° y cosec25°
. . . 12 4
3.- Siay B son dos angulos del primer cuadrante con sena =1—3 , senb =g , calcular
sen(b -a)
. 4 3p p p
4.- Sicotga =— ,p<a<—, cdcular tg|a +— cotgl ——a
g 3 p 5 9( 6} y 9[4 j
3.- RAZONES TRIGONOMETRICASDEL ANGULO DOBLE

Queremos ahorarelacionar las razones trigonométricas de un dngulo o con las del éangulo 2a.

Para ello nos basaremos en las formulas de |la suma de angul os:

K/

*0

*

sen(2a):sen(a +a )= sema - cosa +Cosa - Sera
Y por tanto:
sen(2a ) = 2sema - cosa

cos(2a):cos(a +a ) =cosa -C0sa — Sera - Sera
Y por tanto:
cos(2a ) =cos’a —sena

. tga +tga
< tg(2a)=tg(a+a)=——
9(2a)=t9( ) 1-tga -tga
Y por tanto:
2tga
tg(2a)=
9(2) 1-tg%a
Ejercicios:
1- Hallar las razones trigonomeétricas del angulo 2a sabiendo que cosa :—g , %<a <p
. J3 _ 1
2- Sitga =3 180°<a <270° ; cosb =3 270°<b <360° , calcular sen(2a +b)
3.- Obtener las formulas que permitan obtener |as razones trigonométricas del angulo 3a en

funcién de las razones trigonométricas de o



4.- RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO MITAD

. : - . . a
Queremos ahorarelacionar las razones trigonométricas de un angulo a con las del &ngulo >
. . . a
Por un lado vamos a usar la formula fundamental cambiando e angulo a por > :
2 2. 2f @ 2f A ) _
sen‘a +cos’a =1 = sen E+cos E_l

También usaremos laformuladel coseno del angulo doble, cambiando también el angulo o por % :

cos(2a)=cos’a —sena = cos(a )= cos’ (%j —sen? (%}

Si juntamos ambas expresiones obtenemos € siguiente sistema:

1= cos’ (ij + sen? (ij
2 2

cos(a ) = cos’ (%) —sen? (%)

Si sumamos ambas ecuaciones:
a
1+ cosa = 2cos? (E)

De donde obtenemos laférmula para el coseno del angulo mitad:

a 1+cosa ) 3 . a
coS > )= + — (El signo dependera del cuadrante en que esté E)

Si ahora restamos las dos ecuaciones del sistema anterior:

1-cosa = 2sen’ (%)

De donde obtenemos laformula para el coseno del angulo mitad:

a 1-cosa _ ) . a
sen 2> =+ 5 (El signo dependera del cuadrante en que esté E)
Y por ultimo, a dividir las férmul as anteriores obtenemos la de la tangente:
a 1-cosa
a sen(zj 2 a 1-cosa
tg| = |= = 2 = tg > =t 17 cosa
+cosa
2 cos((;) . /1+czosa




Ejercicios:

1- Calcula tg P
8
2.- Si tga = -3 y o estden @ cuarto cuadrante, calcular latangente y la cosecante de %

a+b

3.- Calcular € tg( j sabiendo que

senazg,90°<a <180° ; tgb:% , P<b <9

S.- IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

L as identidades trigonométricas son igualdades en |as que aparecen razones trigonométricas.
Para demostrar dichas identidades conviene en general partir de uno de los miembros de laigualdad
y operando (sustituyendo férmulas, simplificando,...) llegar al otro miembro.

Ejemplo 1:

Demuestra la siguiente identidad:
sera —cosa

tga -1

= COsa

Solucién:
Sustituimos en la parte de laizquierda la tangente:

Sena —cosa  sema —cosa : sera —cosa  Ccosa (sema —cosa )
= =Operandoene denominador = = = cosa
tga -1 sema 1 semna —cosa sema —cosa
cosa cosa

Y hemos llegado por tanto alo que pretendiamos demostrar

Ejemplo 2:

Demuestra la siguiente identidad:
sen(a +b) tga +tgb
sen(a—-b) tga —tgb
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Solucion:

Partimos del miembro de laizquierday sustituimos las formulas del seno de lasumay diferenciade
angulos.

sen(a+b) _ sema -cosb +cosa - senb
sen(a—b) sema -cosb —cosa - senb

= Dividiendo por cosa - cosb =

sena -cosb . cosa -senb
_ Cosa -cosb  cosa -cosb :Simplificando:tga +tgb
sema -cosb  cosa - senb tga —tgb

cosa -cosb cosa -cosb

Con lo que queda demostrada laidentidad
Ejemplo 3:

Demuestra la siguiente identidad:
) 2[ij: 2sena —sen(2a )
2) 2sena+sen(2a)

Solucion;

Partimos en este caso de |a parte derecha y aplicamos las formulas del angulo doble:
2sena —sen(2a)  2sema —2sema -cosa
2sera +sen(2a) 2sema + 2sera -cosa

=sacando factor comin=

2sena (1-cosa) 1-cosa
= = simplificando=
2sena (1+cosa ) 1+ cosa

Que esjustamente & cuadrado de la formula de la tangente del angulo mitad
tg(i):i |1-cosa N tgz(ijzl—cosa
2 1+ cosa 2) 1+cosa

Con lo que queda demostrada laidentidad

Ejercicio:

Demuestra las siguientes identidades:

b :
a)sen(2a)+1=(sema +cosa )’ b)sen(a+ ) _tga-cotgb +1
sen(a-b) tga-cotgb -1
C)Sen(%+aj—cos(%+aj=\/§cosa d)2tga .cosz(%j—sena =tga

cos(i+aj cos(i)1 aj 1
e)cosa -cos(a —b)+sema -sen(a—-b)=cosb  f) cos(2a) =3



6.- ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Son aquellas en las que la incOgnita en las que aparecen razones trigonométricas y la
incognita es un angulo.

Por gemplo: 2senx=1 ; senx+cosx=1 ; 0052£§j+cosx:%

Empezamos resolviendo algunas ecuaciones trigonométricas sencillas, en las que solo interviene una
razon trigonométricay un angulo x:

> 2senx=1 —> senx:%

Es en este momento recordamos | as razones trigonométricas de |os angulos conocidos, y por
tanto x = 30°.

Pero existe otro angulo en una circunferencia con € mismo seno (en este caso en € segundo
cuadrante al ser positivo): x = 180°-30° = 150°

Luego en una circunferencia esta ecuacion tiene 2 soluciones, pero en redlidad existen
infinitas soluciones obtenidas al dar vueltas ala circunferencia.
Expresaremos por tanto |as soluciones de esta ecuacion como:

_b
x = 30° +360° k . X='5T2kp
, oenradianes
X = 150° +360° k 5p
X:?‘f— 2kp

Nota: siempre expresaremos las soluciones en radianes

> COSX= ——2
2

El coseno vae ﬂ en 45° Al ser negativo, buscamos los angulos asociados a 45° del

segundo y tercer cuadrante (180°-a y 180°+q)

_3p
x=13+360°k  |XT 4 TP
L uego las soluciones seran: =
X = 225° +360° k 5p
x:7+ 2kp

> tgx=-/3
Latangente vale \/5 en 60°, luego ser& negativa en los angulos correspondientes al segundo y cuarto
cuadrante (180°-a y 360°- a)

_p
x=120°+360°k  |X= 3 TP
L uego las soluciones seran: =
x = 300° +360° k 5p
X= 3 + 2kp

-9-



> sen(2x)=1
El dnico &ngulo donde €l seno vale 1 es el de 90°

Por tanto 2x=90° = x=45 = x:%+2kp
Ejercicio:
Resuelve:
1
a)cosx:—z b)cotgx=-1 c)cosecx =-2
d)senx=0 e)3secx+24/3=0 f)cos(3x):%

Mas complicadas resultan aquellas ecuaciones en las que aparecen distintas razones trigonométricas y
distintos angul os. Como pasos aconsejables a seguir en la resol ucion de estas ecuaciones estan:

Expresar todo en funcién de un mismo angulo

Expresar todo en funcion de una sola razén trigonométrica
Resolver |a ecuacion resultante

Comprobar las soluciones en la ecuacion original

pODNDPE

V emos algunos gjempl os:

> 2sen’x+3cosx=3

En este caso sustituimos el sen”x en funcion del coseno y resolvemos la ecuacion de segundo grado
correspondiente:

2(1—coszx)+3cosx=3 = 2-2cos’x+3cosx=3 = 2cos’x—3cosx+1=0

3+4/9-8 3+1
4

4 cosx= =
2

cosx=1
COSX =

S cosx=1 = x=0°

X =60°
S cosx=— =
X =300°

Tenemos por tanto 3 posibles soluciones de la ecuacién. Es fécil comprobar que todas cumplen la
ecuacion inicial, por tanto, las soluciones de esta ecuacion son:

x=0+2kp ; x:%+2kp ; x:S?p+2kp



> Senx+Cosx=+/2

Como hay dos razones trigonométricas, sustituimos, de la férmulafundamental, el seno o € coseno en
funcién de la otrarazon trigonométrica, es decir:

senx++/1— sen®x =+/2

Y yasolo quedaresolver esta ecuacion radical (dejar la raiz sola, elevar al cuadrado,...):
2 2
Ji-sen’x =2 -senx = (\/1— senzx) = (\/5— senx)

= 1-sen®x=2+sen’X—2J2senx = 2sen®x—24/2senx+1=0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado obtenemos:

J2 {x:45°

SeNX = —
2 X = 135°

Al comprobar las dos posibles soluciones en la ecuacion inicial, vemos que la de 135° no la cumple.
Por tanto, la solucion de esta ecuacion (que en realidad son infinitas) es:

p
X =+ 2K
4 p

> COS(% + Xj = Senx

Desarrollamos el coseno de la sumay sustituimos |os val ores conocidos:

p p J3

1
COSE-COSX—SGHE-SGHXZSGHX = 7COSX—ESGHX=S€I'1X

— J3cosx—senx=2senx = /3C0SX=3senx

Sustituyendo el coseno en funcion del seno y elevando a cuadrado:

(\/5-\/1—serFX)2:(38enx)2 =  3-3sen’x=9sen’x

— 3-12s’X = senzx:% N senx:i%

Calculamos x en cada caso:

X =30° X=210°

S sex== = ; S senx:—i =
2 2

x=150° X =330°

Al comprobar las soluciones, no sirven ni 150° ni 330°, luego |as soluciones de esta ecuacion son:

Y : P
Xx==+2kp ; X=—+2K
6 P 6 P



> sen2x—-tgx=0

Sustituyendo el seno del angulo dobley la tangente: 2Senxcos X — X _ 0

COS X
Quitando denominadores y sacando factor comun:

2senxcos? Xx—senx=0 = senx(Zcoszx—l):O
De donde:
x=0°

Obhien senx=0 =
X =180°

Obien 2cos?x-1=0 = coszx=% = cosx=i72

X =45°
S cosx:+§ = {

x =319
x=135°

S cosx=—£ =
2 X = 225°

Al comprobar vemos que sirven todas, y por tanto las soluciones de esta ecuacion son:

x=0+2kp ; x=p+2kp

p . 3p . o5p . p
X=—+2kp ; X=—+2kp ; X=—+2kp ; x=—+2k
4 P 4 P 4 P 4 P

Ejercicio:

Resuelve:

a)cos2x+5cosx+3=0 b)tgx-secx=x/§
sen(ng

d)—<=1 e)3cosx-cos2x—2c0s’ x=0
cos(x+2}

g)sen(p—x):cos(%—x}cosp h)sen(%—xjh/isenx:O

c)4sen(§]+ 2cosx=3
f )tg2x+tgx=0

i)tg2x+2cosx=0



1.- SISTEMAS DE ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Por supuesto son sistemas en |os que aparecen ecuaciones trigonomeétricas. Los métodos de resolucién

son los habituales (sustitucion, reduccion o igualacién), si bien el més habitual es el de sustitucion. Vemos
algunos g emplos:

senx+seny =1

x+y=B

2

Por sustitucion, despejamos en la segunda ecuacion y sustituimos en la primera:

y:%—x = senx+sen(%—xJ:1 = senx+cosx=1

Y ahora resolvemos la ecuacion trigonomeétrica obtenida poniendo el seno en funcién del coseno (o a
reves):

J1-cos’x =1-cosx = (\/1—coszx)2=(1—cosx)2 =

= 1-cos’X=1+c0s*X—2cosX = 2cos’x—2c0sx=0 = cos’x—cosx=0

cosx=0 = X=90° , x=270°
= cosx(cosx-1)=0 =
cosx=1 = x=0°

Nota: en los sistemas de ecuaciones trigonométricas nos quedaremos, por simplificar, Unicamente
con las soluciones del primer cuadrante

Asi pues, s Xx=90° = y=0
x=0° = y=9®"

Luego este sistematiene dos soluciones en € primer cuadrante, que seran:

(90°,0°) y (0°,90°) ~ (%,oj y (o,Bj

2

=

senx— seny =

Nl N

cos(X+Yy)=—

En la segunda ecuacion podriamos desarrollar la férmula del coseno de la suma, pero sblo
conseguiriamos complicar la ecuacion.

Podemos deducir que si cos( X+ y)=—% = X+y=12(°



Ahora despgamos y sustituimos en la primera ecuaci on: x=120° -y

sen(120°—y)—seny:% = Sen1200-cosy—c05120°-seny—seny=% =

NE

=N 7cosy+%seny—seny=% — J3cosy+seny-2seny=1 = +/3cosy=1+seny

V3Vl-se’x=1+seny = 3-3sen’y=1+sen’y+2seny =

=
= 4dsen’y+2seny-2=0 = 2sen’y+seny-1=0 =
-1
sy T3
4 |1
2

Como trabajamos solo con soluciones del primer cuadrante seny = % = y=30

Y por tanto X =90°

Luego lasolucion del sistemaes (90° ,3(P)z(% %)

sen’x+c0s”y=1
cos” x—seny =1
Como aparecen cuatro razones trigonomeétricas, ponemos €l sistema en funcion de dos de ellas:
2 2 2 2
senx+1-sen‘y=1 sen“x—sen‘y=0
= y ahora por reduccion, sumando las
1-sen’x—sen’y=1 —sen’x—sen’y =0
dos ecuaciones:
2sen’y=0 = seny=0 = y=0
Si ahora sustituimos por gjemplo en la primera ecuacion del sistema:

en’x+1=1 = sen’x=0 = sex=0 = x=0°

Luego lasolucion es (0°,0°)~(0,0)



Ejercicio:

Resuelve:
3 1 J3+1
senx-+ seny == cos( X+ y):E senx-+ seny = —
a) b) c)
1 1 _
SEnX-seny =- sen(x-y)== senx—seny:@
2 2 2
2 2 3 1
sen’x+cos’y = tgx +tgy = 2 senx-cosy =7
d) e) p f)
2 2 1 X+ y:_ 1
cos’ x—sen’y = - 2 cosx-seny = -




EJERCICIOS

10.-

Sabiendo que sena = % , a< % , hallalas razones trigonométricas de 2a y a/2.

Sabiendo que tgo=1/2, hallatg(o+45°) y tg(45°-a).

Sabiendo que tga = —% y que cosa < 0, calcular:

atg (%j b) cot g(pz +a j

Sabiendo que seca =-2 37p<a <2p ,cacular:

a)sen2a b)cos(%) c)sen(a —30°) d)tg(a+%j e)cosec(a +1650°)

S sena:ﬂ,0<a <P : senb=§,E<b<p , calcular:
5 2 5 2

a)coda —b) b)sen(2b) c)tg(% + b]

Calcula cos(a —b) sabiendo que sema :% y senb :1—2 y que a y B son angulos del

mismo cuadrante

Si tga =-2, calcula senda y cosda

Dos éngulos agudos a y B verifican que 7tga =1 , 10sen’b =1

a) ¢Cudl delos dos angul os es mayor?
b) Caculatg(a +2b)
C) Indica razonadamente cud es el dngulo a +2b

Sabiendo que a es un angulo del primer cuadrante y que sen%=%, calcular € valor de la

tangente de a

Simplificalas siguientes expresiones:

senZa sena + cosa

a)—— b)
ﬁcos(g_a)

> c)senZa -cosa + sem -cos2a
1-cos"a



Demuestra | as siguientes identidades trigonomeétricas:

cos’ a 2 2
a) =1-sena b)(sena—cosa) +(sena+cosa) =2
1+sena
c)tg(%+aj-tg(pz—aj=1 d)1+sen(2a):(sena+cosa)2
2
e)sen(a+b)-sen(a—b) =cos’b-cos’a f)[sen%+cosgj =1+sena
P p P p
tg| —+a |-tg| ——a |=2tga h)2cos| =+a |-cos| ———a |=cos2a
9)9(4 jg(4 ] k : (4 j (4 J
a
i)cos”| —— |-cos"| —— |=sema -senb j)sema =————
2 2 z[aj
1+t9°| —
2
Resuelve |as ecuaciones:
a)tgx=\/§cosx b)BCosx:Zsecx—§ c)%:§
2 tgx 2
d )6 cos® X+ 6sen’x = 5+ senx e)senx — 2 cos( 2x):—% f )4sen(§]+ 2cosx =3
g )6 cos® x+cos(2x)=5 h)1+cosx+cos(2x)=0 i )%: SENX + CoS X
SX
j)tg(B+XJ—3tgx—2 k)cosx— 29X =0 I)cos2§+cosx—1
4 1+tg°x 2 2
II)senx—ﬁcosx:Z m)tg(4x—%)=—1 n)tg2x+tgx=0
Resolver |os siguientes sistemas de ecuaciones:
_3 X,
senx+ seny = 1 coSx+seny => seny
a) b) c)
senx—seny =1 P P
—X=— —_v=r
y 6 X—Yy 3
senx+cosy =1 sen’x - cos’ S
x—2y=0 Y—2
d) ) ) f)
cosx+seny=1 X+y==— 2 ’ 1
2 cos” X—Cos y:—z
3
3 Senx -+ seny = —
senx+ seny = — 2

9) 2 h)

X+y=120° cos(x;zyj - 73



13.-  Responde razonadamente y sin usar la calculadora alas siguientes cuestiones:

a)
b)

c)
d)

€)

f)
9)

¢Es posible que un angulo tengaigual secante que cosecante?
Si seno=1"25, ¢cuanto vale cos(2a)?

Si un &ngulo mide 1’5 radianes, ¢es agudo, obtuso o recto?
¢Escierto que sen(12p —a ) = sema ?

o, . . a
Si un angulo o pertenece al tercer cuadrante, ¢en qué cuadrante estan > yz2a?

¢Es cierto sempre que sena +senb =sen(a +b ) ?

Como sen(2a ) = 2sena - cosa , entonces ¢,COSeC(2a ) = 2coseca - seca ?
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Soluciones:

1.- sen(2a)=24/25, cos(2a)=-7/25; sen(a/Z):g , cos(a/2)= %
2.- 3, 1/3
3.- 37
J3 1 1
4.- a)— b)-= c)-= d)-+/3 e)l
)= b= ©)-3 )-V/3 e)
24 2
5.- a0 b)-— ¢ ——
) ) 25 ) 11
6- 3
65
7.- ﬁ : _l
25 25

8.- a)B b)1 c)45°

42
7

10.- a)2cotga b))l c)sema

11- @)45,135 1)60,300 ¢)30,150 d)90 e)30, 150, 228 y 312 (aprox.)

f)60,300 @) 30, 150, 210y 330 h) 90, 120, 240y 270
i) 0, 45, 135, 180, 225, 315 j) 30, 150, 210y 330 k) 30, 150
)90,270 1) 150 m) 45,90  n) 0, 180, 30, 150, 210y 330

12.- &) (90,0) b) (0,30), (60,90) c) (30,90) d) (60,30)

e) (30,60)  f) (90,45) g) (30,90), (90,30) h) (90,30)
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TEMA 3.- RESOLUCION DE TRIANGUL OS

1- INTRODUCCION

Resolver un triangulo en genera consiste en conocer las medidas de sus tres lados y sus tres
angulos. Habitualmente nombraremos los vértices como A, B y C, sus angulos correspondientes

como A ,B yé y alos lados apuestos a cada vérticecomo a, by c:

Los teoremas y propiedades que usaremos para la resolucién de tridngulos dependeran de si
son o no tridngul os rectangul os.

2.- TRIANGUL OSRECTANGUL OS

En la resolucion de los triangulos rectangulos, con sus elementos

como € de la figura, usaremos por un lado que B+C =90°, ademas de
teorema de Pitagoras: a” = b® +¢®

Por otra parte las definiciones de las razones trigonométricas de los
angulos éyé:

Conviene tener en cuenta que bastan dos datos para resolver estos triangulos, y que no hay
una Unica manera de resolver un tridngulo rectangulo, sino que usando de formas diferentes las
formul as anteriores se puede |legar igualmente ala solucion.

Ejemplo 1.

Resolver un triangulo rectangulo del que se conocen un cateto b = 15 cmy el angulo C =50°

Solucién:



Claramente el angulo B sera B =90°-50° = 40°
Podemos calcular € cateto ¢ por g emplo con:

tgézg = c:b-tgé = c=15-tg50° ~ 17' 88cm.
Solo falta calcular la hipotenusa, por jemplo con:

~ 23 34cm.

~ b b 15
cosC=— = a= ~=
a cosC cos5(P

Ejemplo 2:

Resolver un triangulo rectangulo del que se conocen un cateto b = 11 cmy la hipotenusa a = 20 cm.
Solucion:

Por Pitégoras: a®> =b*+¢® = c*=a’-b*=400-121=279 = c~16'7cm

Para calcular los angulos:

saqé=9=%=0'55 — B=arcsen(0'55)~ 33 37°
a
C=90°-33 37°=56' 63

Ejemplo 3:

Una escalera de 2 m. esta apoyada en una pared formando un angulo de 50° con € suelo. Halla la
alturaalaquellegay la distancia que separa su base dela pared

Solucion:

A lavistadel dibujo: sen50°=g = h=2sen50°=1'53m

Para sacar b, por gemplo: 005500:2 = b=2c0s50°=1"29m 4

Luego la escalera alcanza una altura en la pared de 1’53 m y se
encuentra situada a 1’29 m de dicha pared




Ejemplo 4:

El angulo de elevacion del punto méas alto de una torre medido desde un punto C del suelo es de 22°.
Avanzamos 12 m. hacia latorrey dicho angulo es ahora de 45°. Calcular la altura delatorre

Solucioén:

En primer lugar representamos graficamente el problema:

B

En € triangulo DAB: tg450:D
X

En el tridngulo CAB: tg22° =
X+12

Tenemos por tanto dos ecuaciones con dos incdgnitas. Resolvemos por igual acién despejando h:

h = xtg45°
= Xtg45°=(x+12)g22® = x=0"'404(x+12)
h=(x+12)tg22°

= x=0'404x+4'848 = 0'596x=4'848 = x=~8'13
Luego la torre mide aproximadamente 8’13 m.

Nota: estos problemas ““de doble medida” son un ejemplo clasico de aplicacion de triangulos
rectangulos, y se suele usar la tangente en su resolucion

Ejercicios:

1- La base de un triangulo isosceles mide 55 cm., y su lados iguales 39 cm. Calcula los angulos
del tridngulo

2.- Resuelve:

i 10 ¥




3.-

En un triangulo rectédngulo, un cateto mide 5 cm, y su
proyeccion sobre la hipotenusa, 4 cm. S =
Calculalalongitud de la hipotenusay del otro cateto ! \
|
|

4 cm

Calcula e lado y la apotema de un pentagono regular inscrito en una circunferencia de radio
scm.

Un monticulo es observado por una persona desde € suelo bajo un angulo de 55°. Otra
persona, situada a 150 metros de la primeray a otro lado del monticulo, lo observa con un
angulo de 75°. Calcula la altura del monticulo y las distancias que hay entre el monticulo y
cada persona.

Con un teodolito de 1’5 m de altura, situado a 75 m de unatorre, se ha observado ésta con un
angulo de 40° con la horizontal. Hallala altura de latorre.

Calcula el perimetro del triangulo rectangulo ABC, A
sabiendo que lalongitud del segmento CP es 23 cm. e

s
l; I I".( A
En lo ato de un edificio en construccion hay una grda de 4 m. Desde un punto del suelo seve
el punto mas ato de la gria con un angulo de elevacion de 50°, y e punto més ato del

edificio con un angulo de elevacion de 40°. Hallala altura del edificio.

TRIANGUL OS CUAL ESQUIERA

Para resolver un tridhgulo no rectangulo usaremos, ademés del hecho de que

A+B +C =180 , dos teoremas especiales que amplian o visto en tridngul os rectangul os.

Conviene destacar que la resolucién de un tridngulo cualquiera puede tener una solucién

Unica, dos soluciones 0 ninguna solucién, dependiendo de los datos, y que para que un tridngulo
tenga sentido a angulo mayor le tiene que corresponder € lado opuesto mayor, y que a angulo
menor le tiene que corresponder €l lado opuesto menor, por la propia definicién de angulo. Esto es
algo que deberemos comprobar en |as posibles soluciones siempre que resolvamos un triangul o.

V eamos ahora | os dos teoremas que vamos a utilizar:



Teorema del Seno

“Los lados de un tridngulo cualquiera son proporcionales a los senos de sus angulos opuestos™, es
decir: 5

Demostracion:

Laaltura h, correspondiente al vértice B divide a triangulo en dos triangul os rectangul os

En ADB:
senA:% = hozc-senA
En CDB:
sené:% = ho=a-sené
De donde igual ando obtenemos: c-senA=a-senC = s:rllAzse(r:lCA:

Si hacemos |o mismo con la altura correspondiente a vértice C:

En AEC:

N

senA:% = h, =b-senA

En CEB:
senB =% = h =a-senB
. ~ ~ a b
De donde igualando obtenemos: b-senA=a-senB = ~ = —
senA senB

Y uniendo ambas igual dades obtenemos |o que queriamos demostrar:




Curiosidad:

Si construimos la circunferenciaderadio r circunscritaa triangulo ABC y trazamos el diametro CD:

omems a b c
.-f"'--f- HH“EI En ABC ~ = — = ~
L senA senB - senC
.-'/ I'il?-' i J'r” |I| ~H'~ ~
B S "| En € tridngulo DBC e angulo B es de 90° por abarcar
-4;" / ". % un didmetro, y aplicando el teoremadel seno:
il Y 3 LI
ol i/
lE'." \.__. ,r)r‘ \ |I a,\ = 2r = 2I’
\ ". / senD  sen90°
H‘a TR .II / Como losangulos A y D por abarcar el mismo arco (a):
L WA a _ b _c
P i senA  senB  senC

Luego la proporcion entre los lados de un triangul o y los senos de sus dngul os opuestos coincide con
el didmetro de la circunferencia circunscritaa tridngulo

Teorema del Coseno

“En un triangulo cualquiera, el cuadrado de un lado es igual a la suma de los cuadrados de los
otros dos lados menos el doble de dichos lados por el coseno del angulo que forman™, es decir:

a2 =b?+c2—2bccos A
b? = a2+ c? — 2accosB
c? = a% +b? —2abcosC

Demostracion:

La dtura h divide a triangulo en dos
tridngul os recténgul os.

En BDC: a’=m?+h?

Como m = b - n, y ademas en ADB
h*=c?-n’:

2
a’=(b-n)" +c’-n*=b*+n*-2bn+c’-n’=

= a’=b’+c?*-2bn

En ADB: cosA:E = n=ccosA
(o



Luego a> =b? +c? - 2bccos A

L as otras dos igual dades se demuestran obviamente tomando |as otras alturas del triangulo.

Nota:

Si € triangulo fuera rectangulo por e emplo en el angulo A, quedaria justo € Teorema de
Pitdgoras. Es decir, el Teorema del Coseno es una ampliacion del Teorema de Pitégoras para
tridngul os no rectangul os.

Consideraciones a tener en cuenta para resolver triangulos

>

Cuando calculamos un angulo usando el Teoremadel Seno, a despejar aparece una expresion
como: senA=0'72
Con la calculadora obtenemos A=arcsen(0'72) ~ 46°

Pero existe otro posible angulo en un tridngulo cuyo seno val ga eso: A=180° —46° = 134°
Eso da lugar a dos posibles soluciones que hay que tener en cuenta

También podria pasar que senX =112, lo cud es imposible y por tanto €l triangulo no
tendriasolucion

Cuando aparezcan varias posibles soluciones, hay que comprobar su validez teniendo en
cuenta que, como ya comentamos, a angulo mayor le corresponde € lado opuesto mayor y al
angulo menor €l lado opuesto menor

Es por todo esto, y para evitar calcular soluciones que luego no sirvan, por |o que usaremos
como norma general €l Teorema del Coseno alahorade calcular angulos (el tercer angulo se
cal cula sabiendo que suman 180°)

Podemos guiarnos por la siguiente tabla, aunque no es estrictamente necesario si tenemos en
cuenta el punto anterior:

. [11. Dosladosy €
|. Dosangulosy un ] 1. Dosladosygl angulo no V. Treslados
lado angulo comprendido .
comprendido
e Tercer angulo con | e Tercerladoy un e Segundo angulo e Dosanguloscon €
A+B+C =180° angulo con € con el Teorema del Teorema del
L os otros dos |ados Teoremadel Coseno Seno Coseno
cond Teoremadel | ® Tercer angulo con Tercer angulo con Tercer angulo con
Seno A+B+C =180 A+B+C =180 A+B+C =180

Solucién Unica

Solucién Unica

Tercer lado con €
Teoremadel Seno

Una, dos o ninguna
solucion

Una o ninguna
solucion




Ejemplo 1:

Resuelve un triangulo en & quea = 5cm., B =4 , C =60°
Solucion:

El angulo A sera A=180° —40° —60° = 8P

Por &l Teoremadel Seno:

a b a-senB  5sendQP
= b= =

~ = ~ = =3'26cm
senA senB senA sen80°
a C a-senC  5sen60° ,
~ = ~ —> C= — = =4"4cm
senA senC senA sen80°

Ejemplo 2:

A

Resuelve un triangulo en e quea = 5cm., b= 7 cm., C=50°
Solucion:
Calculamos € tercer lado con €l Teoremadel Coseno:

c? = a?+b?—2abcosC = 25+49—-70cos50° =29 = c=5'39cm.

Usamos de nuevo e Teoremadel Coseno paracalcular €l angulo A:

“ ~ 2 2 _ Q2 _ “
& —b? +¢? —2bccosA = cosA=> +20b a :42;22.355:0'702 = A=45'4r
C 7

Y ¢ otro angulo sera B = 180° —50° —45' 41° = 84' 5

Ejemplo 3:

Resuelve un trianguloen el quea= 3cm.,b=5cm, c= 10 cm.
Solucion:

Por el Teoremadel Coseno:

~ b*+c?-a® 25+100-9

a?=b%+c?—2bccosA = cosA= =116
2bc 100

Como no existe ninguin angulo cuyo coseno sea mayor que 1, este triangulo no tiene solucion



Ejemplo 4:

N

Resuelveun trianguloen el quea= 4cm., b= 5cm.,, A=45
Solucion:

Por el Teoremadel Seno:

B, = 61' 64°

c=—~ = senB=— = =0'88 = 1 _
4 B, = 180° —61' 64° = 118" 36°

S B =61'640 = C,=180°—4%-61 64°=73 36°

El lado ¢ serd —r = _a-senC, _ 4sen73' 36

~— = C ~5'42cm
senA  senC, senA sends
S B,=118'36° = C,=180°-45%-118' 36°= 16" 64°
Elladocserd —or =— 2 = CZ:a-serlC2:4$n16 64z1'62cm
senA senC, senA send5
L as dos posibles soluciones serén por tanto: da
a=4cm A= 45 a=4cm A= 45 / \
= - (.- : Ly 5 o
b=5cm B, =6164| b=5cm B,=118'36° J ,;’/ e e 4
A A e ;/ |
c,=542cm C, =7336° c,=162cm C,=16"'64° i e g —d Y
| N 45° o &
Y como podemos comprobar, ambas soluciones son vélidas 4 2 L& o

Ejemplo 5:

Tres pueblos A,B y C estan unidos por carreteras rectas que forman un triangulo; la distancia de A
hasta B es del2 km, de A hasta C de 15 kmy €l angulo que forman las visuales desde B hasta Ay C
mide 60°.Calcula la distancia del puebloB al C

Solucion:

En primer lugar, representamos graficamente la situacion planteada en el problema:



15 km |

% Conocemos dos lados 'y el angulo no comprendido entre ellos:
& b= 15km, c= 12km., B=60"

Por el Teoremadd Seno:

bA: cA N SJenCA::c.senlez'senGOO:0,69
senB  senC b 15
605, ~ '
|2 km B N f::43630
C=136"'37°

La segunda solucién no tiene sentido pues con € angulo B ya sumarian més de 180°

Luego C =436 = A=180°-60°-43 63=76'37°

Y de nuevo por e Teoremadel Seno:

a

—~— =

senA senl% senl% B sen6P

b N a=b-senA_15'86n76 370:16'83

Luego ladistanciade B aC esde 16’83 km.

Ejercicios:

1-

Resuelve los siguientes triangul os:

a)a=12cm.,b=16cm.,c=10cm.
b)a=7cm.,b=22cm.,C = 40°
c)a=4cm.,B =45 ,C =60°
d)a=12cm.b=15cm., A= 48
e)b=20cm.,c= 14cm., A= 35
f)a=12'6cm,b=26"4cm., B =124

Desde la puerta de mi casa veo € cine, que estaa 120 m., y €l quiosco, que estaa85m., y €
angulo que forman ambas visuales es de 40°. Calcular ladistanciaentre & ciney € quiosco

Dos coches, con velocidades constantes respectivas de 90 y 80 kilémetros por hora, toman
dos carreteras que se bifurcan con un angulo de 82°. ;Queé distancia habra entre ellos cuando
[leven 15 minutos de vigje?

El radio de la circunferencia circunscrita al triangulo ABC mide 72 cm. si dos de los angulos
del tridngulo son de 60° y 45°. Resuelve € tridngulo y calcula su area



EJERCICIOS

1-

2.-

La base de un tridngulo isbsceles mide 20 m y € angulo opuesto 74°. Cacula los lados y la
superficie

Una escalera de bomberos de 10 m. de longitud se ha fijado en un punto de la cazada. S se
apoya sobre una de las fachadas forma un angulo con e suelo de 45°, y s se a@poya sobre la otra
fachada dicho angulo es de 30°. ¢Cud es la anchura de la calle? ¢Qué atura se alcanza con la
escal era sobre cada fachada?

Calcular x ey enlos siguientes triangul os:
{a) (b)

Un grupo decide escalar una montafia de la que desconocen la dtura. A lasalidadel pueblo han
medido & angulo de elevacion, que resulta ser 30°. A continuacion han avanzado 100 m haciala
base de la montafia y han vuelto a medir & angulo de elevacion, siendo ahora 45°. Cacular la
aturadelamontafia

Una montafia de 650 m. de altura separa dos pueblos A y B. Desde A se ve lacima C de la
montafia con un angulo de devacion de 24°, y desde B con 36°. ¢Cud es la distancia entre los
dos pueblos?

Dos edificios estan separados entre si por 20 m. Desde la azotea de uno de elos, de 40 m. de
atura, veo laazoteadd otro con un angulo de elevacion de 70°. Hallasu atura.

Dos puentes levadizos iguaes estén
elevados 33°, y sus bases separadas 18 m., A,
como indicalafigura : 3

¢Qué distanciaseparalos puntos A y B? p ' \ 5 / 33¢ {l

]
=
L J

Calcula la apotema y el area de un heptagono regular cuyo lado mide 9’2 cm.



10.-

11.-

12.-

a=10,b=9C =70°
a=4,b=8,B=40°
a=8>b=12,e=20
a=10,A =45°,C =75°

Calcular xy h en € siguiente gréfico:

Unapersonade 2 m. se sitiaa 10 m. de una estatua
de longitud m sobre un pedestal de longitud p. Si
calcula los angulos a = 20° y B = 15° hdla la .

longitud de la estatua. & it

- | —

Resolver los siguientes triangul os:

b) a=12,A =30° B =100°
&) G=6b="16=8

f) b=10,¢=6,C =45°

h) a=1,c=+3.B=30°

Hallar los elementos que faltan de cada tridngul o:

L]
=

(a) 4

(A




13.-

14.-

15.-

16.-

17.--

18.-

19.-

20.-

21.--

Un globo aerostético esta sujeto ad suelo mediante -
dos cables de acero, en dos puntos que distan 60 m.
El cable mas corto mide 80 my e angulo que forma
el otro cable con & suelo es de 37°. Hallar la dtura
del globoy lalongitud del cable mas extenso.

80m

+— &Gm ———*

Dos caminantes salen del mismo punto por dos caminos distintos que forman entre si un angulo
de 120°. Uno andaa5 km/h y € otro, a 3 km/h. ¢A qué distancia se encontraran uno del otro a
cabo de tres horas?

Unasefia de socorro de un teléfono movil A se escucha desde dos antenas B y C separadas entre
si 25km,dl angulo B mide 54°y e angulo C mide 66°.Cdcula las distancias que hay desde cada
unadelasantenas B y C a teléfono movil.

Rosa y Juan se encuentran a ambos lados de la orilla de un rio, en los puntos A y B
respectivamente. Rosa se aga hasta un punto C distante 100 m del punto A desde la que dirige
visuales alos puntos A y B que forman un angulo de 20° y desde A ve los puntos C y B bgjo un
angulo de 120°. ¢Cud eslaanchuradel rio?

Dos carreteras se cruzan con un angulo de
60°. Desde dicho cruce, las distancias a tres
pueblos A, B y C, son respectivamente 15, 8
y 7 km, ta como seindicaen lafigura. ¢Cud
de los pueblos A 0 C estamas cercade B en
linearecta?

15 km

-

Un solar tiene forma de triangulo y se conocen dos lados, que miden 18 my 23 m, y € angulo
que forman, que esde 125°. Si e m? vale 30 €, calcular el valor del solar

Desde dos puntos de la orilla, A y B, separados entre si 450 m., observamos dos barcos C y D.
Con un teodolito se han medido los &ngulos: CAD =48°, BAD =57°,ABC = 42°y CBD = 53°.
Calcular ladistancia entre |os dos barcos.

Desde mi casa veo la fuente que esta en € centro de la plaza mayor y también veo d
ayuntamiento, que sé que estd d menos a 50 m. He preparado un teodolito para calcular €
angulo formado por dichas visudes y ha dado 26°23'. La distancia desde mi casa a la fuente es
de 40 my ladistancia de lafuente al ayuntamiento es de 30 m. ¢Qué distancia hay desde mi casa
a ayuntamiento?

Antonio y Beatriz se encuentran en una misma orilla de un rio separados por 60 m. Carlos esta4
en un punto de la otra orilla. Las visuales desde Antonio a Bestriz y arlos forman 60°, y desde
Beatriz a Antonio y Carlos 80°. Hallalaanchuradel rio



22.--

23-

24.-

25.--

26.-

27 .-

28.-

Se ha colocado un cable sobre un méstil que lo sujeta, como TRy
muestralafigura. ¢Cuanto miden el cabley € mastil? H““‘x
s
457 s
«——— 20m

El radio de una circunferencia mide 25 m. Calcula e angulo que formaran las tangentes a dicha
circunferencia, trazadas por |os extremos de una cuerda de longitud 36 m.

W

Hdlaladturadelatorre QR, de pieinaccesible, con los datos de lafigura

.‘p-f

Dos automdviles parten de un punto a mismo tiempo. Uno va hacia d Este a una velocidad de
120 km/h, y € otro hacia € Noroeste a 100 km/h. Al cabo de una horay media ¢qué distancia
los separa?

Demostrar que en un tridngulo cuaquiera, su areaesigual alamitad del producto de dos de sus
lados por e seno del angulo que forman.
Utilizar € resultado anterior para calcular d éreade un tridngulo en € que

a=8cm., B=30 ,C =45

Halab, X y € areadelafigura

15 cm

Las diagonales de un paralelogramo miden 15 y 12 m., y forman un angulo de 60°. Halla la
longitud de sus lados.



29.- Desde un punto C de la orilla de un rio, se
observan dos &rboles A y B situados en la orilla
opuesta bajo un angulo de 120°. Si nos agjamos
8m desde C en ladireccién opuestaa arbol A, €
angulo medido entre los dos arboles es ahora de
60°. Y si nos algamos 7m, también desde C pero
en la direccion opuesta a arbol B, se mide
también un angulo de 60°. Cacula de forma
exactaladistancia AB entre los &rboles.

30.- Paracacular la atura de la torre Eiffel una persona efectia las medidas de los angulos del
dibujo en dos puntos A y B separados entre si 180 m. Calculala OP de latorre Eiffel.

406 fel0_—~T50m
A

31.- Dos automdviles salen del mismo punto alas 10 h de la mafiana en direcciones que forman
entre si 72°. Uno vaa 90 km/h y otro a82 km/h. ¢A qué horales separardn 126 km?

32.- Conlosdatos delafigura, calcular laaturaCD delatorre:




Soluciones: (aproximadas)

11.--

12.-

13.-
14.-

15.-

16.-

16°62m. ; 132’7 m?

15’73 m; 7’07y 5 m.

a)x=5,y=5'55  b)x=34"64,y=41"28
136’6 m.

2354’56 m.

90’95 m.

29 m.

a =955 cm.; Area = 307’51 cm?

h =346, x = 14’6

3’36 m.

¢) a=10 b=9 c¢=1093 A=593° B=50,7 C=710°
b) a=12 5=2363 c=18233 A=30° B=10° ¢ =50°
¢)a—41 b—8 c—1064 A—1874 B—10° ( — 121,25
d)a=6 bh=7 c=8& A=4653" RB=572" ( =755°

e) a=8 b=12 c=20= nc tizne solucion.

*

7)) b—10,c — 6, — 457 — no tiene solucién.
¢)a—816 b—10 c—1115 A—45° B—60® ( —75°
Bya=1 b=1 e=+3 A=30" B=30 (=120"

A

‘g , C=97"19® c=1356
'®  C=66'T .c=96'69
‘5
I50

Il
w
a1

,B=38'5% b=5097
L C=3546° a=9 04

I
w

\SJ
> > >
I I
& B

71’8 m. y 119’31 m.
21 km.

26’37y 23’35 km.

53’21 m.



17.-

18.-

19.-

20.-

21.-

22.-

23.-

24.-

25.-

26.-

27.-

28.-

29.-

30.-

31.-

32.-

Losdosigual

5086’8 €

715 m.

60’11 m.

59’9 m.

Cable 25 m.; mastil 7°32 m.
87°89°

79’82 m.

305’1 km

Area=1171 cm?

b=13cm., X =32' 2. Area = 114’75 cm?

6’87y11'72 m.
13 m.

276’1 m.

11h 15’

86’83 m.



FORMULARIO

Relaciones Fundamentales

sen‘a +cos’a =1

1+tg’a =sec’a

1+cot g°a =cosec’a

Relaciones entre Cuadrantes

Angulos suplementarios: Angulos que difieren en 180% _——__

B i B W / B= 1BO+a™,
sen(180°-a ) = sema o N\ sen(18C+a)=-sea /7| )
cos(180°-a)=—com y f> f=180-a y cos(180° +a ) = —cosa ~ o II‘*\ Jl'v
tg(180°-a ) =—tga = T tg(180°+a ) =tga r

| | ! 3

Angulos opuestos: Angulos complementarios:

ff_\_hhx-‘\ .-"-'f-'_'_. ‘-h\.
sen(360°-a ) =sen(-a )= -sema / ' ﬁ sen(9®-a)=cosa lefl N\
cos(360° -a ) = cos(-a ) = cosa { H&a;: il cos(90°-a ) = sea a =gﬂ"ﬁ

- b= 5

tg(360°-a )=tg(-a)=-tga \ ~) ¥y tg(90° -a ) = cotga \ —X—

. | A X

Suma y Diferencia de Angulos

sen(a +b)=sema -cosb +cosa - senb

cos(a ib):cosa -cosb ¥ sem - senb

b)— tga +tgb

+ -9 =9I~
1xtga -tgb

tg(a

Angulo Doble

sen(2a ) = 2sema - cosa

cos(2a ) =cos’a —sena

2a)= 2tga

t =
J 1-tg’a

a’=b*+c?

Teorema Pitagoras

Angulo Mitad

1-cosa
2

a b C

Teoremade Seno

senA_%né_sené

Teorema del Coseno

a2 =b?+c?—2bccos A
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