BLOQUE Il

FUERZAS CENTRALES. COMPROBACION
DE LA SEGUNDA LEY DE KEPLER

En esta Unidad vamos a comprobar que la Segunda Ley
de Kepler es una consecuencia de la conservacion del
momento angular de una particula cuando esta sometida
a una fuerza central.

Estudiaremos los conceptos de fuerza central, momento
angular y momento de una fuerza respecto de un punto
para deducir la Ley de las Areas de Kepler. Aunque no sea

objeto del estudio en esta Unidad, sino de la Unidad 3,
las consecuencias de esta ley son muy importantes.
Gracias a los principios de conservacion que se rigen
mediante las fuerzas centrales, podemos construir giros-
copios, que son aparatos capaces de controlar la posicion
de los aviones, las naves espaciales y los misiles, antes de
la existencia del GPS.




Fig. 4.1. La fuerza que acttia sobre un
planeta estd dirigida siempre hacia el Sol.

Fig. 4.2. Una particula que vibra estd
sometida a una fuerza central.

Fig. 4.3. La fuerza centripeta es una
fuerza central.

Fig. 4.4. La capacidad de la fuerza F para
hacer girar la llave recibe el nombre de
momento de la fuerza.
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4.1 Fuerza central

Considera un planeta de masa m que se mueve alrededor del Sol en una orbita eliptica
(Fig. 4.1). La fuerza gravitatoria que actla sobre el planeta siempre se encuentra dirigida
hacia el Sol, y su valor depende solamente de la distancia r. Por tanto, se trata de una
fuerza conservativa y recibe el nombre de fuerza central porque esta dirigida constante-
mente hacia un mismo punto, cualquiera que sea la posicion de la particula sobre la que
esta actuando.

Se pueden citar como ejemplos de fuerza central:

e |a fuerza recuperadora del m.a.s.; cualquiera que sea la posicion de la particula que vibra,
la fuerza elastica siempre esta dirigida hacia el punto 0 (Fig. 4.2).

e La fuerza de atraccion que ejerce el Sol sobre la Tierra en su movimiento de traslacion.
En general, la fuerza gravitatoria es una fuerza central. Por tanto, el peso de los cuerpos,
al ser la atraccién gravitatoria de la Tierra sobre los cuerpos, es otro ejemplo de fuerza
central.

e La fuerza que ejerce sobre el electron el nicleo del atomo de hidrégeno. En general, la
fuerza electrostatica de Coulomb es una fuerza central.

¢ La fuerza centripeta (Fig. 4.3) es otro ejemplo de fuerza central.

El caso que mas nos interesa es el sistema formado por varias particulas que interaccionan con
una fuerza de tipo central, donde una de ellas, M, esta fija en el centro de fuerzas, y las otras
se mueven respecto de la primera bajo la accién de la fuerza central. Es el caso del Sistema
Solar.

4.2 Momento de torsion de una fuerza
respecto de un punto

Cuando se ejerce una fuerza sobre un cuerpo rigido que puede girar alrededor de algln eje, el
cuerpo tenderd a realizar dicha rotacion, siempre que dicha fuerza no se dirija o provenga de
dicho eje.

La capacidad de una fuerza para hacer girar a un cuerpo alrededor de algln eje se mide por
una magnitud conocida con el nombre de momento de torsion de la fuerza o simplemente
momento de una fuerza (Fig. 4.4). Si sobre un mismo sélido actlan simultdnemaente varias
fuerzas, que le hacen girar alrededor de un eje, el momento total es igual a la suma vectorial
de los momentos de cada una de las fuerzas. El sentido de giro que toma el cuerpo dependera
del momento resultante.

A. ;De qué depende el momento de una fuerza?

Fijate en la Figura 4.5 de la pagina siguiente: se trata de girar una tuerca alrededor del eje Ox.
Para ello, aplicamos una fuerza F en el extremo de la llave inglesa formando un angulo & con
el eje Oy. Como puedes observar, solamente la componente F, tiene la capacidad de realizar el
giro. En cambio, la fuerza F, tiene momento nulo.

La diferencia entre ambas fuerzas estd en su distancia al punto 0; F, dista r, mientras que la
distancia entre F, y el origen 0 es nula.

ELl momento de F, viene dado por la expresion:

M=F,r
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Pero de la Figura 4.5 se deduce que:
F,=Fsen &
Luego el momento en funcién de la fuerza aplicada sera:
M=Frsendb=Fd

® la cantidad d = r sen ¢, conocida como brazo de la fuerza (o brazo de palanca), representa
la distancia (longitud de la perpendicular) desde el centro de rotacion hasta la linea de
accion de la fuerza.

e El momento de una fuerza es igual al producto del valor de la fuerza por su brazo de palanca.
Observa como la componente F, = F cos ¢ pasa por 0 y no produce rotacién porque su brazo
es nulo.

Fig. 4.5. Brazo de palanca.

e El momento de una fuerza solamente esta definido cuando se especifica un punto de refe-
rencia respecto del cual se halla el brazo de palanca.

e A partir de la definicion de momento de torsion se ve como la capacidad de giro aumenta
conforme se incrementa la fuerza, F, y también conforme aumenta su brazo de palanca, d.

* El momento de una fuerza también se expresa como el producto vectorial de los vectores
ryF:
Importante
M=rxF

La distancia entre un punto y una
recta se mide sobre la perpen-
dicular a la recta trazada desde
el punto.

donde  es el vector de posicion respecto de 0 del punto de aplicacion de la fuerza F.

EL momento M es un vector cuya direccién es perpendicular al plano definido por r'y F. EL
sentido viene determinado por el giro que debe darse al vector r para hacerlo coincidir con la
direccion y sentido de F, por el camino mas corto (Fig. 4.6).

Si el sentido de giro es contrario al de las agujas del reloj, también llamado Norte ((\)), el
momento es positivo. EL momento serd negativo si el giro se hace en el mismo sentido que
el de las agujas del reloj, también llamado Sur ().

Para hallar el sentido del vector momento también se utilizan las reglas del producto vectorial
de dos vectores cualesquiera, conocidas como regla del tornillo y regla de la mano derecha
(Fig. 4.7). Si un tornillo se coloca perpendicularmente al plano definido por los vectores a
y b en el punto 0y se hace girar de forma que tienda a llevar el primer factor (a) sobre el
segundo (b) describiendo el menor angulo, entonces el avance del tornillo coincide con el sen-
tido del vector c. Segiin la regla del tornillo, el producto vectorial no es conmutativo, puesto
quesiaxb=c, bxa=-c.

b
&
3
a
Fig.ﬁ4.6.ﬁ£l vector M es perpendicular al plano definido Fig. 4.7. Reglas del tornilg) yde L mano derecha para el producto
porr yE. vectorial de dos vectores: @ Xb=c.
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e O B. Momento de torsion de una fuerza central
" r Supongamos que una fuerza central de médulo F actlia sobre un planeta m (Fig. 4.8) que gira
& ] en torno al Sol. Si tomamos la posicién de este como referencia, el momento de torsién que
Sol act(ia sobre este planeta debido a esta fuerza central es siempre cero, ya que cualquiera

que sea la posicion del planeta, la fuerza F sera paralela a r. Es decir:
M=Frsend=0

Fijate que la fuerza pasa siempre por el punto respecto del cual se toma el momento. Por tanto,
& = 0. El brazo de palanca es siempre cero.

Fig. 4.8. El momento de torsion de una
fuerza central respecto del centro de
fuerzas es siempre cero.

EJEMPLO 1 (PAU)

El péndulo de la figura 4.9 puede oscilar alrededor del punto 0. Calcula el momento, respecto del punto 0, de la fuerza
que hace oscilar el péndulo en funcion del angulo que forma el hilo con la vertical. ;En qué posicion del péndulo dicho
momento es nulo? ;Respecto de qué punto el peso del péndulo tendria momento nulo?

Solucion

La fuerza que actla sobre el péndulo es el peso de la masa que oscila. Habra movimiento de oscilacion
cuando el momento de esta fuerza no sea nulo. Segin la Figura 4.9, el brazo de m g, respecto de 0,
es:

d =/ sen «, donde ¢ es la longitud del péndulo.

Por tanto, el momento de torsiéon que hace oscilar el péndulo es:

M=mg/ sen«a

Este momento sera nulo cuando sen « = 0. Esta condicion se cumple cuando el péndulo se encuentra
en la posicion A.

El peso del péndulo es una fuerza central respecto del centro de la Tierra. Por tanto, respecto de este
punto, el peso tendria momento nulo.

5 ACTIVIDADES

1> La masa m de la Figura 4.10 describe una trayecto-
ria circular situada en un plano horizontal. ;Cuantas
fuerzas actGan sobre m? ;Alguna de estas fuerzas es
central? ;Por qué? Calcula el momento de torsion de las
fuerzas indicadas respecto de la mano O de la persona.

Fig. 4.10.

2> Dibuja el vector momento de la fuerza representada en
la Figura 4.11. :El giro que produce F es positivo o
negativo?

Fig. 4.11.
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4.3 Momento angular de una particula

En cursos anteriores te has familiarizado con el momento lineal o cantidad de movimiento de
una particula. Recuerda que se define como el producto de su masa por la velocidad instanta-
nea que posee: p=m V.

Esta magnitud determina la interaccién con otras particulas. Si una particula esta aislada, lo
que ocurre cuando no experimenta ninguna interacciéon, su momento lineal permanece cons-
tante.

Si el momento lineal es importante para definir el estado dindmico de una particula, también
es importante otra magnitud con el nombre de momento angular, semejante a la anterior,
para describir el movimiento circular.

Antes hemos definido el momento de una fuerza respecto de un punto. Pero dicha definicion
no es exclusiva de las fuerzas. Se puede hallar el momento respecto de un punto de cualquier
vector.

En la Figura 4.12 se representa una particula de masa m que se mueve describiendo una curva
con una velocidad v. Poseera, por tanto, una cantidad de movimiento p'= m v.

Al momento respecto del punto 0 del vector p'se le conoce con el nombre de momento angu-

iy

lar de la particula m y se representa por la letra L:

= — — — —
L=rxp=rxmy

Fig. 4.12. Momento respecto de un
punto de la cantidad de movimiento.

Fig. 4.13. Momento angular de un
planeta respecto del Sol.

A. Momento angular de un sistema

El momento angular de un sistema de particulas se obtiene sumando los
momentos angulares de todas y cada una de las particulas que componen
el sistema.

‘L

~

Por ejemplo, cuando un sélido rigido tiene movimiento de rotacion alrededor

de un eje, cada una de sus particulas describe un movimiento circular. EL E

momento angular del sdlido respecto del eje de rotacion sera la suma de . y

los momentos angulares de todas sus particulas (Fig. 4.14).
L=mrto+mrfo+mrio+..=

=o(mrt+mri+..)=Io,

siendo I=my, rf + m, r? + myr? + ..., el momento de inercia del sistema de
particulas que forman el sélido rigido.

Recuerda

. Tanto el valor como la direc-

cién de L dependen del punto
respecto del cual se toma el
momento.

En cualquier circunstancia en
que aparezca el momento angu-
lar, debe estar clara la posi-
cién del punto utilizado para
calcularlo.

. El momento angular es un

vector perpendicular al plano
definido por 7y v (en la Figura
4.13 este plano es el Oxy).
El sentido viene dado por las
reglas del producto vectorial.

. Un caso importante es el movi-

miento circular. En este caso,
y tomando como referencia el
centro de la circunferencia, 7'y
v son perpendiculares entre si
(Fig. 4.14), el momento angu-
lar es maximo y vale:

Ly=mrvsen90°=mrv-=
=mrfo=Iw

Donde I = m r? recibe el nombre
de momento de inercia de la
particula respecto de 0.

Fig. 4.15. En el movimiento circular el
momento angular es constante y toma
el valor mdximo.

Fig. 4.14. Momento angular
de un sistema de particulas.
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Mas datos

Un equipo de cientificos bajo la
direccién de Michael Brown, jefe
del Departamento de Astronomia
del Instituto Tecnolégico de
California, descubri6 en octubre
de 2003 el décimo planeta del
Sistema Solar: Eris.

Se trata de un planeta compuesto
de roca y hielo, y se encuentra a
mas de 14000 millones de km del
Sol, al que da la vuelta una vez
cada 560 afios.

Su tamafio viene a ser 1,5 veces
mayor que el tamafio de Plutén,
y tiene un didmetro aproximado
de 3000 km.

Posteriormente, en 2006 y en
parte debido a la aparicién de este
objeto, al reasignarse la categoria
de planetas y planetas enanos,
dejoé de ser considerado planeta
para pasar a ser el mayor plutoide
(planetas enanos semejantes en
tamafio a Plutébn y mas lejanos
que Neptuno).

Elnuevo objeto recibi6 provisional-
mente el nombre de 2003 UB313,
hasta que se cambié el nombre
por el de Eris y es el objeto mas
alejado del Sistema Solar. Esta
situado en la «dltima frontera»,
una enorme regiéon en forma de
disco llena de fragmentos helados
de lo que pudo ser el material de
construccién de los planetas y los
cometas actuales.
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EL momento de inercia representa en el movimiento de rotacion el mismo papel que la masa
inerte en el movimiento de traslacion: mide la inercia o resistencia que ofrece el sélido a cam-
biar su velocidad de giro (velocidad angular) cuando sobre él se aplica un momento de torsion
de una fuerza.

EL momento de inercia de un sélido respecto de un eje es una magnitud que indica como esta
distribuida la masa del sélido respecto de ese eje. Al no encontrarse cada particula del cuerpo
a la distancia R del eje (y dado que R es el valor maximo de esa posible distancia), el momento
de inercia de un cuerpo sera I = a m R?, donde a es un nGmero, con valor entre 0 y 1, que
representa lo «lejos» del eje de rotaciéon que se encuentra la mayoria de la masa del objeto.
En un anillo, y con respecto a su eje central, a vale 1, ya que toda la masa se encuentra a la
distancia R.

El momento de inercia de una esfera homogénea y maciza cuando gira alrededor de un diame-
tro es:

I=2 Mg
5

Donde My R son, respectivamente, la masa y el radio de la esfera.

B. Momento angular terrestre

La Tierra posee dos momentos angulares debido a los dos movimientos que realiza.

1. Momento angular orbital, respecto del Sol, correspondiente a su movimiento circular,
considerada la Tierra como una particula:

L0=I’MV0=MI’2(1)0
donde r es el radio de la drbita y w, la velocidad angular orbital.

N, = 2T _ 2T _ 2
® 1afio 365,25-86400 3,15 - 10

21
3,15 - 107

2. Momento angular intrinseco, correspondiente a su movimiento de rotacion en torno a su
eje, considerada la Tierra como un sélido.

le=Tw

siendo w la velocidad angular de rotacion.

rad/s

Ly=6-10*kg - (1,5- 10" m)?- =2,7 - 10 kgm?/s

2T 2T
= = rad/s
©=Tda 86400 Y

L,=2.6.10%kg- (6,4 - 10° m)? - ="
5 86400

=7,1-10% kgm?/s

EL momento angular total sera:

L=rMvp+Iw

Momento angular de un electrén

En el caso del atomo, cada electron también tiene dos momentos angulares. Uno debido a su
movimiento alrededor del ntcleo: momento orbital (¢) y otro intrinseco o spin (s) debido a
su movimiento de rotaciéon. Ambos momentos estan cuantizados. La cuantizacién del primero
depende del radio de la 6rbita o ndmero cuantico principal. La del sequndo depende del senti-
do de rotacion del electron. La cuantizacion de los momentos angulares del electron se estudia
con mas detalle en la Unidad 12.
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EJEMPLO 2 (PAU)

Una particula de masa 0,50 kg se mueve en el plano Oxy con una velocidad de 4,0 m/s a lo largo de una recta de
ecuacion 2x - y + 2 = 0 (Fig. 4.16). Si el movil se encuentra en el punto (0, 2), calcula el médulo, la direcciéon y el
sentido del momento angular de la particula.

a) Respecto del origen de coordenadas.
b) Respecto del punto 0’ de la recta.

Solucion

a) En primer lugar, hallamos las coordenadas de los puntos Py 0’ De la ecuacion de
la recta se deduce: P (0, 2) y 0’ (-1, 0).

EL angulo formado por los vectores r' y V tiene un valor:

00
tg & = % - %; b = 26,56° = sen ¢ = 0,447
r
El moédulo del momento angular sera: o/ g
|fo|=rvmsend>=mvd=2m-0,5kg-4,0m/s-0,447=1,8kgmz/s, / ° )

En la direccion perpendicular al plano Oxy y dirigido hacia dentro del papel. Fig. 4.16

b) Respecto del punto 0’, el momento angular es nulo porque el angulo ¢ = 0.

EJEMPLO 3 (PAU)

Un automovil de 1500 kg se mueve en una pista circular de 50 m de radio con
una rapidez de 40 m/s. Calcula el momento angular del automovil respecto del
centro de la pista.

Solucion

En el movimiento circular, los vectores r' y v forman
un angulo de 90°. En este caso, el modulo del mo-
mento angular sera:

Ly=mrv=1500kg-50 m-40 m/s=3-10°kg m?s™!

Direccion perpendicular al plano Oxy, y de sentido
positivo.

Fig. 4.17.

ACTIVIDADES e

3> Si una particula se mueve en linea recta, ;puede ser 5> ;Qué movimiento ha de tener una particula para que su
cero su momento lineal? ;Puede ser cero su momento momento angular permanezca constante?
angular? En caso afirmativo, ;respecto de qué punto o

puntos seria nulo? 6> Una particula de 0,5 kg se mueve a lo largo del eje Oy

con una velocidad de 2 m/s.

4> Si la velocidad lineal de una particula es constante a) Calcula el mdédulo del momento angular de esta par-
en el tiempo, ¢puede variar su momento angular en el ticula respecto de los puntos (0, 0), (4, 0) y (3, 5).
tiempo? Razona la respuesta. b) Calcula el momento angular de la particula respecto de

estos puntos si su trayectoria es la bisectriz y = x.
S:a) L=0,45kgm?/s; b) L =2,8 kg m?/s
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Importante

La Ley de Conservacién del
Momento Angular es una ley fun-
damental de la Fisica que tiene
el mismo nivel de importancia
que la Ley de Conservacion del
Momento Lineal o que la Ley de
Conservacion de la Energia.

Mads datos

Casos en que el momento de las
fuerzas exteriores es cero:

a) Cuando en el sistema solamente
actian fuerzas internas, como
explosiones, acoplamiento de
un cuerpo con otro, etc.

b) Cuando la direccién de la fuerza
externa coincide con el radio.
Esto ocurre con las fuerzas cen-
trales.

¢) Cuando las fuerzas exteriores
estan aplicadas en el eje de
giro.
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4.4 Relacion entre el momento de torsion
y el momento angular

. .., - L - — =g
Hemos obtenido la expresion L = r x p para el momento angular de una particula, y M = r'x F
para el momento de una fuerza.

Si derivamos la primera ecuacion respecto al tiempo tenemos:
dl_d . L odp dr

—=—(r =rX ——+—X
(P p) =P g ¥ P
4
dt
gunda Ley de Newton.

N
El término =md=F es el valor de la fuerza, como nos indica la Se-

(mv)=m

—

El término i—; es la velocidad instantanea.
roo.

Por tanto, el producto prial vxmv =0, ya que los vectores v y m v son paralelos.

Teniendo en cuenta estos resultados, la derivada del momento angular tomaria la forma:

dd - = —
—=rxF=M
it

9151 momento de la fuerza con respecto a un punto P (o a un eje) que actia
sobre una particula es igual a la variacion que experimenta con el tiempo el
momento angular de esa particula con respecto a ese mismo punto o eje:

=odl
M=
dt

A. Conservacion del momento angular

De la expresion anterior se deduce una consecuencia importante: si no actdia ningin momento

de torsion sobre una particula, el momento angular de esa particula permanece constante.
L dl -

Es decir, siM=0 = E=0 = L =cte. = Iw = cte.

Esto significa que si un sistema evoluciona de tal forma que el momento de las fuerzas exterio-
res es cero, el momento de inercia inicial por su velocidad angular inicial es igual al momento
de inercia final por su velocidad angular final:

Lw, = Lw,

5 ACTIVIDADES

7> Una particula se mueve sobre una recta y se sabe que
el momento de torsidon que actda sobre ella es cero res-
pecto de un punto no especificado. ;Implica esto que
sobre la particula no actdia ninguna fuerza? ;Puedes
concluir que la velocidad de la particula es constante?

8> La masa de la Luna es 7,35 - 10?2 kg y la distancia del
centro de la Tierra al centro de la Luna 3,84 - 10% m.
Calcula el momento angular de la Luna respecto a la
Tierra. Dato: la Luna tarda 27,32 dias en dar una vuelta
alrededor de la Tierra.

S:L=2,88 - 10* kgm?/s
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B. Ecuacion fundamental de la dinamica
del movimiento de rotacion

-

La expresion M= ccll_Lt recibe el nombre de ecuacién fundamental de la dinamica de rotacién,

que aplicada a un sélido rigido se puede expresar en funcion de la aceleracion angular:
~odl d(Iw) L 46

M == — = = I Q
dt ~ dt at
Observa la semejanza de esta expresion con la Ley Fundamental de la Dinamica de Traslacion:
> dp d R dv S
fF=—=— =m-—=ma
dt dt ) dt

El paralelismo entre el movimiento de rotacion y el movimiento de traslacion queda reflejado
en la Tabla 4.1.

Movimiento Movimiento

st de traslacion de rotacion HEREIO

Espacio s (en m) ¢ (en rad) s=¢R
Momento de inercia 3
Masa Inerte m (kg) (kg 2) I=amR
. . S [}
Velocidad media v= " (m/s) = " (rad/s) Vv=wR
Velocidad _ds _de
. . V=— W=— v=wR
instantanea dt dt
Vi—V, Wf—
Aceleracién media a= % (m/s?) o= % d=aR
Aceleracién dv dw
. ) a=— o=— a=aR
instantanea dt dt
Momento Lineal p=m v AngularL =1 L=7xp
Ecuacion = dﬁ N o odr 5 - o
F=—=ma M=—=1I =
fundamental t t “ S
o s 1

Energia cinética E= > mv? E=—Iw’

1 1
Ecuaciones del =Vt + > at? ¢ = wot + 5 at?

movimiento

2

Vf ?

-v =2as of -~wf =20¢

Tabla 4.1. Relacion entre las magnitudes de rotacion y traslacion.

Recuerda

El Principio de la Conservacién del
Momento Angular es valido tanto
en la Fisica cuantica como en la
Fisica del cosmos y en la Fisica
clasica.

e La cuantizacion del momen-

to angular de las particulas
atémicas desempefla un papel
fundamental en la descripcién
de los sistemas atémicos y
nucleares.

e La conservacion del momento

angular es clave en el desarro-
llo de las teorias sobre el ori-
gen del Sistema Solar y sobre
la contracciéon de las estrellas
gigantes (como se indica en
la pagina 105). El momen-
to angular también explica el
movimiento de los astros y
resuelve muchos otros proble-
mas de Astronomia.

Los acrobatas, los saltadores de
trampolin, los patinadores sobre
hielo, etc., utilizan el principio
de la conservaciéon del momen-
to angular. Cuando un patinador
quiere aumentar su velocidad
angular encoge su cuerpo al
maximo para que su momento
de inercia sea minimo. En cam-
bio, cuando quiere disminuir su
velocidad extiende los brazos
para que el momento de iner-
cia sea mayor. Un gato se las
arregla para caer siempre sobre
sus patas usando el mismo
principio.

9> Una plataforma gira con una velocidad angular . En
un momento dado se desprende una porcion de ella.
El resto de la plataforma: a) no modifica la velocidad;
b) gira mas deprisa; ¢) gira mas despacio.

10> Sobre un disco que gira con una velocidad o cae libre-
mente un trozo de plastilina quedandose adherida a él.

ACTIVIDADES e

El disco: a) disminuira su velocidad; b) aumentara su
velocidad; c) seguira girando con la misma velocidad.

11> Define el momento angular de una marticula de masa

— . — .

720 my velocidad v respecto a un punto 0. Pon un ejemplo
razonado y de ley o fendmeno fisico que sea una expli-
cacion de la conservacion del momento angular.
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Fig. 4.18. Una particula sometida a
una fuerza central, tiene una trayectoria
plana.
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Fig. 4.19. Cuando un planeta pasa de M
a M, el vector de posicién barre el drea
dA.

4.5 Momento angular y movimiento
planetario. Segunda Ley de Kepler

Todos los planetas y satélites se mueven bajo fuerzas centrales, y por tanto, su momento
angular permanece constante. Una consecuencia de que el momento angular de un planeta
permanezca constante es la Ley de las Areas de Kepler.

Para deducir la Ley de las Areas nos basamos en la siguiente propiedad: toda particula que se
mueve bajo la accién de una fuerza central tiene momento angular constante.

Efectivamente, ya hemos visto que el momento de la fuerza central respecto del centro de
fuerzas es siempre nulo. También sabemos que:

o
dt

—> —
Por tanto, si M = 0, se deduce que L = cte. Esto implica que el momento angular ha de per-
manecer constante en médulo, constante en direccién y constante en sentido, de donde se
deducen las siguientes consecuencias:

M=

1. Por ser constante la direccion del momento angular, el movimiento de la particula tiene
lugar en un plano.

A
En efecto, si se tiene en cuenta que L, por definicion, es perpendicular al plano definido
por r'y v, para que la direccién de L no varie los vectores r'y v han de estar siempre en
el mismo plano (Fig. 4.18). Las conicas son curvas que cumplen esta condicion.

2. Si L mantiene constante su sentido, la particula recorrera la trayectoria siempre en el
mismo sentido, como se deduce de la regla del tornillo, que nos da el sentido del produc-
to vectorial L =r' x m V.

3. Si el médulo de fpermanece constante, se cumple la Segunda Ley de Kepler: las areas
barridas por el vector que une el centro de fuerzas con la particula son proporcionales a
los tiempos empleados en barrerlas.

En efecto, supongamos que un planeta tarda un tiempo dt en pasar de M hasta M” (Fig. 4.19).
EL vector de posicién r ha barrido en ese tiempo un area dA. Esta area es la mitad del area
|F' x dr| del paralelogramo formado por los vectores r'y dr.

A=t [Pxdi]=t [Fxvdt|=—|Fxv|dt
2 2 2
Teniendo en cuenta que || = |7 x m V| = |7 x V| m, se deduce:
dac LI 4 o A1 I
2 m dt 2 m

Si L es constante, se deduce que dA también lo es. El término A recibe el nombre de velo-
cidad areolar. dt dt

?La Ley de las Areas también se puede enunciar diciendo que toda particula que
se mueva bajo una fuerza central lo hace con una velocidad areolar constante.

La Ley de las Areas es aplicable a cualquier fuerza central, aunque no fuera proporcional al

. . c s . 1
inverso del cuadrado de la distancia. Si la fuerza central varia con —, entonces se puede de-
mostrar que las orbitas descritas son elipses. r
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En el caso de que un planeta se mueva en una 6rbita eliptica alrededor del Sol, las posiciones
mas cercana y mas alejada del planeta respecto del Sol se conocen como perihelio y afelio
respectivamente (Fig. 4.20).

De la Ley de las Areas se deduce una consecuencia importante: un planeta que gira alrede-
dor del Sol va mas deprisa en perihelio que cuando se encuentra en afelio.

Como puedes ver en la Figura 4.21, si un planeta tarda el mismo tiempo en pasar de P, a P,
(afelio) que en pasar de P; a P, (perihelio), segin la Ley de las Areas se debe cumplir que
A1 = Ag.

Planeta

v _--x"x
™., afelio
P 7 W

7/ sol .
R F e " \I«go
4 | 2 I ¥
5, 8, ! A
90~
B A,
e v, perihelio

Fig. 4.21. Seqiin la Ley de las Areas, la
velocidad de un planeta es mayor cuanto
mds proximo al Sol se encuentra.

Fig. 4.22. En el perihelio y en el afelio,
el vector de posicion es perpendicular al
vector velocidad.

Observando los triangulos mixtilineos vemos que se cumple:

1 1
A1=—Sll’1=— Vltrl
2 2
= nn=Vvn

1 1
Ay=—=5S, == Vv, tr
2 222 2 2 2

como r; > r,, se deduce que v; < v,.

Por tanto, a medida que un planeta describe su érbita en torno al Sol, su velocidad aumenta
conforme se aproxima a este, alcanzando su valor maximo en la posicién de perihelio, y dismi-
nuye a medida que se aleja hasta alcanzar la minima velocidad en el afelio.

El momento angular del planeta es constante en todos los puntos de su trayectoria. En peri-
helio y en afelio, el vector de posicion es perpendicular al vector velocidad (Fig. 4.22). En
estas posiciones se cumple que:

r,mv,;sen90°=r, mv, sen 90°
Es otra manera de obtener la propiedad:
Iy Vp =T, V,

Como la 6rbita no es perpendicular en todo momento al vector de posicion a lo largo del cual
actda la fuerza central, se puede concluir que esta fuerza tiene una componente en la direc-
cion de la trayectoria que hace variar el mddulo de la velocidad.
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4 Perihelio Afelio -..,
Sol
----- Y@ 3

Fig. 4.20. Posiciones de perihelio y afelio
de un planeta.

Mads datos

Cuando el momento angular de
un cuerpo permanece constante,
el eje de rotacién del cuerpo no
cambiard su orientacién a menos
que actile un momento de tor-
sion que lo altere. Este hecho
es de gran importancia para el
movimiento de la Tierra alrededor
del Sol. La Tierra no experimenta
un momento significativo de tor-
sién, ya que la fuerza principal
que acttia sobre ella, la atraccién
del Sol, es central. Por tanto, la
direccién del eje de rotacion de
la Tierra permanece fijo respecto
del Universo. Este comportamien-
to se pone de manifiesto en la
Figura 4.23 de la pagina siguiente.

Aunque la trayectoria de la Tierra
es aproximadamente circular, el
eje de rotacion de la Tierra no es
perpendicular al plano definido
por su orbita, sino que forma un
angulo fijo con el plano. Debido
a la conservacién del momento
angular mantiene esta orienta-
cién al girar alrededor del Sol.

Debido a esto, el polo Norte de la
Tierra se encuentra en un conti-
nuo dia durante el verano y en
la oscuridad en el invierno. En el
polo Sur ocurre lo contrario (Fig.
4.23).

ACTIVIDADES B2

a) Su momento angular es igual en ambos puntos y su celeridad es diferente.
b) Su energia mecanica es igual en ambos untos.

12> Un planeta sigue una 6rbita eliptica alrededor de una estrella, cuando pasa por el periastro P, punto de su trayectoria
a0 mas proximo a la estrella, y por el apoastro A, punto mas alejado, explica y justifica las siguientes afirmaciones:
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Equinoccio de ptimavera
(21 de marzo)

Recuerda

Cuando una particula se encuen-
tra sometida a la accién de una

P Solsticio
fuerza central, esta particula se de verano 2
mueve siempre en el mismo sen- (21 de junio) 7
tido, con una trayectoria plana y i) o

con velocidad areolar constante. SOL

" Solsticio
L~ deinviemo
" (22 de diciembre)

Equinoccio de otofio
(21 de septiembre)

Fig. 4.23. El eje de rotacion de la Tierra mantiene su orientacion porque el momento angular de la Tierra
es constante.

EJEMPLO 4 (PAU)

Un planeta imaginario se mueve en una orbita eliptica de mucha excentricidad alrededor del Sol (Fig. 4.24). Cuando
esta en perihelio su radio vector es r, = 4,0 - 10’ km, y cuando esta en afelio, r, = 15 - 10’ km. Si la velocidad en
perihelio es 1000 km/s, calcula:

a) La velocidad en la posicion de afelio. ~
b) La velocidad areolar del planeta. e
¢) El semieje mayor de la drbita. \

.. ry b
Solucion .
a) Como el planeta esta sometido a una fuerza central ejercida por el Sol, el momen- aj

to angular del planeta ha de ser constante. En las posiciones a y b la velocidad ”\ ___________________
es perpendicular a r. Por tanto, el médulo del momento angular en dichas posi- Va
ciones es: Fig. 4.24.

L,=r, mv,sen 90°
Iq Vo =1TpVp
Lb=rbm vy Sen 90°

De donde se deduce que:

fa Vo _ 4- 10" km - 10° km/s
Iy 15 - 107 km

Vy = =2,7-10% km/s

Es decir, se cumple la consecuencia de la Ley de las Areas, segtn la cual el planeta que gira alrededor del Sol va mas deprisa
cuando se encuentra en perihelio que en afelio.

b) La velocidad areolar es:

I 3 T
dA _ L] _10°km/s-4-10 km=2-101°km2/s
dt 2 2

¢) El semieje mayor de la elipse es la semisuma de r, y r:

a=ra+rb=4-107km+15-107km

=9,5-10" km
2 2
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EJEMPLO 5 (PAU)

Pluton describe una orbita eliptica alrededor del Sol. Indica, para cada una de las siguientes magnitudes, si su valor

es mayor, menor o igual en el afelio comparado con el perihelio:

a) Momento angular respecto de la posicion del Sol.
b) Momento lineal.

¢) Energia potencial.

d) Energia mecanica.

Solucion

a) ELSol y Pluton estan ligados por una fuerza central y por tanto conservativa, de forma que se cumple la Ley de Conserva-
cion del momento angular. De este modo, el momento angular L permanece constante en afelio y perihelio.

b) Segin la Ley de Kepler de las areas, r v = constante, por tanto la velocidad lineal en el perihelio es mayor que en el afelio
(por ser el radio menor r, <r, ), el momento lineal, es: p'=m v, y la velocidad es mayor en el perihelio que en el afelio.

¢) La energia potencial en un punto es £, = —GM%. Asi, en el perihelio es menor que en el afelio, al ser £, negativa y

I, < I

d) La energia mecanica se mantiene constante al tratarse de una fuerza conservativa.

EJEMPLO 6 (PAU)

El cometa Halley se mueve en una orbita eliptica alrededor del Sol. En el peri-
helio el cometa esta a 8,75 - 107 km del Sol, y en el afelio esta a 5,26 - 10° km
del Sol.

a) ¢En cual de los dos puntos tiene el cometa mayor velocidad? ;Y mayor ace-
leracién?

b) ¢En qué punto tiene mayor energia potencial? ;Y mayor energia mecanica?

Solucion

a) El. momento angular se conserva, ya que el cometa esta sometido a una fuerza
central.

Por tanto, se verifica que: r, x m v, =r, x m v,.

En el perihelio y en el afelio los vectores de posicion y velocidad son perpendicu-
lares entre si, por lo que se cumple que r, v, = r, V,.

Sir, >r, se ha de cumplir que v, < v,.
En las posiciones de perihelio y de afelio solamente existe la aceleracidon centri-
peta o normal:
GM GM a r2
. a, = = P

a, I}

Por tanto, se cumple que a, > a,.
b) Energia potencial en el perihelio y en el afelio:
_GMm GMm

Ep: ; Ea=_
r, ro

E, < E,, al ser mas negativa en el perihelio que en el afelio.

Debido a que la fuerza que actia sobre el cometa es central, que es conservativa,
la energia mecénica se conserva. Es la misma, pues, en el perihelio que en el afe-
lio (ten en cuenta que la energia cinética en el perihelio es mayor que en el afelio
y se compensa la menor energia potencial).

Mas datos

El cometa Halley tuvo su tltima
aparicién periédica en 1986. Esta
vez la expectacion cientifica con
que fue recibido contrasta con el
miedo supersticioso que acompa-
6 sus anteriores visitas.

De hecho, la aparicién de un gran
cometa, siempre con las mismas
caracteristicas, estuvo relacionada
con hechos ocurridos por la misma
época (asesinato de Julio César,
invasion de los hunos, muerte de
Ludovico Pio en triste guerra con-
tra sus hijos, etcétera).

El astronomo inglés E. Halley
(1656-1742) estudi6 las orbitas
de grandes cometas aparecidos en
los afios 1456, 1531, 1607 y 1682,
llegando a la conclusién de que
se trataba del mismo cometa, hoy
conocido con su nombre, que nos
visitaba periédicamente cada 76
afos, y predijo en 1705 su nueva
apariciébn para 1769 (no pudo
verla por haber muerto antes).

Hasta el presente se consideran
31 apariciones del cometa Halley
rigurosamente comprobadas. La
mas antigua es del afio 240 a.C.,
segin documentos chinos.

Kepler, en 1607, fue el primero en
calcular su oOrbita eliptica, muy
excéntrica (0,957).
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Importante

Recibe el nombre de excentricidad
de una elipse, la distancia que
media entre el centro de la elipse
y uno de sus focos. Su valor viene

. c
dado por el cociente e = FE

En el CD puedes encontrar mas
Pruebas de Acceso a la Univer-
sidad.
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Importante

Al igual que para el Sol se dice
afelio y perihelio, a la posicion de
un satélite mas cercana a la Tierra
se le llama perigeo, y a la mas
alejada, apogeo.

EJEMPLO 7 (PAU)

Se lanza un satélite en una direccion paralela a la superficie de la Tierra
(Fig. 4.25) con una velocidad de 8000 m/s desde una altitud de 500 km. De-
termina la velocidad del satélite cuando alcanza su maxima altitud de 4500 km.
¢Qué excentricidad tiene la 6rbita que describe? Datos: R; = 6,4 - 10° m.

Solucion

Como el satélite estd sometido a una fuerza central
dirigida hacia el centro de la Tierra, el momento an-
gular del satélite es constante:

LA=LB;rAmVA=erVB

Ve = I Va _ 6900 km - 8000 m/s _ 5064 m/s

Is 10900 km
El centro de la Tierra coincide con uno de los focos de
la elipse que describe el satélite. Por tanto, el semieje

mayor sera:

Fig. 4.25.
g = 4500 km + 128;)0 km + 500 kmg’ 8,9 - 10° m (véase la Figura 4.26)
R D S Vad
B @ 4 a
© 4500km 500km
Fig. 4.26.

La distancia de uno de los focos al centro de la elipse viene dada por:
c=a-FA=8900km - (R;+ 500 km) = 2000 km (Fig. 4.28)

Fig. 4.27.

La excentricidad se define como:
c 2000 km _

5 ACTIVIDADES

0 u ueu una orbi
13> ;Como puedes demostrar que un planeta en una érbita
circular se desplaza con movimiento circular uni-

forme?

14> ;Hay alg(n instante en que un planeta con 6rbita elip-
¢hay alg q p p
tica esté exento de aceleracion?

15> Supon que repentinamente se duplica la atraccion del
Sol sobre la Tierra. ;Qué puedes decir en este caso
sobre la velocidad orbital de la Tierra y de la orbita
que describe? ;Se modificara el momento angular de
la Tierra? ;Cambiara el plano de su 6rbita? Razona tus
respuestas.
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El momento angular y la evolucio de las estrellas

El efecto Doppler, que vimos en la Unidad 2, nos indica que
las estrellas también tienen movimiento de rotacion alrede-
dor de un eje; porque mediante el espectro se comprueba
que un borde del Sol se aproxima de continuo a nosotros,
mientras que el otro borde se aleja constantemente.

La velocidad de rotacion de las estrellas depende de su edad.
Asi, las estrellas mas jovenes giran con una velocidad peque-
fia, mientras que las estrellas proximas a su muerte giran con
una velocidad angular muy alta. Esta evolucién se debe a la
Ley de la Conservacion del Momento Angular.

Las estrellas, al igual que los seres vivos, estan sometidas a
las leyes evolutivas que suponen un principio, un periodo de
actividad, otro de decadencia y un final. Por esto, podemos
hablar de nacimiento y muerte de las estrellas.

Nacimiento de una estrella

Los glébulos galacticos, que no son otra cosa que nubes
de gas y polvo interestelar, adquieren forma esférica con el
tiempo, y se contraen por gravitaciéon, dando lugar a una
elevacion de temperatura, del orden de 2500 °C en la super-
ficie, con emision de radiaciones infrarrojas, hasta iniciarse
reacciones nucleares en su interior y alcanzar millones de
grados de temperatura en el centro.

La estrella nace cuando la energia que emite se encuentra en
el espectro visible. Se caracteriza por su baja densidad. La
edad de una estrella depende de su color: las estrellas jove-
nes son de color rojo y las estrellas viejas son blancas.

En el proceso de formacion de una estrella se conserva el mo-
mento angular L = w, ya que la (nica fuerza que ha interve-
nido en la contraccién del glébulo galactico es la atraccion
gravitatoria, que es una fuerza central.

Las estrellas jovenes se caracterizan por su gran tamafo vy,
por tanto, un momento de inercia muy grande (al ser propor-

Cuestiones

1> El origen y evolucién de las estrellas se basa en el prin-
cipio de conservacion:
a) De la energia; b) del momento angular; ¢) del
momento lineal.

2> Una gigante roja de radio R = 10° km y de velocidad
angular o evoluciona durante millones de afos hasta
convertirse en una enana blanca de R = 5-10° km.
Sefala la/s respuesta/s correcta/s:
a) Su densidad ha aumentado 8000 veces; b) o se
ha multiplicado por 40000; c) el momento angular se
ha dividido entre 19.

cional a la masa de la estrella y al cuadrado del radio), con
lo que la velocidad de rotacion sera muy pequeiia.

Periodo de actividad y decadencia

Cuando el hidrégeno se agota en el nicleo de la estrella y se
convierte en helio, la estrella roja se contrae y se convierte
en pulsante mediante la «combustién» de helio, para lo que
requiere en su interior temperaturas del orden de 200 millones
de grados, hasta volverse azulada y convertirse en una enana
blanca, con una temperatura en superficie de 20000 °C.

Una enana blanca se caracteriza por su pequefio tamafio y su
elevada densidad: puede ser mas pequefia que la Tierra, aun-
que su densidad es tan grande que un grano de arena tendria
la masa de un rascacielos.

En estos casos, al disminuir el tamafio, el momento de iner-
cia también disminuye, aumentando drasticamente la veloci-
dad angular, para que el momento angular no varie.

Todas las estrellas, dependiendo de su masa inicial, acaban
convirtiéndose en:

e Enanas: estrellas cuya masa es del orden del Sol.

e Estrellas de neutrones: estrellas de masa muy grande y
didmetro de tan s6lo 10 a 20 km. Su densidad es tal que im-
posibilita la existencia de protones y electrones aislados.

® Agujeros negros: estrellas supermasivas. Los agujeros ne-
gros se forman cuando una estrella de gran masa sufre un
colapso gravitatorio. Mientras la estrella esta emitiendo luz
y calor se equilibra a si misma: la fuerza gravitatoria es con-
trarrestada por la fuerza hacia el exterior debida a la presion
térmica originada por las reacciones nucleares. Al consumirse
el combustible, esta fuerza equilibradora cesa y la estrella
se contrae de tal forma que se derrumba sobre si misma. Su
campo gravitatorio es tan intenso, que la velocidad de esca-
pe es superior a la de la luz. De un agujero negro no puede
escapar ni la materia ni la radiacion de ningdn tipo.

3> En el movimiento de la Tierra alrededor del Sol:
a) Se conserva el momento angular y el momento lineal;
b) se conserva el momento lineal y el momento de
la fuerza; c) varia el momento lineal y se conserva el
momento angular.

4> Un satélite gira alrededor de un planeta describiendo
una orbita eliptica, ;cual de las siguientes magnitudes
permanece constante?
a) El momento angular; b) el momento lineal; ¢) la
energia potencial.
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Custiones y problemas

1>

2>

4>

6>

7>

10>

11>

2
PAU

¢Cuanto vale el momento de torsion de una fuerza si r
y F son paralelos? ;Como deben ser ry F para que el
momento de torsién de F sea maximo?

Una particula se mueve en el eje Ox por la accién de
una fuerza constante que la aleja del origen de coorde-
nadas. ;Como varia con el tiempo el momento angular
de la particula con respecto a dicho origen?

Una particula con velocidad constante tiene momento
angular nulo respecto de un punto. ;Qué se deduce de
esto?

Se esta poniendo de moda entre los ciclistas usar rue-
das lenticulares cuando realizan pruebas contrarre-
loj. ;Tiene alguna explicacion fisica esta preferencia,
suponiendo que estas ruedas tienen la misma masa y el
mismo radio que las ruedas normales?

;Cuanto vale en m?/s la velocidad areolar de la Tierra?
Datos: radio medio de la orbita terrestre 1,5 - 10 m
S: v, =2,2-10"® m?/s

En su afelio, el planeta Mercurio esta a 6,99 - 10%° km
del Sol, y en su perihelio queda a 4,63 - 10'° km del
mismo. Su velocidad orbital es 3,88 - 10 m/s en el afe-
lio. ¢Cudl es su velocidad orbital en el perihelio? ;Qué
excentricidad tiene la érbita de Mercurio?

S: v=5,86-10*m/s; e =0,203

Calcula el momento angular orbital de la Tierra si des-
cribe una orbita circular alrededor del Sol de radio
1,5- 10" m. Datos: M;=6,0 - 10% kg.

S: [;=2,7-10% kg m?/s

Demuestra que el periodo de un planeta de masa m
en funcion del area S de la o6rbita que describe y del
momento angular viene dado por:

2mS
L

Cuando un patinador sobre hielo se encoge, su
momento angular se conserva. ;Se conserva también
su energia cinética?

T=

Si dos particulas tienen el mismo momento lineal o
cantidad de movimiento, ;tendran el mismo momento
angular respecto del mismo punto? Razona la res-
puesta.

Un satélite gira en torno a la Tierra describiendo una
orbita eliptica, de forma que su perigeo se encuentra
a una distancia del centro de la Tierra 1,02 R;, siendo
R; = 6,4 - 10° m, mientras que en el apogeo su separa-
cién del centro de la Tierra es 1,06 R;. Calcula la longi-
tud del semieje mayor de la elipse y su excentricidad.
S: a=1,04 R;; e=0,0192

12> ;Como influiré en la duracién de un dia el hecho de que
todos los habitantes de la Tierra se concentraran en el
Ecuador? ;Y si lo hicieran en los polos?

13> ;Cuénto tendria que reducirse R; para que un dia durase
2 h menos?

14> ;Como explicas que un corcho que flota en el agua y
que esta saliendo por un desagiie, de una bafiera por
ejemplo, gira cada vez mas deprisa a medida que se va
aproximando al agujero del desagiie?

15> Si una particula tiene movimiento rectilineo, ;respecto
de qué puntos su momento angular es nulo?

16> Es dificil equilibrarse sobre una bicicleta inmévil; en
cambio, es facil hacerlo cuando estd en movimiento.
Es mas facil mantener sobre la punta de un dedo una
pelota de baloncesto que gira sobre si misma que
una pelota que no gira. ;Ambos fendmenos tienen la
misma explicacion? ;Cual es?

17> Calcula el momento angular de Japiter suponiendo que
tiene una masa 315 veces la de la Tierra, que su radio
de drbita es 5,2 veces mayor que el radio de la érbita
terrestre y el periodo es 3,74 - 108 s.

Datos: M;=6 - 10% kg; Ry = 6400 km.

S: L;=1,9-10% kg m?/s

=2
PAU

18> Supongamos que por alguna razén la Tierra se contrae
de modo que su radio se transforma en la mitad del que
ahora tiene. ;Cambiaria su velocidad de traslacion alre-
dedor del Sol?

19> La distancia maxima desde la Tierra hasta el Sol
es 1,521-10™ m, y su maxima aproximacion es
1,471 - 10" m. La velocidad orbital de la Tierra en peri-
helio es 3,027 - 10* m/s (Fig. 4.28). Calcula:

a) La velocidad orbital en el afelio.

b) La excentricidad de la 6rbita de la Tierra.
S:a)v=2,927-10°m/s; b) e=0,017

——2
PAU

Fig. 4.28. Orbita de la Tierra.

20> ;Es constante el modulo de la velocidad de traslacion
de los planetas? ;Por qué? ;En qué caso este modulo
seria constante?
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Cuestiones y problemas

21>

=
PAU

22>

23>

PAU

24>

PAU

25>

PAU

Un satélite de la Tierra describe una érbita eliptica. Las
distancias maxima y minima a la superficie de la Tierra
son 3200 km y 400 km respectivamente. Si la velocidad
maxima del satélite es 5250 m/s, halla la velocidad del
satélite en los puntos de maximo y minimo acerca-
miento. Datos: Ry = 6,4 - 10° m.

S: 5250 m/s; 3719 m/s

Dibuja la orbita eliptica de un planeta alrededor del
Sol y las fuerzas que intervienen en el movimiento de
aquél, asi como la velocidad del planeta en diversos
puntos de su o6rbita.

Un planeta describe la 6rbita de la Figura 4.29. Esta-
blece una comparacion en los puntos A y B de dicha
orbita entre las siguientes magnitudes del planeta:

a) Velocidad de traslacion.

b) Momento angular respecto del Sol.

¢) Energia potencial.

d) Energia mecanica.

Fig. 4.29. Orbita alrededor de una estrella.

Dos planetas de masas iguales orbitan alrededor de una

estrella de masa mucho mayor. El planeta 1 se mueve

en una orbita circular de radio 1,00 - 10** m y periodo 2

anos exactos. El planeta 2 se mueve en una orbita elip-

tica, siendo su distancia en la posicion mas proxima a

la estrella 10 m y en la mas alejada 1,8 - 10 m.

a) ¢Cual es la masa de la estrella?

b) Calcula el periodo de la orbita del planeta 2.

¢) Utilizando los Principios de Conservacién del Momento
Angular y de la Energia Mecanica, halla la velocidad
del planeta 2 cuando se encuentra en la posicion
mas cercana a la estrella.

S: a) m=1,49-10%kg; b) T = 3,4 afios;
c)v=1,16-10*m/s

Se ha lanzado un satélite en una direccion paralela
a la superficie de la Tierra con una velocidad de
36900 km/h desde una altitud de 500 km para situarlo
en un apogeo de 66 700 km (medido desde el centro de
la Tierra). ;Qué velocidad tiene el satélite en esa posi-
cion? Datos: Ry = 6,4 - 10° m.

S: v=3817 km/h

26>

27>

28>

PAU

29>

PAU

30>

PAU

31>

Demuestra que el radio de la 6rbita de la Luna puede
determinarse a partir del radio de la Tierra, la acele-
racion de la gravedad en la superficie terrestre y el
tiempo que tarda la Luna en dar una vuelta completa a
la Tierra.
;g R T?

4 r?

S:r=

:Qué puntos de la superficie terrestre tienen momento
angular cero respecto del centro de la Tierra en el movi-
miento de rotacion de esta?

Suponiendo que la 6rbita de la Luna en torno a la Tie-
rra tiene un radio de 3,84 - 10° km con un periodo de
27,3 dias y que su masa es 0,012 veces la de la Tierra,
calcula el momento angular de la Luna respecto del
centro de la Tierra. Datos: M; = 6,0 - 102 kg.

S: [,=2,8-10%kg m?/s

Durante el vuelo Apolo XI, el astronauta M. Collins gird
en torno a la Luna, en un médulo de mando, sobre una
orbita aproximadamente circular. Suponiendo que el
periodo de este movimiento fuera de 90 minutos exac-
tos y que su orbita estuviera a 100 km por encima de la
superficie lunar, calcula:

a) La velocidad con que recorria la 6rbita.

b) Su momento angular respecto del centro del saté-
lite suponiendo que la masa del astronauta fuera de
80,0 kg.

Datos: R, = 1,738 - 10° m.

S:a)v=2,139-10°m/s; b) L =3,13 - 10" kg m?/s

Un satélite artificial dista del centro de la Tierra

6,8 - 10° m en el perigeo y 7,2 - 10° m en el apogeo. Si la

velocidad maxima del satélite es 3,5 - 10® m/s, calcula:

a) La velocidad minima del satélite.

b) El semieje mayor de la orbita eliptica que describe.

¢) La excentricidad de la elipse.

d) La energia mecanica del satélite.

e) A qué altura sobre la superficie terrestre se encuen-
tra el satélite en su maxima aproximacion.

Datos: M; =6 - 10% kg; Ry = 6,4 - 10° m; masa del saté-

lite = 2500 kg.

S:a)Vyi,=3,3-10°m/s; b) a=7,0-10°m;
c)e=0,029;d) £,=-1,31-10"J;e) h=4-10°m

Un satélite artificial gira en torno a la Tierra descri-
biendo una 6rbita eliptica cuya excentricidad es 0,2. Si
en el perigeo dista del centro de la Tierra 7,2 - 10° m,
¢;a qué distancia estara en el apogeo?
S:d=1,08-10"m
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vA Conceptos basicos

® Fuerza central es aquella fuerza que siempre esta dirigida
hacia el mismo punto, independientemente de la posicion
de la particula sobre la cual actda.

* Momento de torsion de una fuerza con respecto a un pun-
to, M, es el producto vectorial del vector r que une el punto
con el punto de aplicacion de la fuerza y el vector F.

M=rxF
Su modulo es igual a M = Fr sen b, donde ¢ es el angulo
formado porr'y F.

El momento de torsion asociado a una fuerza central es siem-

=

pre cero, puesto que lo es el &ngulo formado porr'y F.

Fuerza central Momento de torsién

Fuerza no central Momento de torsién

® Velocidad areolar es la cantidad de area barrida por el
radio vector de una particula por la unidad de tiempo. Es
igual a:

1 - -5 1
—|rxvl==rvsena«a
2 2

De la expresion de la velocidad areolar se deduce que:
nvi=rnv,

e Segln la Segunda Ley de Kepler se cumple que L es cons-
tante, por lo que toda particula que se mueva bajo una
fuerza central lo hace con una velocidad areolar constante.

dA_1 1L
dt 2 m

® Momento angular de una particula con respecto a un
punto, L, es el producto vectorial del vector r' (que une el
punto con el punto de aplicacién de p) y el vector p.
C=Pxp=m (7 x)
Su médulo es L =m v rsen 3, donde B es el angulo forma-
doporryv.

e E[ momento de la fuerza que actla sobre una particula
es igual a la variacién del momento angular de dicha par-

ticula.

Sodl d@Exp) _dF . o dp

M=—=_\N"27F) _ =27 —F _
dt atdr Py

— — — —
=VXMV+TIXF=0+IrXF=rxF=M
En ausencia de momentos de torsion exteriores, el momento
angular de un sistema permanece constante.

M=0 Momento angular L = constante

M=Frsen ¢ Momento angular L=mvrsen 3

® La posiciobn mas préxima de un planeta al Sol se llama
perihelio y la mas alejada afelio.

Se llama excentricidad de una orbita, e, al cociente entre
la distancia focal y el radio mayor de la drbita:

Rafelio - Rperihelio
Rafelio + Rperihelio






