NUMEROS COMPLEJOS
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Introduccidn

Los algebristas de los siglos xv y xvi, al resolver ecuaciones de segundo grado del tipo x> — 4x +

. 4++/-36 , . ,
13 = 0 y llegar a la expresion sz decian: No _es posible extraer la raiz

cuadrada de un numero negativo. Por tanto, la ecuacién no tiene solucion.

Pero en algun momento los algebristas se decidieron a operar con estas expresiones como si se
tratara de numeros reales:

+./— + —
x:4_\/ 36:4_\/3_6J_1:2J_r3\/_—1

2 2

Y seguian operando con +/—1 como si se tratara de un nimero real. En el siglo XVII ,Leibnitz, dijo
que

“N=1 esung especie de anfibio entre el sery la nada.”

Fue en el afio 1777 cuando Euler le dioa Y= el nombre de i (por imaginario).

El nimero imaginario i, operado elementalmente con los reales, dio lugar a los nUmeros complejos.
Su representacion gréfica, pasando de la recta real al plano complejo (Gauss, finales del siglo xviii),
acabd de darles la entidad necesaria para que fueran plenamente aceptados.

1. ;Cémo se maneja v-1 ?

Dijimos que "los algebristas del xvi decidieron operar con +—1 como si se trata de un
numero real".

Vamos a hacer como ellos: operar este "extrafio personaje” consigo mismo y con los
numeros reales sido las reglas de las operaciones entre nimeros

Extraer fuera de la raiz

Observa cdmo se extraen nimeros de la raiz: =+/— 16 = /16— 1 =44J-1
Potencias de v—1

De la definicidn de raiz cuadrada, es légico que: (\/—_1)2 =-1

W-1) =—IW-1==/=1

W=D = -1 -1 =D (=D =1

W=D = (-1’ @-D=1W-1=+-1

Sumas

(3=2+/=1 )+ (5+6+—1 )=8+(-2+6) V—1 =8+4+/—1




Multiplicaciones

(3-=2+-1)e(5+6+—1)=35+36yJ-1 —2:4/-1 -5-2-16+/-1 =15+184/-1 -
10+/—1 —=12((v=1)?)=15 + 8+/—=1 =12 o (-1) = 15 + 12=27+8~/—1

Ecuaciones de segundo grado

La ecuacién x* — 4x + 13 = 0 tiene por soluciones soluciones son: 243 +/—1 y 2—3+/—1
B Resuelve: x* + 10x + 29 =0

B x°+25=0

2.  Un nuevo campo numérico C
Al resolver x? - 6x + 13 = 0, obtenemos 3 + 2+/—1 y 3 - 2+4/—1, soluciones que

carecen de sentido en el conjunto de los reales porque +—1 no es un nimero real.

Los numeros complejos nacen del deseo de dar validez a estas expresiones. Para ello es

necesario admitir como numeros validos a v—1 y a todos los que se obtengan al operar con él
como si se tratara de un nimero mas.

e Unidad imaginaria. Se llama asi al nuevo nimero +—1. Se
designa por la letra i.

i=—-1;i%=-1 (El nombre i viene de imaginario).

* Numeros complejos. Son las expresiones a + bi, donde a y
b son nimeros reales.

e Componentes. La expresion a + bi se llama forma binédmica
de un numero complejo porque tiene dos componentes:

a componente real b componente imaginaria
También se llaman parte real y parte imaginaria.

¢ lgualdad. Dos nimeros complejos son iguales cuando tienen la
misma componente real y la misma componente imaginaria.

o El conjunto de todos los nimeros complejos se designa por e :
C={a+bi/a,be R}

® Los numeros reales son complejos, Rc C

o Los reales son numeros complejos cuya componente imaginaria
escero:a+0i=a

® Numeros imaginarios son los nimeros complejos cuya compo-
nente imaginaria no es cero.

o Por tanto, un nimero complejo o es real o es imaginario.




* Numeros imaginarios puros son los imaginarios cuya compo-

nente real es cero. 5i ; i ; i ; -i son imaginarios puros.

® Los nimeros complejos a + bi y -a - bi se llaman opuestos.

3+7i —/5+8i 8i 9

PARTE REAL 3 - ﬁ 0 9

PARTE +7 +8 +8 0
IMAGINARIA

3.  CONJUGADO DE UN NUMERO COMPLEJO.

Dado un numero complejo z=a+bi, lamamos Numero Complejo Conjugado de z al

numero < = a - bi

conjugados.

Cualquier ecuacion de segundo grado con coeficientes reales que no tenga
solucion real tiene dos soluciones imaginarias que son niumeros complejos

4.  Representacién grafica de los numeros complejos. Forma

bindmica

12+

4

/
7
N

!

N\

complejo.

e

y extremo (a, b) .

2 ] Los numeros complejos se representan en unos ejes
cartesianos. El eje X se llama eje real, y el Y, eje
imaginario. El numero complejo a + b i se representa
mediante el punto (g, b), que se llama su afijo, o mediante un vector (flecha) de origen (0, 0)

Los reales llenan por completo la recta, de modo que a cada
3;‘ numero real le corresponde un punto en la recta y a cada
punto, un numero real. Por eso hablamos de recta real.

Para representar los nimeros complejos tenemos que salir de
la recta y llenar el plano, pasando asi de la recta real al plano

Los afijos de los numeros reales se sitlan sobre el eje real, y los imaginarios puros, sobre el

eje imaginario.

Dado el niumero complejo z=a+bi, al punto de coordenadas (a,b) que se llama afijo

del nUmero complejo




5. OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

La suma, la resta y la multiplicacidn de nimeros complejos se realizan siguiendo las reglas de

las operaciones de los nimeros reales y teniendo en cuenta que i2=-1.

5.1. Suma y Diferencia de numeros complejos.
Seanz=atbi y z'=c+di =
e Suma
z+2' = (a+bi)+(c+di) = (a+c) + (b+d)i
® Resta
z-2' = (a+bi)-(c+di) = (a-c) + (b-d)i

5.2. Producto de un numero complejo por un numero real.

Sea z=a+bi y k un nimero real = k.z = k.(a+bi) = ka + kb i

5.3. Producto de dos niumeros complejos.
Sean z=a+biy z'=c+di =
2.2' = (a+bi).(c+di) = a.c+adi+bci+bdi’ =
=ac+adi+bci-bd =

(ac-bd)+(ad+bc)i

5.4. Multiplicacion de un numero por su conjugado
(2+4i)(2-4i)=(2-2+8i—8i—16i* =4+16 =20

Multiplicando un numero complejo por su conjugado se obtiene un numero real. Este
resultado va a ser muy util para dividir complejos: multiplicaremos numerador y
denominador por el conjugado de este ultimo, consiguiendo asi que en el denominador

quede un numero real.

z-Z=(c+di)e(c-di)=c® —cdi+cdi+d*= ¢* +d°

5.5. Cociente de dos numeros complejos.
. ,=a+b.i:(a+b.i).(c—d.i):(a.c+b.d)+(bc—ad).i
c+di  (c+di)lc—di) 2 +42
Eiemplo
5-3i 5-3i4-2i 20-10i—-12i+6i° 20-6-22i 14-22i 14 22,
412 4+2i4-20 4 +2° 4422 20 20 20




5.6.

Propiedades de las operaciones con numeros complejos
® El| 0 esel elemento neutro de la suma.
® Todo nimero complejo, a + bi, tiene un opuesto. -a - bi.

® El1eselelemento neutro del producto.

, . . . . a—bi
e Todos los nUmeros complejos, a + bi, salvo el 0, tienen un |nverso:2—b2
a”+

a—bi a’ + abi — abi — abi*  a*® +b*
a+bi = = =1
( )(az +b2) a’+b* a’+b*

En la practica, las propiedades de estas operaciones permiten operar con los
complejos de la misma forma que con los reales.

Procedemos asi:
[x (5-2i)] [x - (5+20] = [(x - 5)+2i] -5)-2i]==(x-5)*-(20%=
X* - 10x + 25 + 4 = x* - 10x + 2 Una solucién es, por tanto, X° - 10x +

29.

Empezamos desarrollando la expresion dada:
(2+xi)?=8+4xi-X° = (4-X°) +4xi
Para que este complejo sea imaginario puro, su parte real debe ser cero: 4 - X

=0->x’=4 X=+2

Hadeserx=2o0x=-2.

MODULO Y ARGUMENTO DE UN NUMERO COMPLEJO.

Se llama médulo del nimero complejo z=a+bi al valorr = |z| = +/a® +b?

/a? + b? . Representa la longitud del vector que representa el complejo

El argumento representa el dngulo que forma el vector del complejo y la horizontal

, . . b
Se llama argumento del nimero complejo z=a+bi al valor arg(z) = o= arctg—
a

REPRESENTACION POLAR

Algunas veces, la representacion de
numeros complejos en laformaz=a +

+Im
___________ (3.1} i b ("coordenadas rectangulares") es
o menos  conveniente  que  otra
_:"/'
o b
e
T
. [ +Re Pag




representacion, usando coordenadas polares.

Representamos el nimero complejo z en el plano de nimeros complejos como un punto con
coordenadas (a, b), denominado vector de posicién.

Trazamos la distancia desde el punto (0,0) hasta (a, b), a la que llamaremos r, y, que como se
ha visto antes, es igual al médulo de z, expresado | z | .

Esta distancia forma, con respecto al eje real positivo, un angulo, denominado ¢.

8. PASO DE POLAR €=>»Binomica

Se llama médulo del nimero complejo z=a+bi al valorr = |z| = Se llama argumento

p . . b
del nimero complejo z=a+bi al valor arg(z) = o =arctg—
a

z=yp, donder=|z|

Si me dan el complejo en forma polar z =y

z=r(cosa +isena) donde «a =arcotg(b/a)

9. OPERACIONES EN FORMA POLAR

9.1. Producto de dos numeros complejos.

Seanz=r, yZ' =1 => 2.2 = (rr')y.p
9.2. Cociente de dos numeros complejos.

o z (r
Sean z=r, y z'=r1g :':('j
VA a—B

9.3. Potenciaciéon de Numeros Complejos.




9.4. Radicacién de un niumero complejo.

Se pasa de binédmica a polar y después:

(2/r oo

n

(¥/rJas2e

hjr, tiene nraices que serdn

(QH )oc+2(n—1)1t

n

10. Ecuaciones y sistemas en C

Resuelve la ecuacién z* +27 = 0. Representa sus soluciones.

23427 =) —- == ’U—E? = id'E?imo =3ﬂ8ﬁ°+3ﬁﬂ°ﬂ}j‘3 = 36[)«:-_,_1200115 n= u: 1,2

ﬁ)=%+ 3V3

)= 3gpe = Ficos G0° + i sen GO = 3(% + 4

2 2
23 = 31gp = -3
Z3 = 340 = 3(cos 240° + i sen 240°) = 3 _%_; §)=_%_ 5‘;‘% ;
4
Fil
/
Iz
&
/
"4

=£

Resuelve las ecuaciones:
a)x*+1=0

b)x*+64=0




4 - =439 =4 = = C k=
At +1=0 = 2= N-1 = N1ygpo = Lggpos 3600 2 = Lasowopor #5001 23

Las cuatro raices son:

oz, 4z, 2.\ Z 3 2
2 2

T:; 1135o = T + —_—1I; 1225\:- T - — i 13150

145c.

b)x'5+64=ﬂ — I=§1||—64 =§J6418D° =2ﬂﬁﬂ°+3ﬂ]°k}fﬁ=z_’)@°+ﬁﬂ°k; k=ﬂ'r 1,23 435

Las seis raices son:

,J_
23]\3:273'1'{%:\"5‘1'1 29{}‘3:2:'

2150o=2(—§+1’l)=—ﬁ . 221T=2(—£—:'l]=—~4'§—:'

2

22?0-0:_2!: 233“@:2(?—{%): ‘\I'E—II
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EJERCICIOS RESUELTOS

1) Efectua las siguientes operaciones

) (6—50) + (2= i) — 2(=5 + 6i) Iﬂ(z—sﬂ—(s+ﬁa+§{6—4ﬂ
(3 + 2 (4—20) d) (2 + 3D (5-6§)
©) (=i + 1) (3—20) (1 + 30) £) 247
q4— 2

1—4i 4 + 4
g) 3+ h) -3 +5i

5+ 1+57
= i)—3+4!.

G4— 2§

1)6_3[5 . %:)

(=32 (1 -2
m) 2+ 2i

AG-5)+2-D-2(5+6i)=0-5+2—-i+10-12i =18 - 18i
b)(Z—5:’_}—{5+4af}+%{6—40=2—5:’—5—4:’+5—2:‘=—9:‘

AB+20(4-2)=12-6Gi +Bi—4i=12+2i+ 4=16+ 2i
A2+3D(B5-6)=10-12i+ 15/ - 18 =10 + 3i + 18 = 28 + 3;

e)(—:'+1)(3—2:’)(1+3a’)=(—3:’+2:‘2+5—2:’){1+3a‘)=(3—2—5:’_}(1 + 3i) =
=(1-5D(1+30=1+3 -5 -15%=14+15-21 =162

£) 2440 _ (2+40 (4420 _ 8+ 4+ 16i+ 8% _ 208 _ 200 _

421 (4—-20) (4+20) 16 — 42 16+4 20
yA1-d4i _(A-40B-0 _3-i-12i+4% _3-13i-4 _ -1-13i _
a3 T Br0G-D 9 2 9+ 1 10

=__1_£;'
10 10
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py A4 GH4D B3 -50 12— 200 - 12i - 20i4 _ —12-32/+ 20 _
—3+5i  (H+50(3-5D 9 — 2544 9+ 25

_ 8-32i _ B 32 . 4 161.

34 34 34 17 17

S5+ G+ (=2+0) _ —10+5i-2i+i* _ -10+3i -1 _ -11+3i _

D 2-i (2-n(=2+n 4+ 1 5 5
_ - 3
5 5
o 450 (145D (G -4i) _ 3-4i+15i-20i" _ 3+11i+20 _
V354 T GraG-an 9 _ 162 9+ 16
_23+11i 23 | 11,
25 25 25

4-2i _ W-2000 | —4i+2i% o 5 5
k) - = ra 1 4i—2 2— 4

¥ 6—3(5+ %a‘]=6—15+ %a‘=—9+%:’

(=341 -2 _ 9t =20 _ -901-2H _ -9+ 18i

™G 2+20  (2+2) 2+20
_ (94180 (2-2i) _ —18+18i + 36i—36i* _ —18 +54i + 36 _
(2+20(2-2D 4 — 4’ d+4
18+54i _ 18 54 ._ 9 27
T8 8 s ¥ !

2) Obtén polinomios cuyas raices sean:
a2+ V3iy 2-3i
b) 3i y 3i

1 +2iy 3—4i
(Observa que solo coando las dos raices son comjugadas, el polinomio dene coeficienies reales).

a) [x— [2 + \Ei}] [x— [2 -3 :J] =
= [—2- V3] e - 20+ V3] =(x—2)2—{’~l’§f)2=
=xd 4y 4+ 4 Floni v+ 4+ 3=t 4y 4+ 7

by [ — (=3 [x = 3d] =[x + 3i] [x = 3] = x? -9 = x% + 9

) [x— (1 + 2] [ — (3 — 4] = [(x — 1) — 24] [ — 3) + 4i] =
=x-—D -3 +4x-1)i-2(x-3)i-8i =
=l G+ 3+ A —d—2v+ )i+ 8=t —dx+ 11+ (2w + 2)i =
=xf 4y + 11+ v+ 2i=xf 4 (=4 4+ 200+ (11 + 20)

Pag
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3) ¢Cuanto debe valer x, real, para que (25 — xi) > sea imaginario puro?

(25 — xi)? = 625 + 2%i? — 50xi = (625 — x%) — 50xi
Para que sea imaginario puro:

625 —x%=0 —= x? =025 = x==+V525 =£25
Hay dos soluciones: x) =-25, x, = 25

4) Representa graficamente z1 =3 + 2i, z2 = 2 + 5i, z1 + z2. Comprueba que z1 + z2 es una
diagonal del paralelogramo de lados z1 y z2.

Zytz=5+7i

R ]

H
-+

:#./,‘

fat
o
o

Escribe en forma polar los signientes nimeros complejos:

a)1+ V3i ISRERT; =1 +i
d)5—12i €) 3i ) -5
A 1+V3i=2 b V3 +i=2,. -1+i=V2 5
d) 5 —12i = 135950 47 e) 31 = 3y fr-5=5

6) Escribe en forma bindmica los siguientes numeros complejos:

Pag
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a) 5 (T[/G) rad b) 24350 C) 2 4950 d) 32400 E) 5 1800 f) 4 900

T n V3 1 543
a}SEﬂfﬁ)=ScmE+=m”ﬁ)=5_+’3)

b) 2350 = 2(cos 135° + i sen 1357) = 2(—£ + i £) =2+ 2

=2 + 2

) 2950 = 24350

2 2

d) 524&- Flcos 240° + § senr 240°) = 3(—i —i QJI_ 3 3“'1'3 [

€) Sigp = =5

) g = 4
Sean los numeros complejos z1 = 4602y z2 = 32109.
a) Expresazlyz2 enforma bindmica.

b) Hallaz1:2z2vyz2/z1,y pasa los resultados a forma polar.

c) Compara los médulos y los argumentos de z1 - 22y z2/z1 con los de z1y z2 e intenta
encontrar relaciones entre ellos.

3}2’1=4500=4{cm60°+a'senﬁﬂ“}=4(%+a'§)=2+2‘\|§i
(5, 1). 25 3
2

zy = 35100 = 3(cos 2107 + i sen 210°) = 3|—

bz, -z, =2+ 234 [_i _ i,-] -

2
= 3v3 —3i—9/-3V3i2= 33 —12i + 33 = 12i = 12,

343 31,) [_3F_%1)(2_2r!]

Z2 2 2 ) _ 2 ~
# (2 + 234 (2 + 2430 (2 — 243:)
_ BV3-3i+9i+3V5? _ 3V3+6/-3vV3 _ —0V3+06i =(i]
4 — 124% 4+ 12 16 4 lisie

C} R T 45:10 N 3210@ = (‘i . 5“},59.: + Zl0E = 122?-00

E_M=(i) =(1)
4 2100 - 600 L4 N

= 4 60°
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Dados los complejos = =5 o, w=2 ., t=4i obtén en forma polar:

3 .
DESN b) = ) —— a 2
8) w w-et t
7 =545 w =250 t =4i = 4dgpe

ajz - w= 1050

by 2 - 2 -2 _ (E]
15

wh o Aye 430 4
N 23 _ 125350 _ ( 125] _ (E)
Cw e fz 215o ‘ 161mo 32 —5i* 32 0

- Dz " Buzo
I - B B -0, =10
: Gy

o
’\lll = iII..I.l:-].:. = lﬁmo.ﬁ}fﬁ = 1600_'&; k ='D5 1!- 2! 35 4!5

Las seis raices son:

1.=1 1 —1+"'E; 1 —1+’Ef
0= 60" 2 T2 o0 7 T
N L .1 3. L1 A5
180f = T e =T 5 T ! 300° -3 T3 !
Representacién:

10) Hallar la siguiente raiz /=3 +3i

9) Halla las seis raices sextas de 1. Represéntalas y exprésalas en forma bindmica.
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Médulo: 1 =4/(-=3)* +3? =418

3
i:135
-3

VY=3+3i ={—3+3i e 2°Cuadrante :

a

Argumento : a =180 —arctg o

=3/J18 135253600 =§/18 <0 Im__
I . Pl B Ef"_w

YV18 1350 ={ =18 13536021 = /18 150 Ejﬁlﬁfé_,ff

3

|
= 3/V/18 135°4360°2 = §/18 g0 l'.l__\
3 "

I""-\-.___

=

'Re

&

IS

8 2850
Los afijos de las soluciones de una raiz de un nimero

mplejo son los vértices de un poligono regular de tantos lados como mdique el indice de la raiz

11) Simplifica totalmente la expresion : (7)™ = (=)™ = (7).

(_3-)313 _(_g-)El _(_3-3)= ((_1)3)3] _((_1j3-)31 +3-3 =(_1)3ﬂz- I: 1)31 31 330 +3-31 +3-3.

3-313 - (3-4}?.32 =3-2 - _1
Como30=4x 7+ 2y 31 =4x 7 + 3 ,entonces:
3-31 - (3-4)? .3-3 = —

Por lo tanto, (87 — (=" —(=#%) = -1-i-i=-1-2
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