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Capitulo 1

Conjuntos

1.1. Concepto de conjunto

1. Escribir por extension A = {x : x es raiz de p(z) = 2% — 72 + 12}.
2. Escribir por comprensiéon B = {3,4,5,6,7}.
3. Analizar si son iguales los siguientes pares de conjuntos
(a) A={a,2,3}, B={3,3,2,a}.
(b) C = {verde, rojo}, D = {z:x es color del arco iris}.
4. Escribir por comprensién los conjuntos

A={-1,-3,-5-7.-9,...}, B=1{4,8,12,16,20,...}.

5. Definir por extensién el conjunto S = {x € R : 23 — 22 = 0}.
6. Sean a, b, ¢, d elementos de un conjunto X. Demostrar que {{a},{a,b}} =
{{c},{c,d}} siy solamente sia =cy b=d.

Solucion. 1. Hallemos las raices de la ecuacion dada

T+VA9 48 T+1

> 5 S ox=3

x
Es decir, A = {3,4}.

2. Los elementos de B son los nimeros naturales mayores o iguales que 3 y
menores o iguales que 7. Por tanto:

B = {z :  es ndmero natural con 3 <z < 7}.

3. (a) Todo elemento que pertenece a A, pertenece a By todo elemento que
pertenece a B, pertenece a A, lo cual implica que A = B. Ndétese que es
irrelevante el que se repita la escritura de algiin elemento.

1



1.2 Inclusion de conjuntos. Conjunto vacio

(b) Todo elemento que pertenece a C, pertenece a D. Sin embargo, no to-
do elemento que pertenece a D pertenece a C' (por ejemplo, el color azul).
Concluimos que C # D.

4. El conjunto A esta formado por los nimeros impares negativos y el B por
los multiplos de 4 positivos, por tanto:

A = {z : x es entero impar negativo}, B = {x : x es multiplo positivo de 4}.

5. Los elementos de S son los ntimeros reales que cumplen 23 — 22 = 0 o
de forma equivalente x2(z — 1) = 0, cuyas soluciones son = = 0, x = 1. Por

tanto S = {0, 1}.
6. Tenemos que demostrar

H{a}{a.b}} = {{c} {e.d}} S a=byb=d.

<) Sia=by c=d, trivialmente {{c}, {c,d}} = {{a}, {a,b}}
=) Por hipdétesis

{{a} . {a, 01} = {{e} {ed}} . (1)

Analizamos dos casos:

Caso 1: a # b. En éste caso, {a} # {a,b}. Entonces, el conjunto de la derecha
en (1) ha de tener dos elementos, lo cual implica que ¢ # d. Sélo se puede
verificar la igualdad (1) si {a} = {c} y {a,b} = {c,d}, por tanto a = c y
b=d.

Caso 2: a = b. En éste caso, {a} = {a, b}. Entonces, el conjunto de la derecha
en (1) ha de tener un unico elemento, es decir ha de ser {¢} = {¢, d}. Esto
ultimo implica que ¢ = d.

1.2. Inclusiéon de conjuntos. Conjunto vacio

1. Se considera el conjunto A = {a, b, c}. Escribir todos los subconjuntos de
A.

2. Un subconjunto A de B se dice que es propio si existe al menos un ele-
mento de B que no pertenece a A. Escribir todos los subconjuntos propios
de M ={1,2}.

3. Demostrar que el conjunto vacio es tinico.

4. Sea X un conjunto. Al conjunto 0x = {z € X : x # x} se le llama subcon-
Junto vacio de X (y claramente no contiene elemento alguno). Demostrar
que para dos conjuntos cualesquiera X e Y se verifica 0x = Oy.
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Solucién. 1. El conjunto vacio y A son subconjuntos de A. Los subconjuntos
de A con un elemento son {a}, {b} y {c}, y con dos elementos son {a, b},
{a,c} y {b,c}. Por tanto, todos los subconjuntos de A son:

0, {a}, {0}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, A.

2. Los subconjuntos de M son (), {1}, {2} y M = {1,2}. De la definicién
dada, inmediatamente se deduce que los subconjuntos propios de M son 0,

{1} v {2}
3.Si 0y (' son conjuntos vacios, se verifica § C (' y (' C (), luego 0 = ('.

4. Recordemos que si Py () son dos proposiciones, P = () significa "no Py
@7, en consecuencia, P : x € (x (que es falso) implica @Q : z € Qy, es decir
0x C Oy. De manera analoga, )y C 0x.

1.3. Relaciones de inclusién y pertenencia

Analizar cuales de las siguientes férmulas son ciertas para todo conjunto A
(M Deh 20 {d). B)0DcCcH (4 0e A (50 c A (6) Aec A
(1) Ae {A}. (8) AC A. (9) AeP(A). (10) AC P(A).

Solucién. (1) Falsa. () no tiene elementos.

(2) Cierta. {0} es un conjunto, y () es elemento de {(}.

(3) Cierta. El vacio estd contenido en todo conjunto, en particular () C 0.
(4) Falsa. Basta considerar A = () y aplicar el apartado (1).

(5) Cierta. El vacio estd contenido en todo conjunto.

(6) Falsa. Basta considerar A = ) y aplicar el apartado (4).

(7) Cierta. {A} es un conjunto, y A es elemento de {A}.

(8) Cierta. Si x € A, entonces = € A.

(9) Cierta. Al ser A es subconjunto de A, se verifica A € P(A).

(10) Falsa. Si A = {1} entonces P(A) = {0,{1}}. Se verifica 1 € A, pero
1 ¢ P(A). Por tanto A no estd contenido en P(A).

1.4. Unidn e interseccion de conjuntos

1. Dados los conjuntos A = {a,b,c, 7,4}, B = {b,1,5,c}, hallar AUB y
ANB.

2. Demostrar que M = {0,2} y B = {x : # € Rcon 2? — 1 = 0}, son
conjuntos disjuntos.

3. Todos los alumnos de una clase que practican natacién o atletismo o
ambos deportes, practican también tenis, natacion o ambos deportes. Los
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que practican natacién y atletismo practican también natacién y tenis. ; Es
cierto que los que practican atletismo también practican tenis?

Solucién. 1. De las definiciones de unién e interseccién de conjuntos, de-
ducimos inmediatamente que: AU B = {a,b,¢,7,4,1,5}, AN B = {b, c}.

2. Dos conjuntos A y B son disjuntos si AN B = (), es decir si no tienen
elementos comunes. Los elementos del conjunto B son las soluciones de la
ecuacién 22 — 1 = 0, es decir B = {—1,1}, luego M N B = (). Por tanto, M
y B son disjuntos.

3. Denotemos por N, A,T a los conjuntos de los alumnos de la clase que
practica natacién, atletismo y tenis respectivamente. La hipdtesis todos los
alumnos de la clase que practican natacién o atletismo o ambos deportes,
practican también tenis, natacién o ambos deportes equivale a:

NUACTUN (1).

La hipdtesis los que practican natacién y atletismo practican también nata-
cién y tenis equivale a:

NNACNNT (2).
El aserto los que practican atletismo también practican tenis equivale a:
AcCT (3).

Veamos que se verifica (3), o equivalentemente que x ¢ T' = = ¢ A. Tene-
mos:

rgT=x¢TNN= (por (2))z¢& NnA.

Dado que z ¢ N N A, o bien ocurre x ¢ A o bien z ¢ N (o ambos).

Caso 1: = ¢ A. Ya estaria demostrado (3).

Caso 2: z ¢ N. En éste caso, x ¢ T'U N (por hipétesis z ¢ T') y por (1),
deducimos ¢ N U A lo cual implica que x ¢ A (pues z ¢ N). Concluimos
pues que los que practican atletismo también practican tenis.

1.5. Propiedades de la unién e interseccion

Demostrar las siguientes propiedades para conjuntos cualesquiera dados:
1. Asociativa de la unién: (AUB)UC = AU (BUC(C).

2. Asociativa de la interseccién: (AN B)NC = AN (BNCQC).

3. Conmutativa de la unién: AU B = BU A.

4. Conmutativa de la interseccién: AN B = BN A.



Capitulo 1. Conjuntos

5. Idempotentes de la unién y de la interseccién: AUA=A, ANA=A.
6. Elemento infimo para la unién e intersecciéon: AU) = A, AN{ = (.

7. Distributiva de la interseccién respecto de la unién: AN (BUC) = (AN
B)U(ANCQO).

8. Distributiva de la unién respecto de la intersecciéon: AU (BNC) = (AU
B)n(AUCQC).

9. Leyes de simplificacién: (a) (AUB)NA=A. (b)) (ANB)UA = A.

Solucién. 1. Quedard demostrada la igualdad si demostramos los conteni-
dos:

(AUB)UC C AU(BUC). (1)
AU(BUC) C (AUB)UC. (2)

Sea x € (AUB)UC. Esto significa z € AUB o z € C. Si ocurre lo primero,
sericv € Aox e B.Size A, serax € AU(BUC);six € Bseraxz € BUC
y por tanto x € AU (B U C). Por tltimo, si z € C, serd x € BUC y por
tanto z € AU (B UC). Hemos demostrado (1).

Sea xz € AU(BUC). Esto significa z € A o x € BUC. Si ocurre lo primero,
serd x € AUB y por tanto z € (AUB)UC.Six € BUC, setAz € B o
xe€C.Six € B,sertdxc € AUB y por tanto x € (AUB)UC;sixz € C
serd € (AU B) U C. Hemos demostrado (2).

2. Sea x € (ANB)NC. Esto significaxz € ANBy xz € Cy por tanto, x € Ay
x € Byx € Clocualimplicaquez € Ay x € BNC, es decir x € AN(BNC).

Sea x € AN(BNC). Esto significax € Ay z € BNC y por tanto, z € A y
x € Byx € Clocual implicaquez € ANByx € C,esdecir x € (ANB)NC.
Del doble contenido demostrado, concluimos que

(ANB)NC =AN(BNC).

3. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x € AU B. Esto significa que z € A
o xr € By, en cualquiera de los dos casos, z € B U A. Hemos demostrado
AUB C BUA.

Sea x € BU A. Esto significa que x € B o z € Ay, en cualquiera de los dos
casos, r € AU B. Hemos demostrado BUA C AU B. Podemos pues concluir
que AUB = BUA.

4. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x € AN B. Esto significa que x € A
y & € B lo cual implica que que x € By x € A, es decir x € BN A. Hemos
demostrado AN B C BN A.
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Sea x € BN A. Esto significa que x € By x € A lo cual implica que que
€Ay x € B, es decir z € AN B. Hemos demostrado BN A C AN B.
Podemos pues concluir que AN B = BN A.

5. Sea A conjunto arbitrario. Sixz € AUA, seré x € Ao x € A, y en ambos
casos x € A. Si z € A, en virtud de la definicién de unién, x € AU A.
Podemos pues concluir que AU A = A.

Six e ANA,serdax € Ay x € A, y por tanto, + € A. Siz € A, en
virtud de la definicién de interseccion, x € A N A. Podemos pues concluir
que ANA=A.

6. Sixz € AU entonces z € A o x € (). Dado que el conjunto vacio no tiene
elementos, necesariamente x € A. Si x € A, por la definicién de unién, se
cumple z € AU (. Es decir, AU} = A.

Un elemento z pertenece a AN(, siy sélosiz € Ay x € (. Ningtin elemento
x cumple las dos condiciones anteriores, por tanto AN @ = (.

7. Veamos que AN (BUC) C (ANB)U(ANC). En efecto, z € AN(BUC)
implicaz € Ayx € BUC,esdecirobienz € Ayx € Bobienz € Ay
x € C. En el primer caso z € AN B y en el segundo x € AN C. En ambos
casos, ¢ € (ANB)U(ANC).

Veamos que (ANB)U(ANC) C AN(BUC). En efecto, x € (ANB)U(ANC)
implicax € ANBox € ANC. En el primer caso, x € Ay x € B, por tanto
x € Ay x € BUC lo cual implica x € AN(BUC). En el segundo caso, © € A
yx € C,portantoxz € Ay x € BUC lo cual implica también x € AN(BUC).

8. Veamos que AU (BNC) C (AUB)N(AUC). En efecto, z € AU(BNC)
implica x € Ao x € BNC. En el primer caso, t € AUByx € AUC lo
cual implica z € (AU B)N (AU C). En el segundo caso, z € By z € C. Es
decir, r € AUB y x € AUC, lo cual implicaz € (AUB)N (AU ().
Veamos que (AUB)N(AUC) C AU(BNC). En efecto, x € (AUB)N(AUC)
implica z € AUByx € AUC. Siz € A, entonces x € AU (BNC). Si
x ¢ A, al pertenecer a AU By a AUC, necesariamente x € By x € C. Es
decir, x € BN C y por tanto, x € AU (BNC).

9. (a) Siz € (AUB)N A, entonces x € AUB y z € A lo cual implica
trivialmente que x € A. Si x € A, entonces xt € AUB y x € A lo cual
implica x € (AU B) N A.

(b) Sixz € (ANB)UA, entonces x € ANB ox € A, y en ambos casos,
x € A.Siz € A, entonces z € (AN B)U A.
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1.6. Cardinal de la union de tres conjuntos

Sea M un conjunto finito (es decir, con un nimero finito de elementos). Se
denota por card M, por #(M) o bien por |A| al cardinal de M. Sean ahora
A, B, C tres conjuntos finitos. Demostrar las féormulas:

(a) |[AUB| = |A|+|B| - |ANB|.

(b) [AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|ANC|—|BNC|+|AnBNC|.
(¢) Aplicacion. Calcular cuantos niimeros naturales menores o iguales que
1000 existen que no sean multiplos no de 3, ni de 5, ni de 7.

Solucién. (a) Si escribimos |A| + | B| estamos contando dos veces cada ele-
mento de AN B, en consecuencia |[AU B| = |A| + |B| —|AN Bj.

(b) Usando las propiedad asociativa de la unién, el apartado (a) y la propie-
dad distributiva de la interseccién respecto de la unién:

IAUBUC| = |(AUB)UC| = |[AUB| +|C| - |AUB) N C|
= |A|+|B| - |[ANB|+|C| - |[(ANC)U(BNC). (1)

Usando el apartado (a) y las propiedades asociativa e idempotente de la
interseccién:

[(ANC)U(BNCO)| =[ANC|+|BNC|=|(ANC)N(BNC)|
=[ANC|+|BNC|-]ANnBNC]. (2)

Usando (1) y (2) queda:
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|.

(c¢) Llamemos A3, As y A7 los conjuntos de los miltiplos de 3, 5 y 7 respec-
tivamente y que son menores o iguales que 1000. Entonces, AsNAs, A3N As,
As N A7,y A3N As N A7 son respectivamente los conjuntos cuyos elementos
son los multiplos de 15, 21, 35 y 105 respectivamente y que son menores o
iguales que 1000. Tenemos:

1000 = 3333 + 1 |As| = 333

1000 =5-200 = { |As| =200

1000 = 7- 142 + 6 |A7| = 142,
1000 = 15 - 66 + 10 |43 N As| = 66
1000 = 2147+ 13 = { |As N A7| = 47
1000 = 35 - 28 + 20 |45 N A7| = 28,

1000 = 105 - 9 + 55 = [A3 N A5 N A7| = 9.



1.7 Partes de un conjunto, complementario y diferencia

Aplicando la formula del cardinal de la unién de tres conjuntos
|As U A5 U A7| = 333 + 200 + 142 — 66 — 47 — 28 + 9 = 543.

El conjunto As U As U A7 estd formado por los multiplos de 3, o de 5, o de
7 y que son menores o iguales que 1000. Nos piden por tanto el cardinal de
(A3 U A5 U A7)°. Entonces,

(A3 U A5 U A7)°| = 1000 — 543 = 457

es el cardinal de los nimeros naturales menores o iguales que 1000 existen
que no son multiplos ni de 3, ni de 5, ni de 7.

1.7. Partes de un conjunto, complementario y di-
ferencia

1. Dado U = {a, b, c,d}, determinar P(U).

2. Determinar los conjuntos P(0), P (P(0)), P (P (P(0))).

3. En P(Q), determinar Z¢ y Z — N.

4. Sea A = {ay,...,a,} un conjunto con n elementos. Hallar el nimero de
elementos de P(A).

5. Dados dos conjuntos A y B su diferencia simétrica se define como el
conjunto AAB = (A — B) U (B — A). Demostrar que se verifica la igualdad

AAB = (AUB)—- (ANB).

6. Para dos conjuntos A y B demostrar que A = (ANB)U(A— B) y que
es una representacion de A como unién de conjuntos disjuntos.

7. Siendo A, B, C' subconjuntos de un conjunto universal U, demostrar que
A-(B-C)=(A-B)U(ANCQO)

8. Demostrar que existe un uinico A € P(C) tal que para todo X € P(C),
se verifica AAX = XAA = X.

Solucién. 1. Escribamos los subconjuntos de U atendiendo a su ntimero de
elementos:

Con 0 elementos: (). Con 1 elemento: {a}, {b},{c},{d}. Con 2 elementos:
{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c},{b,d}, {c,d}. Con 3 elementos: {a,b,c}, {a,b,d},
{a,c,d}, {b,c,d}. Con 4 elementos: U. Por tanto

PU) ={0,{a},{b},{c}, {d}, {a, b} {a,c},{a,d},{b,c},
{b,d},{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}, U }.
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2. Claramente P () = {0} y P (P(0)) = {0, {0}}. Para hallar con més clari-
dad P (P (P(0))), podemos considerar un conjunto U = {a,b} y determinar
PU) :

PU) ={0,{a},{b},{a,b}}.

Ahora, basta sustituir a por ) y b por {0} :
P(P(P(©))) = {0, {0}, {{0}}, {0, {0}}}.

3. Z° estd formado por los elementos de Q que no estan en Z, es decir por
los niimeros racionales que no son enteros. Por tanto:

Z¢ = {x € Q: z no es fraccién entera}.

Z — N esta formado por los elementos de Z que no estan en N, es decir por
los niimeros enteros negativos

Z-N={-1,-2-3,...}.

4. Contemos los subconjuntos de A, atendiendo al nimero de elementos.
Hay 1 = () subconjuntos con 0 elementos (el conjunto vacio). Hay n = (7)
subconjuntos con 1 elemento, (Z) con dos elementos, ... , (2) con k elementos,
R (Z) con n elementos (el conjunto A). Sumando y aplicando la férmula

del binomio de Newton obtenemos el cardinal de P(A) :

o () () )+ ()
- <g>1n'10+ (?>1n_1'11+ <Z)1"‘2-12+...+ <Z>10-1n

— (1 4+ 1)n — 9N — 20ard A.

5. Demostremos el doble contenido. Tenemos:

reA—-B
r€e AAB=zr€(A-B)U(B—-A) = o =
reB—-A

reAyx ¢ B reAUByx ¢ ANB
o = 0 =z€(AUB)—(ANB).
reEByxgA reAUByx ¢ ANB

Es decir, AAB C (AU B) — (AN B). Por otra parte:
rcAUB

r€(AUB)—-(ANB) = y =
r¢ANB
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Casol.z€e A= ¢B=2xcA—-B
y =ze€(A-B)U(B-A).
Caso2.x e B=zx¢ A=2x€B-A

Es decir, (AU B) — (AN B) C AAB.

6. Para demostrar la igualdad dada, podemos demostrar el doble contenido.
Sin embargo, optaremos por considerar A y B contenidos en otro conjunto U
que hace el papel de universal (por ejemplo, U = AU B). Entonces, usando
conocidas propiedades:

(ANB)U(A—-B) = (ANB)U (AN BY)
—AN(BUB®) = ANU = A.

Por otra parte:

(ANB)N(A—B)=(AnB)N (AN B°)
=(ANA)NBNB)=Anh=0.

Es decir, la unién es disjunta.

7. Usando las propiedades del complementario y la propiedad distributiva
de la interseccién respecto de la unién:

A-(B-C)=AN(B—-C)°=AN(BNC) =An(B°U(C%°)
= AN(B°UC)=(ANB)U(ANC) = (A—B)U(ANC).

8. La diferencia simétrica A es operacién conmutativa. En efecto:
AAX =AUX —ANX=XUA-XNA=XAA.

por tanto, el problema equivale a demostrar que existe un unico A € P(C)
tal que para todo X € P(C), se verifica AAX = X.

Unicidad. Si tal A existe, se ha de cumplir AAX = X para todo X € P(C),
en particular para X = C. Pero

AANC=C = AUC-ANC=C&=C-A=C,

y la tltima igualdad solamente se verifica si A = ().
Ezistencia. Si A = (), se verifica

AAX =0 AX =0UX —-DINnX=X-0=X.

Queda pues demostrada la propiedad requerida.
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1.8. Propiedades del complementario

En P(U) demostrar:

1.0¢ = U, U° = 9.

2. (A%)° = A.

3. (a) (AUB) = A°N B¢, (b) (AN B)¢ = A°U B¢ (Leyes de Morgan). 4.
ACB= B°C A

5. (a) AUAS=U. (b) AnA°=0.

Solucién. 1. Tenemos (¢ = {x € U : x & ()}. Pero todo elemento x € U no
pertenece a (), en consecuencia ()¢ = U. Tenemos U® = {x € U : « ¢ U}.
Pero ningin elemento x puede a la vez pertenecer y no pertenecer a U, en
consecuencia U°¢ = ().

2. Por una parte, z € (A =2 ¢ A°={yecU:y¢ A} = x € A, es
decir, (A°)¢ C A. Porotra,x € A=z ¢ A° = x € (A%, esdecir A C (A)°.

3. (a) Demostramos directamente la igualdad escribiendo equivalencias:
r€(AUB) s r g AUBs g Ayax¢gBerxec Ay x € B < x e ANBC.
(b) Analogamente:

re€(ANB) s x ¢ ANBsr¢gAoxd Bsre Aox € B S v e AUBS.

4. Si x € B¢, entonces x ¢ B. Como por hipétesis A C B, se verifica x & A,
es decir z € A°.

5. (a) Los conjuntos A y A° estdn contenidos en U por las definiciones de
conjunto universal y de complementario. Por tanto, si x € AU A¢, o bien
x € A o bien x € A° y en ambos casos € U. Es decir, AU A¢ C U. Si
x € U,obien z € A, o bien © € A. De forma equivalente, o bien x € A o
bien z € A¢ lo cual implica que x € AU A° . Es decir, U C AU A°.

(b) Tenemos las equivalencias

reEANA°reAyrecArxecAyaxd A
No existe elemento alguno = tal que x € Ay = &€ A, lo cual implica que
AN Ac=19.
1.9. Simplificaciones en las partes de un conjunto

1. Siendo A, B, C subconjuntos de un conjunto universal U, determinar el
complementario del conjunto (AU B°UC¢)N (AU BUCY).
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2. Demostrar que (AN B)U (AN B)U (AN B°) U (AN B°) es el conjunto
universal.
3. Simplificar la expresién (AN B)NC|JU[(ANB)NCU(A°N B).

Solucién. 1. Llamemos D al conjunto dado. Usando reiteradamente las
leyes de Morgan y la propiedad (M€)¢ = M :

D= (AUB°UCY)°U(AUBUCY" = (A°NBNC)U(A°NB°NC).

Reagrupando y usando la propiedad distributiva de la interseccion respecto
de la unién:

D¢ =[(A°NC)NBJU[(A°NC) N B
=(A°NC)N(BUB®) = (A°NC)NU = A°NC.
2. Llamemos C al conjunto dado. Por la propiedad asociativa de la unién:
C=[(ANB)U(A°NB)U[(AN B°)U(A°N BY)].
Aplicando la propiedad distributiva de la interseccién respecto de la unién:
C=[(AUA)NBJU[(AUA°)N B.

Por 1ltimo, llamando U al conjunto universal, y aplicando conocidas pro-
piedades del complementario:

C=(UnB)UUNB®=BUB=U.

3. Llamemos D al conjunto dado y U al universal. Aplicando la propiedad
distributiva de la interseccion respecto de la unién:

[(ANB)NClU[(ANB)NCY

= (ANB)N(CUCY) =(ANB)NU = ANB.

Es decir, D = (ANB)U(A°N B). Usando de nuevo la propiedad distributiva
de la interseccion respecto de la unién:

D=(AUA)NB=UNB=8.

1.10. Producto cartesiano

1. Dados A = {a,b} y B = {1,2} determinar A x By B x A.

2. Dados A ={1,2},B = {a},C = {1, 3} determinar A x B x C. 3. Demos-
trar que A C A, B Cc B= A" xB' C Ax B.

4. Demostrar que A x (BUC) = (Ax B)U (A x (C).

5. Demostrar que A x (BNC)=(Ax B)Nn(AxC).
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Solucién. 1. De acuerdo con la definicién de producto cartesiano:
A x B={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)},Bx A={(1,a),(2,a),(1,b),(2,b)}.
2. De acuerdo con la definicion de producto cartesiano de varios conjuntos
Ax BxC=H{(1,a,1),(1,a,3),(2,a,1),(2,a,3)}.

3. Sea (a,b) € A’ x B’. Por definicién de producto cartesiano, a € A’y
b € B’. Como por hipétesis A ¢ Ay B’ C B, también a € Ay b € B lo
cual implica que (a,b) € A x B.

4. Tenemos las equivalencias:

(a,) e Ax(BUC)©acAybe BUC<acAy(beBobe()
S(aceAybeB)o(acAybeC) e (a,b)ec AxBo(a,b)c AxC
< (a,b) € (Ax B)U(Ax (),

lo cual demuestra la igualdad dada.

5. Tenemos las equivalencias:

(a,0) e Ax(BNC)eoacAybeBNC<acAy(beBybel)
S (acAybeB)y(lacAybel) s (a,b) e AXBy (a,b)c AxC
< (a,b) e (Ax B)N(Ax(C),

lo cual demuestra la igualdad dada.

1.11. Uniodn e interseccion generalizadas

1. Se considera el conjunto de indices J = {j : j es letra vocal}. Escribir los
conjuntos que componen la familia indexada {A;}. Escribir de otra manera
UjA; y ﬂjAj.

2. Sea I = [0,1] y, para cada i € I, sea A; = [0,14]. Determinar A; /3 U Ay/3
y Ay 0 Agys.

3. Sea By, = (0,1/n), donde n € N* = {1,2,3,...}. Hallar:

(’L) B4 U By. (Z’L) Bs N Bsg. (7,%) B, U By.
(i) By 1 By (0) Use scne B (v1) (e B

4. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {A;} y para cualquier
conjunto B se verifica B U (N;A;) = N;(B U A;) (propiedad distributiva de
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la unién respecto de la interseccién).

5. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {4;} y para cualquier
conjunto B se verifica BN (U;A;) = U;(B N A;) (propiedad distributiva de
la interseccién respecto de la unién).

6. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {A;} de un universal
U, se verifica la ley de Morgan: (U;4;)¢ = N; AS.

7. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {4;} de un universal
U se verifica la ley de Morgan: (N;A4;)¢ = U; AS.

Solucién. 1. Los conjuntos que forman la familia indexada son A,, A., A;,
A, v Ay. Podemos escribir

Ujdj = A, UA UA UAUA, N A=A, NANANANA,.
2. Tenemos A, /3 = [0,1/3] y Ag/3 = [0,2/3], por tanto
AysUAys =10,2/3] = Ay, AN Ay =10,1/3] = Ays.

3. (i) Como 4 < 9, se verifica 1/9 < 1/4 y por tanto (0,1/9) C (0,1/4).
Esto implica por la definicién de los B, que By C By, en consecuencia
B4 U Bg = By.

(17) Como 5 < 8, se verifica 1/8 < 1/5 y por tanto (0,1/8) C (0,1/5).
Esto implica por la definicién de los B, que Bg C Bs, en consecuencia
Bs N Bg = Bg.

(#9) Llamemos m = min{s,t}. Entonces, 1/s < 1/m y 1/t < 1/m, lo cual
implica que Bs C B, vy Bt C B,,,. Ademaés, o bien s = m o bien t = m, es
decir Bs = B,, o By = B,,,. En consecuencia, B; U By = B,,.

(iv) Llamemos M = méx{s,t}. Entonces, 1/M < 1/sy 1/M < 1/t lo cual
implica que By C Bs y By C By. Ademds, o bien s = M o bien t = M, es
decir Bs = By; o B; = Bj;. En consecuencia, B; N By = Byy.

(v) Llamemos a = min{i : i € A}. Entonces, 1/i < 1/a 'y 1/i < 1/a para
todo i € A lo cual implica que B; C B, para todo i € A. Ademés, A, es uno
de los A;. En consecuencia, | J;c g+ Bi = Aqa-

(vi) Six € (;en+ Bi, entonces x € B; para todo i € N*, es decir 0 <z < 1/i
para todo i € N*. Ahora bien, lim; ,o 1/i = 0 con lo cual existe ig € N*
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tal que 0 < 1/ip < x. Esto quiere decir que = ¢ B;, y por tanto no puede
estar en la interseccién de todos los B;. De ésta contradicciéon deducimos

que ey Bi = 0.
4. Veamos el contenido de izquierda a derecha:

x € BU(NA) = (re€B)o (zreni;) = (xe€B)o (ze A Vi

=z ecnN;(BUA;).

re BUA; Vi si r € B
re€BUA;, Vi si xe€A; Vi

Veamos el otro contenido:

JIEBU(QZ‘AZ‘) si r€B

:CEﬂi(BUAi)$$EBﬁAiVZ:>{ re A Vi si ¢ B

{xeBU(ﬁiAi) Sl xeBixeBU(ﬂiAi)-

T € NMN;A; si $¢B

5. Por una parte:
x € BN(U;4;) = (x € B)y (z € Ui4;)
=(xeB)y (Jigp:x€Ajy) =€ BNA,=xecU(BNA)
es decir, BN (U;4;) C U;(B N A;). Veamos ahora la otra inclusion:
x €U (BNA;) = Jip:x € BN A,

=Jp:x€Byxe€A,=>r€ByxecUA =xec BN (U4,
es decir, U;(B N A;) C BN (U;A;). Hemos demostrado la igualdad dada.
6. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:

re(UA) ' rdgUA cardg A YViereAf VierenA]
Es decir, (U;4;)¢ = N;AS.
7. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:

re(Mi)crgnNAiediadg A< Jiixe A & x € UA7,

es decir, (M;A4;)¢ = U; AS.
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1.12. Funcion caracteristica

Sea X un conjunto y M C X. La funcién caracteristica de M se define como
la funcién 157 : X — {0,1}

1o () 1 sixeM
€Tr) =
M 0 sixz¢ M.

Demostrar que para todo A, B subconjuntos de X se verifica:
()ly=1p< A=1B

(17) 1ge =1 —14.

(1i1) Lanp =14 - 1p.

(iv) laup=1a+15—14-1p.

(V) laap=1a+1p—2-14-1p.

Solucién. (i) =) Si z € A, entonces 14(x) = 1. Por hipdtesis, 14 = 1p,
luego 1p(z) =1 lo cual implica que x € B. Hemos demostrado que A C B.
Razonamiento analogo para B C A.

<) Por hipétesis A = B. Si x € A = B, entonces 14(z) = 1p(z) = 1. Si
x ¢ A= B, entonces 14(x) = 1g(z) = 0. Como 14(z) = 1p(z) para todo
x € X, concluimos que 14 = 1p.

(74) Tenemos:

r€A=0 g A= 1y(x) =1y 1ac(z) =0= Lac(x) =1—14(2)
g A=>0€A°=14(x) =0y 1ge(z) =1= 1ac(x) =1 —14(x).

Como 14c(z) =1 — 14(x) para todo z € X, concluimos que 14c =1 — 14.
(7i1) Se verifica:
re€ANB=xc€AyreB=1ap(x)=1y1la(z)=1y 1p(zx) =1.
Es decir, si z € AN B entonces, 14np(z) = 14(z)1p(z). Por otra parte,
r¢ ANB=x¢ Aox ¢ B=1anp(x) =0y (La(z)=001p(x) =0).

Por tanto, si x ¢ AN B, también 14np(z) = 14(x)1p(x). Concluimos que
lanp =14 -1p.

(iv) Six € AU B, entonces 14up(x) = 1. Segin los distintos casos tenemos:

z€ANB = 14(2) +1p5(x) —1a(z) 1p(x) =1+1-1-1=1
r€Ayxr¢ B=14(z)+1p(x) —1a(z)-1p(z)=14+0-1-0=1
r¢ Ayr e B=1a(z)+ 1p(x) —1a(x) -

() -1p(z)=04+1-0-1=1.



Capitulo 1. Conjuntos

Sixz ¢ AU B, entonces 14up(z) =0. Dadoquex ¢ Ay x ¢ B :
1a(z) +1p(x) —14(z) - 1p(x) =04+0—-0-0=0.

Por tanto, Vx € X se verifica 14up(z) = 1a(x) + 1p(z) — 1a(x) - 15(z) lo
cual implica que 14y =14+15—14-1p.

(v) Para todo z € X se verifica 1p(z) = 0 pues = ¢ ). Es decir, 15 = 0
(funcién nula). Por los apartados (iii) y (iv), Laup =14+ 1p — 1anp y si
ANB =10 queda 1y =14+ 15.

La diferencia simétrica AAB es igual a (A — B)U (B — A) siendo ésta unién
disjunta, por tanto

laap=1a-p+1a p=1gnBe +1pnac =14 -1pe +1p- 14
=14-(1-1)+1-(1—-14)=14+15—-2-14-1p.
1.13. Asociatividad de la diferencia simétrica

Sean A, B, C subconjuntos de un conjunto universal X. Usando propiedades
de la funcién caracteristica, demostrar la propiedad asociativa de la diferen-
cia simétrica, es decir (AAB)AC = AA(BAC).

Solucién. Para cualquier par de subconjuntos M y N de X, sabemos que
M = N siy sélo si 1)y = 1. Bastara pues demostrar que

laaBac = laaac)- (1)
Sabemos también que
Iyan =1y +1ny -2 -1p - 1n.
Desarrollemos separadamente 1 4apjac ¥ 1aaBac) :

liaaBac = Yaap) +1c —2-1aap) - 1c
:1A+1B_2']-A'1B+1C_2<1A+1B_2'1A‘1B)‘1C’
=144+1p+10c—2-14-1—2-14-1c—2-1-1c+4-14-15-1¢.

laaac) =1a+1ac) —2-1a-Lpac)
=14+1p+1c—2-1p-1¢—2-14(1p+1c—2-15-1¢)
=14+14+1c—2-14-15—2-14-1¢c—2-1g-1c+4-1,-15-1¢.

Se verifica (1), por tanto (AAB)AC = AA(BAC).
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1.14. Partes de uniones e intersecciones

Sea {A; : i € I} una familia de subconjuntos de un conjunto E. Demostrar
que:

(@) P (Mier A1) = Nies PA).

(0) Uies P(Ai) € P (Uiel Ai)'

(c¢) Poner un contraejemplo que demuestre que en general no se verifica la
igualdad en el apartado (b).

Solucién. (a) Tenemos las equivalencias:

Aep(mielAi) @Acmiein@ACAi Viel
SAcPA) Viel s Ac(;P(A),

es decir, P (ﬂiel Ai) = Nies P(4i).

(b) Tenemos las implicaciones:

A€ Ui, P(Ai) = JigeI: AeP(Ay)
= A C A4, iACUiEIAi:AGP(UZ‘e]Ai),

lo cual demuestra la inclusién pedida.

(c) Elijamos E = {a,b}, A1 = {a}, A2 = {b}. Entonces:
P(A1) ={0,{a}}, P(A2)={0,{b}}
P(Al U AQ) v P({a7 b}) = {(Z)v {a}, {b}7 {av b}}
y P(Al) U P(AQ) 7é ’P(Al U AQ)

1.15. Cardinales de las o-algebras contables

Sea A una o-dlgebra contable en X, es decir card (A) < Xy. Entonces, A es
finita. Ademds, existe un n natural tal que card (A) = 2.

Solucidén. Definimos en X la siguiente relacién:
r~ys(AeANyeAd)=ace A

Es decir x ~ y si y s6lo si todo conjunto medible que contiene a y también
contiene a x. Veamos que esta relacion es de equivalencia en X.

(a) Reflexiva. Si un conjunto medible contiene a z, trivialmente contiene a
x, es decir x ~ .

(b) Simétrica. Sea x ~ y. Si ocurriera y ¢ x, existiria un B € A tal que
x € B,y € B Ahora bien, B¢ € A, y € B®y x ¢ B° lo cual contradice la
hipétesis x ~ y.
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(c) Transitiva. Supongamos = ~ y e y ~ z Si A es medible y contiene a z,
entonces también contiene a y por ser y ~ z. Por contener a y, y ser x ~ y
también contiene a x. Es decir, x ~ z.

Veamos ahora que la clase [z] a la que pertenece un elemento x de X es:
@] =([{A:AcAnzcA}l (1)

En efecto, si u € [z], entonces u ~ z con lo cual todo A medible que
contiene a x también contiene a u y por tanto u € (\{{A: A€ A A z € A}
Reciprocamente, siu € ({A: A€ A A x € A}, todo conjunto medible que
contiene a x también contiene a u y por tanto, u ~ x o equivalentemente,
u € [z]. Esto demuestra (1). Por otra parte, es claro que para todo A € A

se verifica:
A= |J . @
{zeA}

Por hipétesis, A es o-dlgebra contable lo cual implica por (1) que las clases
de equivalencia de ~ pertenecen a A. Veamos ahora que el nimero de clases
de equivalencia [z;] es finito.

En efecto, si fuera infinito tendria que ser necesariamente numerable y por
formar estas clases una particién, X = (J,cy[zx] (unién disjunta). Cada par
de subconjuntos distintos N1, No de N darian lugar a los conjuntos distintos
de A: Ay = Ujen, [2i] y A2 = U,en,[75]- Esto implicarfa que el cardinal de
A serfa al menos 2% lo cual es absurdo por ser A numerable.

Sea pues C' = {[a1],...,[an]|} el conjunto formado por todas las clases de
equivalencia. Por (2), todo elemento de A es unién de clases de equivalencia
y cada par de subconjuntos distintos C,Cy de C' dan lugar a los conjuntos
distintos de A : By = U;en, [ai] v B2 = U,ep,las]- Es decir, el nimero de
elementos de A es

card (A) = card (P(C)) = gcard (€) _ on,
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Relaciones

2.1. Concepto de relacion binaria

1. Analizar si son reflexivas las relaciones en A = {a, b, c} :

R = {(CL, a)’ (ba b)a (Cv C)? (bv a’)}7 S = {(CL, b)v (b7 b)v (07 a)}

2. Analizar si son simétricas las relaciones:
a) En el conjunto de las rectas del plano, rRs < r es perpendicular a s.
b) En Z, xRy < x < y.

3. Analizar si son transitivas las relaciones:
a)EnZ, xRy & = < y.
b) En A={1,2,3}, R={(1,2),(2,3),(1,1)}.

4. Analizar si son antisimétricas las relaciones:
a) En Z, xRy < x < y.
b) En R, zRy < |z| = |y|.

5. En el conjunto P(U) (partes de U), se define la relacion ARB < A C B.
Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica,

transitiva, antisimétrica.

6. En el conjunto R se define la relacién 2Ry < |z| = |y|. Estudiar cuales
de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica, transitiva, anti-

simétrica.

7. Sea R = {(1,1),(2,2),(3,3),(2,1),(1,2),(2,3)} una relacién definida en
A ={1,2,3,4}. Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple: refle-

xiva, simétrica, transitiva, antisimétrica.

21



2.2 Relaciones de equivalencia (1)

Solucién. 1. La relacion R es reflexiva pues para todo x € A se verifica
xRz. Sin embargo, la relacién S no es reflexiva pues por ejemplo a Ra.

2. a) Es simétrica, pues si r es perpendicular a s entonces s es perpendicular
a r. Es decir, rRs. implica sRr.
b) No es simétrica, pues por ejemplo 0R1, pero 1 AR0.

3. a) Es transitiva pues si Ry e yRz, entonces ¢ < y e y < z y por tanto
z < z. Es decir zRz.

b) No es transitiva pues por ejemplo 1R2, 2R3, y 1 R3.

4. a) Es antisimétrica pues si zRy e yRx, entonces z < y e y < z y por
tanto x = y.

b) No es antisimétrica, pues por ejemplo (—1)R1, 1R(—1) y sin embargo,
—1#1.

5. Reflexiva. Se cumple, pues para todo A € P(U) se verifica A C A.
Simétrica. No se verifica, si A C B con A # B, entonces B ¢ A.
Transitiva. Se cumple, si A C By B C C, entonces A C C.
Antisimétrica. Se cumple, si A C By B C A entonces A = B.

6. Reflexiva. Se cumple, pues para todo = € R se verifica |z| = |z|.
Simétrica. Se cumple, pues si |z| = |y| entonces |y| = |z|.

Transitiva. Se cumple, pues si |z| = |y| y |y| = |z| entonces |z| = |z|.
Antisimétrica. No se verifica, por ejemplo | — 1| = |1], || = | — 1| y sin
embargo —1 # 1.

7. Reflexiva. No se verifica, pues 4 RA4.

Simétrica. No se verifica, pues 2R3 pero 3 R2.
Transitiva. No se verifica, pues 1R2 y 2R3 pero 1 R3.
Antisimétrica. No se verifica, pues 1R2, 2R1 pero 1 # 2.

2.2. Relaciones de equivalencia (1)

A. En R se define la relacién aRb < a? — b* = a — b.
(a) Demostrar que R es relacién de equivalencia.
(b) Determinar la clase a la que pertenece 5.
(c¢) Determinar el conjunto cociente R/R.

B. En el conjunto E = R x R se define la relacion: (z,y)R(z,t) < 22 +y? =
2% 4+ t2. Demostrar que R es relacién de equivalencia y determinar el con-
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junto cociente E//R.

C. En el conjunto R de los ntimeros reales se considera la relacién de equi-
valencia Ry < |z| = |y|. Determinar el conjunto cociente A/R.

Solucién. A. (a) Refleriva. Para todo a € R se verifica a? — a? = a — a, en

consecuencia aRa.
Simétrica. Para todo a,b € R :

aRb=a* - =a—-b=b>-a’>=b—a= bRa.

Transitiva. Para todo a,b,c € R :

aRb a2—b2:a_b 9 9
{bRC:{bZ—CQ:b_C = (sumando) a* — ¢ = a — ¢ = aRec.

La relacién R es por tanto de equivalencia.

(b) La clase a la que pertenece 5 es:
CBhl={reR:2R5} ={r €R:2? - 5> =2 —5}.
Resolvemos la ecuacién:
22 -5 =r—-5& (x+5)(z—5) = (z—5)
S (x+5)(z—5)—(r—5)=0
&S (x-5)(r+4)=0x=50x=—4

La clase pedida es por tanto C[5] = {5, —4}.

(c) Sea a € R. La clase a la que pertenece a es:
C[a]:{mER:.’L‘R(I}:{$ER:x2_a2:m_a}'

Resolvemos la ecuacién:

?—a*=z—-as (r+a)(z—a)=(z—a)

S (z+a)(zr—a)—(r—a)=0
S x—a)(zt+a—-1)=0r=a0z=1—a.
Es decir, Cla] = {a,1 — a}, y el conjunto cociente es:

R/R={{a,1—a}:acR}.



2.3 Relaciones de equivalencia (2)

Nétese que cada clase tiene dos elementos, salvo en el caso a = 1 — a (es
decir, a = 1/2) que sélo tiene un elemento: C[1/2] = {1/2}.

B. Refleziva. Para todo (z,y) € E se verifica 22 + y? = 22 4 y?, en conse-
cuencia (z,y)R(z,y).
Simétrica. Para todo (z,v), (2,t) € E :

(z,9)R(z,t) => 2>+ 9> =22+ 12 = 22+ 2 =22 + y* = (2,t)R(z,y).
Transitiva. Para todo (z,y), (2,1), (u,v) € E :

(@, y)R(z,t) | [22+y? =22+
(2,t)R(u,v) 22+ 12 = u? + 02
= 22 +y? = u? + 02 = (z,y)R(u,v).

La relaciéon R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (xg,yp) € E fijo. La clase a la que pertenece (xq,yo) es:

Cl(zo,y0)] = {(z,y) € E: (z.y)R(z0,90)} = {(z.y) € B : *+y* = af+y5}-

Dado que x3 + y2 > 0, la clase C[(xo,yo)] representa una circunferencia de
centro el origen y radio r = \/x% + yg . En consecuencia,

E/R={C,:r >0} (C, circunf. de centro (0,0) y radio ).
Nétese que para r = 0, la circunferencia consta de un tnico punto: el (0,0).
C. Sea a € R. La clase de equivalencia determinada por a es:

[a]| ={x € R:zRa} ={z e R: |z| = |a|} = {—a,a}

por tanto, el conjunto cociente es: A/R = {{—a,a} :a € R}.

2.3. Relaciones de equivalencia (2)

A. Sea X el conjunto de todas funciones de R en R. Dadas z(t),y(t) € X
se define la relacion:

z(t)Ry(t) < lim x(t) —y(t)

= 0.
t—0 12

Demostrar que R es una relacién de equivalencia.

B. En el conjunto £ = R x R se define la relacién (z,y)R(z,t) < = = z.
Demostrar que R es relacién de equivalencia e identificar geométricamente
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el conjunto cociente E/R.

C. Sea X el conjunto de las aplicaciones de R en R. Dadas =,y € X se define
la relacién xRy < Jc > 0 : z(t) = y(t) para [t| < |c|. Demostrar que R es
una relacién de equivalencia.

Solucién. A. Reflexiva. Para todo z(t) € X se verifica:
i 20 =7 00 0 o=,
t—0 12 t—0 ¢ t—0

es decir, z(t)Rx(t).

Simétrica. Para todo z(t),y(t) € X se verifica:

R
=i 2 — o= 0= Rt

t—0 12

Transitiva. Para todo x(t),y(t), z2(t) € X se verifica:

Ca(t) —ylt)
{x(t)Ry(t) N %I—%T =0
y(t)Rz(t) lim Y t) — z(t) 0
t—0 t2 )
lo cual implica:
lim M = lim x(t) — y(t) + y(t) — Z(t)
t—0 t2 t—0 +2

i PO 80 g0~ ()

lim = lim S50 = 040 = 0= (1) Re(0).

La relaciéon R es por tanto de equivalencia.

B. Refleziva. Para todo (z,y) € E se verifica * = z, en consecuencia
(z,y) R(z, y)-
Simétrica. Para todo (z,vy), (2,t) € E :

(x,y)R(z,t) =z =2=2z=12= (2,1)R(z,y).

Transitiva. Para todo (z,y), (2,t), (u,v) € E :
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La relacion R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (xg,yp) € E fijo. La clase a la que pertenece (xq,yo) es:

C[(Hfo,yo)] = {($7y> SR (JJ,y)R(Z’o,yo)} = {(:c,y) €eb:z= xO}'

La clase C[(zo, yo)] representa la recta vertical r : © = x, por tanto podemos
identificar A/R como el conjunto cuyos elementos son las rectas verticales
del plano.

C. Reflexiva. Para toda x € X se verifica trivialmente x(t) = x(t) para todo
x € R, en particular para |t| < ¢ siendo ¢ > 0 cualquiera. Es decir, zRx.
Simétrica. Para todo x,y € X se verifica:

xRy = 3¢ > 0: z(t) = y(t) para [t| < ||
= y(t) = x(t) para |t| < |¢| = yRx.

Transitiva. Para todo x,y, z € X se verifica:

xRy N deyp > 0: x(t) = y(t) para |t| < |ci]
yRz Jdeg > 0: y(t) = 2(t) para [t] < |cal.

Esto implica que z(t) = z(t) si [t| < |c| siendo ¢ = min{|c1], |c2|}, es decir
zRz. La relacién R es por tanto de equivalencia.
2.4. Relaciones de orden

1. Demostrar que en el conjunto R de los ntimeros reales, la relacion xRy si
y s6lo si z < vy, es de orden.

2. Demostrar que en el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U, la
relacién X RY si y s6lo si X C Y, es de orden.

3. En el conjunto R de los nimeros reales se define la relacion xRy <
23 < y3. Demostrar que R es relacién de orden.

4. En el conjunto Z de los niimeros enteros se define la relacion zRy <
x? < y?. Analizar si R es relacién de orden.

5. En el conjunto N* = {1,2,3,...} se define la relacién xRy < x divide a y.
Demostrar que R es relacién de orden.

6. En Z, se define la relacién xRy < = = 5y. Analizar si es relacién de orden.
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7. En el conjunto Z de los niimeros enteros se define la relaciéon zRy, si y
s6lo si, existe un ntimero entero no negativo n tal que y — z = 2n. Analizar
si R es relacién de orden.

8. Sea A un conjunto y R el conjunto de todas las relaciones binarias en A.
Se define en R la relacién R < S < (zRy = xSy (Vz,y € A)). Demostrar
que < es relacién de orden en R.

Solucién. 1. En efecto, para todo = € R se verifica x < z (reflexiva). Si
x <yey <z, entonces z = y (antisimétrica). Si x < y e y < z, entonces
x < z (transitiva).

2. Demostrar que en el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U, la
relacion X RY siy s6lo si X C Y, es de orden.

3. (i) Reflexiva. Para todo z € R se verifica 23 < 23, es decir zRx. (i4)
Antisimétrica. Para todo xz,y € R :

3< 3
{$Ry:>{a: =Y éw3:y3év3x3:\3/y3éx:y.

yRx y? <

(747) Transitiva. Para todo z,y,z € R :

TRy 3 <y 3 3
< A
{sz:}{y3§z3:>x <z’ = xRz

4. (i) Reflexiva. Para todo x € Z se verifica 22 < 22, es decir xRz.

(ii) Antisimétrica. No se verifica. En efecto, se cumple (—1)2 < 12 y 12 <
(—1)2, es decir (—=1)R1 y 1R(—1). Sin embargo, —1 # 1. Concluimos que R
no es relaciéon de orden.

5. El que z divida a y equivale a decir que existe k£ € N* tal que y = kx.
(7) Reflexiva. Para todo = € R se verifica z = 1z, es decir zRx.
(73) Antisimétrica. Para todo =,y € N* :

{ny {EkEN* cy=kx

ny HTEN*;xzryé'@y:kriﬂy#kr:L

Ahora bien, como k,r son naturales, ha de ser necesariamente k =r =1y
por tanto x = y.
(7i7) Transitiva. Para todo z,y,z € N* :

{:cRy {EikeN* ry =kx

yRz IreN:z=ry = 2= (rk)z.
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Dado que rk € N*, se verifica xRz. Concluimos que R es relacién de orden.

6. Elijamos (por ejemplo) z = 1. Entonces, 1 # 5 -1, es decir 1 /1. No se
cumple la propiedad reflexiva, por tanto R no es relaciéon de orden.

7. (i) Reflexiva. Para todo = € R se verifica © —x = 2 - 0, es decir zRz.
(17) Antisimétrica. Para todo z,y € R :

{ny { dn entero no negativo : y — x = 2n = 0=2(n+m).

yRz Jm entero no negativo : x —y = 2m

La igualdad 2(n + m) = 0 implica n + m = 0. Ahora bien, como n,m son
enteros no negativos, ha de ser necesariamente n = m = 0 y por tanto x = y.
(7i7) Transitiva. Para todo x,y,z € R:
Ry In entero no negati'vo ry—x=2n S r—z=2n+m).
yRz Jm entero no negativo : z —y = 2m

Dado que n 4+ m es entero no negativo, se verifica zRz. Concluimos que R
es relacion de orden.

8. Reflexiva. Para todo R € R, trivialmente se verifica xRy = xRy para
todo x,y € A. Es decir, R < R.

Antisimétrica. Sean R, S € R tales que R < Sy S < R. Entonces, para
todo x,y € A se verifican las implicaciones xRy = xSy y Sy = xRy. Por
tanto, para todo x,y € A se verifica zRy < xSy, lo cual implica R = S.
Transitiva. Sean R, S,T € R. Entonces, para todo z,y € A se verifica:

{R<S {ny:>:cSy = (zRy = 2Ty) = R<T.

ST xSy = Ty

Concluimos que < es relacién de orden en R.

2.5. Maximo, minimo, cotas

1. En N =1{0,1,2,...} con el orden usual <, hallar, caso de existir los ele-
mentos minimo y maximo.

2. EnZ~ ={...,—3,—2,—1} con el orden usual <, hallar, caso de existir
los elementos minimo y méaximo.

3. En Z con el orden usual <, hallar, caso de existir los elementos minimo
y maximo.

4. En A = {3,7,8,12} con el orden usual <, hallar, caso de existir los ele-
mentos minimo y maximo.
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5. En R con el orden usual, determinar las cotas superiores e inferiores de
B = (0,1]. ; Estd B acotado?
6. Sea el conjunto A = {3,4,5,6,7,8,9,10} con la relacién de orden z < y
& x divide a y. Se pide:

(a) Analizar la existencia de maximo y minimo en A.

(b) Determinar las cotas superiores e inferiores de B = {6,9}.
7. Dado U = {a, b, c}, se establece en P(U) la relacién de orden inclusién.
Se pide:

(a) Analizar la existencia de maximo y minimo en P(U).

(b) Determinar las cotas superiores e inferiores del subconjunto de

PWU) : B ={{a},{a,b}}

Solucién. 1. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y maxi-
mo, 0 es elemento minimo y no existe elemento maximo.

2. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y maximo, —1 es
elemento méximo y no existe elemento minimo.

3. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y méaximo, no existe
ninguno de ellos.

4. De acuerdo con las definiciones de elemento minimo y méaximo, 3 es ele-
mento minimo y 12 es elemento maximo.

5. De acuerdo con las definiciones de cota superior e inferior, las cotas su-
periores son todos los nimeros reales > 1 y las inferiores, todos los nimeros
reales < 0. Dado que existen cotas superiores e inferiores, B esta acotado
superior e inferiormente, por tanto estd acotado.

6. (a) No existe elemento en A que divida a todos los de A, por tanto no
existe minimo. Tampoco existe elemento en A que sea dividido por todos
los de A, por tanto no existe maximo.

(b) El tnico elemento a de A que cumple a <6y a <9 es a = 3, en conse-
cuencia 3 es la unica cota inferior de B. Por otra parte, no existen elementos
a en A que cumplan 6 < a y 8 < a, en consecuencia B no tiene cotas supe-
riores.

7. (a) Para todo X elemento de P(U), se verifica ) C X, y X C U, por
tanto () es elemento minimo y U es elemento maximo.

(b) Los elementos de P(U) que estan contenidos en todos los de B, son ) y
{a} (cotas inferiores de B). Los elementos de P(U) que contienen a todos
los de B, son {a,b} y U (cotas superiores de B).
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2.6. Supremo, infimo, maximales y minimales

1. En R con el orden usual, determinar inf (0,1] y sup (0, 1].
2. En R con el orden usual, determinar inf (—o0,2) y sup (—o0, 2).
3. En R con el orden < usual, calcular:

1) sup{1l/z: 2z €[1,2]}. 2) inf{l/x:z € (1,2)}.
3) sup{l/x: z > 0}. 4) inf{1/x:z € [0,2]}.

4. Dado U = {a, b, c}, se establece en P(U) la relacién de orden inclusién.
Se pide:

(a) Hallar los elementos maximales de P(U) — {U}.

(b) Hallar los elementos minimales de P(U) — {0}.
5. Demostrar que si un conjunto tiene supremo (infimo), entonces es tnico.
6. Sea S C R un subconjunto acotado de R. Demostrar que a = sup S si y
slosia>x,Vr € Syademds Ve >0, Jxg € S, tal que g > a — e.
7. Sea el conjunto S = {3,4,5,6,7,8,9,10} con la relacién de orden x < y
< x divide a y. Se pide:

(a) Hallar los elementos maximales y minimales.

(b) Hallar los subconjuntos de S totalmente ordenados.

Solucién. 1. El conjunto de las cotas inferiores de (0,1] es (—o00,0], y el
méximo de este ultimo conjunto es 0, por tanto inf(0, 1] = 0. El conjunto de
las cotas superiores de (0, 1] es [1, +00), y el minimo de este dltimo conjunto
es 1, por tanto sup(0, 1] = 1.

2. No existen cotas inferiores de (—o0,2), por tanto no existe inf(—oo, 2).
El conjunto de las cotas superiores de (—00,2) es [2,400), y el minimo de
este ultimo conjunto es 2, por tanto sup(—oo,2) = 2.

3. 1) Cuando z recorre el intervalo [1,2], 1/x recorre el [1/2, 1], por tanto el
extremo superior es 1 (minima de las cotas superiores).

2) Cuando z recorre el intervalo (1,2), 1/ recorre el (1/2,1), por tanto el
extremo inferior es 1/2 (maxima de las cotas inferiores).

3) Cuando z recorre el intervalo (0, +00), 1/ recorre el (0,+00), por tanto
no existe extremo superior.

4) Como consecuencia de lo dicho en 3), el extremo inferior es 0 (maxima
de las cotas inferiores).

4. (a) Tenemos P(U) — {U} = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {b,c}}. De

acuerdo con la definicién, los elementos maximales de P(U) — {U} son:

{a,b}, {a,c}, {b,c}.
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(b) Tenemos P(U)—{0} = {{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},U} . De acuerdo

con la definicién, los elementos minimales elementos de P(U) — {U} son:

{a}, {0}, {c}-

5. Sea A un conjunto con una relacién de orden <, y sea B C A. Si existen
dos supremos de B, e y €/, entonces tanto e como €’ son cotas superiores de
B. Por ser e la menor de ellas, e < €’ y por ser € la menor de ellas, e/ < e.
Por la propiedad antisimétrica, e = €’. Andloga demostracién para el infimo.

6. Si a =sup S, a es cota superior de S y por tanto, a > x para todo x € S.
Por otra parte, si no ocurriera que Ve > 0, 3zg € 5 tal que zg > a — ¢,
entonces, existiria un ¢y > 0 tal que x < a — ¢y para todo = € S. Esto
implicaria que a — €y < a seria cota superior de S lo cual contradice que a
es la menor de las cotas superiores de S.

Reciprocamente, supongamos que a > z, Vo € Sy ademas Ve > 0, dxg € S,
tal que xg > a — €. La primera condicién implica que a es cota superior de
S. Es ademés la menor de todas ellas. En efecto, si b < a fuera cota superior
de S, eligiendo € = a — b > 0 existiria 29 € S tal que g > a — (a — b) = b,
lo cual contradice que b es cota superior de A.

7. (a) Un elemento M € S es maximal si y s6lo si, no existe elemento z € S
con z # M tal que M < zx. Es decir, son los elementos M de S que no tienen
multiplos en S distintos de M. Claramente son los elementos 6,7,8,9 y 10.
Un elemento m € S es minimal si y sélo si, no existe elemento x € S con
x # m tal que x < m. Es decir, son los elementos m de S que no tienen
divisores en S distintos de m. Claramente son los elementos 3,4,5 y 7.

(b) De acuerdo con la definicién de orden total, los subconjuntos de S total-
mente ordenados son:

{a}:a €S, {3,6}, {3,9}, {4,8}, {5,10}.

Es claro que no hay subconjuntos de S con tres elementos totalmente orde-
nados, lo cual implica que ya hemos escrito todos.

2.7. Orden total, buen orden

1. En N* = {1,2,3,...} se considera la relacién de orden z < y < x divide
a . Analizar si es de orden total. ; Fis buen orden?

2. En Z, se define la relaciéon: xRy < x = y" para algtin n entero positivo.
Demostrar que es relacién de orden. ;Es buen orden?
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3. Demostrar que todo buen orden es un orden total.
4. Sea (R, <) el conjunto ordenado de los nimeros reales con el orden usual
<.En C =R x R se define la relacién:

si x1 # x9 entonces r1 < X9

(21, y1) R(22, 42) & {si x1 = xo entonces y1 < yo.

(a) Demostrar que R es una relacién de orden sobre C.

(b) Demostrar que R es una relacién de orden total sobre C.
5. ;Existe un conjunto parcialmente ordenado que posea un tnico elemento
maximal y que sin embargo este no sea maximo?

Solucién. 1. Se verifica 2 £ 3y 3 £ 2, es decir < no es orden total, en
consecuencia tampoco es buen orden.

2. Reflexiva. Para todo = € Z se verifica = x!, es decir xRx.
Antisimétrica. Para todo par de elementos x,y € Z :

o s
xRy L=y (n entero pOSlel.VO) L g gm
yRx y = 2™ (m entero positivo)

Si x # 0, entonces ha de ser necesariamente mn = 1 lo cual implica m =
n = 1y por tanto x = y. Si x = 0, entonces y = 0™ = 0. Es decir, en
cualquier caso = = y.

Transitiva. Para toda terna de elementos x,vy,z € Z :

—Qi% s
xRy L=y (n entero pOSl'tl.VO) L g m
yRz y = 2" (m entero positivo)

Dado que mn es entero positivo, se cumple x Rz. Hemos demostrado que R
es relacién de orden en Z.

No es relacién de orden total, basta elegir los elementos de Z, 2 y 3. Cla-
ramente 2 # 3* para todo k entero positivo y 3 # 2¥ para todo k entero
positivo. Entonces, 2 R3 y 3 R2. Como consecuencia, no es buen orden.

3. Si < es buen orden en A, todo subconjunto de A distinto del vacio tiene
elemento minimo. Sean z,y dos elementos de A, entonces {x,y} tiene ele-
mento minimo. Si el minimo es x, se verifica * < y, y si es y, se verifica
y < x. Es decir, < es orden total.

4. (a) Reflexiva. Para todo (z,y) € C se verifica z = z e y < y, lo cual
implica (x,y)R(z,y).
Antisimétrica. Sean (z1,y1) y (22,y2), elementos de C' con (z1,y1)R(x2,y2)
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y (z2,y2)R(x1,y1). Si x1 = 9, entonces y; < y2 e y2 < y1. Es decir, 1 = x9

e y1 = Y2, luego (z1,y1) = (x2,y2). No puede ocurrir x1 # x2, pues en caso
contrario x; < z2 y 2 < 1 (absurdo).

Transitiva. Sean (z1,y1), (x2,y2) v (x3, y3) elementos de C tales que (x1,y1)R(z2,y2)
y (z2,y2)R(x3,ys3). Tenemos,

T2 =13 = Y2 < Y3

xr1 = T9 = < =
1 2 y1=192 {$27é$3:>$2<l‘3

{xl = x3 A y1 < y3 { (21, y1) R(z3,y3)

=

1 # 13 N1 < T3 (21, y1) R(3,y3).-

Es decir, si 1 = x2, en cualquier caso ocurre (z1,y1)R(x3,y3). Analicemos
ahora el caso x1 # xo.

T2 =3 = T1 < T3

x To = X1 < Ty =
17& 2 ! 2 {$2#$3:>562<$3

{961 <3 { (z1,y1)R(x3,y3)

=

T < 3 (z1,y1)R(73,3).

Es decir, si 1 # 2, en cualquier caso ocurre (x1,y1)R(z3,y3). Concluimos
pues que R es relacién de orden en C.

(b) Sean (z1,y1), (z2,y2) elementos de C. Puede ocurrir x1 = x5 0 21 # 2.
Si x1 = x9, o bien y1 < o o bien y» < w1, lo cual implica que o bien
(71, y1)R(w2,2), 0 bien (z2,y2)R(w1,y1).

Si x1 # x9, 0 bien 1 < z9 0 bien x5 < x1, lo cual implica que o bien
(x1,y1)R(z2,y2), 0 bien (2, y2)R(x1,y1). Hemos demostrado que R es rela-
cién de orden total en C.

5. Si, existe. Consideremos en A = (0, 1] U [2,3) el orden

r<payer<y si l‘,yE(O,l]
r<payer<y sl x7y€[273)7

en donde < representa el orden usual. Entonces, 1 es el Unico elemento
maximal de A, pero no es maximo.

2.8. Diagramas de Hasse

1. Consideremos el conjunto A = {1, 2, 3,4} con la relacién de orden < usual.
Dibujar el correspondiente diagrama de Hasse.

2. En A = {a,b,c,d,e, f} se considera la relacién de orden definida por el
diagrama de Hasse:
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(a) Analizar la existencia de maximo y minimo.

(b) Determinar los elementos maximales y minimales.

(c) Determinar los subconjuntos de A con tres elementos totalmente
ordenados.
3. En el conjunto A = {a, b, ¢,d} se considera la relacién:

<={(a,a),(a,b), (b,b), (b,d), (a,c), (¢,c), (¢, d), (a,d), (d,d)} .

a) Demostrar que < es relacién de orden en A.

b) Dibujar el diagrama de Hasse de la relacion.

¢) Analizar si < es un orden total.

d) Determinar, si existen, los elementos maximo y minimo.

(
(
(
(

Solucién. 1. Claramente es:

_— N — W —

2. (a) No existe elemento de A mayor o igual que todos los deméds, ni existe
elemento de A menor o igual que todos los demas, por tanto no existe ni
maximo ni minimo.

(b) Los elementos maximales de A son d, e y f, pues son aquellos para los
cuales no hay ninguno mayor. Los elementos minimales de A son a b, pues
son aquellos para los cuales no hay ninguno menor.

(c) De acuerdo con la definicién de orden total, los subconjuntos de A con
tres elemento y totalmente ordenados son:

{a,¢, f},{a,c,e}, {a,c,d}, {b,c, f},{b,c,e},{b,c,d}.

3. (a) El lector comprobaré de forma sencilla que se verifican las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva.
(b) El diagrama de Hasse de < es:
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(c¢) No es relacién de orden total, pues ¢ £ by b £ c.
(d) Para todo = € A, se verifica a < z y x < d, por tanto a es elemento
minimo y d, maximo.

2.9. Relacién de equivalencia en R]z]

Sea Rz] el conjunto de los polinomios p(x) en la indeterminada = y con
coeficientes reales. En R[z] se define la relacién:

p1(x)Rpa(w) & 3q(x) € Rlz] : pa(x) — pi(e) = q(z) (2 + 1).
(a) Demostrar que R es relacién de equivalencia.
(b) Demostrar que cada clase admite un representante de grado < 2.
(¢) Encontrar dicho representante para la clase definida por el polinomio
p(z) =23 + 2% + 3z + 4.
(d) Determinar el conjunto cociente R[z]/R.
Solucién. (a) Refleziva. Para todo p(x) € R[x] se verifica p(x) —p(z) =0 =
0(x? + 1), por tanto p(z)Rp(z).
Simétrica. Para todo pi(x), p2(x) € Rx] se verifica:

p1(2)Rp2(2) < 3q(2) € Rlz] : pa(z) — pi(@) = q(@)(2? + 1)
= p1(x) — p2(v) = (—q(2))(2* + 1) = pa(2) Bps (2).

Transitiva. Para todo pi(x), pa(z), p3(z) € Rlz] :

{m(fﬂ)sz(l‘) _4 {3(1(53) [93] 2(2) = p1(z) = q(z)(2® + 1)
pa(z)Rps(x) | 3h(z) € R[a] : ps(x) — pa(x) = h(z)(2* + 1)
= (sumado) p3(x) — p1(x) = (q¢(z) + h(x))(z? + 1).

Como ¢(x) + h(x) € R[z], se verifica pi(x)Rps(x).

(b) Sea p(x) € R[z], efectuando la divisién euclidea de p(z) entre 22 + 1
obtenemos un cociente g(x) y un resto r(z) de grado < 2. Es decir:

p(x) = q(z)(z®* + 1) +r(z), grad r(z) < 2.

Ahora bien, p(z) — r(z) = q(z)(z? + 1), lo cual implica p(x)Rr(z). Esto
demuestra que cada clase admite un representante de grado < 2.
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(¢) Efectuando la divisién euclidea de p(x) = 2% + 2% + 3z + 4 entre 22 + 1,
obtenemos inmediatamente el resto r(x) = 2z + 3. Por tanto:

Clz® + 2% 4+ 3z + 4] = C[2x + 3].

(d) Toda clase de equivalencia tiene un representante de grado < 2. Ademas,
si dos polinomios r1(z) y r2(x) de grados < 2 estan relacionados, estos han
de coincidir. En efecto, 71 (z)Rra(z) quiere decir que

ro(x) — ri(z) = ¢(x) para algin q(x) € R[z]. (%)

Dado que ra(x) — ri(x) es de grado < 2, ha de ser ¢(z) = 0 para que se
verifique la igualdad (x), y como consecuencia r1(z) = ra(z). Concluimos que
el conjunto cociente es: Rjz]/R = {Clax + b] : a,b € R}, y el representante
de cada clase con grado < 2 es unico.

2.10. Tres relaciones en N

En el conjunto N de los niimeros naturales (0 € N) se definen las siguientes
relaciones:

a) La relacién R tal que aRb < a es divisible por b

b) La relacién S tal que aSb < a + b es multiplo de 2

¢) La relacién T' tal que aT'b < ab es multiplo de 2

Se pide:

1. Estudiar si las relaciones R, .S, T tienen las propiedades reflexiva, transi-
tiva, simétrica, o antisimétrica.

2. Senalar cual o cuales de las relaciones R, S y T son de equivalencia o de
orden.

3. Para las posibles relaciones de equivalencia senalar las clases de equiva-
lencia; para las posibles de orden, indiquese si se trata de una relacién de
orden parcial o total.

(Examen Algebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solucién. 1. a) Analicemos las propiedades de la relacién R :

(i) Reflexiva. Para todo a € N se verifica a = la lo cual implica que a es
divisible por a, es decir R es reflexiva.

(@) Simétrica. Elijamos a = 2,b = 1, entonces se verifica aRb, pero no que
bRa, por tanto R no es simétrica.

(#i) Transitiva. Sean a,b,c € N tales que aRb y bRc. Entonces existen
p,q € N tales que a = pb y b = gc lo cual implica que a = pqc con pqg € N o
lo que es lo mismo, aRc y en consecuencia R es transitiva.

(iv) Antisimétrica. Si a,b € N cumplen aRb y bRa, entonces existen p,q € N
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tales que a = pb y b = qa lo cual implica que a = pga. Necesariamente es
pq = 1 y al ser p,q naturales, p = ¢ = 1, de lo cual se deduce a = b. La
relacion R es antisimétrica.

b) Propiedades de la relacién S :

(i) Reflexiva. Para todo a € N se verifica a + a = 2a lo cual implica que a
es multiplo de 2, es decir S es reflexiva.

(7) Simétrica. Si aSb entonces a + b es miltiplo de 2. Como b+ a = a + b,
también b + a es multiplo de 2, es decir bSa. La relacién S es simétrica.
(éi1) Transitiva. Sean a,b,c € N tales que aSb y bSc. Entonces existen
p, q € Ntales que a+b = 2p y b+c = 2¢ lo cual implica que a+c = 2(p+q—>b),
y por tanto aSc. La relacién S es transitiva.

(iv) Antisimétrica. Para a = 1,b = 3 tenemos aSb,bSa y sin embargo a # b.
La relacién S no es antisimétrica.

¢) Propiedades de la relaciéon T :

(i) Reflexiva. Para a = 1 tenemos aa = 1, que no es miltiplo de 2. La
relacién T no es es reflexiva.

(7) Simétrica. Si aSb entonces ab es multiplo de 2. Como ba = ab, también
ba es multiplo de 2, es decir bT'a. La relacion T es simétrica.

(@ii) Transitiva. Para a = 3,b = 2,¢ = 5 se verifica aTb y bT'c, sin embargo
no se verifica aT'c. La relaciéon T no es transitiva.

(iv) Antisimétrica. Para a = 1,b = 2 tenemos a1'b,bTa y sin embargo a # b.
La relacion T' no es antisimétrica.

Concluimos que R es exactamente reflexiva, antisimétrica y transitiva; S
exactamente reflexiva, simétrica y transitiva y T' exactamente simétrica.

2. Del apartado anterior, concluimos que R es relaciéon de orden, S es de
equivalencia, y 7" no es ni de orden ni de equivalencia.

3. Para a = 2,b = 3 no se verifica ni aRb ni bRa, es decir R es relacion de
orden parcial. Las clases de equivalencia de los elementos 1 y 2 asociadas a
la relacién S son:

1] ={1,3,5,7,...}, [2]=1{2,4,6,8,...}.

Dado que [1] U [2] = N, las tunicas clases de equivalencia son [1] y [2]. El
conjunto cociente es por tanto N/S = {[1][2]}.

2.11. Finura de las relaciones de orden

Sea E un conjunto y € el conjunto de todas las relaciones de orden definidas
en E. Diremos que la relacién de orden w es mas fina que la relacion w si 'y



2.11 Finura de las relaciones de orden

sélosi (Ve,y € E)(zwy=2wy)

a) Sea E = N, compdrese la finura de las dos relaciones siguientes: = wy y
Srlyyrwy ey,

b) Demuéstrese que la relacién ser mds fina que definida en €2, es una relacién
de orden.

¢) Compruébese la existencia de un méximo en 2 para ésta relaciéon de
orden.

d) Sea E un conjunto de dos elementos. Constriyase el conjunto de todas
las relaciones de orden en E y ordénese por finura.

(Examen Algebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).
Solucién.

a) Se verificazwyy =z |y=IpeN:y=pr=x <y =z ws y, locual
implica que wy es mas fina que w;.
b) Denotemos por <* la relacién en Q ser mds fina que, es decir

wy <*wy & [(Ve,y € E)(z we y = 2wy y)].

(i) Reflexiva. Para cada par de elementos z,y € E y para cada w € € se
verifica trivialmente x w y = = w y, es decir w <* w.
(ii) Antisimétrica. Se verifica:

w1 <F ws (Va,y € E)(z w2 y = x w1 y)
wy <* wy (Vz,y € E)(z w1y =z w2 y)
= Vz,y € E)(x w1 y < xwy y)
= W1 = w3.
(#i) Transitiva. Se verifica:
wy < we (Va,y € E)(x we y = x w1 y)
wy <* ws (Vx,y € E)(z ws y = x wa y)
= Vz,y € E)(z w3 y = x w1 y)
= W1 S* ws.
Concluimos que <* es relacién de orden en 2.
¢) Sea wy € Q la relacién de orden identidad, es decir = wg y < x = y. Si

w € §2, al ser w relacién de orden verifica la propiedad reflexiva, por tanto
r w x para todo x € E. Entonces:

rwyy=>r=y=>cwy=w <" w.

En consecuencia, wg es elemento maximo en €2 para <*.
d) Sea E = {a,b} con a # b. Es claro que sélo existen tres relaciones de
orden en E :
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wy - awya, bwybd
wy: awia,bw b,aw b
wo: awza, bwyb, bws a.

Por tanto Q = {wp, wi,ws} y ordenado por finura serfa wy <* wy y wy <*
wo-
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Funciones

3.1. Concepto de funcién

1. Se consideran los conjuntos A = {1,2,3,4} y B = {x,y, z,u,v,w}. Sea la
aplicacién f : A — B la aplicacién dada por f(1) =z, f(2) = z, f(3) = u,
f(4) ==.

(1) Hallar los originales de cada elemento de B.

(74) Hallar la imagen de f.

(7i7) Hallar el grafo de f.

2. Se considera la funcién f : R — R que asigna a cada ntimero real su

cuadrado, es decir f(z) = x2.

(i) Hallar f(0), f(1) y f(=1).

(73) Determinar los originales de 9.
(747) Hallar Im f.
(iv) Determinar el grafo de f.

3. Se considera la funcién f: R — R:

2¢ st x>0

f(x):{—l si <0

i) Hallar f(0), £(2), f(=1)y f(=2).

i1) Determinar los originales de —1 y los de 7.
ii1) Hallar Im f.

iv) Determinar el grafo de f.

Py

Solucién. 1. (i) = tiene dos originales, el 1 y el 4; z tiene un original, el 2;
u tiene un original, el 3. Los elementos v y w no tienen originales.

(1) Im f ={z, z,u}.

41
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(ZZZ) P(f) = {(17 :C), (27 2)7 (37u)7 (47‘T)}‘

2. (i) Tenemos f(0) =02=0, f(1)=12=1y f(-1)=(-1)2=1.

(41) Los originales de 9 son los niimeros reales = que cumplen f(x) = 22 es
decir, los que cumplen 2 = 9, y estos son 3 y —3.

(iii) Para todo = € R se verifica f(x) = 22 > 0. Por otra parte, si y > 0,
el nimero real |/y satisface f (\/37) = (\/37)2 =y, lo cual implica que todo
ntmero real > 0 pertenece a Im f. Es decir, Im f = [0, +00).

(iv) El grafo de f es T'(f) = {(z,2?) : z € R}.

3. (i) De acuerdo con la definicién de f, f(0) =2-0=0, f(2) =2 -2 =4,
F-1) =~y f(=2) = -1.

(7) Todo ntmero real negativo x cumple f(x) = —1 y por tanto es original
de —1.Six > 0, f(z) = 2x es positivo y no puede ser original de —1. En con-
secuencia los originales de —1 son los nimeros del intervalo (—oo, 0). Los tni-
cos posibles originales = de 7 han de ser no negativos es decir f(z) =2z =7
con lo cual x = 7/2.

(731) Cuando x recorre los nimeros reales no negativos, 2z recorre también
los reales no negativos. Ademads, —1 es la imagen de cualquier real no nega-
tivo, por tanto Im f = [0, +00) U{—1}. (iv) De acuerdo con la definicién de
f, su grafo es

I'(f)={(z,2z) : 2 > 0} U{(x,—-1) : 2 < 0}.

3.2. Composicién de funciones

1. Las funciones f : R — R, g : R — R estan definidas por:

3r—7 si x>2

Calcular:

(1) f(=2). (@) g(=1). (id2) f(3). (iv) (go f)(1). (v) (fog)(2). (vi) (fo f)(4).

2. Las funciones f : R — R, g : R — R estan definidas por f(z) =22 -1y
g(z) = 2x + 5. Determinar

gof, fog, fof, gog.

3. Demostrar la propiedad asociativa de la composicion de aplicaciones, es
decirsif: A— B,g: B— Cyh:C — D, entonces (hog)of =ho(gof).

Solucion. 1. Usando la definicién de composicion:
() F(—2) = (—2)? —2| —2| = 4—4 0.
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(i) g(—1) = 2(~1) + 3 = L.

(i) f(3) =3-3—7=2.

(i) (go /1) =g(f(1))=g(1*=2-|-1]) =g(-1) =2(-1)+3=1
(v) (feog)2)=f(9(2)=f(2-2+3)=f(7)=3-T-T=14

(vi) (fof)4)=f(f(4)=f(3-4=7)=f(5)=3-5-T=8

2. Usando la definicién de composicion:

(gof)(x)=g(f(x)) =g (z* —1) =2(2® — 1) + 5 = 22% + 3.
(fog)x)=f(g(x))=f(2x+5) = (22 +5)% — 1 = 42 + 20z + 24.
(fof)x)=f(f(x)=f(a—1)=(a—1)2—1=2a'—2z%
(gog)(z) =g(g9(zx)) = g (2x +5) =22z +5) + 5 = 4z + 15.

3. Para todo a € A se verifica
((hog)of)(a)=(hog)(f(a))=nh(g(f(a))).

(ho(go f))(a)="n((go f)a))=h((g(f(a))).
Es decir, (hog)o f=ho(go f).

3.3. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyec-
tivas

1. Sea A un conjunto no vacio y la aplicacién f : A — P(A) dada por
f(a) = {a}. Estudiar si es inyectiva y/o sobreyectiva.

2. Sea A un conjunto no vacio y la aplicacién f : P(A) — P(A) dada por
f(X) = X¢. Estudiar si biyectiva.

3. Demostrar que la aplicacién f : R — R dada por f(z) = 22+5 es biyectiva.

4. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son sobreyec-
tivas.

5. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son sobreyec-
tivas.

(a) f: R—=>R, f(z)=



3.3 Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

(b) g : [0, +00) — [1,+00), g(z) = 2% + 1.

6. Sean f: A — By g: B — C dos aplicaciones. Demostrar que:
(1) Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f es sobreyectiva.

(1) Si f y g son inyectivas, entonces g o f es inyectiva.

(731) Si f y g son biyectivas, entonces g o f es biyectiva.

Solucién. 1. Se verifica f(a) = f(b) = {a} = {b} = a = b, luego f es
inyectiva. No es sobreyectiva pues no existe = € A tal que f(z) =0 € P(A).

2. Se verifica
f[X)=f¥)=X=Y'= (X)=(Y)=X=Y,

luego f es inyectiva. Por otra parte, para todo Y € P(A) se verifica f (Y°) =
(YY) =Y, por tanto f es sobreyectiva. Concluimos que f es biyectiva.

3. Para todo x1,z2 € R :
f(z1) = f(x2) = 221 + 5 =222+ 5 = 211 = 229 = x1 = T2,

es decir f es inyectiva.
Sea y € R genérico. Entonces, 3z e R: f(x) =y Jx e R: 2 +5=y. La
dltima ecuacion tiene la solucién x = y% € R. La aplicacién es sobreyec-

tiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

4. (a) Para todo x1,z2 € R :

fla) = f(xa) = af = 25 = \3/901 = \3/55% = T1 = T2,
es decir f es inyectiva. Sea y € R genérico. Entonces,
JzeR: flz)=yoIrecR: 2% =y.

La tltima ecuacién tiene la solucién x = /y € R. La aplicacién es sobreyec-
tiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

(b) Se verifica g(1) = g(—1) = 1, es decir g no es inyectiva. Por otra parte,

no existe z € R tal que g(r) = 22 = —1, por tanto tampoco es sobreyectiva.

(¢) Se verifica h(1) = h(—1) = 1, es decir h no es inyectiva. Sea y € [0, +00)
genérico. Entonces, 3z € R : h(z) = y < 3ov € R : 22 = 5. Dado que y > 0,
la tltima ecuacién tiene solucién, en concreto las soluciones x = 4,/y € R.
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La aplicacién es sobreyectiva.

(d) Para todo 1,22 € Z : i(x1) = i(x2) = x1 = w2, es decir, i es inyectiva.
Elijamos por ejemplo y = 1/2 € Q. Entonces,

JreZ:ilx) =12 FxeZ:x=1/2.
Pero 1/2 ¢ Z, es decir ¢ no es sobreyectiva.
5. (a) Para todo x1, 22 € R :

f(z1) = f(zg) = €™t =e*2 = e [e"™ =1

=T =1=x —x9=0= 21 = 29,

es decir f es inyectiva. La funcién exponencial f(z) = e solamente toma
valores positivos, en consecuencia f no es sobreyectiva.

(b) Para todo x1,z9 € [0, +00) :

flz) = f(zo) = 22+ 1 =23+ 1= a? = 22.
Dado que z1 y x2 son > 0, ha de ser x1 = xo.. Es decir, f es inyectiva. Sea
y € [1,400) genérico. Entonces

Jz € [0,400): f(x) =y < Iz € [0, +00) : 2® +1=1y.

Comoy > 1,y—1 > 0y la tltima ecuacién tiene la solucién x = +/y — 1 €
[0, 4+00). La aplicacién es sobreyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

6. (i) Sea ¢ € C. Como g es sobreyectiva, 3b € B tal que ¢ = g(b). Como f
es sobreyectiva, Ja € A tal que b = g(a). Entonces, (go f)(a) = g(f(a)) =
g(b) = ¢, por tanto g o f es sobreyectiva.

(73) Sean ai,as € A. Entonces,

(go f)ar) = (go f)laz) = g (f(a1)) = g(f(a2)).

Como g es inyectiva, se verifica f(a1) = f(az). Pero f es también inyectiva,
por tanto a; = as. Concluimos que g o f es inyectiva.
(7i1) Es consecuencia inmediata de los apartados anteriores.
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3.4. Aplicacion identidad, aplicacién inversa

1. Demostrar que la aplicacién f : R — R dada por f(x) = —3z + 2 es
biyectiva y determinar f~.
2. Demostrar que la aplicaciéon f : R — R dada por f(z) = —a3 + 4 es

biyectiva y determinar f~1.

3. Sea f: A — B biyectiva. Demostrar que
(i) f~! es biyectiva.

(ZZ) IBOf:f:fOIA.

(iid) f~'o f=1a, fof™' =1,

Solucién. 1. Para todo 1,22 € R :
f(xl) = f(ZE‘Q) = 311+ 2=-312+2= —3r; = -39 = x1 = X9,
es decir, f es inyectiva. Sea y € R genérico. Entonces,

JreR: f(x)=yedreR: -3x+2=y.

La ultima ecuacién tiene la solucién = ——= € R. La aplicacién es so-
breyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.Por definicién de aplicacién

9 _
inversa, f~1(y) = x si y = f(x), por tanto f~1(y) = Ty’ que equivale a:

2—x

@) =5

2. Para todo x1,z2 € R :

flx1) = flze) = —ad+d=—a3+4=a} =23 = /ol = {23 = 21 = 29,
es decir, f es inyectiva. Sea y € R genérico. Entonces
JzeR: flz)=yoIrecR: -2 +4=y.

La 1ltima ecuacién tiene la solucién x = /4 —y € R. La aplicacion es
sobreyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.Por definicién de aplicacion

inversa, f~1(y) = x si y = f(x), por tanto f~1(y) = /4 — y, que equivale a:
f_l(a:) =4 -z

3. (i) Sean y1,y2 € B. Existen x1,z9 € A tales que f(x1) = y1, f(z2) = y2,
lo cual equivale a f~1(y1) = x1, f~!(y2) = x2. Entonces:

F ) = F ) = 21 = 20 = f(x1) = fza) = y1 = ¥
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es decir, f~! es inyectiva. Sea x € A y llamemos y = f(z). Por definicién de
inversa, x = f~!(y) y por tanto f~! es sobreyectiva. Concluimos que f~! es
biyectiva.

(74) Tenemos

ALt B
y ademds para todo x € A: (Ipo f)(z) = Ip (f(z)) = f(z). lo cual implica
Ip o f = f. Por otra parte

Alna LB
y ademds para todo x € A: (fols)(z)= f(la(x)) = f(z). lo cual implica
fola=Ff. 1
(747) Tenemos A LBl A SearecA y llamemos y = f(x). Entonces,
(ftof)@) =f~" (f(z)) = f'(y) = z, lo cual implica f~1 o f = I4.

—1

Por otra parte B I 4L, B Sea y € Byseax € A tal quey = f(z).
Entonces, (fof 1) (y) = f (f'(y)) = f(z) =y, lo cual implica fof~ = I.

3.5. Imagenes directas e inversas

1. Consideremos X = {1,2,3,4}, Y = {a,b,c}, la aplicacién f : X — Y
dada por

f) =a, f(2)=a, fFB)=c, f(4) =c
y los conjuntos A = {1,3} y B = {a,b}. Determinar f(A) y f~1(B).

2. Sea f : R — R dada por f(z) = z%. Determinar
(@) F7H({36}). (i) f71 ({=25)). (iad) f ({w: 2 <0}).
(i) 1Az 25 <2 <36}). (v) f({z:2>0})

3. Sea f : X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A; y Ao de X se verifica:

(1) f(A1U A2) = f (A1) U f (A2).
(i) f (A1 N Ag) C f(A1) N f(A2).

Dar un contraejemplo que demuestre que en general

f(A1NAz) # f (A1) N f(Ag).

4. Sea f : X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos By y By de Y se verifica:

(i) 7N (B1UBy) = fTH(B1) U f1 (By).
(it) 7 (BiNBy) = f1(B1) N f (Ba).
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5. Sea f : X — Y una aplicacién. Demostrar que si {4;} es cualquier
coleccién de subconjuntos de X, se verifica:

@ £ (Ja) =Us .
(i) (N A:) < () (4.

6. Sea f : X — Y una aplicacién. Demostrar que si {B;} es cualquier
coleccién de subconjuntos de Y, se verifica:

@ (Us) =Usr o).
(@) £ (N B:) =17 (By).

7. Sea f : X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A; y Ay de X se verifica:

(i) f (A1 — A2) D f (A1) — f(A2).
(it) A1 C A2 = f (A1) C f(A2).

8. Sea f : X — Y una aplicaciéon. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos B y By de Y se verifica:

(@) f7H(Bi = Ba) = 1 (B1) = 1 (Ba).
(ii) By C By = fil (By) C fil (B2).
9. Sea f : X — Y una aplicacion. Sean A C X y B C Y. Demostrar que:
() AC f7H(f(A). (@) BD f(fH(B))-

10. Sea f: X — Y una aplicaciéon. Sabemos que para cualquier par de sub-
conjuntos A; y A de X se verifica f (41 N Az) C f(A1)Nf (Az2). Demostrar
que si f es inyectiva entonces, se verifica la igualdad.

Solucién. 1. De acuerdo con las definiciones de imagen directa e inversa,

fA) ={a,c}, f7H(B)={1,2}.

Nota. No debe confundirse la aplicacién f~! que existe solamente si f : X —
Y es biyectiva, con f~1(B) que existe siempre, sea f biyectiva o no.

2. Aplicando la definicién de imagen inversa:
(i) 71 ({36)) = {z € R: f(x) = a? = 36} = {~6,6).
(i) f1({=25}) ={z €R: f(z) = 2% = —25} = ().
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( Tz 2 <0}) ={z €R: f(z) =2?> <0} = {0}.

(iv) fF1{z:25<2<36}) = {z € R: f(z) = 2 € [25,36]} = [5,6] U
[—6, 5]

(

3. (i) Demostremos el contenido de izquierda a derecha. Siy € f (A1 U Ag),
entonces y = f(x) para algin x € Ay U Ay. Si x € Ay, entonces y € f (A1),
si x € Ag, entonces y € f (Az). En cualquier caso y € f (A1) U f (As2).

Veamos ahora el contenido de derecha a izquierda. Si y € f (A1) U f (A42),
entonces y € f (A1) oy € f(A2). Siy € f(A1), existe 1 € Ay tal que
y = f(x1), siy € f(A2), existe zo € Ay tal que y = f(z2). En el pri-
mer caso x1 € A1 U Ay y en el segundo, 9 € A; U As. En cualquier caso,
yef (A1 U AQ) .

(13) Siy € f(A1NAy), entonces existe x € Ay N Ay, tal que y = f(x).
Como z € Ay y © € Ay, se verifica y € f(A1) ey € f(A2). Es decir,
y e f(A)Nf(A2).

Veamos que en general no se verifica la igualdad, para ello elijamos X =
{a,b}, Y ={c}, A1 = {a}, A3 = {b} y la aplicacién f: X — Y dada por
f(a) = f(b) = c. Entonces,

fAINA) = f(0) =0, f (A1) N[ (A2) ={c}N{c} = {c},
es decir f (A1 N Az) # f (A1) N f(A2).

4. (i) Tenemos las equivalencias:

r€ fH(BiUBy) & f(zr) € BLUBy & f(z) € By o f(x) € By
szefH(B)ozef 1 (B)eref 1 (B)Uf(By).

Es decir, f~1 (BiUBy) = f~1 (B1) U f~' (Ba).
(7i) De manera anéloga:

T € f_l (B1 ﬁBg) = f(l:) € BiNBy & f(a;) €By f(l’) € By
srcf ' (B)yrxecf 1 (B)excf 1 (B)Nf 1 (B).

Por tanto, f~1 (B1 N By) = f~1(B1) N f~1(By).

5. (i) Demostremos el contenido de izquierda a derecha. Si y € f (|JA4;),
entonces y = f(z) para algin = € |J A;. Por definicién de unién, existe un
indice ip tal que x € A;, lo cual implica que y € f(A;,) y de nuevo por
definicién de unién, y € J f (A;) .
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Veamos ahora el contenido de derecha a izquierda. Siy € |J f (4;), entonces
existe un indice iy tal que y € f (A;,) lo cual implica que existe x € A, tal
que y = f(z). Pero x € |JA;, luego y € f(JA;).

(17) Siy € f([)Ai), entonces existe z € [ A4, tal que y = f(z). Como
x € A; para todo i, se verifica y € f (A4;) para todo i, es decir y € [ f (A;) .

6. (i) Tenemos las equivalencias:
zef! (U BZ-) & f(@) e JBi e Jio: f(a) € By & Jig: € £ (By)
& Jig: f(z) € Biy & Jig:w € 1 (Biy) @ xelJf 1 (B).
Es decir, /= (UB) = U /™ (B).
(i4) De manera ansloga:
zef! (ﬂBZ-) & fl@)e(\Bie flx)eB; Visae [~ (B) Vi

& flx)eB Vioac f(B) Viesec(f(B).
Es decir, f~' (N B;) =N f~"(Bi).

7. (i) Seay € f(A1)—f (A2). Esto implicaquey € f (A1) y quey ¢ f (As2).
Equivalentemente, existe x1 € Ay tal que y = f(x1) y para todo = € Ag,
y # f(x), lo cual implica ademds que x1 ¢ As. Es decir, y = f(z1) con
x1 € A — Ay y por tanto y € f (A — Ag).

(17) Sea y € f(A1). Entonces, y = f(x) con x € A;. Como A; C Ag, @
también pertenece a Ay y por tanto, y € f (As).

8. (i) Tenemos las equivalencias:
z€ f Y B —By) & f(x) €B1—Bae f(z) €B1y f(z) ¢ Ba

sref'B)yz¢ fH(B)exe f (B)—f (B
Es decir, f~' (B1 — Ba) = f~' (B1) — f! (Ba).

(ii) Si z € f~1(By), entonces f(x) € By. Pero By C Bs, lo cual implica que
f(z) € By y por tanto x € f~1(By).
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9. (i) Sea = € A. Entonces, f(x) € f(A) y por definicién de imagen inversa,

v € [TH(f(A)).

(ii) Seay € f (f_l(B)) . Esto implica que y = f(x) para algin z € f~1(B).
Pero z € f~1(B) equivale a f(x) € B. Por tanto y = f(z) € B.

10. Siy € f (A1) N f(Az), entonces y € f (A1) ey € f(Az), es decir existe
x1 € Aj tal que y = f(x1) y existe zg € Ay tal que y = f(x2). Pero f es
inyectiva, lo cual implica que 1 = zo. Por tanto x1 € A1 N As, en conse-
cuencia y € f (A1 N Az).

Es decir, f (A1) N f(A2) € f(A1NAy), y por tanto f (A1) N f(A2) =
f (Al n Ag) .

3.6. Biyeccion entre (—1,1) y R

Demostrar que la siguiente funcién es biyectiva y determinar su inversa

Fr(-LD >R f@)=< _"”|x’.

Solucién. La funcién estd bien definida pues si € (—1,1), entonces |z| < 1
y el denominador 1 — |z| no se anula. Veamos que es inyectiva.

I T2
f(xl) f('xQ) 1_‘1,1’ 1_‘.%,2’ ( )
Tomando médulos queda 1‘jﬂl| = 15?2‘ o bien, |z1| — |z1]|z2| = |72| —
|z1||z2| lo cual implica |z1| = |x2|, y consecuentemente 1 — |z1]| = 1 — |zg].

Sustituyendo en (1), queda =1 = x2.
Veamos que f es sobreyectiva. Podemos expresar f(x) en la forma:

x
0 si zel0,1)
fl@)=4¢" 2% G re(-10)
i xe(— .
1+x ’
Siy > 0, entonces igualando y = %= obtenemos = = 1JyTy €[0,1). Siy <0,
entonces igualando y = i obtenemos z = ﬁ € (—1,0). Es decir, para

todo y € Rexiste z € (—1,1) tal que y = f(x) y por tanto, f es sobreyectiva.
Al ser f biyectiva tiene inversa, siendo su expresion:
v si y>0

- 1

) ="3Y
—— si y<O,
1-y
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o bien
X .
si x>0
flay=qtE"
T si x <0,
—x
que la podemos expresar en la forma:
1 x
xTr) =
f @) 1+ |z

3.7. Aplicacién involutiva

Sea A un conjunto. Se dice que la aplicaciéon f : A — A es involutiva si,
y s6lo si f o f = I4. Determinar los valores de a y b reales para que la
aplicacién f: R — R, f(x) = ax + b sea involutiva.

Solucién. Tenemos las equivalencias
finvolutiva < fof=Ip & (fo f)(z) =Ir(z) VzeR
& (fof)lx)=1Ir(z) VzeR e fi[f(z)]=2 VzreR
& flax+bl=2 VreR<Salax+b)+b=2 VreR
=1
s@-1Dzr+ba+1)=0 VzeER < “ =
bla+1)=0.

Resolviendo obtenemos (a = —1) V (a =1Ab=0).

3.8. Factorizacion candnica de la funcién seno

Efectuar la factorizacién candnica de la aplicaciéon f: R — R, f(x) = sen z.

Solucién. La relacion de equivalencia ~ asociada a la aplicacién f es s ~ ¢
< f(s) = f(t), o bien s ~ t < sen s = sen t. Determinemos R/ ~ . Una
clase genérica es:

[z]={seR:s~zx}={seR: f(s)= f(x)} ={s € R:sen s =sen z}.

Observemos que existe un tnico valor v, en el intervalo [—m/2, /2] de forma
que sen x = sen v,. Es decir, la clase de equivalencia [z] viene determinada
por el nimero vy, lo cual permite identificar R/ ~ con [—7 /2, 7/2]. Por otra

parte, Im f = [—1,1]. La factorizacién candnica de f es por tanto
R— n(x) = v,
n 1 g (vz) = sen vy

[~m/2,7/2] == [-1,1] i(y) =y
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Comprobemos que se verifica f =i o g on. En efecto, para todo x € R,

(iogon)(x)=(iog)(vy) =i(sen vy) = sen v, = sen x = f(x).



3.8 Factorizacién candnica de la funcién seno




Capitulo 4

Grupos

4.1. Concepto de grupo

1. Demostrar de manera esquematica que (Z,+), (Q,+), (R,+) y (C,+) son
grupos abelianos en donde + representa en cada caso la suma habitual.

2. Demostrar de manera esquematica que el conjunto de las matrices reales
de ordenes m x n (denotado por M,,xn,(R) o bien por R™*™) es grupo abe-
liano, siendo + la suma habitual de matrices.

3. En el conjunto de los nimeros reales se define las operacién x*xy = z+y-+4.
Demostrar que (R, %) es grupo abeliano.

4. Demostrar que el conjunto R \ {0} de los nimeros reales no nulos con la
operacion - producto habitual es un grupo abeliano.

5. Sea G el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n invertibles.
Demostrar de manera esquemaética que (G, ) es grupo, siendo - la operacién
usual producto de matrices. jEs abeliano?

6. Sea R[z] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y coeficientes
reales. Demostrar de manera esquemética que (R[z], +) es grupo abeliano,
en donde + representa la suma habitual de polinomios.

7. En el conjunto de los nimeros reales R se define la operaciéon * mediante
x*xy = /23 + y3. Demostrar que (R, *) es un grupo abeliano.

8. En G = Z x Z se define la ley de composiciéon interna * mediante
(z1,91) * (v2,92) = (21 + (=1)"" 22,41 + ¥2).

55



4.1 Concepto de grupo

Probar que ley * confiere a GG estructura de grupo no abeliano.

9. a) Demostrar que sobre R la ley interna definida por xxy = z+y —zy, es
conmutativa, asociativa y que admite elemento neutro. jEs (R, ) un grupo?
b) Calcular g xz ... % z.

—

n

b
10. Estudiar si (Q \ {0}, %) es grupo siendo a * b = %.

Solucién. 1. Efectivamente, la suma de enteros es un entero. La suma de
enteros es asociativa. Para todo entero x se verifica ¢ +0 =0+ = = z, por
tanto e = 0 € Z es elemento neutro. Para todo x entero, —x se satisface
x+ (—x) = (—z) + = = 0, es decir todo entero tiene simétrico 2’ = —x € Z.
Ademas, sabemos que la suma de enteros es conmutativa y por tanto (Z, +)
es grupo abeliano.

Razonando de manera anéloga, deducimos que (Q,+), (R,+) y (C,+) son
grupos abelianos.

2. La suma de dos matrices de érdenes m X n es otra matriz de orden m x n.
La suma de matrices es asociativa. Para toda matriz A de orden m x n se
verifica A4+ 0 =0+ A = A, siendo 0 la matriz nula de m x n, por tanto 0
es elemento neutro. Para toda matriz A de orden m x n, la matriz —A de
orden m x n verifica A + (—A) = (—A) + A = 0, es decir todo elemento A
de My, xn(R) tiene simétrico, siendo este, —A.

Ademsds, sabemos que la suma de matrices es conmutativa y por tanto
(Mpxn(R), +) es grupo abeliano.

3. La operacién * es claramente interna. Para x,y, z nimeros reales cuales-
quiera se verifica

(xxy)xz=(r+y+4)xz=ax4+y+4+z+4d=a+y+2+8.

xx(yxz)=zx(y+z+4)=c+y+z+4+4d=c+y+2+8.

Es decir, la operacién es asociativa. Para x,y nimeros reales cualesquiera
se verifica
rxy=c+y+4d=y+r+4=yxz,

por tanto la operacién es conmutativa. En consecuencia, el nimero real e
es neutro para la operacién * si y sélo si e * x = x para todo x € R. Esto
equivale a e+x+4 = x, es decir e = —4 es elemento neutro para la operacién
*. Debido a la conmutatividad, un x € R tiene elemento simétrico 2’ € R si
y s6lo si x * ' = e o bien si x + 2’ + 4 = —4. Existe por tanto x’ para cada
x siendo éste 2’ = —8 — .
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4. El producto de ntimeros reales no nulos es no nulo. El producto de reales
tiene la propiedad asociativa. Se verifica 1-x = -1 = z para todo z € R\ {0}
y por tanto e = 1 es elemento neutro. Si x es real no nulo, entonces 1 / T es
real no nulo y se verifica x - (1/x) = (1/x) - = 1, por tanto 2’ = 1/x es
elemento simétrico de . Ademaés el producto de reales es conmutativo.

5. Interna. Si A y B pertenecen a G entonces A y B son invertibles es decir,
det A # 0y det B # 0. Dado que det(AB) = (det A)(det B) # 0 concluimos
que AB es invertible y por tanto, pertenece a G.

Asociativa. Es una conocida propiedad del producto de matrices.

Elemento neutro. La matriz identidad I real de orden n es invertible (det I =
1+#0) y cumple Al = IA = A para toda A € G, por tanto existe elemento
neutro.

Elemento simétrico. Dada A € G se verifica det A=t = (det A)~! # 0, es
decir A~ e Gy A=A = A=A = I, por tanto todo A € G tiene elemento
simétrico.Es decir, (G, -) es grupo.

No es abeliano porque en general no se verifica la propiedad conmutativa del
producto de matrices, incluso para matrices invertibles. Basta tomar como

contraejemplo:
11 10

Ambas matrices son invertibles, sin embargo AB # BA como inmediata-
mente se comprueba.

6. Interna. La suma de dos elementos de R[x| es claramente un elemento de
Rlz].

Asociativa. Es una conocida propiedad de la suma de polinomios.
Existencia de elemento neutro. El polinomio

e(z) =040z + 0%+ ...+ 02" +...

satisface
p(z) +e(z) = e(z) + p(z) = p(z)

para todo p(z) € Rz].
Existencia de elemento simétrico. Dado

p(z) = ag + a1z + aza® + ...+ apa” + ... € Rz,
el polinomio —p(z) = —ag — a17 — azx? + ... — a,a™ — ... € R[z] satisface

p(z) + (—p(z)) = (—p(z)) + p(z) = e(z).
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Conmutativa. Es una conocida propiedad de la suma de polinomios.

7. (a) Interna. Para todo par de ntimeros reales z,y la suma 23 + 3% es un
nimero real. Ademads, la raiz cibica de un nidmero real es un nimero real
tnico. Por tanto, la operacién * es interna.

(b) Asociativa. Para todo x,y, z niimeros reales se verifica

(xxy)xz= (Va2 +y3)xz= i/(\s/:z3+y3)3+z3 = a3 +y3+ 23
Tx(yxz)=xx(Yy?+23) = {’/:c3+(\3/y3+z3)3 = a3 +y3+ 23

Es decir, la operacién * es asociativa.
(¢) Elemento neutro. Para todo = € R se verifica

zx0=vV3+ 03 =vVd=z, 0xzx=v03+a23=V3=nz.

Por tanto, 0 es el elemento neutro de la operacién .
(d) Elemento simétrico. Para todo x € R se verifica

xx(—x) = {’/163—1—(—3:)3:\3/303—:63:%:0,
(—z)xz =Y (—z)3+23=V-23+23=V0=0.

Todo « € R tiene elemento simétrico, siendo éste —zx.
(e) Conmutativa. Para todo par de nimeros reales x,y :

zry= P+ = VP +ad =yxa

La operacién es conmutativa. Concluimos que (R, x) es un grupo abeliano.

8. Claramente * es una ley de composicién interna. Veamos que cumple la
propiedad asociativa. Por un parte

[(z1,91) * (w2, y2)] * (w3,43) = (21 + (1) @2, Y1 +y2) * (23, y3) =

(1 + (=12 + (=1)"" 223, y1 +y2 + y3).

Por otra

(z1,91) * [(T2,92) * (23,93)] = (w1, 91) * (w2 + (=1)%23 , y2 + y3) =

(1 + (1) (w2 + (=1)"x3) , Y1 + Y2 + y3).

Dado que z1+ (—1)¥ (224 (—1)%2a23) = 21+ (—1)V 29+ (—1)¥ 4223 conclui-
mos que la operacidn * es asociativa. Veamos que existe elemento neutro.
En efecto, (e1,e2) € G es elemento neutro si y sélo si para todo (z,y) € G
se verifica

(l‘,y) * (61762) = (61762) * (x,y) = (x,y),

0 equivalentemente

(x+ (1Y%, y+e)=(e1+ (—1)%x, ea +y) = (z,9).
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Esta igualdad se verifica para (e1,es3) = (0,0), que es por tanto el elemento
neutro de la ley de composicion interna *. Veamos ahora que todo elemento
(x,y) € G tiene elemento simétrico. En efecto, (2/,y’) es simétrico de (z,y)
si y solo si

($7y) * (x/,y’) = (xlvy/) * (x,y) = (070)7

o equivalentemente
(z+ (1%, y+y) = @ + (=), ¥ +y) = (0,0). (1)

De y+y' = 0 deducimos ¢/ = —y yde z+(—1)2' =0 que 2/ = —(—1) Yz o
bien 2’ = (—1)'7Yz. Para estos valores de 2’ e 3’ se verifican las igualdades
(1). Concluimos que todo elemento (x,y) € G tiene simétrico, siendo este

= @y) = (D), )

Hemos demostrado que (G, ) es grupo. No es abeliano pues por ejemplo

(z,y)

(1,0) % (0,1) = (1 +(=1)°-0, 04+ 1) = (1,1).
(0,1) % (1,0) = (0+ (=)t -1, 14+0) = (~1,1).

9. a) Tenemos y*x = y+x —yr = x+y—xy = x*y, por tanto la operacién
es conmutativa. Por otra parte

(wry)xz=(r+ty—ay)xz=(+y—ay)+z— (v +y—zy)2z

=r+y—xY+2z—TZ—Yz+ Y.
x(yxz)=xx(y+z—yz)=x+y+z—yz—z(y+2z—yz)
=r+y+z—yz—xYy— T2z + TYZ2.

Es decir, la operacion es asociativa. Veamos que existe elemento neutro e
para . Efectivamente, e es elemento neutro para * siy sélo si xxe = exx = x
para todo z € R, o equivalentemente x + e — xe = x para todo z € R. Cla-
ramente e = 0 cumple la igualdad anterior.Sea ahora x € R, entonces existe
simétrico 2’ simétrico de x si y sélo si 2’ = 2’*x = 0 0 bien x+2'—x2’ =0
o bien 2/(1 —z) = —x. Si « # 1 entonces existe 2’ = x/(x — 1). Siz =1
tenemos la relacién 2’ - 0 = —1 y por tanto no existe 2’. Concluimos que
(R, %) no es un grupo.

b) Tenemos:
2

rxr=c4z—2>=2r—2=1-(1-2x)%

rxrkr= 2 —a)xx=22—2>4+z— 2z —2°)x
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=3z -3 +23=1-(1—2)>

Lo anterior sugiere la férmula

zxrx...xx=1—(1—x)". (1)
—

n

Vamos a demostrarla por induccién. La férmula hemos visto que es cierta
para n = 2. Sea cierta para n. Entonces

nt1 n
=1-(1-2)"+2xz—-[1-(1—-2)"z
=1-(1-2)"+ p— f+z(1—2)"
—1-(1-2)"Q—-z)=1-(1—2z)"",
es decir la férmula (1) es cierta para n + 1.
10. Interna. El producto de dos niimeros racionales no nulos es un nimero

racional no nulo y 1/7 es un racional no nulo, en consecuencia se verifica la
propiedad interna.

Asociativa. Para a, b, ¢ elementos de Q \ {0}:

ab %bc abe
(a*b)*c—7*6—7—ﬁ,
be

be a= abe
b = — =T ="
ax(bxc)=ax - 7 19
Se cumple.

Elemento neutro. e € Q\ {0} es elemento neutro siy sélo si axe =exa=a
para todo a € Q \ {0} o equivalentemente si y sélo si

ae ea

=g = Va € Q\ {0},

relaciones que se verifican para e = 7.

Elemento simétrico. Sea a € Q \ {0}, entonces @’ € Q\ {0} es simétrico de
a siy solosiaxa =a *a=7To equivalentemente si y sélo si
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relaciones que se verifican para a’ = 49/a. Hemos demostrado que (Q\{0}, )
es grupo.

Es ademads abeliano pues para a,b elementos de Q \ {0}:

ab  ba

a*b:7:7:b*a

4.2. Primeras propiedades de los grupos

1. Sea (G, *) un grupo. Demostrar que:

(1) El elemento neutro e es tnico.

(i7) Para cada x € G su simétrico z’ es unico.

(#41) Para cada z € G se verifica (z)’ = x (es decir, el simétrico del simétrico
de un elemento es el elemento).

(iv) Para cualquier par de elementos z,y de G se verifica (x xy)' = ¢/ x 2/
(es decir, el simétrico del operado de dos elementos es el operado de los
simétricos cambiado de orden).

(v) Todos elemento a de G es regular, es decir:

axb=axc=b=c, bxa=cxa=b=c

2. Sea (G, *) un grupo. Escribir la propiedad (z *y)’ = ¢/ x 2’ en notaciones
aditiva y multiplicativa.

3. Sea un grupo (G, -) tal que para todo = € G se verifica x? = e. Demostrar
que el grupo es abeliano.

4. Sobre un grupo multiplicativo abeliano, resolver la ecuaciéon xabzc = bzxa.
5. Sobre un grupo multiplicativo cualquiera, hallar una solucién de la ecua-
cién xax = bba~ .

Solucién. 1. (i) Supongamos que existieran dos elementos neutros e y ¢’.
Por ser e neutro se verifica e x ¢ = €’ y por ser € neutro, e x ¢/ = e. En
consecuencia e = ¢’.

(#4) Supongamos que z tuviera dos simétricos =’ y ", entonces se verificaria
/ / ! "
zxx =2’ xx=e, zx2’'=2"xx=e¢c.
Las igualdades anteriores implican z * 2’ = x * 2”. Entonces,

rxzr =xx2" =2k (xxad)) =2 x(zx2") =

(@ sx2)x2' =@ xx)*x2" = exa' =exa’ =2’ =",
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Es decir, para cada x € G su simétrico z’ es tnico.

(i14) Tenemos (2') * (z')’ = e y por otra parte 2/« = e. Dado que el simétri-
co de z’ es tinico se concluye que (') = x.

(1v) Se verifica
(xy)x (Y x2)=azx(y*xy)x2' =zxexa’ =z 2’ =e.
Como el simétrico de cada elemento es tinico se concluye que (zxy) = y'*2’.
(v) Si axb=ax*c, operando a la izquierda por el simétrico a’ de a:
a *(axb)=a *(axc)= (' xa)xb=(a *a)*c

=exb=cecxc=b=rc.

Si bxa = c* a, operando a la derecha por el simétrico a’ de a obtenemos de
manera analoga b = c.

2. Si al grupo lo denotamos por (G, +) la propiedad se escribe

—(z+y) = (~y) + (-2),

o bien —(z +y) = —x — y. Si al grupo lo denotamos por (G, -) la propiedad

se escribe (zy)™' =y lz~L

3. Sean z,y elementos de G, por hipdtesis se verifica
(zy)=e, zl=e, Y =e

Esto implica (zy)? = 2%y? o equivalentemente ryzy = zryy. Como los ele-
mentos de un grupo son regulares a la derecha y a la izquierda, se deduce
yx = zy. Es decir, el grupo es abeliano.

4. Dado que el grupo es abeliano, la ecuacién dada equivale a xcrab = zab.
Dado que los elementos de un grupo son regulares, queda xzc = e, con lo
cual, z = ¢ L.

5. Multiplicando ambos miembros por a a la derecha, queda (za)(za) = bb.
Basta por tanto elegir x tal que xza = b. En consecuencia, una solucién de
la ecuacién dada es x = ba .
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4.3. Subgrupos

1. Demostrar el teorema de caracterizacion de subgrupos:

Sea (G, *) un grupo y H C G. Entonces, H es subgrupo de G si y sélo si se
verifican las condiciones

(i) H # 0.

(it) Para todo x € H y para todo y € H se verifica x xy' € H.

2. Demostrar que el conjunto H de los enteros pares es un subgrupo de
(Z,+).

3. En R? se define la operacién + de la siguiente manera:

(71, 72) + (Y1,92) = (21 + Y1, 72 + ¥2).

(i) Demostrar que (R%, +) es grupo.

(71) Demostrar que Hy = {(,0) : « € R} y Hy = {(0,8) : 8 € R} son
subgrupos de R?.

(ii7) Demostrar que H; U Hy no es subgrupo de R? (esto prueba que en
general la unién de subgrupos de un grupo, no es subgrupo del mismo).

4. Sea (G, *) un grupo. Demostrar que {e} y G son subgrupos de G.
Nota. A estos dos subgrupos se les llama subgrupos impropios, a los demas
subgrupos de G se les llama subgrupos propios.

5. Sea (G, ) un grupo y sean H; y Hs subgrupos de G. Demostrar que
Hy N Hy es subgrupo de G.

6. Sea el grupo (G,-) y sea {H; : j € J} una familia de subgrupos de G.
Demostrar que () jes Hjes subgrupo de G.

7. Sea m entero, y sea (m) = {z € Z : x es multiplo de m}. Demostrar que
(m) es subgrupo de (Z,+).

8. Demostrar que los tinicos subgrupos de Z son los de la forma (m) con m
entero.

Solucién. 1. Si H es subgrupo de G el neutro e de G pertenece a H y
por tanto H # (). Si x e y son elementos de H, el simétrico 3y’ de y perte-
nece a H por ser (H, x) grupo. Por la interna de * en H se verifica zxy’ € H.

Reciprocamente, supongamos que se verifica (i) y (i7). Veamos que H es
subgrupo de G. Como H # () sea z € H. Por (ii) se verifica e = zx 2’ € H,
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es decir el neutro pertenece a H. Si x € H, por (i1) se verifica 2’ = exx’ € H,
es decir para todo elemento de H su simétrico pertenece a H. Si x,y son
elementos de H, y' € H y por (ii) se verifica x xy = xx (y') € H, es decir *
es interna en H. Dado que la propiedad asociativa se cumple en G, también
se verifica en H.

Concluimos que H es subgrupo de G.

2. (i) El elemento neutro e = 0 pertenece a H pues es nimero par.
(i1) Sean z,y € H, entonces xxy' = x4 (—y) = x —y € H, pues la diferencia
de nimeros pares es un niimero par.

3. (i) 1. Interna. Claramente se cumple pues la suma de dos nimeros reales
es un numero real.
2. Asociativa. Usando la propiedad asociativa de la suma en R:

(w1, 22) + (y1,92)] + (21, 22) = (T1 + Y1, T2 + y2) + (21, 22)

= ((z1+y1) + 21, (T2 + y2) + 22) = (1 + (Y1 + 21), 22 + (Y2 + 22))
= (w1, 72) + (y1 + 21,92 + 22) = (21, 22) + [(y1,92) + (21, 22)] -

3. Elemento neutro. El elemento e = (0,0) de R? claramente cumple e+ =
T+ e = x para todo = = (11, z2) € R?

4. Elemento simétrico. Para todo z = (z1,72) € R? el elemento 2/ =
(=1, —x2) de R? satisface z + 2/ = 2’ + x = e. Hemos demostrado que
(R2,+) es grupo. Ademds, es abeliano debido a que la suma en R es con-
mutativa.

(77) Claramente e = (0,0) € Hy. Por otra parte, dos elementos de H; son de
la forma (aq,0) y (a2, 0), entonces:

(041,0) - (042,0)/ = (051,0) + (_Oég,O) = (041 — OéQ,O) € Hy.

Concluimos que H; es subgrupo de R?. De manera totalmente andloga se
demuestra que Hy también lo es.

(13i) El elemento (1,0) pertenece a Hy y el (0,1) a Ho. Es decir (1,0) y (0,1)
son elementos de Hy U Hs. Sin embargo,

(1,0) + (0, 1) = (1, 1) Q Hq, U H,.

No se verifica la propiedad interna en Hy U Hs, en consecuencia Hy U Hy no
es subgrupo de R2.
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4. Se verifica e € {e} C Gy exe = e € {e}, por tanto {e} es subgrupo
de G. Dado que por hipédtesis (G, *) es grupo y G C G, se deduce que G es
subgrupo de G.

5. (i) Dado que H; y Hs son subgrupos de G, el elemento neutro e de G
pertenece a H; y a Ho, en consecuencia e € Hy N Ho.

(i) Si z e y pertenen a Hy N Hy, entonces x € Hy, x € Hy, y € Hy, y € H».
Como H; y Hs son subgrupos de G se verifica que x*1y’ pertenece a Hy y a Ho
(teorema de caracterizacién de subgrupos), en consecuencia zxy’ € Hy N Hs.
Concluimos que H; N Hy es subgrupo de G.

6. Usamos el teorema de caracterizacién de subgrupos.

(i) Dado que H; es subgrupo de G para todo j, el elemento neutro e perte-
nece a H; para todo j y por tanto e € ();c; Hj.

(i4) Sean x e y elementos de (;c; Hj. Esto implica que zy~! € H; pa-
ra todo j por ser H; es subgrupo de G para todo j. En consecuencia,
ry~te mjeJ H;. Concluimos que ﬂjeJ Hj es subgrupo de G

7. Se verifica 0 = Om, por tanto 0 es multiplo de m, es decir 0 € (m). Sean
x,y € (m), entonces x = km e y = sm para ciertos enteros k y s. Ahora
bien, x —y = (k — s)m siendo k — s entero, lo cual implica que z —y € (m).
Por el teorema de caracterizacién de subgrupos, concluimos que (m) es sub-
grupo de (Z, +).

8. Sabemos que para todo m entero, (m) es subgrupo de Z. Veamos que estos
son los tnicos. En efecto, sea H C Z subgrupo de Z. Si H = {0}, entonces
H = (0). Si H # {0} existe algiin entero positivo en H, (pues si n € H,
—n € H). Llamemos m al menor de los enteros positivos que pertenecen a
H. Demostremos que H = (m).

(7) (m) C H. Si z € (m), entonces x = km con k entero, es decir o bien
m =0si k=0,0bien x =m+ ...+ m (k sumandos si kK > 0), o bien
x = (—m)+ ...+ (—m) (—k sumandos si £ < 0). Como m € H y H es
subgrupo, en cualquier caso x € H.

(1) H C (m). Si h € H, efectuando la divisién euclidea de h entre m :
h=gm+r, 0<r<m,

con ¢, r enteros. Entonces, r = h — gm pertenece a H, lo cual implica por la
eleccién de m (minimo positivo en H) que r = 0, o sea = gm € (m).
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4.4. Tabla de Cayley

1. Construir la tabla de Cayley del grupo G = {1,—1} con la operacién
producto usual de niimeros.

2. Sea G = {1,—1,i,—i} en donde ¢ representa la unidad imaginaria. Se
considera la operacién - producto habitual de niimeros complejos. Construir
la correspondiente tabla de Cayley, y demostrar que (G, -) es grupo abeliano.
3. Sea G = {fi1, f2, f3, f4} €l conjunto de las aplicaciones de R — {0} en
R — {0} definidas mediante:

filz) =2, fo(x) = é , fa(z) = —x, falz) = —%.

Construir la correspondiente tabla de Cayley para la operacién o composi-
cién de aplicaciones. Demostrar que (G, o) es un grupo.
4. Sea G = {a,b,c} y la operacién - en G cuya tabla de Cayley es

Determinar su elemento neutro, si éste existe y el inverso de cada elemento
caso de existir.

Solucién. 1. La tabla de Cayley es:

2. La tabla de Cayley de la operaciéon es

. 1 -1 T =1t
1 1 -1 T =t
-1|-1 1 — )
? v —i —1 1
-4 | —t 1 1 -1

lo cual prueba que la operacién es interna. Por otra parte, sabemos que el
producto de ntimeros complejos es operacién asociativa y conmutativa., y
el niimero 1 es elemento neutro de la operacién.Por tltimo y simplemente
observando la tabla de Cayley, verificamos que todo elemento de G tiene
inversoen G: 17 =1, (-1)"t = -1,i ! = —i, (i)~ =i,
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3. Usando la definicién de composicién de aplicaciones, facilmente construi-
mos la tabla de Cayley. Por ejemplo:

(o s @ =hlt@l =5 (~3) = (-3) =3 = fiofi=fo

X X

etc. Obtendriamos la tabla:

olfi f2 fs fa
Nlh fo f3 fa
Lo fe i Ja fs
Is|fs fa fi fo
Jolfa f5 fo [

La operacién es claramente interna y sabemos que la composicién de aplica-
ciones es asociativa. El elemento f; de G satisface f; o fi = fi o f; para todo
1=1,2,3,4, por tanto es elemento neutro. Ademas, todo f; tiene elemento
inverso, siendo f;l = f; para todo ¢ = 1,2,3,4. Concluimos que (G, o) es
un grupo (ademds conmutativo, como facilmente se observa).

4. Se verifica aa = aa =a, ab=ba =0b, ac= ca=c, en consecuencia, a
es elemento neutro para la operacién dada. Por otra parte

aa:aa:a:>a71:a.

be=ch=a=bl=cyc =0

4.5. Generadores de un grupo

1. Sea (G,-) un grupo y S un subconjunto no vacio de G.. Sea (S) el con-
junto de todos los elementos de G que son producto de un nimero finito de
elementos de tal manera que cada factor es o bien un elemento de S o bien
el inverso de un elemento de S. Demostrar que:

(i) (S) es subgrupo de G (segin sabemos, se le llama subgrupo generado
por S).

(73) (S) contiene a S y es el menor de todos los subgrupos de G que contie-
nen a S.

2. Sea (G,+) un grupo y S un subconjunto no vacio de G. Demostrar que
(S) = () H; en donde {H;} es la familia de todos los subgrupos de G que
contienen a S.

3. Sea el grupo (C,+) con la operacién + usual. Determinar (S), siendo

S ={1,i}.
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Solucién. 1. (i) El elemento neutro e de G pertenece a (S), ya que, por ser
S # (), existe a € S luego e = aa~! € (S). Si a,b € (S) entonces

a=aia...ay, b=0biby...by,.
en donde los a; y los b; o sus simétricos son elementos de S. Por otra parte
ab™' =ajay...and, .. by o7t

Por hipétesis, para cada i, o bien a; o bien ai_1 estd en S. Por hipétesis, para

cada j, o bien b; o bien bj_1 estd en S, es decir o bien bj_1 estd en S o bien
(bj_l)*1 = bj estd en S. Esto implica que ab™! € (S) y como consecuencia
(S) es sungrupo de G.

i1) Si a € S entonces a = a en donde a € S, es decir a € (S), por tanto
S C(9).

Sea H subgrupode G con S C H.Sia € (S), a es de la forma a = aqas ... ay
y para cualquier 7, o bien a; € S o bien a; 1 ¢ S. Como los elementos
de S estan en H y H es subgrupo, para cada i, o bien a; € H o bien
(ai_l)_1 = a; € H y por la interna en H, se verifica a € H. Hemos demos-
trado que (S) C H y por tanto (S) es el menor de todos los subgrupos de
G que contienen a S.

2. Dado que S C H; para todo i, se verifica que S C [ H;. Como la inter-
seccién de cualquier familia de subgrupos de G es subgrupo de G tenemos
que () H; es un subgrupo de G que contiene a S.

Si un subgrupo de G contiene a S, éste serd un H; de la familia {H;} y por
tanto (| H; C Hj. Es decir, () H; es el menor de todos los subgrupos de G
que contienen a Sy por tanto (S) = () H;.

3. La operacién + de complejos es conmutativa. Los simétricos de 1 e ¢ son
respectivamente —1 y —i. De la definicién de (S) deducimos inmediatamente
que (S) = {m+mni: m,n € Z}. Es decir, (S) estd formado por los elementos
de C que tienen partes real e imaginaria enteras.

4.6. Grupos ciclicos

1. Se considera el grupo G = {1, —1} con la operacién - producto habitual
de nimeros. Demostrar que el grupo es ciclico.
2. Se considera el grupo G = {1,—1,4,—i} (i es unidad imaginaria) con
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la operacion - producto habitual de ntimeros complejos. Demostrar que el
grupo es ciclico.

3. Demostrar que (Z,+) es ciclico (4 es la suma habitual).

4. Demostrar que todo grupo ciclico es conmutativo.

5. Demostrar que todo subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Solucién. 1. Sabemos que un grupo es ciclico si y sélo si estd genera-
do por un tnico elemento. Se verifica (—1)° = 1, (=1)! = —1. Es decir,
G ={(-1)":n € Z}, lo cual implica que G es ciclico y que —1 es un gene-
rador de G.

2. Se verifica i’ = 1, il =i, i? = —1, i3 = —i. Es decir, G = {i" : n € Z}, lo
cual implica que G es ciclico y que i es uno de sus generadores. Facilmente
se comprueba que —i es también generador de G.

3. Todo elemento m € Z se puede escribir en la forma m = ml, lo cual
implica que 1 es generador de Z.

4. Sea (G, -) un grupo ciclico y sea a € G un generador de G. Sean x,y € G,
entonces x = a” e y = a’™ para ciertos enteros n 'y m. Se verifica:

5. Sea (G, -) un grupo ciclico y sea a un generador de G. Sea H un subgrupo
de G. Si H = {e}, entonces H = (e), con lo cual H es ciclico.

Sea ahora H # {e}. Como H C G, entonces a* € H para algtn k > 0
entero. Llamemos m al menor de todos esos k y sea b = a™.

Veamos que H = (b), lo cual demostrard que H es ciclico. Claramente
(b) C H, pues b€ H y H es subgrupo de G.

Si x € H, entonces al ser a generador de H, x es de la forma z = a™ con n
entero. Efectuando la divisién euclidea de n entre m :

n=mqg+r (0<r<m).

Entonces, z = a" = a™™" = a™a" = bla". Pero a” = x(b?)"! pertenece
a H (pues x y b pertenecen al subgrupo H). Como m es el minimo de los
enteros positivos k que cumplen a¥ € H, ha de ser necesariamente r = 0. Es
decir, x = b? lo cual implica que H C (b), y por tanto H es ciclico.
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4.7. Subgrupos normales
A. Sea (G, ) un grupo y H un subgrupo de G. Se definen en G las relaciones:
tRy < xy '€ H, zSy<exz'yeH.

1. Demostrar que R y S son relaciones de equivalencia en G.
2. Determinar los conjuntos cocientes G/R y G/S.
3. Demostrar que H es subgrupo normal si y sélo si R = S.

B. Sea (G, ) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que H es normal
& Vg € GVh € H se verifica ghg™' € H.

C. Se considera el conjunto

G—{[g ﬂ :a,beR,a;«éO}.

i) Demostrar que (G, ) es un grupo, en donde - representa el producto usual
de matrices.

i1) Demostrar que H = {M € G : a = 1} es subgrupo normal de G (Pro-
puesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).

Solucién. A. 1. Veamos que R es relacién de equivalencia:

Reflexiva. Para todo x € G se verifica 227! = e € H, es decir zRz.

Simétrica. Para todo z,y € G :
zRy = zy~' € H = (H subgrupo ) (zy )t € H

=>@wH e te H= 2y '€ H= yRx.

Transitiva. Para todo x,y,z € G :

xRy ry'eH
= ~1
yRz yz € H

= (H subgrupo ) (zy H(yz"Y) =zz7' € H = zR=.

De manera andloga se demuestra que S es relacién de equivalencia en G.

2. Determinemos los elementos de G/R. Si g € G, la clase de equivalencia a
la que pertenece g es:

gl ={xr€G:zRg} ={reG:xg ' e H}
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es decir x € [g] si y s6lo si zg~! = h para algiin h € H, o equivalentemente,

x = hg para algin h € H. Por tanto [g] = Hg. De manera anéloga se demues-
tra que la clase de equivalencia a la que pertenece g para la relacién S es gH.

3. Las relaciones R y S son iguales equivale a decir que para todo g € G, su
clase de equivalencia para la relacién R es igual a su clase de equivalencia
para la relacién S. Esto equivale a gH = Hg para todo g € G, que a su vez
equivale a decir que el subgrupo H es normal.

B. =) Sean g € G y h € H cualesquiera. Entonces, gh € gH. Pero por
hipétesis gH = Hg, por tanto gh = h1g para algin h; € G. Esto implica
ghg™' =h; € H.

<) Sea g € G genérico. Veamos que gH = Hg, lo cual demostrara que
H es normal. En efecto, si z € gH, entonces x = gh para algin h € H.
Multiplicando a la derecha por ¢~ queda zg~' = ghg™!, que pertenece a
H por hipétesis. Es decir, xg~! = hy para algin h; € H, lo que equivale a
decir z = h1g € Hg. Hemos demostrado que gH C Hg. De manera andloga
se demuestra que Hg C gH.

C. i) Interna. Multipliquemos dos matrices genéricas de G:

a bl ld V]| [|ad ab +0b

0 1{{0 1] |0 1 '
Por hipétesis a y a’ son no nulos, por tanto aa’ es no nulo lo cual implica
que el producto de dos matrices de G pertenece a G. Asociativa. Se cumple
en general para matrices cuadradas del mismo orden, en particular para las
matrices de G. Elemento neutro. Para a = 1,b = 0 obtenemos la matriz

identidad I de orden 2, que satisface Al = [A = A para toda matriz de G.
Es decir existe elemento neutro siendo éste la matriz identidad I. Elemento

. a b . .
inverso. Sea A = 0 1l Su inversa es la matriz

4l [1éa —bﬂ 7

que claramente pertenece a G y satisface AA™! = A=A = I. Es decir, todo
elemento de G posee inverso en G. Concluimos que (G, ) es un grupo.

i1) La matriz identidad I de orden 2 (es decir, el elemento neutro de G)
pertenece a H. Por otra parte,

BB 9B B e
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es decir H es subgrupo de G. Veamos que es subgrupo normal. Efectivamente
para matrices genéricas A € Gy M € H tenemos

ey s T Ay ] en

4.8. Centro de un grupo
Si (G, -) es un grupo, se define el centro de G denotado por Z(G) como
Z(G)={2€G:92=29, Vg€ G},

es decir, como el conjunto de los elementos de G que conmutan con todos
los de G. Demostrar que Z(G) es subgrupo normal de G.

Solucién. 1 € Z(G) pues gl = 1g para todo g € G. Sean ahora g;, g2 €
Z(G) y g € Z(G). Entonces

9(9195 ") = (991)95 " = (919)95 " = 91(995 ).

1

= g_lgg, y tomando inversos ggQ_1 =9y g

Como g2 € Z(G) se verifica gag™
Por tanto

9(9195") = 91(95'9) = (9195 g,

es decir g1g, ' € Z(G), en consecuencia Z(G) es subgrupo de G.

Veamos que es normal. Si g € Gy h € Z(G) se verifica gh = hg y por
tanto h = g~ 'hg. Entonces, h = g~'hg € Z(G) lo cual implica que Z(G) es
normal.

4.9. Subgrupo normal y centro
En G = 7Z x 7Z se define la ley de composicién interna * mediante
(w1,y1) * (22,y2) = (21 + (=1)"' 22, 41 + ¥2)-
Se pide:
(a) Probar que ley * confiere a G estructura de grupo no abeliano.
(b) Demostrar que el subconjunto H = {(z,y) € G : y = 0} es un subgrupo

normal de G.
(¢) Hallar el centro de G.
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Solucién. (a) Claramente * es una ley de composicién interna. Veamos que
cumple la propiedad asociativa. Por un parte:

(1, y1) * (22, 92)] * (x3,y3) = (x1 + (=1)" 22, y1 + y2) * (23,y3)
= (z1 + (=)@ + (=) 223 | y1 + y2 + y3).
Por otra:

(z1,91) * [(z2,92) * (23,93)] = (71, 91) * (22 + (=1)¥ 23, Y2 + y3)
= (z1+ (=) (z2 + (=1)"x3) , y1 +y2 + y3).

Dado que x1+ (—1)¥ (z2+ (—1)%2a23) = 21+ (—1)¥ 29+ (—1)¥1 %225 conclui-
mos que la operacién * es asociativa. Veamos que existe elemento neutro.
En efecto, (e1,e2) € G es elemento neutro si y sélo si para todo (z,y) € G
se verifica (z,y) * (e1,e2) = (e1,e2) * (z,y) = (z,y), o equivalentemente

(x4 (=1)%r1, y+ea) = (e1 + (=1)%z, e2+y) = (2,9).

Esta igualdad se verifica para (e1,es3) = (0,0), que es por tanto el elemento
neutro de la ley de composicién interna *. Veamos ahora que todo elemento
(x,y) € G tiene elemento simétrico. En efecto, (2/,y") es simétrico de (x,y)
siy sélo si (z,y) * (2, y) = (2/,y) * (x,y) = (0,0), o equivalentemente

(z+ (=%’ y+y) = (@' + (-2, ¥ +y) = (0,0. (1)

De y+y' = 0 deducimos ¢/ = —y y de z+(—1)¥2' =0 que 2/ = —(—1) Yz o
bien 2’ = (—1)!7¥z. Para estos valores de 2’ e 3/ se verifican las igualdades
(1). Concluimos que todo elemento (x,y) € G tiene simétrico, siendo este

(z, )"t = (,y) = (D" Vz, —y).

Hemos demostrado que (G, ) es grupo. No es abeliano pues por ejemplo

(1,0) % (0,1) = (1 + (-=1)°-0, 04+ 1) = (1,1),
(0,1) % (1,0) = (0+ (=111, 140) = (-1,1).

(b) Veamos que H es un subgrupo de G. En efecto, (0,0) € H lo cual implica
que H # (). Sean (21,0) y (x2,0) elementos de H, entonces,

(21,0) * (22,0)" = (21,0) * ((—1)1_0352 , —0) = (x1,0) * (—x2,0)
= (v1 + (=1)° (=22), 04+0) = (z1 — x2,0) € H.

Veamos que H es normal. Sean (g1,92) € Gy (h,0) € H entonces

(91,92) * (1, 0) % (g1,92) ™" = (g1 + (=1)%2h , g2) = ((=1)' 79291 , —ga).
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Al operar obtenemos un elemento de la forma (m,0) con m € Z, el cual
pertenece a H. Concluimos que H es subgrupo normal de G.

(¢) El centro Z(G) de un grupo G esta formado por los elementos del grupo
que conmutan con todos los del grupo. En nuestro caso:

Z(G) ={(a,b) € G: (a,b) * (z,y) = (z,y) * (a,b) V(z,y) € G}.

Tenemos que hallar por tanto los elementos (a,b) € G que cumplen

a+ (-br =2+ (-1)%
b+y=y+b

para todo x y para todo y enteros. La segunda igualdad se cumple para todo
b y para todo y enteros. La segunda la podemos expresar en la forma

1-(Da=[1~(-1)"%. (2)

Si a # 0, haciendo * = a queda (—1)¥ = (—1)°. Esta tltima igualdad no se
cumple para y = b+ 1, lo cual implica que necesariamente ha de ser a = 0.
Para a = 0 la igualdad (2) se transforma en [1 — (—1)°]z = 0, igualdad que
se verifica para todo x entero si y sélo si 1 = (—1)® es decir, si b es par.

Hemos demostrado que si (a,b) es un elemento del centro de G, necesaria-
mente es de la forma (0,2k) con k entero. Es también suficiente que tenga
esa forma. En efecto, para todo (z,y) € G :

(0,2k) * (x,9) = (04 (=1)%z , 2k +y) = (z,2k +y).
(z,y)*(0,2k) = (z+ (=1)¥ -0, 2k +y) = (z,y + 2k).

Concluimos que (0,2k) € Z(G) y por tanto Z(G) = {0} x (2Z).

4.10. Grupo cociente

1. Sea (G, ) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que:

(i) La relacién en G : xRy < xy~! € H es de equivalencia.

(74) Si H es subgrupo normal, para todo g € G la clase de equivalencia a la
que pertenece g es gH.

2. Sea (G, -) un grupo y H un subgrupo normal de G. Demostrar que G/H
es grupo con la operacién (aH)(bH) = (ab)H Va,b € G.

3. Demostrar que i27Z = {i27k : k € Z} es un subgrupo del grupo aditivo
de los niimeros complejos. Determinar el grupo cociente C/i27Z.
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Solucién. 1. (i) Reflexiva. Para todo z € G se verifica zz~! = e € H, es
decir xRz.
Simétrica. Para todo =,y € G :

tRy = xy~' € H= (H subgrupo ) (zy )1 € H

=@y H e 'eH= 2y ' e H= yRz.

Transitiva. Para todo x,y,z € G :

TRy vy te H
= -1
yRz yz - € H

= (H subgrupo ) (zy ') (yz~!) =z~ € H = xRz

(73) Determinemos los elementos de G/R. Si g € G, la clase de equivalencia
a la que pertenece g es:

g ={r €G:2Rg} ={x € G: 29! € H},

es decir z € [g] si y s6lo si zg~! = h para algtin h € H, o equivalentemente,

x = hg para algin h € H. Por tanto [g] = Hg. Ahora bien, como H es
normal, también [g] = gH.

2. Lo primero que tenemos que demostrar es que la operacién dada en G/H
estd bien definida. Es decir, tenemos que demostrar que si aH = a1H y
bH = b1 H, entonces

(aH)(bH) = (a1 H)(b1 H). (1)

Esto es claro, si no no ocurriera (1), la operacién en G/H dependeria del
representante elegido para cada clase, y no de la clase en si.

Supongamos pues que aH = a1 H y bH = b1 H. Esto implica que aafl €H
y bbl_1 € H, o equivalentemente aal_l =h1y bbl_1 = hg con hy; y hg en H.
Entonces,

(ab)(a1b1) ™! = abb; 'ay! = ahgay! € H ( pues H es normal)
= (ab)H = (a1b1)H = (aH)(bH) = (a1 H) (01 H).

Interna. Claramente, el producto de dos elementos cualesquiera de G/H es
un elemento de G/H.

Asociativa. Para todo aH, bH, cH € G/H y teniendo en cuenta la propiedad
asociativa en G :
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Elemento neutro. El elemento eH de G/H satisface para todo aH € G/H :
(aH)(eH) = (ae)H = aH, (eH)(aH)= (ea)H =aH,

por tanto eH = H es elemento neutro.
Elemento simétrico. Para todo aH € G/H, el elemento a 'H € G/H satis-
face:

(aH)(a'H) = (aa " H = eH,

(a'H)(aH) = (¢ 'a)H = eH,

por tanto todo aH € G/H tiene elemento simétrico, siendo este a~'H. Con-
cluimos que G/H es grupo con la operacién dada.

3. El neutro del grupo aditivo de los numeros complejos es 0 = i27-0 € i27Z.
Si 27k e 127k’ son dos elementos de 1277,

i2mk — i2nk’ = i2n(k — k') con k — k' € Z,

lo cual implca que 2wk — 27k’ € i2nZ. Esto demuestra que i27Z es sub-
grupo del grupo aditivo de los ntimeros complejos.

Dado que (C,+) es comutativo, cualquier subgrupo es normal y por tanto
estd definido el grupo cociente C/i27Z = {z + i2nZ : z € C}, siendo la
operacién suma en este grupo:

(2 + i27Z) + (w + i27Z) = (2 + w) + i27Z.

4.11. Grupo de clases residuales

1. Construir la tabla de Cayley de Z/(3) = {0,1,2} .

2. Construir las tablas de Cayley de (Z2,+) y (Z4,+).

3. Construir la tabla de Cayley de (Zg,+). Escribir el opuesto de cada ele-
mento.

4. Construir la tabla de Cayley de (Zs,+). Escribir el opuesto de cada ele-
mento.

Solucién. 1. Dado que a + b es ¢, siendo ¢ resto de la division euclidea de
a+ b entre 3 :
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Los correspondientes elementos opuestos son:
—-0=0, -1=2, —2=1.

2. Usando la conocida forma de sumar clases, las correspondientes tablas
son:

+10 1 2 3
+10 1 0/0 1 2 3
010 1 111 2 3 0
111 0 212 3 01
313 0 1 2

3. Usando la conocida forma de sumar clases:

+10 1 2 3 4 5
0j]0 1 2 3 4 5
111 2 3 4 5 0
212 3 4 5 01
313 45 01 2
414 5 01 2 3
5|/5 0 1 2 3 4

Los correspondientes opuestos son:
—0=0, -1=5, -2=4, -3=3, 4=2, -5 =1.

4. Usando la conocida forma de sumar clases:

+10 1 2 3 4
0j0 1 2 3 4
111 2 3 4 0
212 3 401
313 4 01 2
414 0 1 2 3

Los correspondientes opuestos son:

—0=0, —-1=4, -2=3, -3=2, —~4=1.

4.12. Homomorfismos de grupos

1. Demostrar que la aplicacién f : R — R, f(x) = az con a € R fijo es
homomorfismo entre los grupos (R, +) y (R, +).
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2. Demostrar que la aplicacién f: R — R, f(z) = a® con a > 0 real fijo es
homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R — {0}, ).

3. Se considera la aplicacién f : R — R dada por f(x) = a+x con a nimero
real fijo. Analizar si f es homomorfismo entre los grupos (R, +) y (R, +).

4. Sea R™ el conjunto de los ntimeros reales positivos. Se considera la aplica-
cién f: RT — R dada por f(z) = logz. Demostrar que f es homomorfismo
entre los grupos (RT,-) y (R, +).

5. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G',-). Sea e
el neutro de G y ¢’ el neutro de G’. Demostrar que,

(i) fle) =€
(i1) Para todo x € G se verifica f(z!) = (f(z))~ L.

6. Demostrar que la composicion de homomorfismos de grupos es un homo-
morfismo.

7. Sea RT el conjunto de los ntimeros reales positivos. En G = RT x R* se
define la operacion (z,y) * (z,u) = (zz, yu).

(1) Demostrar que (G, *) es grupo abeliano.

(74) Demostrar que la aplicacién: f : G — R, f(z,y) = log(zy) es homomor-
fismo entre los grupos (G, *) y (R, +).

Solucién. 1. En efecto, para todo z,y € R se verifica:
flety)=alz+y)=ax+ay= f(z)+ fy)
2. En efecto, para todo z,y € R se verifica:
flz+y)=a"" =a"a’ = f(z) f(y).

3. Tenemos que analizar si se verifica f(z +y) = f(x) + f(y) para todo z,y
elementos de R. Tenemos:

flet+y)=a+(@+y), fl@)+fly)=(atz)+(@+y)

Ahora bien, f(x +y) = f(x)+ fly) @ a+z+y=2a+2x+y < a=2a
& a = 0. Es decir, f es homomorfismo entre los grupos (R, +) y (R, +), si
y s6lo si a = 0.

4. Para todo z,y elementos de R se verifica:

f(zy) = log(zy) = logx +logy = f(x) + f(y),
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es decir f es homomorfismo entre los grupos (RT,-) y (R, +).

5. (i) Elijamos un = € G cualquiera. Tenemos f(z) = f(ze) = f(z)f(e).
Esto implica que f(z) ¢ = f(z)f(e). Como todos los elementos de un grupo
son regulares, se deduce que f(e) = €.

(ii) Para todo z € G, se verifica €/ = f(e) = f(xz™!) = f(z)f(z~ ) Es de-
cir, el inverso de f(z) es f(z~!), que equivale a escribir (f(x))~! = f(z7!).

6. Sean (G,-), (G',-), (G",-) tres grupos y f : G — G', g : G = G"
homomorfismos. Entonces, para todo z,y elementos de G :

(g0 f)lxy) = glf(zy)] = glf (x) f(y)]

= glf @) glf )] = (g o f)(@)] [(g o [)w)],

es decir g o f es homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G”,-).

7. (i) Interna. Se verifica pues el producto de niimeros reales positivos es un
namero real positivo.
Asociativa. Para todo (x,y), (z,u), (v, w) elementos de G se verifica:

(@) * [(z,u) * (v,w)] = (2,y) * (20, uw) = (x(2v), y(uw))

= ((z2)v, (yu)w) = (z2,yu) * (v,w) = [(z,y) * (z,w)] * (u, v).

Conmutativa. Para todo (z,y), (z,u) elementos de G se verifica:

(#,y) * (2,u) = (22,yu) = (22, uy) = (2,u) * (,y).

Elemento neutro. Para todo (x,y) € G se verifica (z,y) * (1,1) = (z,y), por
tanto (1,1) € G es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para todo (z,y) € G se verifica (z,y) * (1/z,1/y) =
(1,1), por tanto (1/z,1/y) € G es elemento simétrico de (z,y). Concluimos
que (G, *) es grupo abeliano.

(73) Para todo (z,y), (#,u) elementos de G se verifica:

fl(x,y) * (z,u)] = f(wz,yu) = log(zzyu)
= log(zy) + log(zu) = f(x,y) + f(z,u),

lo cual implica que f es homomorfismo entre los grupos (G, ) y (R, +).
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4.13. Ntcleo e imagen de un homomorfismo de
grupos

1. Sea (R*, ) el grupo multiplicativo de los nimeros reales no nulos. Demos-
trar que f : R* — R*, f(x) = 22 es homomorfismo entre los grupos (R*,")
y (R*,-). Determinar ker f e Im f.

2. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G’,-). De-
mostrar que ker f es subgrupo normal de G.

3. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G',-). De-
mostrar que Im f es subgrupo de G'.

Solucién. 1. Para todo z,y € R*, se verifica f(zy) = (2y)? = 2%y* =
f(z)f(y), por tanto, f es homomorfismo entre los grupos (R*,-) y (R*,-). El
elemento neutro del grupo dado es el nimero real 1, en consecuencia:

kerf={zcR*: fz)=1}={z eR*:2? =1} = {-1,1}.

Si un elemento 2’ pertenece a Im f entonces, 2’ = f(x) = 2 para cierto
x € R* lo cual implica que 2’ > 0 y por tanto Im f C (0, +00). Recipro-
camente, sea 2’ € (0, +o0). Entonces, 2/ = f(v/z') siendo v2/ € R*, luego
(0, +00) C Im f. Es decir, Im f = (0, +00).

2. Sabemos que si f : G — G es un homomorfismo de grupos, entonces
f(e) = €, siendo e y € los elementos neutros de G y G’ respectivamente,
por tanto e € ker f. Si 2,y € ker f, entonces, f(x) = f(y) = ¢’. Usando que
el transformado del inverso es el inverso del transformado:

flay™) = f@)fly™) = fl@)(f(y) ™

=)y t=ee =€ = ay ! ckerf.

[y

Por el teorema de caracterizacién de subgrupos, deducimos que ker f es
subgrupo de G. Veamos ahora que ker f es normal. En efecto, Para todo
g € G y para todo h € ker f :

flghg™) = F(9)f(R) f(g™") = f(9)e'(f(g)~"
= f(9)(f(g9)) " =€ = ghg™" €ker f,

es decir ker f es normal.

3. Sabemos que si f : G — G’ es un homomorfismo de grupos, entonces
f(e) = €, siendo e y € los elementos neutros de G y G’ respectivamente,
por tanto €’ € Im f. Si 2’4/ € Im f, entonces, 2’ = f(z) e y = f(y) para
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ciertos z,y € G. Usando que el transformado del inverso es el inverso del
transformado:

2'() 7 = @) (f) 7 = ) fyh
=flay ) =2'(y) " €lmf.

Por el teorema de caracterizaciéon de subgrupos, deducimos que Im f es sub-
grupo de G'.

4.14. Clasificacion de homomorfismos de grupos

1. Sea f : G — G’ un homomorfismo de grupos. Demostrar que f es mono-
morfismo < ker f = {e}, siendo e el neutro de G.

2. Clasificar los siguientes homomorfismos:
(7)) f:R—=R, f(z) =az (a € R fijo ), entre los grupos (R, +) y (R, +).
(i1) g : RT — R, g(x) = log . entre los grupos (RT,-) y (R, +).

3. Clasificar los siguientes homomorfismos:

(i) f:R— R, f(z) = e", entre los grupos (R,+) y (R — {0}, ")

(i1) g : R — RT, g(x) = €%, entre los grupos (R,+) y (RT,:) (RT es el
conjunto de los reales positivos).

Solucién. 1. =) Supongamos que fuera ker f # {e}. Entonces, existiria
x € G con x # e tal que f(z) =€ (elemento neutro de G’). Pero f(e) = ¢/,
con lo cual f no serfa inyectiva (absurdo).

<) Para todo z,y elementos de G :

f@)=f) = f@)(f) == fla)fy == flay ) =¢

sayleckerf={el=>ay ' =e=2=1y= f es inyectiva.

2. (i) Sia =0, el nicleo es ker f = {z € R: 0x = 0} = R # {0}, por tanto
f no es inyectiva. Tampoco es sobreyectiva pues Im f = {0} # R.

Si a # 0, entonces ker f = {x € R: ax =0} = {0}, por tanto f es inyectiva.
Dado 2’ € R, tenemos 2/ = f(2'/a), es decir f es sobreyectiva. Concluimos
que en este caso, f es isomorfismo (ademds, automorfismo).

(i7) El ntcleo es ker g = {z € RT : logz = 0} = {1}. Como se reduce al ele-
mento neutro de (R, +), g es inyectiva. La imagen de la funcién logaritmica
sabemos que R, por tanto g es sobreyectiva. Concluimos que f es isomorfis-
mo.

3. (i) El nucleo es ker f = {z € R: e®* = 1} = {0}. Como se reduce al ele-
mento neutro de (R, +), f es inyectiva. La imagen de la funcién exponencial
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sabemos que es el conjunto de los ntimeros reales positivos RT, por tanto f
no es sobreyectiva. Concluimos que f es monomorfismo.

(17) De los razonamientos del apartado anterior, concluimos que g es isomor-
fismo.

4.15. Descomposicién canonica de un homomor-
fismo de grupos

A. Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G,-) y (G',-).
Demostrar que:

1.n:G— G/ker f, n(x) = zker f es epimorfismo.

2.9g:G/ker f —»Im f, glaker f) = f(x) es isomorfismo.

3.4:Im f — G, i(x) = x es monomorfismo.

4. f=1io0gon.

B. Sea (R*,-) el grupo multiplicativo de los nimeros reales no nulos y f :
R* — R* la aplicacién f(x) = z2. Se pide:

1. Demostrar que f es un homomorfismo de grupos.

2. Hallar ker f e Im f.

3. Determinar el conjunto cociente R*/ker f.

4. Efectuar la descomposiciéon canodnica de f.

(Propuesto en examen, ETS de Ing. Agrénomos, UPM).

Solucién. A. 1. Como ker f es subgrupo normal de G, esta definido el grupo
cociente G/ ker f. Para todo x,y elementos de G :

n(zy) = (zy) ker f = (zker f) (yker f)) = n(x) n(y),

es decir n es homomorfismo. Por otra parte, todo elemento x ker f es z ker f =
n(z), luego n es sobreyectiva. Concluimos que n es epimorfismo.

2. Veamos que la aplicacién g estd bien definida, es decir que g(z ker f) no
depende del representante sino de la clase en si. En efecto, supongamos que
rker f = yker f, entonces 2y~ ! € ker f que equivale a f(zy~!) = €’ (neutro
de G"). Pero:

fay =€ e fa)fy) =€ e fa) (fly) ' =€ e flz) = fy),

es decir g(z ker f) = g(y ker f).
Veamos que g es homomorfismo. Para todo xker f, yker f elementos de

G/ker f :
gl(zker f) (yker f)] = gl(zy) ker f] = f(zy) = f(2)f(y) = (xker ) (yker f).
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Veamos que g es monomorfismo. El ntcleo de g es:

kerg = {xker f € G/ker f : g(xker f) = f(x) = €'} = {ker f} = {eker f},

es decir el nicleo de g se reduce a elemento neutro de G/ ker f lo cual implica
que g es inyectiva.

Veamos que g es epimorfismo. En efecto, si 2’ € Im f, entonces 2’ = f(z)
para algin z € G, luego 2’ = g(x ker f). Esto implica que g es sobreyectiva.
Concluimos que g es isomorfismo.

3. Para todo z,y elementos de Im f, i(z +y) = x + y = i(x) + i(y) es decir,
i es homomorfismo. Ademas, i(x) = i(y) implica = = y, luego i es inyectiva.
4. Para todo x € G, (iogon)(x) = (iog)(zker f) = i(f(x)) = f(z), por
tanto, iogon = f.

B. 1. Se verifica f(zy) = (zy)? = 2%y* = f(x) f(y) para todo par de niimeros
reales no nulos = e y lo cual implica que f es homomorfismo de grupos.
2. Aplicando las definiciones de nicleo e imagen:

ker f={zcR*: f(z) =1} ={z e R*:2? =1} = {-1,1},
Im f = {y € R*: 3z € R* con y = 2?} = (0, +00).

3. Sea a € R*. La clase [a] a la que pertenece a esta formada por los elementos
x € R* tales que za~! € ker f es decir, los que cumplen f(az™!) = 22a72 =1
o de forma equivalente, los que cumplen x? = a?. Por tanto, [a] = {—a,a}.

En consecuencia:
R*/ker f ={[a] : a € R*} = {{—a,a}:a € R"}.

4. Sabemos que el epimorfismo natural n : R* — R*/ker f estd definido
mediante n(a) = [a], el isomorfismo candnico g : R*/ker f — Im f por
g([a]) = f(a) y el monomorfismo canénico i : Im f — R* por i(y). La
factorizacién canoénica de f es por tanto:

& ¥ . o fla) = a?
) n(a) ={—a,a
nboo T g({~a,a}) = a?
R*/ker f — Im f i(y) =,

siendo el diagrama anterior es conmutativo (f = iogon) como sabemos por
un conocido teorema. Efectivamente, para todo a € R* :

(iogon)(a) = (iog)({~a,a}) = i(a®) = a® = f(a),

lo cual implica f =io0gon.
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4.16. Grupo de las partes con la diferencia simétri-
ca

Sea U un conjunto. Demostrar que (P(U), A) es un grupo conmutativo, en
donde A representa la operacién diferencia simétrica de conjuntos.

Solucién. Interna. Para todo A, B elementos de P(U) se verifica
AAB = (A— B)U (B — A) € P(U).

Asociativa. Se vio la demostracién en el capitulo de Conjuntos.
Conmutativa. Para todo A, B elementos de P(U) se verifica:

AAB=(A-B)U(B—A)=(B—-A)U(A—- B)=BAA.
Elemento neutro. Para todo elemento A de P(U) se verifica:
AN)=(A-D)u@—-A)=AUd=A4,

por tanto ) es elemento neutro.
Elemento simétrico. Para todo elemento A de P(U) se verifica:

AAA = (A—A)U(A-A)=0Ud=0.

Es decir, todo elemento A de P(U) tiene simétrico, siendo este el propio A.
Concluimos que (P(U),A) es un grupo conmutativo.

4.17. Tres igualdades en un grupo

Sea (G, -) un grupo. Supongamos que existe un entero k tal que para cua-
lesquiera que sean a y b pertenecientes a G se verifica

(ab)k_l — ak_lbk_l, (ab)k — akbk, (ab)k—l-l — ak—l—lbk—l-l.
Demostrar que (G, -) es abeliano.

(Propuesto en examem, Algebra, ETS Ing. Agrénomos, UPM ).

Solucién. Usando las relaciones (ab)¥~! = a*~10*=1 y (ab)* = b :

(ab k—1 k*lbkfl — a*lakbkbfl — a*l(ab)kbfl

= a"(ab)(ab) ... (ab)b™t = (ba)(ba) ... (ba) = (ba)*!.
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Usando las relaciones (ab)¥ = a*b* y (ab)F+1 = aF+1ph+1

(ab)k = aFbF = a7 taP T pFFp ! = o7 (ab)PHp !
-

L(ab)(ab) ... (ab)b™! = (ba)(ba) ... (ba) = (ba)".
Por la igualdad (ab)*~! = (ba)*~! :

{ (ab)* = (ab)"~(ab)
(ba) = (ba)"~(ba) = (ab)*~ (ba)

y por la igualdad (ab)® = (ba)*, tenemos (ab)*~!(ab) = (ab)*~'(ba). Por la
propiedad cancelativa de los grupos concluimos que ab = ba para cuales-
quiera que sean a y b pertenecientes a GG, es decir (G, -) es abeliano.

4.18. Grupo no ciclico

(a) Sea G = {f1, f2, f3, fa} el conjunto de las aplicaciones de R — {0} en
R — {0} definidas mediante:

@) =w, o) =1, fala) =, fale) =~

T

Demostrar que G es un grupo con la operaciéon composicién de aplicaciones.
Verificar que no es grupo ciclico.
(b) Demostrar que las cuatro sustituciones

(12 3 4 (12 3 4
"“l234) "Tl21 4 3)
(1 234y (1234
T3 41 2) "T\4321)
forman un grupo isomorfo al grupo del apartado anterior.

(Propuesto en hojas de problemas, ETS Ing. Agréonomos, UPM).

Solucién. (a) Usando la definicién de composicién de aplicaciones (g o
f)(z) = g(f(x)) obtenemos facilmente la tabla de Cayley de la operacién

o | filfo| fs ]| fa
Nl Al ol fs] /s
felfol il fa| f3
3l fa| fa| fi] fo
Jol fa| 3| fa| S
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La operacion o es interna en GG. Sabemos que es asociativa en general, luego lo
es en nuestro caso. Claramente f; es elemento neutro. Para todo i = 1,2, 3,4
se verifica f; o f; = f1 lo cual implica que todo f; tiene elemento simétrico
f;l siendo f;l = f;. Concluimos que (G, o) es grupo. Es ademds conmuta-
tivo debido a la simetria de la tabla. El elemento neutro f; tiene orden 1y
los restantes elementos, orden 2. Es decir, no hay ningin elemento de orden
4 y por tanto, (G, o) no es cilico.

(b) Usando la definicién de producto de sustituciones obtenemos facilmente
la tabla de Cayley de la operacién

SN VAR B B B

+| w3 o >
W |+ =33
S| S|+ ® | ®
S S| | o+ =+

Llamando S = {i,7,s,t}, definimos la aplicacién ¢ : G — S mediante

o(f1) =i, ¢(fa) =7, ¢(f3) =5, &(f1) =t

La aplicacion ¢ es biyectiva, y un simple observacion de las anteriores tablas
de Cayley muestra que se verifica ¢(f; o fj) = ¢(fi) - ¢(f;) para todo i,j =
1,2,3,4. Se concluye que (S, -) es grupo y que ¢ es isomorfismo entre (G, o)

y (Sv )

4.19. Grupo de funciones matriciales

Sea M el conjunto de las matrices reales 2 x 3. Sea F' el conjunto de las
aplicaciones fap : M — M definidas por fap(X) = AX + B donde A es
una matriz invertible 2 x 2 y B una matriz 2 x 3.

1. Calcular (fa,B, © fa,B,)(X), y concluir probando que la composicién de
aplicaciones es una ley de composicion interna en F.

2. Comprobar que la aplicacién identidad ¢ : M — M se puede considerar
perteneciente a F' jpara qué matrices concretas Ay B es fap = I7 Demos-
trar que 7 es el elemento unidad de F.

3. Enunciar y demostrar la propiedad asociativa. Dar un contraejemplo para
demostrar que no se cumple la propiedad conmutativa. Es decir, encontrar

cuatro matrices para las cuales fa,B, © fa,B, # fa,B, © fA,B,-
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4. Demostrar que cada elemento de F' tiene inverso en F. Si fop es el inverso
de fap, calcular C' y D en términos de A y B. Aplicacién al célculo del
inverso de fap cuando

2 1 1 0 2
A_[l 1] ’B_[O -1 1}
5. Sea la aplicacién h : F — R* (grupo multiplicativo de R — {0}) definido
por h(fap) = det A. ;Es h un homomorfismo de grupos? Se considera el

subconjunto F; de F' formado por las fap tales que detA = 1 jEs I
subgrupo de F'? En caso afirmativo, jes F; subgrupo normal?

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solucién. 1. Usando la definicién de composicién de aplicaciones:

(fAsz o fA1B1)(X) = fAQBQ[fAlBl(X)} = fA2BQ(A1X + Bl) N
A(A1X + B1) + By = (A241)X + (A2B1 + B2) = fa,4,,4:8,+8,(X).

Dado que AsA; es matriz real 2 x 2 invertible (producto de invertibles)
y A2B; + B2 es matriz real 2 x 3, se concluye que fa,B, © fa,B, € M es
decir, la composicién de aplicaciones es una ley de composicién interna en F.

2. Eligiendo I la matriz identidad real de orden 2 x 2 (que es invertible) y 0
la matriz nula real de orden 2 x 3 obtenemos fro(X) =IX+0=X =i(X)
para toda matriz X € M es decir, i = fro € F. La funcién i es el elemento
unidad de f pues para toda fap de F' tenemos:

(fap o i)(X) = fapli(X)] = fap(X) = fapoi= fap.
(io fap)(X) =il[fap(X)| = fap(X) = io fap = faB.

3. La propiedad asociativa en F' se enuncia de la siguiente manera:
(fog)oh=fol(goh) Vf,gheF.

Veamos que es cierta. En efecto, para todo X € M se verifica

((fog)oh)(X) = (f o g)(h(X)) = fg(h(X))) =
f({goh)(X)) = (fo(goh))(X).

Veamos que no es cierta la propiedad conmutativa. De lo demostrado en el
primer apartado deducimos que

fAzB2 o fAlBl = fA2A1,A2B1+Bz ) fAlBl ° fAQBQ = fA1A2,A1B2+Bl'

Elijamos por ejemplo



4.19 Grupo de funciones matriciales

(1 0] 0 1 0 0O
Al—-o _1-7A2—|:1 0:|7BI_BQ_O7X_|:1 0 0:|7
entonces
0 —1] 0 1
Adir=1, | Ade= [_1 0] ; AoB1 + By = A1By+ B1 =0

0O —-1//0 0 O -1 0 0
(fA2B2 © fAlB1)(X) - |:1 0:| |:1 0 0:| o I: 0 0 0:| ’
0O 1110 0 O 1 00
(faiBy © fa,B,)(X) = [_1 0} [1 0 0} N [0 0 O] ’
por tanto no se cumple la propiedad conmutativa.

4. Sea fap € F. Entonces fop es inverso de fap si y sdlo si se verifica
fapo fcp = fep o fap = fi10. Por lo demostrado en el primer apartado,

esto equivale a fac.ap+B = foca,cB+p = f10, y Para que esto se cumpla
basta que se verifique

AC=CA=1 (1)
AD+B=CB+D=0.

Como A es invertible, eligiendo C' = A~! se verifica AC = CA = I. De la
igualdad AD + B = 0 deducimos que D = —A~!B. Pero para esta D, se
verifica CB+D = A~'B— A7 B = 0. Es decir, el sistema (1) tiene solucién
y por tanto el inverso (fap)~! de fap es (fap)™' = fa-1_a-1p. Para el
elemento concreto dado, facilmente obtenemos

1 -1

-1 2 1 2 0

5. Veamos que h es homomorfismo de grupos. En efecto para cualquier par
de elementos fa,B, v fa,B, de F se verifica

h(fA2Bz o fAlBl) = h(fA2A17A231+B2) = det(A2A1) =
(det Az)(det Ay) = h(fa,B,)h(fa,B,)-
Veamos que Fi es subgrupo de F. Como det I = 1 se verifica que fro € Fy

es decir, F; # (. Sean ahora dos elementos fa,p, v fa,B, de Fi. De los
apartados primero y cuarto deducimos

c—at|

| peama [ 1)

-1 _ _
fasB, o (farB) ™" = fazBy © f—Al_l, —AT'Br T fAQAl_l, — A AT Bi4By°

Pero det(AgA!) = (det Ag)(det A71) = (det Ag)(det A1) =1-1=1. Es
decir, se verifica fa,B, o (fa,B,)"' € Fy y por tanto podemos concluir que
F es subgrupo de F.

Por una conocida caracterizacién, para demostrar que F} es subgrupo normal
de F' basta demostrar que para todo fap € F y para todo fyn € Fp se
verifica fap o fan © (fAB)_1 € F1. De los apartados anteriores:
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fapofuno(fap) ™t = fam, AN+BOSA-1, —A-1B = fAMA-1, ~AMA-B+AN+B-
Por hipétesis det A = 0 y det M = 1, por tanto
det(AMA~Y) = (det A)(det M)(det A1) = (det A)(det A)~! =1,

es decir fago farn o (fap)~! € Fy de lo que se concluye que F es subgrupo
normal de F.

4.20. Conjunto, grupo y aplicacién

Se consideran los objetos matematicos siguientes:

a) Un conjunto E.

b) Un grupo multiplicativo G con elemento unidad e.
¢) Una aplicacién ¢ : G x E — E que satisface

(i) Va,be GVx € E  (ab,x) = p(a, p(b, x)).

(i) Ve € B p(e,x) = x.

Se pide:
1. Demostrar que si F' C E entonces Gp = {a € G : p(a,x) =2z Vr € F}
constituye un subgrupo de G.
2. Demostrar que Gr,up, = Gr, NGR,.
3. Comprobar que la relacién binaria en £
2Ry < Ja € G :pla,z) =y
es de equivalencia.

(Propuesto en hojas de problemas, Algebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solucidn. 1. Usamos la conocida caracterizacién de subgrupos. Por la con-
dicién (i), ¢(e,x) = = para todo z € F' C E, es decir e € Gp y por tanto
Gr # 0. Sean ahora a,b € G y veamos que ab~! € Gp. Como b € GF, se
verifica (b, x) = = para todo x € F', en consecuencia y usando (%):

z=g(e,x) = (b7 'b,z) = p(b~ ! p(bx)) = p(b~",z) Vz€F,
por tanto y teniendo en cuenta que a € F' se verifica para todo x € F :
plab™t,z) = p(a, (07", 7)) = pla,z) =a Vo € F,

lo cual implica que ab~! € G. Concluimos que G es subgrupo de G.

2. Tenemos

a€GpUGR < pla,x) =2z VreFLUF
< (pla,z) =2 Yre F1) A (¢la,z) =x Ve Fy)
<:>(a€GF1) VAN ((IEGFQ)@CLEGHQGFQ,
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es decir GFIUGF2 =Gp NGER,.

3. Para todo = € E se verifica p(e,x) = = es decir, zRxz. La relacién es
reflexiva. Supongamos que xRy, entonces existe a € G tal que p(a,x) = y.
Se verifica

z = (e, ) = pla~a,x) = p(a™", p(a,2)) = p(a™,y),

lo cual implica yRz, es decir la relaciéon es simétrica. Por otra parte

xRy JaeG:pla,x)=y
yRz FbeG:pby) =z

= z=¢(b,p(a,r)) = ¢(ba, x)
= xRz,

lo cual implica que la relacién es transitiva. Concluimos que R es relacion
de equivalencia.

4.21. Relacion y operaciones en el plano

En el conjunto de los puntos del plano 7 referidos a un par de ejes rectan-
gulares XOY se consideran: a) La ley de composicién A+ B = M siendo M
el punto de corte de la paralela por A a OX con la paralela por B a OY. b)
La relacién binaria P ~ @) < las coordenadas de P y @ suman lo mismo.
Se establece la aplicacién f : 7 — R? de forma que al punto P(z,y) le
corresponde el par (z3,43) de R2. Se define en R? la ley de composicién
(a,b) o (¢,d) = (a,d). Se pide:

1. ;Es * asociativa?

2. ;Hay neutro en m para *?

3. jEs ~ una relacién de equivalencia? Si lo es, jcudles son las clases de
equivalencia?

4. jEs ~ compatible con *7 Si lo es, jcudl es la ley inducida en el conjunto
cociente?

5. (Es f un isomorfismo entre las estructuras (m, %) y (R?,0)?

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. Aeronanticos, UPM).

Solucién. 1. Sean A = (ay,a2) y B(b1,b2), por una simple consideracién
geométrica deducimos que (ay, az) * (b1, b2) = (b1, a2).
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La operacién * es asociativa pues

[(a1,a2) * (b1, b2)] * (c1, ¢2) = (b1, a2) * (c1, c2) = (1, a2),
(a1,a2) * [(b1,b2) * (c1,c2)] = (a1,a2) * (c1,b2) = (c1,a2).

2. Sea (€1, e2) un elemento fijo de 7. Si es elemento neutro para la operacién
* se ha de verificar

(a1,a2) * (e1,e2) = (a1,a2) V(a1,az2) €,
(61,62) * (al,ag) = (al,ag) V(al,ag) c .

Equivalentemente (e1,a2) = (a1,e2) = (a1,a2) V(aj,az) € 7. Por tanto se
ha de verificar e; = a1 y e2 = as. No existe pues elemento neutro para la
operacion * pues (e1, e2) ha de ser elemento fijo.

3. Veamos que ~ es una relacién de equivalencia. (a) Para todo P(z,y) de
7 se verifica * + y = z + y lo cual implica que ~ es reflexiva. (b) P(z,y) ~
Qiz,t)=zr+y=z+t=z+t=c+y= Q(z,1t) ~ P(z,y) lo cual implica
que ~ es simétrica.

P(z,y) ~ Q(z,1) r+y=z+t
(c) {Q(z,t) ~ R(u,v) = {z—}—t =u+v
P(z,y) ~ R(u,v),

=rty=ut+v=

lo cual implica que ~ es transitiva.

Hallemos las clases de equivalencia. Sea A(aq,a2) € 7, la clase de equivalen-
cia a la que pertenece A es [A] = {(x,y) € 7 : x+y = a1 + az}. Es decir, [4]
estd formada por los puntos de la recta que pasa por A y tiene pendiente
—1. Los elementos del conjunto cociente m/ ~ son exactamente las rectas
del plano de pendiente —1.

Y
)~
\Q 4]
B

4. La relacién ~ no es compatible con la operacién . En efecto tenemos por
ejemplo (0,0) ~ (=1,1) y (0,1) ~ (1,0) sin embargo

(0,0) = (0,0) % (0,1) o (—1,1) % (1,0) = (1,1).
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5. Veamos si f es isomorfismo entre las estructuras (7, *) y (R2, o). Tenemos

fl(a,b) * (c,d)] = fl(c,b)] = (c*,6%)
f[(a7 b)} o f[(cv d)] = (a3’ b3) © (637 d3) = (a37d3)'

No es homomorfismo, en consecuencia tampoco es isomorfismo.

4.22. Grupo de aplicaciones afines

Sea C' el conjunto de las aplicaciones fg; : R — R definidas por fu(x) =
ax + b, con a, b nimeros reales.

Determinar una condicién necesaria y suficiente que han de satisfacer los
coeficientes a y b para que C sea grupo respecto de la composicién de apli-
caciones. Comprobar que en este caso en efecto C' es grupo. ; Es abeliano?

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solucién. Para todo par de elementos fu; y feq de C' se verifica

(fab o fcd)(x) = fab[fcd(x)] = fab(cx + d)
=a(cx+d)+b=acx+ad+b= focaars(x),

es decir la operaciéon composicion es interna en C. También es asociativa por
una conocida propiedad. La aplicacién fio(z) = x es la aplicacién identidad
en C'y por tanto elemento neutro para la composicién. Es decir, (C,0) es
un semigrupo con elemento neutro sin ninguna restricciéon para a, b reales.
Un elemento fg;, tiene elemento simétrico fuy en (C, o) siy sélo si

fab o fary = farv © far = f1,0,

o de forma equivalente, si y sélo si

ad' =1 A ada=1
all +b=0 ab+b =0.
Para que exista a’ ha de ser necesariamente a # 0 y en este caso @’ = 1/a.
La relacién ab’ + b = 0 se cumple para b’ = —b/a. Adem4s, en este caso se
verifica la relacién a’b+ b = (1/a)b — b/a = 0. Hemos demostrado que una

condicién necesaria para que (C,0) sea grupo es que a # 0. Esta condicién
es también suficiente, pues la operacién o en

Ci={fa:R—=>R:aecR-{0},becR}

es claramente interna, asociativa, tiene elemento neutro fio € C1 y todo
fab € C1 tiene elemento simétrico f/, _p/q € C1. Este grupo no es conmu-
tativo pues eligiendo (por ejemplo) los elementos fi2, foo de C1 :

{f12 o f20 = f22

fa00 fi2 = fou :>f120f207éf200f12.
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4.23. Centro de un grupo de matrices

Demostrar que el conjunto H de matrices de la forma

1 z =z
X=10 1y z,y,z € R,
0 0 1

forma un grupo con la operacién producto de matrices. Calcular su centro.
(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).

Solucién. Veamos que H es un subgrupo del grupo multiplicativo G forma-
do por las matrices invertibles 3 x 3. Toda matriz X de H tiene determinante
no nulo, en consecuencia, H C G. Claramente H # (), por tanto basta de-
mostrar que para todo par de matrices X,Y de H se verifica XY ™! € H.
Denotemos

1 =z =2 1 2 =z
X=101y|, Y=1|0 1 ¢
0 0 1 0 0 1
Entonces,
1z 2| [1 -2 2y -7
Xyt=10o1 y| |0 1 —y/
0 0 1] |0 0 1
1 z—2 @ —x)+2—272
=0 1 y—1v €eH
0 0 1

Si A€ Z(H) (centro de H) sera de la forma:

1 a c
A=10 1 b (a,b,c € R),
0 0 1
es decir
1 a+x c+br+z
AcZ(H) e XA=AX VXeH< |0 1 b+y
0 0 1
1 z4a z4+ay+ec
=10 1 y+b Sbr=ay Ve,yc R a=0=0.
0 0 1
El centro de H es por tanto
1 0 ¢
Z(H)y={ A=|0 1 0|:ceR }.
0 01
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4.24. Conmutador y subgrupo derivado

Dados dos elementos x, y pertenecientes a un grupo G, se llama conmutador
de los elementos dados y se representa por [z,y] al elemento de G definido
por

[z,y] =2~y lzy.
Demostrar que:

1. El inverso de un conmutador es un conmutador.

2. El conjugado de un conmutador es un conmutador.

3. El subgrupo de G engendrado por los conmutadores de todos los pares
de elementos de G es normal (se denomina subgrupo derivado de G y se
representa por D(G)).

4. Una condicién necesaria y suficiente para que G sea abeliano es que el
subgrupo derivado se reduzca al elemento neutro, es decir D(G) = {e}.

(Prropuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).
~1

Solucién. 1. Sea [z, y] un conmutador. Usando (ab) ! = b la"ly (a7 })

a

1 1

zy) =y e yr = [y, 2]

es un conmutador.

[z, y] ™t = (a7 ly~
Es decir, [z,y] ™!

1 es un conmutador para

2. Sea [z,y] un conmutador. Veamos que g[z,y|]g~
todo g € G. En efecto:

1 1

glz,ylg ™t = g(ay tay)g T = g2 g gy g gmg gy

= (929~ ") gyg™ ") (grg N9y ™") = [9zg~ ", gyg™"].
3. Sean g € G, h € D(G), tenemos que demostrar que ghg~! € D(G). Todo
elemento h de G es producto de conmutadores y de sus inversos. Por el
apartado 1, el inverso de un conmutador es un conmutador, lo que implica
que h =cy-c...-¢p, siendo c1,ca,...,c, conmutadores. Tenemos:

ghg™ =gler-c2 ... )™t = (gerg™ ) (geag™) - (gcpg ™).
Ahora bien, por el apartado 2, los elementos ¢; = gc;g~! son conmutadores

es decir, ghg~! es producto de conmutadores y por tanto pertenece a D(G).

4. Sea (G abeliano, entonces para todo par de elementos x,y € GG se verifica:

[z, y] =27y ey = (a7 a)(yy) =ee =,
lo cual implica que D(G) = {e}.
Sea D(G) = {e} ysean z, y € G. Entonces [z, y] € D(G) es decir, z 'y lay =
e. Equivalentemente y~'xy = = o bien yx = zy es decir, G es abeliano
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4.25. Grupo construido por biyeccion

Sea RT el conjunto de los nimeros reales estrictamente positivos y con-

sidérese la aplicacién f: RT — R definida por f(z) = %
x
1. Hallar C' = f(R") y razénese si f : Rt — C es biyeccién o no.

2.81 f" = fofo...of (nveces), determinar f*(RT) y (,en /" (RT).

3. Obtener una operacién ® en C tal que considerando a R™ con su estruc-
tura de grupo multiplicativo, f sea un homomorfismo de grupos (obtener lo
maés simplificado posible el valor de y; ® y2 para y1,y2 € C). j Quién es el
neutro para ®7

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. Aeronatticos, UPM).

Solucidn. 1. Se verifica f(z) > 0y f(z) = z/(x+1) < 1 para todo z € R*,
es decir C' C (0,1). Veamos que también (0,1) C C. Efectivamente, para
y € (0,1) tenemos

yzf(w)ﬁyzxi@ywry:x

Y
< )=y r=—"—.
sly-—)=—yer=1" s
Como y/(1—y) € RT, todo y € (0,1) es de la forma y = f(z) con z € RT, es
decir (0,1) C C. Concluimos que C = (0, 1), lo cual implica que f : RT™ — C
es sobreyectiva. Veamos que también es inyectiva. Efectivamente:

T x2

f($1)=f(502):>x1+1:$2+1

= T1x2 + T1 = X122 + T2 = T1 = T,
por tanto f: RT — C' = (0,1) es biyeccién.

2. Tenemos

f2<x>=<fof><x>:f<f<:c>>=f( z )= S _ TS

v+l w41 T 1 x+1:2$+1’
f3(‘”)_(fofz)(x)—f(fQ(w))—f< E )‘ -
\! B N 2¢ +1 _290&—:%1"’_1_31""1'

Los célculos anteriores sugieren que f"(z) = z/(nz + 1). Veamos que se
verifica, aplicando el método de inducciéon. En efecto, la formula es cierta
para n = 1. Supongamos que es cierta para un n natural. Entonces

fn+1(x) =(fof")x)=f(f"(x)=f (nxi 1>
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T
nxr+1 o x

g+l (4 )z 4+
lo cual implica que también es cierta para n+ 1. Cuando z — 0T se verifica
f™(x) — 0y cuando x — +o0o, f*(x) — 1/n. Por otra parte, (f")'(z) =
1/(nz + 1)* > 0 para todo x € RT, lo cual sugiere que f*(RT) = (0,1/n).
Veamos que esto es cierto aplicando métodos exclusivamente algebraicos.
Por una parte

{0<fn($%<:> <nx+1 { 0<x @{O<SE

fx) < = d <l nr <nx+1 0<1,
n nc+1 n

y las dos 1ltimas desigualdades se verifican trivialmente cuando x € R™. He-

mos demostrado que f™*(RT) C (0,1/n). Por otra parte (0,1/n) C f*(RT).

En efecto, para y € (0,1/n) tenemos

Snyr+y=x

Y
1—ny

n
= =Yy =
y=["z) ey o

szhy—1)=—y&s =

Como 0 < y < 1/n se verifica que y/(1—ny) € RT, es decir todo y € (0,1/n)
es de la forma y = f™(x) con x € R y por tanto (0,1/n) C f*(R").
Veamos ahora que (), oy /" (RT) = 0. En efecto, si existiera z € (),,cn(0,1/n)
tendria que ser necesariamente z > 0. Dado que 1/n — 0 cuando n — +o0,
existe mg natural tal que 1/ng < z, es decir z no perteneceria al intervalo
(0,1/ng) lo cual es absurdo.

3. Hemos visto que f : RT — (0,1) definida por f(x) = z/(z + 1) es una
biyeccién. Para que f sea homomorfismo entre los grupos (R™, ) y ((0,1), ®)
es necesario y suficiente que se verifique

f(xlxg) = f(wl) (=) f(:L'Q) Va1Vasy € RT. (1)

Denotando y; = f(x1), y2 = f(z2) tenemos y; = x1/(x1 + 1) e yo =
x9/(r2 +1) o bien 1 = y1/(1 —y1) y 2 = y2/(1 — y2). Podemos escribir la
relacién (1) en la forma

12
= 1 = ——--—
Y1 @y2 = f(r122) Tiae 1
Y1y2
(1-y1)(1—y2) Y192

B %‘Fl 21y — 1 —y2 + 1

Dado que f es homomorfismo de grupos, transforma el elemento neutro
del grupo (RT,-) que es 1 en el neutro e del grupo ((0,1),®). Por tanto

e=f(1)=1/2.



Capitulo 5

Anillos y cuerpos

5.1. Concepto de anillo

1. Demostrar (de manera esquematica) que (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,:) v
(C,+,-) son anillos conmutativos y unitarios en donde + y - representan en
cada caso la suma y el producto habituales.

2. Sea R]x] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y coeficientes
reales. Demostrar (esqueméticamente) que (R[z], +, -) es anillo conmutativo
y unitario en donde + y - representan la suma y producto habituales.

3. Sea R™*™ el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n. Demos-

trar (esquematicamente) que (R™*™+ ) es anillo unitario y no conmutativo,

siendo + y - las operaciones usuales suma y producto de matrices.

4. Sea A el conjunto de los niimeros enteros pares. Demostrar que (A4, +,-)

es anillo conmutativo y no unitario en donde + y - representan la suma y

producto habituales de ntimeros enteros.

5. En el conjunto de los niimeros reales se definen las operaciones
rxy=x+y+4, xzoy=uxy+4r+4y+ 12.

Demostrar que (R, , 0) es anillo conmutativo.

6. En el conjunto P = {2z : « € Z} se definen las operaciones + habitual y o,

definida mediante aob = 2ab. Demostrar que (P, +, o) es anillo conmutativo
y no unitario.
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5.1 Concepto de anillo

7. En el conjunto Z se definen las operaciones:
axb=a+b—1, aob=a+b— ab.
Demostrar que (Z, *,0) es anillo conmutativo con elemento unidad.

8. Demostrar que en un anillo A con elemento unidad, la conmutatividad de
la suma se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

Solucién. 1. Vimos que (Z,+) es grupo abeliano. Por otra parte, el pro-
ducto de enteros es un entero y el producto de enteros sabemos que tiene
las propiedades asociativa y distributiva. En consecuencia, (Z, 4+, -) es anillo.
Dado que el producto de enteros tiene la propiedad conmutativa y que el
numero 1 es su elemento neutro, concluimos que (Z, +, -) es anillo conmuta-
tivo y unitario.

De manera analoga, deducimos que (Q, +,-), (R,+,-) y (C,+, ) son anillos
conmutativos y unitarios.

2. Vimos que (R[z],+) es grupo abeliano. Por otra parte, el producto de
elementos de R[z] es un elemento de R[z]. El producto de estos polinomios
segin sabemos tienen las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva
y ademaés el polinomio e(z) = 1 es elemento neutro para el producto.
Concluimos que (R[z], +, ) es anillo conmutativo y unitario.

3. La suma es claramente interna y cumple segin sabemos las propiedades
asociativa y conmutativa. La matriz nula 0 es elemento neutro y dada A, su
elemento simétrico es —A. Es decir, (R"*"™, +) es grupo abeliano.

Segun sabemos, el producto es operacién interna, asociativa y distributiva
respecto de la suma. Adem4s, la matriz identidad I de orden n es elemento
neutro para el producto. Concluimos que (R™*" +,-) es anillo unitario.

No es conmutativo porque en general no se verifica la propiedad conmutativa
para el producto de matrices, basta tomar como contraejemplo:

=yl )

10 0 0
as= | o] ma=[y 0

Tenemos

es decir AB # BA.
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4. El nimero cero es par pues 0 = 2 -0, por tanto, 0 € A. Si a, b son enteros
pares se verifica a = 2k y b = 2s con k, s enteros. Esto implica

a—b=2k—2s=2(k—s), siendo k — s entero,

es decir x —y € A. Hemos demostrado que A es subgrupo del grupo aditivo
Z y en consecuencia es grupo. Como la suma de enteros es conmutativa,
(A,+) es grupo conmutativo.

De nuevo, para a,b € A tenemos
ab = (2k)(2s) = 2(2ks), siendo 2ks entero,

es decir el producto es operacion interna en A. Como la operacién producto
de enteros es asociativa, conmutativa y distributiva respecto de la suma, con-
cluimos que (A, +, ) es anillo conmutativo. No es unitario, pues por ejemplo
no existe ningiin nimero par e tal que 2e = 2.

5. Vimos en un ejercicio anterior que (R, *) es grupo abeliano. Veamos ahora
que (R, 0) es semigrupo.

Interna. Claramente se cumple pues la suma y producto de niimeros reales
es un numero real.

Asociativa. Se cumple pues:

(xoy)oz=(zy+4r+4y+12)oz
=zyz + 4oz + dyz + 122 + 4oy + 162 + 16y + 48 + 4z + 12
= xyz + 4(xy + 2z + yz) + 16(x + y + 2) + 60.

zo(yoz)=uwzo(yz+4y+4z+12)
=xyz + 4oy + dxz + 120 4+ 4z + 4yz + 16y + 162 + 48 + 12
=zyz +4(xy + 22+ yz) + 16(x + y + z) + 60.
La operacion o es claramente conmutativa. Esto implica que esta operacion

es distributiva respecto de * si y sélo si se verifica zo(y*z) = (zoy)*(roz).
Se cumple, pues:

zo(yxz)=zo(y+z+4)
zy+axz+4dr+4doe+4y+42+ 16412
=zy+xzz+4Q2x +y+2) + 28,

(xoy)*(xoz)=(ry+4dr+4y+12) x (xz + 4x + 4z + 12)
=xy+4dr+4dy+124+x24+4r+4z+12+4
=zy+xz+4Q2x +y+ 2) + 28.
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Concluimos que (R, *,0) es anillo conmutativo.

6. 1) Veamos que (P, +) es grupo abeliano; para ello basta demostrar que P
es subgrupo del grupo aditivo de los ntimeros enteros. Efectivamente, dado
que 0 = 2-0, se verifica que 0 € P. Por otra parte, si a,b € P, entonces a = 2x
y b = 2y para ciertos enteros z e y, lo cual implica a —b = 2z —2y = 2(x —y)
siendo z —y € Z, luego a — b € P.

2) Veamos que (P, 0) es semigrupo.

Interna. Sean a,b € P, entonces a = 2z y b = 2y para ciertos enteros = e y,
lo cual implica a o b = 2(2x)(2y) = 2(4xy) siendo 4zy € Z, luego aob € P.
Asociativa. Se verifica, pues para todo a,b,c € P :

ao(boc)=ao(2bc) = 2a(2bc) = 4abe.
(aob)oc=(2ab) o c = 2(2ab)c = 4abc.

3) Veamos que la operacién o es distributiva respecto de la operacién +.
Dado que o es conmutativa, bastara demostrar que para todo a,b,c € P se
verifica a o (b+ ¢) = (a0 b) + (aoc). En efecto:

ao(b+c)=2a(b+c).
(aob)+ (aoc)=2ab+ 2ac = 2a(b+ c).

Concluimos que (P, 4+, o) es anillo conmutativo. No es unitario, pues si exis-
tiera elemento neutro e para la operacién o, entonces:

aoe=2ae=a, VYaé€P.

Eligiendo (por ejemplo) a = 2, se tendria 4de = 2, es decir e = 1/2. Pero
1/2 ¢ P.

7. 1) Veamos que (Z, *) es grupo abeliano.
Interna. Se verifica, pues la suma de niimeros enteros es un ntimero entero.
Asociativa. Se verifica, pues para todo a,b,c € Z :

ax(bxc)=ax(b+c—1)=a+b+c—2.
(axb)yxc=(a+b—1)xc=a+b+c—2.

Conmutativa. Se verifica, pues para todo a,b € Z :
axb=a+b—1=b+a—-1=bxa.
Elemento neutro. EI nimero 1 satisface para todo a € Z :

axl=1xa=a+1—-1=a.
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en consecuencia, 1 € Z es elemento neutro para la operacién .
Elemento simétrico. Para todo a € Z, el niimero 2 — a € Z satisface:

ax(2—a)=2—-a)xa=a+2—-a—-1=1.

por tanto todo a € Z tiene simétrico, siendo este, 2 — a. Concluimos que
(Z, *,0) es grupo abeliano.

2) Veamos que (Z,0) es semigrupo.

Interna. Se verifica, pues la suma y producto de ntimeros enteros es un
nimero entero.

Asociativa. Se verifica, pues para todo a,b,c € Z :

ao(boc)=ao(b+c—bc)
=a+b+c—bc—a(b+c—be)
=a+b+c—bc—ab—ac+ abe.

(aob)oc=(a+b—ab)oc
=a+b—ab+c—(a—b—ab)c
=a+b—ab+c—ac—bc+ abe.

Concluimos que (Z, o) es semigrupo. Ademas es conmutativo pues:
aob=a+b—ab=b+a—-ba=boa.

3) Veamos que la operacién o es distributiva respecto de la operacién .
Dado que o es conmutativa, bastara demostrar que para todo a,b,c € Z se
verifica a o (b*¢) = (aob) * (aoc). En efecto:

ao(bxc)=ao(b+c—1)
=a+b+c—1—alb+c—1)
=2a+b+c—ab—ac—1.

(aob)*(aoc)=(a+b—ab)*(a+c—ac)
=(a+b—ab)+(a+c—ac)—1
=2a+b+c—ab—ac—1.

Concluimos que (Z, 4+, o) es anillo conmutativo. Ademads es unitario, pues el
nimero 0 € Z satisface para todo a € Z :

ao0=00a=a+0—-0a=a,

es decir 0 € Z es elemento unidad del anillo.
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8. Para todo a, b elementos de A, y usando la propiedad distributiva de dos
maneras distintas:

(14+1)(a+b)=1(a+b)+1(a+1b)
=a+b+a+b (1)

1+1)(a+b)=1+1)a+(1+1)b
=la+la+1b+1b
—a+a+b+b (2

Igualando (1) y (2), queda a+b+a+b = a+a-+b+b. Teniendo en cuenta que
en un grupo todos los elementos son regulares, deducimos que b+a = a +b.

5.2. Anillo de sucesiones

Se considera el conjunto S de las sucesiones x de nimeros reales, es decir
r = (x1,22,23,...), Tpn €RVR=1,23 ...,

escritas abreviadamente por & = (z,,). Se definen en S las operaciones:

() + (Yn) = (@0 +Yn)s  (Tn) - (Yn) = (TnYn)-
Demostrar que (S, +,-) es un anillo conmutativo y unitario.

Solucién. 1) Veamos que (S, +) es grupo abeliano.

Interna. Dado que la suma de dos niimeros reales es un niimero real, la suma
de dos elementos de S pertenece a S.

Asociativa. Para todo * = (x,), ¥ = (yn), 2 = (2) elementos de S y
aplicando la propiedad asociativa de la suma de ntmeros reales:

(@+y)+2z=((@n) + (Yn)) + (2n) = (@n + yn) + (2n) = (@n + Yn) + 2n)
= (Tn + (Yn + 2n)) = (¥n) + (Yn + 20) = (Tn) + ((yn) + (20)) =z + (y + 2).

Elemento neutro. La sucesién 0 = (0), cuyos términos son todos nulos, es
elemento neutro para la suma de sucesiones, pues para todo = = (z,,) € S :

z+0=(z,+0) = (z,) =z
O+z=0+mz,)=(z,) =2z

Elemento simétrico. Dada z = (x,,) € S, la sucesién —z = (—zy,) es elemento
simétrico de x, pues:
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Conmutativa. Para todo x = (x,), ¥ = (yn) elementos de S y usando la
propiedad conmutativa de la suma de ntimeros reales:

z+y=(Tn) + (Yn) = (@0 +Yn) = (Yn + Tn) = (Yn) + (20) =y + 2.

2) Veamos que (S, -) es semigrupo.

Interna. Dado que el producto de dos ntimeros reales es un nimero real, el
producto de dos elementos de S pertenece a S.

Asociativa. Para todo z = (x,), ¥ = (yn), 2 = (2z) elementos de S y
aplicando la propiedad asociativa del producto de ntimeros reales:

(@y)z = ((@n)(Yn)) (2n) = (@nyn)(2n) = ((TnYn)2n) =

Ademas, el semigrupo es conmutativo, pues para todo = = (z,), y = (yn)
elementos de § y usando la propiedad conmutativa del producto de ntimeros
reales:

Yy = (20)(Yn) = (@n¥n) = (UnTn) = (Yn)(zn) = yz.

3) Veamos que la operacién producto es distributiva respecto de la suma.
Dado que el producto en S es conmutativo, bastard demostrar que para todo
x,y, z elementos de S se verifica x(y + z) = xy + zz.
En efecto, para todo x = (z,,), ¥ = (yn), 2 = (z,) elementos de Sy
aplicando la propiedad distributiva del producto respecto de la suma de
numeros reales:

z(y +2) = (zn) ((Un) + (20)) = (@) (Yn + 20) = (@n(Yn + 2n)) =

(TnYn + Tnzn) = (Tnyn) + (Tn2n) = (Tn)(Yn) + (Tn)(20) = 2y + 22
Concluimos que (S, +, -) es un anillo conmutativo. Es ademads unitario, pues

la sucesién 1 = (1) cuyos términos son todos iguales 1, es elemento neutro
para la suma de sucesiones, ya que para todo x = (z,) € S :

xl = (zp1) = (z) = x.

lz = (1z,) = (x,) = .

5.3. Producto directo de anillos

Para n entero positivo, sean Aq,..., A, anillos. En el producto cartesiamo
A= A; x---x A,, se definen las operaciones:

(al,...,an)—i—(bl,...,bn):(al—i—bl,...,an—l—bn),
(al,...,an)-(bl,...,bn) = (albl,...,anbn).

Demostrar que (A,+,-) es un anillo (se le llama producto directo de los
anillos dados).
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Solucidén. 1) Veamos que (A, +) es grupo abeliano.

Interna. Dado que la suma de dos elementos de cada anillo A; es un elemento
de A;, la suma de dos elementos de A pertenece a A.

Asociativa. Para todo (x1,...,2n), (Y1,---,Yn), (21,...,2n) € Ay usando
la propiedad asociativa de la suma de los elementos de cada anillo A; :

(1, yxn) + (Y1, -y Un) + (21, - -5 20)]
(331,.. )+(y1+21,...,yn+zn)
(1'1‘1‘( 1+21) ...,xn+(yn+zn))
((xl+y1)+217"'7(xn+yn)+zn>)
= (

[

T+ Yty T+ Yn) + (21,0, 2n)
(T1ye ey xn) + Y1y Yn)] + (2150 s 20)-

Conmutativa. Para todo (z1,...,2), (y1,...,Yn) € A y usando la propie-
dad conmutativa de los elementos de los anillos A; :

(X1, yxn) + (Y15 n) = (1 + Y1, -+ s T + Yn)
= +2, Y+ Tn) = W15 yn) + (21, 20).

Elemento neutro. Para todo = = (z1,...,z,) € A el elemento de A, 0 =
(0,...,0) satisface:

O+zxz=2+0=(x1,...,2,) + (0,...,0)
=(r1+0,...,2, +0) = (21,...,2,) = x.

Elemento simétrico. Para todo = = (z1,...,2,) € A, el elemento de A,
—z = (—x1,...,—x,) satisface:
(—x)+z=a+ (—x) = (z1,...,2n) + (—21,..., —Tp)

=(x1 4+ (—21),...,2n+ (—x)) = (0,...,0) = 0.

2) Veamos que (A4, -) es grupo semigrupo.

Interna. Dado que el producto de dos elementos de cada anillo A; es un
elemento de A;, el producto de dos elementos de A pertenece a A.
Asociativa. Para todo (x1,...,2n), (Y1,---,Yn), (21,...,2n) € A y usando
la propiedad asociativa del producto de los elementos de cada anillo A; :

(1, sxn) (Y1 yn) - (2150 ooy 20)] = (@1, .o xn) - (Y121, - -+, YUnZn)
= (%1(3/121), e 7xn(ynzn)) = ((xlyl)zh ) (xnyn)zn)
= (T1Y1, - TnYn) - (21, 2n) = (@1, s zn) - (Y1, yn)] - (21,00 20)-

3) Veamos que la operacién . es distributiva respecto de la operacién +.
Para todo (x1,...,2n), (Y1,---,Yn), (21,...,2,n) € A y usando la propiedad
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distributiva del producto respecto de la suma en cada anillo A; :

(1, sxn) (Y1, yn) + (21, -y 2n)] = (@1, oy zn) - (Y1 + 215+« Yn + 2n)
= (@1(y1 +21)s - Tn(Yn + 20)) = (@191 + 2121, ..., TnYn + Tn2n)

= (z1Y1,- -, TplYn) + (121, - - -, Tn2n)

=(x1,..,xn) - (W1, Un) + (@1, 2pn) - (21,0, 20).

Lyeoos@n) + W1y tn)] - (21, oy 2n) = (@1 4+ Y1, oo T+ Yn) - (21,04 20)

((x1+y1)21, -5 (Tn +Yn)zn) = (121 + Y121, - - - s TnZn + YnZn)
(121, -« -y Tnzn) + (Y121, -+, YnZn)

= (z1,..yxn) (21,5 2n) + (Y1, Yn) - (21, -+ 2n).

Concluimos que (A, +,-) es un anillo.

(x

5.4. Propiedades de los anillos

1. Sea (A, +,) un anillo y a, b elementos de A. Desarrollar (a + b)2. Simpli-
ficar las expresiéon resultante cuando A sea conmutativo.

2. Sea A un anillo. Demostrar que cualesquiera que sean a,b,c € A y lla-
mando [a, b] = ab — ba, se verifica:

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [e, [a, b]] = 0.

3. Sea (A, +,-) un anillo. Demostrar que:
1) a0 =0a =0, Vac A.
2) (—a)b = a(-b) = —(ab), Va,be A.
3) (—a)(—b) = ab, Va,be A.

Solucién. 1. Usando la propiedad distributiva:
(a+0)*> = (a+b)(a+b) = (a+Db)a+ (a+0bb=a®+ba+ ab+ b>

Si el anillo es conmutativo, ab = ba y queda (a + b)? = a? + 2ab + b*.

2. Desarrollando cada uno de los términos:
[a, [b,c]] = a[b,c] — [b, c|a
= a(bc — cb) — (bc — cb)a
= abc — acb — bea + cba. (1)

[b, [c, a]] = blc,a] — [c,alb
= b(ca — ac) — (ca — ac)b
= bea — bac — cab + ach. (2)
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e, [a,b]] = c|a,b] — [a,b]c
= c(ab — ba) — (ab — ba)c
= cab — cba — abc + bac. (3)

Sumando las expresiones (1), (2) y (3), y cancelando términos:
[a, [b, c]] + [b, [e, a]] + [c, [a, b]] = 0.

3. 1) Se verifica aa = a(a + 0) = aa + a0, es decir aa — aa = a0 y de aqui,
a0 = 0. Para la igualdad Oa = 0 se procede de manera analoga.

2) Se verifica (—a)b+ab = (—a+a)b = 0b = 0, es decir (—a)b = —(ab). Para
la igualdad a(—b) = —(ab) se procede de manera ansloga.

3) Usando la propiedad anterior y que el simétrico (opuesto en este caso)
del simétrico de un elemento es el propio elemento:

(=a)(=b) = —(a(=b)) = —(=(ab)) = ab.

5.5. Grupo multiplicativo de las unidades
1. Determinar las unidades (o elementos invertibles) del anillo Z.

2. Determinar las unidades del anillo R®*". de las matrices reales cuadradas
de orden n.

3. Demostrar que si v es unidad de un anillo unitario A, entonces el elemento
v que cumple uv = vu = 1 es tnico.

4. Determinar las unidades del anillo (R[z], +,-).
5. Determinar las unidades del anillo & de las sucesiones de nimeros reales.

6. Sea (A, +,-) un anillo unitario. Demostrar que:

1) El elemento unidad 1 es una unidad.

2) Si w y v son unidades, entonces uv es una unidad, y se verfica
(uwv)~t = vyt

3) Si u es una unidad, entonces, u~
e e

4) Si U es el conjunto formado por todas las unidades de A, entonces

(U,-) es un grupo.

1

| ~ =

es una unidad, y se verifica
(u
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Solucidn. 1. Claramente, las unidades de Z son 1 y —1.

2. De acuerdo con la definicién de unidad, los elementos invertibles de R™*"™
son justamente las matrices invertibles.

3. En efecto, si existiera otro v’ cumpliendo uv’ = v'u = 1, entonces:

w=1=v(w)=0v1= Wuw=v=1lv=yv=0v="1".

Al elemento v se le designa por u~".

4. Si u(x) = k # 0 es polinomio constante no nulo, entonces es unidad pues
el polinomio v(x) = 1/k satisface u(x)v(x) = v(x)u(x) = 1. Veamos que los
polinomios constantes no nulos (es decir, los polinomios de grado 0), son las
tnicas unidades de R[z].

En efecto, sea u(z) € R[z] un polinomio distinto de una constante no nula.
Si u(x) = 0, entonces u(x)v(x) = 0 para todo v(x) € R[x], y por tanto u(x)
no es unidad. Si u(x) es polinomio de grado > 1 entonces, para cualquier
polimomio v(z) € R[z], o bien u(z)v(z) = 0 si v(x) = 0, o bien el grado de
u(z)v(z) es > 1 si v(x) # 0. Es decir, u(z) no es unidad. Concluimos que el
conjunto U de las unidades de R[z]| es:

U = {u(z) € R[z] : grado u(x) = 0}.

5. Sea (x,) € S. Dado que S es conmutativo, (z,,) es una unidad si y sélo si,
existe (yn) € S tal que (x,)(yn) = (1). Esto equivale a decir que z,y, = 1
para todo n = 1,2,..., que a su vez equivale a decir que x,, # 0 para todo
n=1,2,.... Por tanto, el conjunto U de las unidades de S es:

U={(zn) eSS 2, #0Vn=1,2,...}.
6. 1) Se verifica 1-1=1-1=1, lo cual implica que 1 es una unidad.

1

2) Si u y v son unidades, existen los elementos u~! y v=! de A tales que

uu~t =u"lu =1, v~ = v~ lv = 1, por tanto,
(wo)(v ™) = Dyt =wlu ™ =wut =1,

1

(v M Y (w) = v w w)y = v e =0 e = 1,

es decir uv es unidad y (uv)™! = v tu~L.

3) Si u es unidad, existe el elemento u~! de A tal que uu~' = u~lu = 1. Es
decir, el elemento u~! satisface la definicién de unidad, y ademds su (u~=!)~!
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es precisamente u, es decir (u™1)~! = u.

4) Efectivamente, (U, -) es grupo.

Interna. Segin 2), el producto de dos elementos de U, pertenece a U.
Asociativa. La operacién - es acociativa en A, por tanto lo es en U.
Elemento neutro. Segun 1), el elemento unidad 1 es una unidad, por tanto
es elemento neutro de (U, -) al verificar ul = 1u para todo u € U.
Elemento simétrico. Si u € U, y segiin 3) existe u™! € U tal que uu™! =

uwlu=1.

5.6. Anillo de los enteros de Gauss

Sea Z[i] = {a+bi : a € Z,b € Z} con las operaciones usuales de suma y
producto de complejos. Se pide:

A) Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario (se llama anillo de
los enteros de Gauss).

B) Hallar todos los elementos invertibles de Z]i].

Solucién. A) (a) Veamos que (Z[i],+) es grupo abeliano. Como Z[i] C C y
(C,+) es grupo abeliano, bastard demostrar que Z[i| es subgrupo de C.

(i) Claramente 0 + 0i € Z[i], por tanto Z[i] # 0.

(i7) Para cada par de elementos a + bi y ¢+ di de Z[i] :

(a+bi) = (c+di) = (a—c)+ (b—d)i,

y dado que a, b, ¢, d son enteros, también lo son a — ¢ y b — d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[i]. Concluimos que (Z[i], +) es grupo
abeliano.

(b) Veamos que (Z[i],-) es semigrupo.
(7) Interna. Para cada par de elementos a + bi y ¢ + di de Z[i] :

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i,

y como a, b, ¢, d son enteros, también lo son ac — bd y ad + bc lo cual implica
que el producto anterior pertenece a Z[i].

(17) Asociativa. La operacién producto es asociativa en C, por tanto lo es en
Z[i]. Hemos demostrado que (Z]i], ) es semigrupo. Es ademdas conmutativo
pues el producto es conmutativo en C.

(c) La operacién - es distributiva respecto la operacién +. Efectivamente,
lo es en C, por tanto en Z[i]. Hemos demostrado que (Z[i],+,-) es anillo
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conmutativo. Es también unitario pues 1 = 1+ 0i € Z[i].

B) Un elemento a + bi € Z[i] no nulo es invertible si y sélo si existe un
a’ + b'i € Zi] no nulo tal que (a + bi)(a’ + b'i) = 1. Tomando mddulos al
cuadrado, obtenemos (a? + b%)(a”? + b'?) = 1.

Como los dos factores anteriores son enteros positivos, ha de ser necesaria-
mente a® +b> = 1 0 equivalentemente ¢ = £1 A b=00a =0 A b= +1. Es
decir, los unicos posibles elementos invertibles de Z[i] son 1, —1,, —i. Pero
estos elementos son invertibles al cumplirse:

1-1=1, (-1)-(-1)=1, i (=i) =1, (—i)-i=1.
El conjunto de las unidades de Z[i] es por tanto

U={1,-1,i,—i}.

5.7. Anillo de clases residuales

Para los siguientes anillos, construir sus tablas de Cayley de la suma y el
producto, y determinar el inverso de cada elemento cuando éste exista.

a) Zg. b) Z4. C) ZG, d) ZQ.

Solucién. a) Tenemos Zs = {0, 1,2} y las correspondientes tablas de Cayley
son:

+]0 1 2 o1 2

0/0 1 2 0/0 0 0

1120 110 1 2

2|12 0 1 2|10 2 1
Los opuestos e inversos son:

z|0 1 2 z [0 1 2

—z]0 2 1 A1 2

b) Tenemos Z4 = {0,1,2,3} y las correspondientes tablas de Cayley son:

+]0 1 2 3 o123
0[o 1 2 3 0[0 0 0 0
112 30 110123
212 3 01 210 2 0 2
313 0 1 2 310 3 21
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Los opuestos e inversos son:

z|0 1 2
—z]0 3 2

3 z |01 23
1 m_l‘/ﬂl/ﬁfi

¢) Tenemos Zg = {0, 1,2,3,4,5} y las correspondientes tablas de Cayley son:

+]/0 12 345 012345
0/0 1 2 3 4 5 0[0 0000 0
1/1 23450 1101 2345
212 3450 1 210 2 4 0 2 4
3/3 4501 2 3]0 3030 3
414 5 01 2 3 410 4 2 0 4 2
5/5 01 2 3 4 500 5 43 21
Los opuestos e inversos son:
z|0 1 2 3 45 x |01 2 3 45
—z|0 5 4 3 21 s A1 A A AS
d) Tenemos Zy = {0,1} y las correspondientes tablas de Cayley son:
+]0 1 o 1
0/0 1 0/0 o
1[1 0 110 1
Los opuestos e inversos son:
z|0 1 z [0 1
—z |0 1 A1

5.8. Anillos de integridad

1. Determinar los divisores de cero del anillo Zg.

2. Estudiar si el anillo M3(R) es de integridad.

3. Estudiar si el anillo conmutativo y unitario S de las sucesiones de ntimeros
reales es un dominio de integridad.

4. Demostrar que en un anillo unitario, las unidades (es decir, los elementos
invertibles) no son divisores de cero.

5. Sea m > 1 entero. Demostrar que: Z,, es dominio de integridad < m es
primo.

6. Sea A un dominio de integridad y a € A un elemento para el que existe
un n entero positivo tal que a” = 0. Demostrar que a = 0.
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Solucion. 1. La tabla de Cayley del producto es:

10 1 2 3 4 5
0j0 0 0 0 0O
110 1 2 3 4 5
210 2 4 0 2 4
3]0 3 03 0 3
410 4 2 0 4 2
510 5 4 3 2 1

de la cual deducimos que los divisores de cero son 2, 3 y 4.

01
00

=l B -6

Existen divisores de cero, por tanto M3(R) no es anillo de integridad.

2. Elijamos los elementos de M3(R): M = N = [ } . Entonces,

3. Elijamos los elementos de S :

z=(0,1,0,1,0,1,0,...),
y=(1,0,1,0,1,0,1,...).

Entonces, zy = 0 y sin embargo, x # 0 e y # 0. Existen divisores de cero,
por tanto S no es dominio de integridad.

4. Si a es unidad del anillo, existe a=! elemento del anillo tal que aa™! =

a"'a = 1. Si a fuera divisor de cero, existirfa b # 0 en el anillo tal que ab = 0

o bien ba = 0 Si fuera ab =0 :
ab=0=a"Yab)=a 0= (¢ ta)b=0=1b=0=b=0,
lo cual es una contradiccién. Anédlogo razonamiento si fuera ba = 0.

5. =) Si m no fuera primo, entonces, m = rs con r,s enteros tales que
1<r<myl<s<m.Estoimplicarfa 7-5 =m = 0 siendo 7 # 0 y 5 # 0.
Existirian divisores de cero, en contradicciéon con la hipdtesis de ser Z,, de
integridad.

<) Supongamos que Z,, = {0, 1, 2, ..., m — 1} tuviera divisores de cero,
es decir que existieran elementos 7 y 5§ de Z,, no nulos tales que 7 - 5 = 0.
Esto implicaria que m divide a rs.
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Ahora bien, dado que r < m y m es primo,  y m son primos entre si, y al
dividir m a rs y ser primo con r, m divide a s (por tanto 5 = 0), lo cual es
absurdo pues hemos supuesto 5 # 0.

6. Llamemos m al menor de todos los enteros positivos n que cumplen a™ = 0.
Supongamos que fuera a # 0. Entonces, al ser A dominio de integridad, la
igualdad a™ = aa™ ' = 0 implica que a™ ! = 0, en contradiccién con la
eleccion de m.

5.9. Subanillos

1. Sea (A, +, ) un anillo y sea B un subconjunto no vacio de A. Demostrar
que:
(t)a,be B=>a—-beB

B es subanillo de A N
(i4) a,b € B = ab € B.

2. Demostrar que el subconjunto (m) de todos los miiltiplos del nimero
entero m es un subanillo de Z.

3. Demostrar que el conjunto B = {a + byv/2 : z,y € Z} es un subanillo del
anillo R.

4. Se considera el conjunto de matrices:
_rl T Y.
A—{[_y x}.x,yER}.

Demostrar que A es un subanillo del anillo usual M3(R) de las matrices
cuadradas reales de orden 2.

5. Demostrar que el conjunto B de las sucesiones acotadas de niimeros reales
es un subanillo del anillo § de las sucesiones de ntimeros reales.

Solucién. 1. =) Si B es subanillo de A, entonces B # () pues 0 € B.
Ademas, B es subgrupo aditivo de A, luego se cumple (7). Como la opera-
cién producto es interna en B, se cumple (ii).

<) De B # 0y (i), se deduce que (B.4) es subgrupo de (A,+) y ademds
abeliano por serlo (A4, +), es decir, (B.4) es grupo abeliano. De (i7) se deduce
que la operacién producto es interna en B, y ademads, es asociativa en B por
serlo en A, lo cual implica que (B, -) es semigrupo.

Por ultimo, se cumple la propiedad distributiva en B al cumplirse en A.
Concluimos que (B, +,-) es anillo, y por tanto B es subanillo de A.
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2. Dado que 0 = 0 - m, el nimero cero es multiplo de m, lo cual implica que
(m) # 0. Si a,b € (m), entonces a = rm y b = sm para ciertos enteros r y
s. Entonces,

a—b=(r—s)m, ab= (rsm)m.

Como r — s y rsm son enteros, a — b y ab son multiplos de m, es decir
a—be (m)yabe (m),lo cual demuestra que (m) es un subanillo de Z.

3. Claramente, B # () y B C R. Para todo a + bv/2, ¢ + dv/2 elementos de
B:

(a+0V2) — (c+dV2) = (a—c)+ (b—d)V2.

(a + bV2)(c + dV2) = ac + 2bd + (ad + be)V2

Dado que la suma, resta y producto de enteros es entero, la diferencia y pro-
ducto de elementos de B, pertenece a B. Concluimos que B es un subanillo
del anillo R.

4. Para x = y = 0, obtenemos la matriz nula de M3(R), y por tanto A es
distinto del vacio. Consideremos dos matrices genéricas de A :

/ /
IR
-y <z -y
Calculemos M — Ny MN :

M-N=| *7% ¥V
—(y-y) z-a']"

MN _ .’I}.’L’l _ yy/ :Byl + yxl
_(iy/ + ya./,/) [L‘[L‘/ _ yy/ .
Claramente, M + N y M N son matrices de A. Concluimos que A es subani-
llo de M3 (R).

5. Recordamos que una sucesién z = (z,,) de nimeros reales estd acotada
si y sblo si, existe M > 0 tal que |z,| < M para todo n. Veamos que
efectivamente B es subanillo de S.
(1) La sucesién nula 0 = (0) estd acotada, por tanto 0 € B.
(i7) Si = (zn), ¥ = (yn) son elementos de B, son sucesiones acotadas, es
decir:

M >0:|z,| <M Vn,

K >0: |y, < K Vn,

entonces ’xn - yn| = |:L’n + (_yn)‘ < ‘mn‘ + ‘_yn| = ‘xn‘ + ‘yn’ <M+ K lo
cual implica que = — y esta acotada, por tanto x —y € B.



5.10 Homomorfismos de anillos

(i7i) Six = (xy), y = (yn) son elementos de B, entonces |z,yn| = || |yn| <
MK, Vn, lo cual implica que xy esta acotada, por tanto zy € B.
Concluimos que B es subanillo de S. Es ademés conmutativo (pues S lo es),
y unitario al ser 1 = (1) sucesién acotada.

5.10. Homomorfismos de anillos

1. Sea f : A — B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que ker f es
subanillo de A.
2. Sea f : A — B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que Im f es
subanillo de B.

3. Se considera el anillo A = { _my

isomorfismo entre anillos, la aplicacién f : C — A dada por

z : z,y € R}. Demostrar que es un

fari =" Y.

4. Demostrar que la siguiente aplicacién es epimorfismo de anillos:
fRlz] = R, f(ap+arx+ -+ anx™) = ap.
5. En R? se consideran las operaciones:

(z,9) + (&y) = @@+ y+y),

(z,y) - (2',y) = (22, yy).
Es facil demostrar (y no se pide en este problema), que R? es un anillo con las
anteriores operaciones. Para a, b nimeros reales fijos, se define la aplicacion

¢ : F(R,R) = R2 ¢(f) = (f(a), f(b)). Demostrar que ¢ es homomorrfismo
de anillos y determinar ker ¢.

Solucién. 1. Dado que ker f es exactamente el ntcleo entre los grupos
aditivos (A,4) v (B,+), ker f es subgrupo aditivo de A, luego se verifica
ker f #0y a—a €ker f, Va,d' € ker f. Por otra parte, Va,a' € ker f :

f(ad') = f(a)f(a') =0-0 =0,

lo cual implica que aa’ € ker f. Del teorema de caracterizacion de subanillos,
concluimos que ker f es subanillo de A.

2. Dado que Im f es exactamente la imagen entre los grupos aditivos (A4, +)
y (B,+), Im f es subgrupo aditivo de B, luego se verifica Im f # 0y b—b' €
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Im f, Vb,b' € Im f. Por otra parte, si bt/ € Im f, entonces b = f(a) y
b = f(d') para ciertos a,a’ € A. Entonces,

b = f(a)f(a') = f(ad’) = bV’ € Im f.

Del teorema de caracterizacion de subanillos, concluimos que Im f es subani-
llo de B.

3. Para cualquier par de nimeros complejos x + iy, =’ + iy’ :

x4+ y+y

fl@ +iy) + (@' + i) = fl(z +2') + (y +3)i] = [—(y +y) x+a

_ €T Yy + il:, ,yl
_y T _y/ fC/

fl(z +iy) (@’ +iy )] = fl(za’ —yy') + (2y + ya')i] =

flx+iy) + f(«" + ).

xr' —yy  xy +y2 x oy . .
Concluimos que f es homomorfismo entre los anillos C y A. Su nucleo es:
. . T oy 0 0 .
ker f={x+iyeC: f(z+iy) = —y 2| = o 0}:{O+02}:{0},

por tanto f es inyectiva. Por tltimo, cualquier elemento de A se puede
expresar en la forma:

2 Y =i

es decir f es sobreyectiva. Hemos demostrado pues que f es un isomorfismo
entre los anillos Cy Ay C.

4. Para cualquier par de elementos de R[z], p(z) = ap + a1z + -+ apz™ y
q(x) =bg + b1z + - - + by x™ se verifica:

flp(x) + q(z)] = fl(ao + bo) + (a1 + b1)z + - -]
= ap + bo = f[p(x)] + flg(=)].

flp(@)q(@)] = flaobo + (aoby + arbo)x + - - -]
= aobo = f[p(2)]fla(x)].
Concluimos que f es homomorfismo entre los anillos R[z] y R. Es ademés

epimorfismo, pues cualquier nimero real dado ag se puede expresar en la
forma ag = f(ap), es decir f es sobreyectiva.
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5. Para todo par de funciones f,g € F(R,R) :

o(f +9) = ((f +9)(a), (f +9)(b) = (f(a) + g(a), f(b) + g(b))
= (f(a), £(b)) + (9(a), (b)) = &(f) + &(9),

o(f-9) = ((f -9)(a), (f - 9)(b)) = (f(a)g(a), f(b)g(b))
= (f(a), (b)) - (9(a),g(b)) = &(f) - &(9),

es decir ¢ es homomorfismo entre los anillos F(R,R) y R2. El niicleo de ¢

kerg = {f € F(R: ¢(f) = (f(a), (b)) = (0,0)},

) =
por tanto, estd formado por las funciones de F(R,R) que se anulan si-
multdneamente en a y b.

5.11. Ideales de un anillo

1. Sea m entero y (m) = {z € Z : © es multiplo de m}. Demostrar que (m)
es ideal de Z.
2. Demostrar que el nicleo de un homomorfismo de anillos es un ideal del
anillo inicial.
3. Demostrar que todo ideal de un anillo es subanillo del mismo.
4. Sea R un anillo conmutativo y unitario y a1, ..., a, elementos de R. Se
define

(a1,...,an) = {ria1 +---rpa, : 7, € R}

a) Demostrar que (ay,...,ay) es ideal de R

b) Demostrar que es el menor de entre todos los ideales de R que con-
tienen a {ai,...,a,}. Nota. A (ai,...,a,) se le llama ideal generado por
{al, cee ,an}.
5. Suma de ideales. Sean I, J ideales de un anillo A. Se define la suma de [
y J de la forma:

I+J={zcA:z=i+jconicl, je J}.

Demostrar que I + J es ideal de A.
6. Interseccion de ideales. Sean I,J ideales de un anillo A. Demostrar que
INJ esideal de A.

Solucién. 1. Se verifica 0 = 0Om, por tanto 0 es miiltiplo de m, es decir
0 € (m), y por tanto (m) # (. Sean x,y € (m), entonces z = km e y = sm
para ciertos enteros k y s. Ahora bien, x —y = (k — s)m siendo k — s entero,
lo cual implica que x — y € (m). Por tltimo, para todo a € Z,z € (m) :

za = ax = a(km) = (ak)m = za = ax € (m).
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Concluimos que (m) es ideal de Z.

2. Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Sabemos que ker f es sub-
grupo aditivo de A, por tanto ker f # () y para todo z,y € I se verifica
x —1y € I. Por otra parte, Va € Ay Ve eI

flaz) = f(a)f(z)
f(za) = f(z)f(a)

Concluimos que ker f es ideal de A.

f(a)-0=0= ax € ker f.
0-f(a) =0= xa € ker f.

3. Sea A un anillo e I un ideal de A. Entonces I # () y x — y € I para todo
x,y € I. Por otra parte, al cumplirse ax € [ y xa € I paratodoa € A,z € I,
también se cumple yx € I xy € I para todoy € I,z € I.

Por el teorema de caracterizacion de subanillos, concluimos que I es subani-
llo de A.

4. a) Se verifica 0 = 0ay + - - - Oay,, por tanto 0 € (a1,...,a,) #0. Siz ey
son elementos de (a1, ...,a,),

rT=ria1+ - -Tpan, 7 € R,

y=riay+ - rhay, ri € R.
Entonces, x —y = (r1 — r})a1 + -+ (rn, — 7,)a, con r; —r; € R, luego
x—y € (a,...,an).

Si r € R entonces rz = (rri)a; + ---(rrp)a, con rr; € R, luego rx €
(al, v ,an).

b) Para todo a; se verifica a; = 0ay + - - - + la; + - - - + Oay,, por tanto

{a1,...,an} C (a1,...,an).
Sea ahora un ideal I de R que contiene a {aq,...,a,}. Entonces, si z €
(a1,...,an), al ser de la forma x = ria; +---rpa, conr; € Ry los a; € 1,
necesariamente x € I por ser I ideal. Es decir, (ay,...,a,) C 1.

5. Como I, J son ideales de A, son subanillos de este, por tanto 0 pertenece
a ambos, con locual 0 =0+0¢€ I+ J. Esdecir, [ +J # 0. Siz,y € I+ J,
entonces x =41 +jiconiy € I, 1 € Jey =142+ joconig € I, jo € J.
Entonces,

x—y = (i1 +j1) — (i2 + j2) = (i1 —42) + (J1 — j2),
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y al ser I, J ideales, i1 —ia € Iy j1 —jo € J, luegox —y € I + J.
SiacAyxzel+J:

ax = a(iy + j1) = ai1 + aj,

za = (i1 + j1)a = i1a + jia,

y al ser I, J ideales, ai; e i1a pertenecen a I, y aj; v jia pertenecen a J,
luego ax y xa pertenecen a I + J.

6. Como I, J son ideales de A, son subanillos de este, por tanto 0 pertenece
a ambos, es decir I N J # 0.

Siz,y € INJ, entonces © — y pertenece a I y a J por ser ideales, luego
r—yelInNJ Sia€ Ay x e InNJ, entonces ax y xa pertenecen a I y a J
por ser ideales, luego az € INJ y xa € I N J.

5.12. Ideal de las sucesiones acotadas

Demostrar que el conjunto N de las sucesiones reales nulas, es decir de limite
0, es un ideal del anillo B de las sucesiones acotadas de nimeros reales.

Solucién. Sabemos que toda sucesién convergente estd acotada, por tanto
N C B. La sucesién nula 0 = (0) tiene limite 0, por tanto 0 € N, es decir
N #£0.Siz = (z,) ey = (yn) son elementos de N, entonces (z,) — 0
e (yn) — 0 lo cual implica por conocidas propiedades de los limites que
x—y=(xy—yn) =0, luego z —y € N.

Por tltimo, si a = (a,) € By (z,,) € N, entonces (a,,) estd acotada y (x,,) es
una sucesién nula. Por una conocida propiedad de los limites, ax = (anzy,)
es sucesion nula, luego ax € N.

Concluimos que N es ideal de B.

5.13. Ideal bilatero f([/)

Siendo f : A — A’ un homomorfismo de anillos e I un ideal bildtero de A,
demostrar que f(I) es un ideal bildtero de f(A) (subanillo de A").

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Arquitectura, UPM).

Solucién. Sean yi,ys elementos de f(I). Entonces existen x1,xs elemen-
tos de I tales que y1 = f(x1),y2 = f(x2). Teniendo en cuenta que f es
homomorfismo:

y1 —y2 = f(w1) = f(x2) = fz1 — 22).



Capitulo 5. Anillos y cuerpos

Al ser I ideal de A se verifica 1 — x2 € I, en consecuencia y; — y2 € f(I).
Sean ahora b € f(A) e y € f(I). Entonces, existen elementos a € A, x € I
tales que b = f(a) e y = f(z). Teniendo en cuenta que f es homomorfismo:

by = f(a)f(x) = flax) , yb = f(z)f(a) = f(za).

Por hipétesis, I es un ideal bilatero de A lo cual implica que tanto ax como
xa pertenecen a I. Se deduce pues que by e yb pertenecen a f(I). Concluimos
que f(I) es ideal bildtero de f(A).

5.14. Anillo cociente

Sea (A, +,-) un anillo, e I un ideal de A. Demostrar que A/I ={a+1:a €
A} es un anillo con las operaciones:

(a+D+ b+ =(a+b)+1, (a+I)-(b+1)=ab+]1.

Demostrar también que si A es conmutativo (unitario), entonces A/l es
conmutativo (unitario).

Solucién. 1) (A/I,+,-) es grupo abeliano. En efecto, como I es un subgru-
po aditivo de A, y la operaciéon + es conmutativa, I es subgrupo normal de
A, y segin sabemos A/I ={a+ 1 :a € A} es un grupo (ademds abeliano)
con la operacién +, (a+ 1)+ (b+1) = (a+0b) + I.

2) (A/I,-) es semigrupo. Lo primero que tenemos que demostrar es que
la operacién producto estd bien definida en A/I, es decir que el producto
depende de las clases en si, y no del representante que elijamos de las mismas.
Equivalentemente, tenemos que demostrar que:

a+I=d+Iyb+I=b+1=ab+1=db+1.

En efecto,sia+I=a +I1yb+1=0+1,entoncesa’ ca+I1yb eb+1,
osea a =a+x, b = b+ y para ciertos x,y € I. Ahora bien,

a’b’:(a+x)(b+y):ab+xb+ay+my.

Como I es ideal, la suma xb+ay+xy pertenece a I, y por tanto a’'t/ € ab+1,
luego a'b’ + I = ab + I. Queda pues demostrado que la operacién producto
estd bien definida en A/I.

Interna. Por la propia definicién, el producto de dos elementos de A/I es un
elemento de A/1.
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Asociativa. Para a+ I, b+ I, ¢+ I elementos cualesquiera de A/I, y usando
la propiedad asociativa del producto en A :

[(a+1)(b+I](c+1I)=(ab+I)(c+1I)=(ab)c+I.
=abe)+I=(a+1)(bc+I)=(a+I)[(b+I)(c+1)].
3) En A/I el producto es distributivo respecto de la suma. En efecto, para
a+1I,b+ 1, c+ I elementos cualesquiera de A/I, y usando la propiedad
distributiva en A :
(a+D)[b+1)+(c+I=(a+I)[(b+c)+I]=alb+c)+ 1=
(ab+ac)+1=(ab+1)+ (ac+I)=(a+1)(b+ 1)+ (a+I)(c+1I).

((a+1)+ b+ 1](c+I)=[(a+b)+I](c+I)=(a+bc+I=
(ac+bc)+1=(ac+I)+(bc+1I)=(a+I)(c+I)+ (b+1I)(c+1I).

Concluimos que (A/I,+,-) es anillo. Por ultimo, si A es conmutativo, para
a+I,b+ I, elementos cualesquiera de A/ :

(a+D)(b+1)=ab+1=ba+1=b+1)(a+I)

luego A/I es conmutativo. Si A es unitario con elemento unidad 1, para todo
elemento a + I de A/I :

(a+ 11+ =a-1+T1=a+1, (I1+D)(a+I)=1-a+1=a+1,

es decir A/I es unitario con elemento unidad 1 + I.

5.15. Descomposicion canénica de un homomor-
fismo de anillos

Sea f : G — G’ un homomorfismo entre los grupos (G, ) y (G, -). Demostrar
que7

1.n:G — G/ker f, n(z) = xker f es epimorfismo.

2.9g:G/ker f = Im f, g(xker f) = f(x) es isomorfismo.

3.i:Imf — G, i(x) = x es monomorfismo.

4. El siguiente diagrama es conmutativo:

a1 o

ni )
G/ker f L5 Im f

es decir, f =io0gon.
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Solucidén. 1. Como ker f es un ideal de A, estd definido el anillo cociente
A/ ker f. Para todo a,a’ elementos de A :

n(a+a)=(a+a)+kerf=(a+kerf)+(a+kerf)=n(a)+n(a)
n(aa’) = (aa’) + ker f = (a + ker f)(a’ + ker f) = n(a)n(a’),

es decir n es homomorfismo de anillos. Por otra parte, todo elemento a-+ker f
es a + ker f = n(a), luego n es sobreyectiva. Concluimos que n es epimorfis-
mo de anillos.

2. (a) Veamos que la aplicacion g estd bien definida, es decir que g(a+ker f)
no depende del representante sino de la clase en si. En efecto, supongamos
que a+ker f = a'+ker f, entonces a—a’ € ker f, que equivale a f(a—a’) = 0.
Pero f(a—ad') =0« f(a)—f(d') =0< f(a) = f(d'), es decir g(a+ker f) =
g(a’ + ker f).

(b) Veamos que g es homomorfismo de anillos. Para todo a+ ker f, o/ +ker f
elementos de A/ ker f :

gl(a+ker f) + (a’ + ker f)] = gl(a + o) + ker f] = f(a+a)
= f(a) + f(a’) = g(a + ker f) + g(a' + ker f).
gl(a+ker f)(a’ + ker f)] = g[(aa’) + ker f] = f(ad')
— F(@)f(@) = gla+ker f)g(a’ + ker ),
(¢) Veamos que g es monomorfismo. El niicleo de g es:
kerg={a+ker f € A/ker f: g(a+ker f) = f(a) =0}
= {ker f} = {0 + ker f},
es decir el nicleo de g se reduce a elemento neutro de A/ ker f lo cual implica
que g es inyectiva.
(d) Veamos que ¢ es epimorfismo. En efecto, si b € Im f, entonces b = f(a)

para algin a € A, luego b = g(a+ker f). Esto implica que g es sobreyectiva.
Concluimos que g es isomorfismo.

3. Para todo b, elementos de Im f :
ib+b)=b+V =i(b)+i(d), i(bt) =0 =i(b)i(b'),

es decir 7 es homomorfismo de anillos. Ademas, i(b) = i(d’) implica b = ¥/,
luego i es inyectiva.

4. Para todo a € A se verifica (iogon)(a) = (iog)(a+ker f) = i(f(a)) = f(a),
por tanto, iogon = f.
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5.16. Concepto de cuerpo

1. Determinar los elementos invertibles de Z1; y deducir que es un cuerpo.
2. Demostrar que K = {z + yv/3 : 2,y € Q} con las operaciones usuales
suma y producto de nimeros reales, es un cuerpo.

3. Demostrar que cualquier interseccién de subcuerpos de un cuerpo K es
subcuerpo de K.

4. Demostrar que todo cuerpo es dominio de integridad.

5. Demostrar que los tnicos ideales de un cuerpo K son {0} y K.

6. Demostrar que en un cuerpo K, la ecuacién az = b con a,b € Ky a # 0
tiene siempre solucién tunica.

Solucién. 1. Usando la conocida forma de multiplicar en los anillos Z,, :

1-1=1, 2:6=6-2=1, 3-4=4-3=1,
5.9=9.5=1, 7-8=8-1=1, 10-10=1.

Por tanto, todo elemento no nulo de Z;; = {0,1,2,...,10} tiene inverso. Al
ser Z11 anillo conmutativo y unitario, es cuerpo.

2. 1) Veamos que K es subanillo de R, con lo cual estard demostrado que K
es anillo. Claramente, K # (), y para x + yv/3, 2’ + y'v/3 elementos de K :

(z+yV3) — (& +y'V3) = (z —2') + (y — ¥)V3,
(z +yV3)(&' +y/V3) = (za/ + 3yy') + (ya’ + 2y/)V3,

y dado que la suma y producto de niimeros racionales es un niimero racio-
nal concluimos que la diferencia y el producto de elementos de K estd en K.
Por el teorema de caracterizacion de subanillos, K es subanillo. Es ademas
conmutativo por serlo R, y unitario pues 1 =14 0v/3 € K.

2) Veamos que todo elemento no nulo de K tiene inverso en K. Primeramente,
demostremos que en K ocurre:

r+yV3=utvV3er=uey=u. (1)

<) Esta implicacién es trivial.

=) Si x + yv3 = u +vV/3, entonces (z —u) = (v — y)v/3. No puede ocurrir
v —1y # 0, pues en tal caso, V3 = (x — u)/(v — y) y llegarfamos al absurdo
de que /3 serfa racional. Por tanto, necesariamente v = y lo cual implica
r—u=0,0seaxr =u.

Sea ahora z + yv/3 € K no nulo. Veamos que existe 2’ 4+ y'v/3 € K tal que
(z+yV3)(a' +y'V3)=1=1+0V3.
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Por (1), la igualdad anterior equivale al sistema:

! !/
xx,—l—?;ygl; =1 )
yx' +zy = 0.

El determinante de la matriz del sistema anterior en las incégnitas 2’ e 3/ es
22 — 3y2. No puede ser z2 — 3y? = 0, pues si y = 0, entonces x = 0 (absurdo
pues z + yv/3 es no nulo), y si y # 0, entonces V3= x/y (absurdo pues V3
no es racional).

Por la regla de Cramer, el sistema (2) tiene solucién, luego z + yv/3 tiene
inverso. Hemos demostrado que K es cuerpo.

3. Sea {K;} una familia de subcuerpos de Ky H =), K;. Se verifica 0 € K;
para todo 7, luego 0 € H # (. Si x,y € H, entonces z € K;, y € K; para
todo ¢ y por ser K; subgrupo aditivo de K para todo ¢, también z — y € K;
para todo i, en consecuencia x —y € H. Por tanto H es subgrupo aditivo de
K (ademéds conmutativo por serlo K).

Veamos ahora que H* = H—{0} es subgrupo multiplicativo de K* = K—{0}.
Se verifica 1 € K; para todo 4, luego 1 € H* # (. Si z,y € H*, entonces
z,y € K; — {0}, para todo i y por ser K; — {0} subgrupo multiplicativo de
K* para todo i, también xy~! € K; para todo 4, en consecuencia zy~! € H*.
Por tanto H* es subgrupo aditivo de K* (ademés conmutativo por serlo K*).

4. Si K es cuerpo, es anillo conmutativo y unitario, por tanto basta demostrar
que no existen divisores de cero. Sea a € K con a # 0 y supongamos que
existe b € K tal que ab = 0. Tenemos:

ab=0=a"Yab)=a"'0= (¢ ta)b=0=1b=0=b=0,

es decir no existen divisores de cero, luego K es dominio de integridad.

5. Sea I C K un ideal de K. Si I = {0}, ya estd demostrado. Si I # {0},
existe x € I con x # 0. Entonces, todo a € K se puede expresar en la forma:

a=1la=x"'za=(z"ta)z.

Como [ es ideal, a € I, y por tanto K C I. Esto, junto con I C K demuestra
que I =K.

6. Efectivamente, si x es solucién de la ecuacién ax = b, entonces:

1

wr=b=alar=a"tb=lz=a"tb=2z=0a"1b,

es decir la tnica posible solucién es z = a~'b. Pero este elemento de K es
efectivamente solucién de la ecuacién, pues a(a='b) = aa=1b = 1b = b.
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Nota. En un cuerpo, al elemento a1 (que es igual a ba~!), se le acostumbra
a representar por b/a.

5.17. Cuerpos 7,

1. Resolver en el cuerpo Z7 la ecuacién 2z + 5 = 3.
2. Resolver en el cuerpo Zs las ecuaciones:
(@) 2> +2+3=0. (b)2x>+222+42+3=0.
20+ 3y =2
T+ 2y =4.
4. Sabiendo que el conocido método de los adjuntos para calcular la inversa

de una matriz real cuadrada, es también vélido para todo cuerpo, hallar en
3

1 4|

5. Demostrar que todo dominio de integridad con un numero finito de ele-

mentos es un cuerpo.

3. Resolver en Zs el sistema {
Z7 la inversa de la matriz A =

Solucién. 1. Sumando 2 a ambos miembros de la ecuacién, queda 2240 = 5,
es decir, 2x = 5. Multiplicando por 4 ambos miembros, queda 1z = 6, es
decir z = 6.

2. (a) Llamemos p(z) = 22 + x + 3. Posibles raices: 0,1,2, 3, 4. Tenemos:

p(0)=3, p(1)=1+1+3=0, p2)=4+2+3=4.
p(3)=4+3+3=0, p4)=1+4+3=3.

Las soluciones de la ecuacién son z =1, z = 3.
(b) Llamemos p(z) = 2 + 222 + 42 + 3. Posibles raices: 0,1, 2, 3, 4. Tenemos:

p(0)=3, p(1)=1+4+24+4+3=0, p2)=3+3+3+3=2.
p(3)=2+342+43=0, pd)=4+2+1+3=0.

Las soluciones de la ecuacién son x =1, z = 3, x = 4.

3. Sea (z,y) solucién del sistema. Multiplicando a la segunda igualdad por
A

20+ 3y =2

2z 4+ 4y = 3.

Restando a la segunda igualdad la primera, obtenemos y = 1. Sustituyendo
en x+2y =4, queda x = 4—2 = 2. Es decir, si (z,y) es solucién del sistema,
necesariamente (x,y) = (2,1). Veamos que efectivamente es solucién:

2-243-1=4+43=2
242-1=24+2=4.
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Concluimos que la tnica solucién del sistema es (x,y) = (2, 1).

4. Determinante de A :det A =2-4—1-3=1-3 = 1+4 =5 # 0. Traspuesta

2 1 4 -3 4 4
LAt : CAd A — _
de A: A —[3 4].Adl]untadeA.Ad{]A—[_1 2]_[6 2].Inversa
114 4 4 4 5 5
T e _ _
de A: 5 [6 2} 3 [6 2] [4 6]'

Comprobemos el resultado:

o [2 38][5 5] [3+5 3+4] [1 0]
Al _[1446_5+25+3_01_I

5. Sea A = {ai,...,a,} un dominio de integridad con un nimero finito de
elementos. Dado que A es anillo conmutativo y unitario, para demostrar
que A es cuerpo, bastard demostrar que todo elemento no nulo de A tiene
elemento inverso. En efecto, sea a; elemento no nulo de A y consideremos
los productos: a;a1, a;az, ..., a;a,. Se verifica:

a;05 = G0k <= A;0; — Q;Qf = 0< ai(aj — ak) =0.

Como a; # 0 y A es dominio de integridad, a; —ay = 0, luego a; = a. Esto
implica que los productos mencionados son distintos dos a dos, o equivalen-
temente, A = {a;a1, a;az, ..., ajay}.

Uno de los anteriores elementos a;a; ha de ser igual a 1, o sea a; es invertible.
Concluimos que A es un cuerpo.

5.18. Caracteristica de un cuerpo

1. Determinar las caracteristicas de los cuerpos Q, R, C y Z, (p primo).
2. Demostrar que la caracteristica de un cuerpo, o es infinito, o es un niimero
primo.

Solucién. 1. Recordemos que si K un cuerpo con elemento unidad e. Pueden
ocurrir dos casos:
(a) Que exista un nimero natural n > 0 tal que:

ne=e+e+---+e=0
| R ——

n)
(b) Que no exista nimero natural n > 0 tal que:

ne=e+e+---+e=0
—_—
n)
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En el primer caso, se llama caracteristica de K al menor niimero natural
p tal que pe = 0. En el segundo caso, decimos que K tiene caracteristica
infinito (algunos autores dicen que tiene caracteristica 0).

En Q, no existe entero positivo n tal que 1+ 1+---+1 = 0, por tanto la
n)

caracteristica de Q es oco. Anélogo resultado para R y C.

De la definicién de suma en el cuerpo Z,, deducimos de manera inmediata

que su caracteristica es p.

2. Supongamos que la caracteristica de K es el nimero natural p. Si p fuera
compuesto, p = mn con 1 < m < py 1l < n < p naturales. Como m y n
son menores que p, se verificaria me # 0 y ne # 0. Como K es dominio de
integridad, (me)(ne) # 0. Ahora bien,

(me)ne) = (et et +e) (etet - +o
=e+e+---4e=(mn)e=pe.
~———

mn)

Seria pe # 0 en contradiccién con la hipétesis de ser p la caracteristica de
K.

5.19. Homomorfismos entre cuerpos

Sea f : K — L un homomorfismo de cuerpos. Demostrar que:
a) f(0) =0y f(-a) = —f(a), Va € K.

b) £(1) =1y f(a™) = f(a) |, Ya € K, a 0.

¢) Im f es un subcuerpo de L.

d) f es inyectivo.

Solucién. Recordamos que si (K, +,-), (L,+,-) son dos cuerpos, una apli-
cacion f : K — L se dice que es homomorfismo entre cuerpos, si y sélo si
f es un homomorfismo entre los anillos (K,+,:) y (L,+,+) con imagen no
trivial, es decir Im f # {0}.

a) Se deduce del hecho de ser f un homomorfismo entre los grupos aditivos
de K y de L.

b) Se deduce del hecho de ser f un homomorfismo entre los grupos multipli-
cativos de K* = K — {0} y de L* =L — {0}.
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¢) f es un homomorfismo entre los anillos K y L, por tanto Im f es un
subanillo de L, y al ser I anillo conmutativo, también lo es Im f. Adem4s
1= f(1) € Im f, luego Im f es también unitario.

Falta demostrar que para todo b € Im f con b # 0, su inverso b~! pertenece
a Im f. En efecto, si b € Im f con b # 0, entonces b = f(a) para algin a # 0
en K (si fuera a = 0, f(a) serfa 0). Por tanto, b=! = f(a)~! = f(a™!) € Im f.

d) f es un homomorfismo entre los anillos K y L, por tanto ker f es un
ideal de K. Al ser K un cuerpo, sus unicos ideales son {0} y K. Si fuera
ker f = K, entonces f serfa el homomorfismo nulo, o sea Im f = {0}, en
contradiccién con la definicion de homomorfismo entre cuerpos. Ha de ser
por tanto ker f = {0}, lo cual implica que f es inyectivo.

5.20. Anillo segiin parametro
En el conjunto de los ntimeros reales se definen las operaciones
zxy=x+y+4 , zoy=ay+ I+ y+12,
con A € R. Hallar \ para que (R, *,0) sea anillo.
(Propuesto en hojas de problemas, Algebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solucién. Veamos que (R, %) es grupo abeliano. La operacién * es clara-
mente interna. Para x,y, z nimeros reales cualesquiera se verifica

(rry)rz=(r+y+d)sz=z+y+d+ztd=a+y+2+8
xx(yxz)=zx(y+z+4)=c+y+z+4+4d=a+y+2+8.

Es decir, la operacién es asociativa. Para x,y nimeros reales cualesquiera
se verifica
rxy=x+y+4d=y+r+4=yx*z,

por tanto la operacién es conmutativa. En consecuencia, el niimero real e
es neutro para la operacién * si y sélo si e * x = = para todo x € R. Esto
equivale a e+x+4 = x, es decir e = —4 es elemento neutro para la operacion
*. Debido a la conmutatividad, un x € R tiene elemento simétrico =’ € R si
y s6lo si x * 2’ = e o bien si x + 2’ + 4 = —4. Existe por tanto 2’ para cada
x siendo éste ' = —8 — .

La operacion o claramente es interna. Veamos si es asociativa.

(xoy)oz=(zy+ A+ Ay+12)oz
= ayz + Az + M\yz + 122 4+ Aoy + N2z + A2y + 120 + Az + 12,
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zo(yoz)=zo(yz+ Ay + Az + 12)
= 2yz + Ay + Azz + 122 + Az + Ayz + A2y 4+ N2z + 120 + 12.

Las dos funciones polinémicas anteriores solamente difieren en los coeficiente
de z y de z. Igualando estos obtenemos A\?> = 12+ A y 12+ X = \2. Es decir,
la operacién o es asociativa si y sélo si A2 —\—12 = 0 relacién que se verifica
para A =40 A= —3.

La operacion o es claramente conmutativa. Esto implica que esta operacion
es distributiva respecto de * si y sélo si se verifica zo(y*z) = (xoy)*(xoz).
Tenemos

zo(yxz)=zo(y+z+4)
=xy+zz+4r+ A+ Ay + Az + 4\ + 12,

(xoy)x(xoz)=(zy+ A+ Ay +12) x (vz + Az + Az + 12)
=zy+ A+ y+124+zz+ A+ Az + 12+ 4.

Las dos funciones polinémicas anteriores solamente difieren en el coeficiente
de x y en el término constante. Igualando estos obtenemos 4 + A = 2\ y
4\ 4+ 12 = 28. Es decir, la operacion o es asociativa si y solo si A = 4.
Concluimos que (R, *,0) es anillo si y sélo si A = 4.

5.21. Anillo y grupo de matrices

Dada una matriz M € M,(R) se consideran los siguientes subconjuntos:
M ={A€ Mu(R): AM = MA}

N={Ae M,(R): AM = MAy A regular}

Se pide:

1. Analizar si (M, +, ) es un anillo.

2. Analizar si (N, -) es un grupo.

3.Siesn=2y M = [_ﬁi ﬂ , hallar M y V.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. Aeronduticos, UPM).

Solucién. 1. Sabemos que (M, (R), +,-) es un anillo y ademés M C M,(R).
Veamos si M es subanillo de M, (R) con lo cual estard demostrado que es
anillo. Usaremos la conocida caracterizacién de subanillos.

(a) Como OM = MO, se verifica 0 € M es decir, M # ().

(b) Sean A, B € M, entonces:

(A— B)M = AM — BM = MA— MB = M(A—B)= AB € M.



Capitulo 5. Anillos y cuerpos

(c) Sean A, B € M, entonces:
(AB)M = A(BM) = A(MB) = (AM)B

= (MA)B = M(AB) = AB € M.

En consecuencia, (M, +,-) es un anillo.

2. Sabemos que el conjunto de GL,,(R) de las matrices cuadradas de orden
n y con determinante no nulo es grupo con la operacién producto usual
(grupo lineal). Como N C GL,(R), para demostrar que N es grupo bas-
tard demostrar que es un subgrupo del grupo lineal. Usaremos la conocida
caracterizacién de subgrupos.

(a) Como IM = MI = M siendo I regular, se verifica I € N es decir,
N #0.

(b) Sean A, B € N. Entonces B es invertible y BM = M B, por tanto

BM =MB= M =B'MB= MB™!=B"1M.
Como A € N, A es invertible y AM = M A. Entonces
(AB"YM = A(B'M) = A(MB™)

= (AM)B™' = (MA)B™' = M(AB™).

Dado que A y B~! son invertibles, también lo es el producto AB~!. Hemos
demostrado que AB~! € N. Por tanto N es subgrupo de GL,(R) y como
consecuencia es grupo.

3.51 A= [ﬁ y] e imponiendo AM = M A:

t
y+z2=0
4 1j |z y| |z y 41@@;17—22—15:0
-1 2{ |z t| |z t||-1 2 x—2y—t=0
y+z=0.

Resolviendo obtenemos las soluciones x =\, y =0, z=0, t =X (A € R)
es decir M = {AI : A\ € R} (matrices escalares). Las matrices de N son las
de M que ademads son invertibles, es decir M = {A : A € R — {0}}.

5.22. Maximo comun divisor en los enteros de Gauss

Sea Z[i] = {a+bi : a € Z,b € Z} con las operaciones usuales de suma y
producto de complejos. Se pide:
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1. Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario. (Se llama anillo de
los enteros de Gauss).

2. Hallar todos los elementos invertibles de Z[i]

3. Se define para z € Z[i] la aplicacién ¢(z) = |z|2. Probar que (Z]i], ) es
un anillo euclideo.

4. Hallar el maximo comun divisor de 16+ 7: y 10 — 5i (Utilizar el algoritmo
de Euclides).

Solucién. 1. Como Z[i] C Cy (C,+,-) es anillo con las operaciones usuales
+ y -, bastard demostrar que Z[i] es subanillo de C. Usamos el conocido
teorema de caracterizacion de subanillos:

(i) Z[i] # 0. Esto es evidente, pues por ejemplo 0+ 0i € Z][i].
(ii) Para cada par de elementos a + bi y ¢+ di de Z][i] :

(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.

Dado que a, b, ¢, d son enteros, también lo son a — ¢ y b — d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[i].
(iii) Para cada par de elementos a + bi y ¢+ di de Z[i] :

(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Como a, b, ¢, d son enteros, también lo son ac — bd y ad + bc lo cual implica
que el producto anterior pertenece a Z[i]. Hemos demostrado pues que Z[i]
es anillo con las operaciones usuales suma y producto de complejos. Dado
que C es conmutativo, también lo es Z[i]. Por otra parte 1 = 1 + 0i € Z[i].
Concluimos que Z[i] es anillo conmutativo y unitario.

2. Un elemento a + bi € Z[i] no nulo es invertible si y sélo si existe un
a’ +b'i € Z[i] no nulo tal que (a+bi)(a’+'i) = 1. Tomando médulos al cua-
drado, obtenemos (a? + b?)(a’? + b'?) = 1. Como los dos factores anteriores
son enteros positivos, ha de ser necesariamente a? + b*> = 1 o equivalente-
mente a = 1 AN b=0o0a =0 A b= £1. Es decir, los tnicos posibles
elementos invertibles de Z[i] son 1, —1,7, —i. Pero estos elementos son efec-
tivamente invertibles al cumplirse 1-1 =1, (=1)-(=1)=1,i-(—i) =1y
(—i)-i=1.

3. El anillo (C, +, -) es dominio de integridad, en consecuencia también lo es
Z[i]. Veamos que la aplicacién ¢ : Z[i] — {0} = N, ¢(z) = |z|* cumple las
condiciones para que (Z[i], ¢) sea anillo euclideo.

(i) Sean z,w € Z[i] — {0} tales que z|w, entonces, existe z; € Z[i] — {0} tal
que w = zz1. Por tanto

p(2) = 2 < |2’ |21 = |wf® = p(w) = ¢(2) < p(w).
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(ii) Sean z,y € Zli] con y # 0, entonces x/y = u +iv con u,v € Q. Siuy v
son enteros, y|z y estamos en el caso (i). Supongamos pues que u,v no son
ambos enteros. Elijamos m,n € Z tales que |m —u| <1/2y |n—v|<1/2y
llamemos ¢ = m + ni y r = x — cy. Entonces:

r=y(u+iv) —y(m+ni) = y[(u — m) + (v — n)i]
= o(r) = [yI* [(u—m)* + (v —n)?] < [y (1/4+ 1/4)
= lyI* /2 < ly” = o(v).

Es decir, dados z,y € Z[i] con y # 0 existen ¢, r € Z[i] tales que © = cy +r
con p(r) < ¢(y). Concluimos que (Z[i], ¢) es un anillo euclideo.

4. Efectuemos la divisién euclidea de 16 + 77 entre 10 — 57 :

164 7i _ (16 4+7i)(10 +5i) _ 125+150i _ 6.

= = = —1.
10 —5i (10— 5i)(10 + 5i) 125 5
Entonces,c=m+ni=1+iyr=16+7i — (1 4+¢)(10 — 5;) = 1 + 2i. Por
tanto

med {16 + 74,10 — 5} = med {10 — 57,1 + 27 }.
Efectuemos la division euclidea de 10 — 57 entre 1 + 27 :
10 —5i (10 — 57)(1 — 24) 20— 254

_ _ — 450
1+2i  (1+20)(1—2i) 5 !

El resto es 7 = 0 y por tanto:
med {10 — 5¢,1 4 2i} = med {1+ 2i,0} =1+ 2i.

Es decir, med {16+ 74,10 — 5i} = 14 2i. En forma de algoritmo de Euclides
serfa:

147 4-5¢
164+7110—-5¢ 14+2¢ 0
1424 0

5.23. Dominio de integridad no euclideo
Sea Z[v/5i] = {a + b\/5i : a,b € Z}.

1. Probar que con las operaciones usuales suma y producto de niimeros com-
plejos, Z[v/5i] es un dominio de integridad.

2. Hallar sus unidades.

3. Demostrar que 6 puede descomponerse en dos formas esencialmente distin-
tas en producto de factores irreducibles de Z[/5i]. Esto probara que Z[v/5i]
es un dominio de integridad no euclideo.
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(Propuesto, hojas de problemas, Algebra, ETS de Ing. Agrénomos, UPM).

Solucién. 1. Como Z[v/5i] € C y (C,+,-) es anillo con las operaciones
usuales + y -, bastard demostrar que Z[v/5i] es subanillo de C. Usamos el
conocido teorema de caracterizacién de subanillos:

(i) Z[v/5i] # (. Esto es evidente, pues por ejemplo 0 + 0v/5i € Z[i].

(ii) Para cada par de elementos a + bv/5i y ¢ + dv/5i de Z[v/5i] :

(a + bV5i) — (¢ + dV/5i) = (a — ¢) + (b — d)V/5i.

Dado que a, b, ¢, d son enteros, también lo son a — ¢ y b — d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[v/5i].
(iii) Para cada par de elementos a + bv/5i y ¢ + dv/5i de Z[v/5i] :

(a + bV5i)(c + dV/5i) = (ac — 5bd) + (ad + be)V/5i.

Como a,b,c,d son enteros, también lo son ac — 5bd y ad + bc lo cual im-
plica que el producto anterior pertenece a Z[i]. Hemos demostrado pues
que Z[v/5i] es anillo con las operaciones usuales suma y producto de com-
plejos. Dado que C es conmutativo, también lo es Z[v/5i]. Por otra parte
1 =1+ 0i € Z[V/5i]. Concluimos que Z[v/5i] es anillo conmutativo y uni-
tario. Como (C,+,-) es dominio de integridad, también lo es Z[+/5i] y por
tanto es dominio de integridad.

2. Un elemento a + bv/5i € Z[/5i] no nulo es unidad si y sélo si existe un
a' + V'+/5i € Z[v/5i] no nulo tal que (a + bv/5i)(a’ + b'+/5i) = 1. Tomando
médulos al cuadrado, obtenemos (a? 4 5b%)(a’? 4-5b") = 1. Como los dos fac-
tores anteriores son enteros positivos, ha de ser necesariamente a? + 5b% = 1
o equivalentemente a = £1 A b = 0. Es decir, las tinicas posibles unida-
des de Z[v/5i] son 1, —1. Pero estos elementos son efectivamente unidades al
cumplirse 1 -1 =1, (-1) - (-1) = 1.

3. Expresemos 6 = (a + bv/5i)(c + dv/5i) como producto de dos factores no
nulos. Esto equivale a

ac — 5bd = 6
bc + ad = 0.

Resolviendo en las incognitas ¢, d obtenemos

6 —bb a 6

‘O a 6a b 0’ —6b
‘Tl _a2+5b2’d_ a —5b| a2 +5b2

b a b a
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Dando los valores a = 1,b = 1 obtenemos ¢ = 1,d = —1 y por tanto
6 = (1+v5i)(1—5i). (1)
Por otra parte tenemos la factorizacion
6=2-3=(2+0V5)(3+0V5). (2)

Veamos que los elementos 1 + v/5i, 1 — v/57,2, 3 son irreducibles. En efecto,
si @ 4+ yv/5i € Z[v/5i] divide a 1 + /54, existe u + vv/5i € Z[/5i] tal que

1+ V50 = (v + yv5i) (u + vV/50).

Tomando médulos al cuadrado queda 6 = (2% +5y2)(u+5v?) lo cual implica
que 22 + 5y2 ha de dividir a 6. Esto ocurre en los casos ¢ = +1,y = 0 o
x = +1,y = +1 es decir, los posibles divisores de 1 4+ v/5i son

+1, +(1 + V/5i), +(1 — V/5i).

Los elementos #1 y £(14+/5i) claramente dividen a 1++/5i pero los primeros

son unidades y los segundos sus asociados. Por otra parte, +(1 — v/57) no
dividen a 1+ v/5i pues

L+vEi (Ve VE) (2 VB i
i<1_¢5i>_i<1—ﬁi><1+x/5i>_i< 3778 >¢Z[m'

Hemos demostrado que 1+ v/5i es irreducible. De manera ansloga podemos
demostrar que 1 — v/57,2,3 también lo son. Debido a las factorizaciones
(1) v (2), concluimos que Z[v/5i] no es dominio de factorizacién tnica, en
consecuencia no es dominio euclideo.

5.24. Binomio de Newton en un anillo

Sean a y b dos elementos permutables de un anillo A, es decir ab = ba.
Demostrar que Vn € N* = {1,2,3,...} se verifica la férmula de Newton:

(a+b)" = ;Z:O <Z> a kb

Solucién. Usaremos el método de induccion.
Paso base. La féormula es cierta para n = 1. En efecto,

1
a+b)l=a+b= 1 a't? + ! a'b! 1 al~FpE.
( ) 0 1 k

=0

k
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Paso de induccion. Supongamos que la férmula es cierta para n, y veamos
que es cierta para n + 1. Se verifica:

(a+ b)”+1 = (a+b)(a+b)"

=a Z <Z> a"Fbr b Z (Z) a™Fpk
k=0 k=0
— Z <Z> ankarlbk + Z <Z> anfkkarl (*)
k=0 k=0

(en la tdltima igualdad hemos usado que ab = ba).
El primer sumando de la linea () se puede expresar en la forma

n

”) n—k+1pk _ <n> n+170 & (“) n—k+1pk

Z a b¥ = a b —i—Z a b

k=0 <k 0 k=1 k
_(n+1Y 150 (N ekt k
= ( 0 >a b +Z i a b®.

k=1
El segundo sumando de la linea (x) se puede expresar en la forma

n

n—1
N\ nekpktl N\ pekpktl , (T LY 0nt1
Z<k>a b —Z<k>a b +<n+1>ab

k=0 k=0
(haciendo el cambio k = j — 1)

n
b Z (" )anJrljbj 4 <”+ 1>a0bn+1'
st j—1 n+1

Por tanto, (a + b)"*! es igual a:

n+1\ ,i10 , = [ (7 n etttk . (P 1\ onp
<O>a b—l—;k—l-k_la b+n+1ab.

1
Usando la conocida férmula de combinatoria <Z> + ( k ﬁ 1) = (n ;: ) :

+1 " /n+1 n+1
pyrtl — (" nt+130 ntl—kpk Opntl
(a+b) ( 0 )@ +kz_; L )a (1)

n+1
= <” + 1)an+1kbk
N :

k=0

Es decir, la férmula es cierta para n + 1.
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5.25. Anillo de las funciones reales

Sea X un conjunto distinto del vacio y sea F(X,R) el conjunto de todas las
funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones

Suma. Para todo f,g € F(X,R), (f+9)(z)=f(z)+g(x) VrelX.
Producto. Para todo f,g € F(X,R), (f-g)(x)=f(z) -g(z) VrelX.

Demostrar que (F(X,R), 4+, -) es anillo conmutativo y unitario. A este anillo
se le llama anillo de las funciones reales.

Solucién. 1) (F(X,R),+) es grupo abeliano.

Interna. Claramente, la suma de dos funciones de X en R es funcién de X
en R.

Asociativa. Para todo f,g,h € F(X,R), para todo z € X y usando la
propiedad asociativa de la suma de nimeros reales:

[(f +9) + l(x) = [(f + 9)(@)] + h(z) = [f(2) + g(x)] + h(z).
= [(2) +[g(x) + h(@)] = f(z) + (g + h)(@)] = [ + (g + h)](2).

Por la definicién de igualdad de funciones, (f +g) +h = f+ (g + h).
Elemento neutro. Consideremos la funcién 0 : X — R definida por 0(z) =0
para todo x € X. Entonces, para cualquier f € F(X,R) :

(f+0)(@) = f(z)+0(zx) = f(z) + 0= f(z) = f+ 0=,
0+ f)(z) =0(z) + f(z) =0+ f(z) = f(z) = 0+ f =,
por tanto la funcién 0 es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para cada f € F(X,R), definamos la funcién —f de la
siguiente manera: (—f)(xz) = —f(x), x € X. Entonces, para todo z € X :

[+ (=Dl(@) = flx) + (=F)(2) = f(x) + (=f(x)) = 0= f+(=f) =0,
(=) + f1(@) = (=/)@) + f(z) = =f(@) + f(z) = 0= (=f) + f =0,

es decir todo elemento de F(X,R) tiene simétrico.
Conmutativa. Para todo f,g € F(X,R), para todo z € X y usando la
propiedad conmutativa de la suma de nimeros reales:

(f+9)(@) = f(z) +9(z) =g(x)+ f(z) = (g+ /)z) = f+g=9g+ ]

2) (F(X,R),-) es semigrupo. Escribiremos abreviadamente fg en lugar de
f-g
Interna. Claramente, el producto dos funciones de X en R es funcién de X
en R.
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Asociativa. Para todo f,g,h € F(X,R), para todo x € X y usando la
propiedad asociativa del producto de niimeros reales:

[(F9)h](z) = [(fg)(@)]h(x) = [f(z)g(x)]h(x)
= [(@)lg(@)h(z)] = f(x)[(gh)(x)] = [f(gh)](x),

y por la definicién de igualdad de funciones, (fg)h = f(gh).
El semigrupo es ademas conmutativo pues por la propiedad conmutativa del
producto de nimeros reales:

(f9)(@) = f(x)g(x) = g(x)f(x) = (9./)(x) = fg =g

3) Veamos que la operacion - es distributiva respecto de la operacién +. Dado
que - es conmutativa, bastard demostrar que para todo f,g,h € F(X,R) se
verifica f(g+ h) = fg+ fh. En efecto, usando la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma en R, para todo = € X :

[f(g + M(x) = f(@)[(g + h)()] = f(x)]g(x) + h(z)] =
f(@)g(x) + f(@)h(z) = (f9)(x) + (f9)(x) = [fg + fh](x),

y por la definicién de igualdad de funciones, f(g + h) = fg+ fh.
Hemos demostrado que (F(X,R),+,-) es anillo conmutativo. Es ademés
unitario, pues definiendo 1 : X — R, mediante 1(z) =z, Vz € X :

(fD)(z) = f(2)l(z) = f(2)1 = f(z) = f1=f,
(1) (@) = 1) f(z) = 1f(x) = f(z) = 1f = [,

es decir, la funcién 1 es elemento neutro del - en F(X,R).

5.26. Anillo idempotente

Sea (A, +,-) un anillo idempotente, es decir un anillo que satisface 22 =
para todo = € A.

1. Demostrar que el anillo es conmutativo.

2. Estudiar la ley interna sobre A definida por = xy = = + y + xy.

3. Demostrar que z < y < zy = = es una relacion de orden sobre A.

4. ;Existe elemento minimo en (A, <)?

Solucién. 1. Como el anillo es idempotente, se verifica (z + y)? = = +
y VaVy € A. Entonces:

(z+y)’=@+y)(r+y) =2 +tay+yr+y’ =z +ay+yr+y

>zr+y=c+axyt+tyr+y=zy+yr=0= 1y = —YT.
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Para todo u € A y haciendo z = y = u, la ultima igualdad se transforma en

u? = —u? o de forma equivalente, u = —u, lo cual implica que zy = yx para

todo z,y elementos de A. Concluimos que el anillo es conmutativo.

2. Para todo x,y, z elementos de A :

(xxy)xz=(x+y+ay) xz
=r+y+ay+z+rz+yz+xyz,
rx(yxz)=z*(y+2z+yz)
=r+y+z+yz+ay+axz+ryz.
Es decir, la operacién * es asociativa. Para todo z,y elementos de A y
teniendo en cuenta que el anillo es conmutativo:
rxy=crx+ytarxy=y+rtyr=yx*uz,
lo cual implica que la operacién * es conmutativa. Para todo = € A :
zx0=0xz=24+0+0x ==.

Es decir, 0 es elemento neutro de *. Sea ahora x € A y supongamos que
tiene elemento simétrico x’ con respecto de la operacién *. Esto implica que
x*x' = 'z = 0 0 equivalentemente x*x’ = 0 por la propiedad conmutativa.
Entonces, usando que ©v = —u :

rx2x =0=>z+2' 422’ =0=z(x+ 2" +22’) = 20
S a? 4o’ +2%2 =0=z+ar’' + 22’ =0=>2=0.
Es decir, el inico elemento que tiene simétrico, respecto de la operacién * es

su neutro. Concluimos que (A, *) es un semigrupo conmutativo con elemento
neutro.

3. Para todo € A se verifica zx = 22 = z, y por tanto & < z, es decir se

cumple la propiedad reflexiva. Usando que el anillo es conmutativo:

<y TY =2 B
Pz fmztaany

Se cumple por tanto la propiedad antisimétrica. Por otra parte
< =
{x_y :>{xy v > TYz =T =>r2=2=>1 < 2,
y<z yz =1y
es decir, se cumple la propiedad transitiva. Concluimos que < es relacién de
orden sobre A.

4. Para todo x € A se verifica 0z = 0 o de forma equivalente 0 < z para
todo x € A. Por tanto 0 es elemento minimo en (4, <).
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5.27. Interseccion de subcuerpos

Se llama subcuerpo de un cuerpo K a cualquier subconjunto H de K que
también es un cuerpo con respecto a la adicién y multiplicacién de K. Demos-
trar que cualquier interseccién de subcuerpos de un cuerpo K es subcuerpo
de K.

Solucién. Sea {K;} una familia de subcuerpos de K' y H = (), K;. Se ve-
rifica 0 € K; para todo 4, luego 0 € H # (). Si x,y € H, entonces = € K;,
y € K; para todo ¢ y por ser K; subgrupo aditivo de K para todo i, también
r—y € K, para todo %, en consecuencia x —y € H. Por tanto H es subgrupo
aditivo de K (ademds conmutativo por serlo K).

Veamos ahora que H* = H — {0} es subgrupo multiplicativo de K* = K —
{0}. Se verifica 1 € K; para todo 7, luego 1 € H* # (). Si x,y € H*, entonces
x,y € K;—{0}, para todo i y por ser K; —{0} subgrupo multiplicativo de K*
para todo 4, también xy~! € K; para todo i, en consecuencia xy~! € H*.
Por tanto H* es subgrupo aditivo de K* (ademds conmutativo por serlo

5.28. Cuerpo infinito con caracteristica finita

Construir un cuerpo infinito con caracteristica finita.

Solucién. Sea K un cuerpo, y sea K[[X]] el conjunto de las series formales

KX =) anX":an €K

n>0

Sabemos que K[[X]] es un dominio de integridad con las operaciones

D an X"+ b X" = (an + b)) X",

n>0 n>0 n>0

ZanX" . anX" = chX” con ¢, = zn:akbn_k.

n>0 n>0 n>0 k=0

Sea ahora p un nimero primo y llamemos F al cuerpo de fracciones del
dominio de integridad Z,[[X]]. Dado que 1 € Z, C F es el elemento neutro
para la operacion -, se verifica que m = p es el menor entero positivo que
satisface m1 = 0, en consecuencia la caracteristica de F es p. Claramente
el conjunto Zp[[X]] es infinito, por tanto lo es su cuerpo de fracciones, dado
que Zy[[X]] C F.
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5.29. Cuerpo conmutativo con funcién sobre R*

Sea K un cuerpo conmutativo y f una aplicacién de K en Rt (ntmeros
reales no negativos) tal que Vz,y € K se verifica

(a) f(z +y) <sup{f(z), f(y)}

(b) flzy) = f(x)f(y)

(c) fx)=02=0

1. Sea u el elemento unidad de K respecto del producto. Demostrar que
flu)=1.

2. Sea A = f~1([0,1]), demostrar que si x,y € A entonces x +y € A.

3. Sea x € A, demostrar que —x € A (—x es el elemento simétrico de z en
K respecto de la suma). 4. Estudiar la estructura algebraica mas completa
de (A, +,-).

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solucién. 1. Elijamos © = y = u. Entonces, aplicando (b) :
fluu) = f(u)f(u) & flu) = f(u)
 flu)d=f(w)=0% flu) =0V f(u) =

Ahora bien, como u # 0, usando (c) deducimos que f(u) = 1.

2.Six,y € Aentonces f(z) € [0,1]y f(y) € [0,1]. Por la propia definicién de
f se verifica f(z+y) > 0y de (a) deducimos f(z+y) < sup{f(x), f(y)} <1,
es decir 0 < f(z +y) < 1. En consecuencia = +y € f~1([0,1]) = A.

3. Tenemos 1 = f(u) = f[(—u)(—u)] = [f(—u)]?> = f(—u) = 1. Supongamos
que z € A, es decir f(x) € [0, 1]. Entonces

f(=2) = fl(~w)a] = f(~w)f(z) = 1f(x) = f(a) € [0,1] = —z € A.

4. Veamos que A es subanillo de K.

(i) De f(0) =0 € [0,1] se deduce que 0 € A, es decir A # ().

(ii) Sean z,y € A, usando los apartados 2. y 3. deducimos de forma inme-
diata que z —y € A.

(iii) Sean x,y € A, entonces f(z) y f(y) pertenecen al intervalo [0, 1], por
tanto f(xy) = f(z)f(y) € [0, 1], es decir zy € A.

Dado que el producto es conmutativo en K también lo es en A. Como f(u) =
1 € [0,1] tenemos u € A y por tanto A es anillo conmutativo y unitario.
Dado que en K no hay divisores de cero, tampoco los hay en A. Concluimos
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que A es un dominio de integridad. Sin embargo, no es cuerpo. En efecto, si
0 # x € A entonces f(x) € (0,1] y

1= f(u) = flas™") = f@)fla)) = fla) = f(lx) Sl gA

5.30. Cuaternios de Hamilton

Sea H =R xR3={A=(a,d):aeR,aecR*}. A cada elemento A de H
se le llama cuaternio (o cuaterniéon). En el conjunto H se define la igualdad

-,

de dos elementos A = (a,d) y B = (b, ) mediante:
A=Bsa=bya= B

Definimos la suma A + B y el producto AB mediante:

=,

A+B=(a+bd+p5), AB=(ab—a-f,aB+ba+anp)
en donde - representa el producto escalar usual de R? y A el producto vec-
torial.
1. Demostrar que (H,+) es un grupo abeliano. Precisar el elemento neutro
E vy el opuesto de A.
2. Demostrar que la multiplicacién es distributiva respecto de la suma.

3. Demostrar que H — {E} es un grupo con la operacién producto de cua-
ternios. Precisar el elemento unidad U . Demostrar que el inverso A~! de

A = (a,q) es:
a —a
A7l = ,
<a2~|—622 a2+o72>

4. A la vista de los resultados anteriores, jqué estructura tiene H?

Solucién. 1. (a) Interna. Es claro que si A, B € H entonces A+ B € H.
(b) Asociativa. Se deduce de manera sencilla a partir de la asociatividad de
la suma en R y en R3.

(c) Elemento neutro. Claramente el cuaternio £ = (0,0) cumple A + E =
E+ A= A para todo A € H.

(d) Elemento opuesto. Dado A = (a,d) € H, —A = (—a,—d) € H cumple
A+ (-A)=(-A)+A=FE.

(e) Conmutativa. Se deduce de manera sencilla a partir de la conmutativi-
dad de la suma R y en R3.

—,

2. Consideremos los elementos de H : A = (a,a),B = (b,6), 4 = (¢,7) .
Usando conocidas propiedades del producto escalar y vectorial:

AB+C) = (a,&)(b+c,B+7)
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—(ab+ac—a-f—a-7,af+aj+ba+ca+anB+any)
= (ab—&-B,aB+ba+anp) + (ac—a-7,ay+ca+any)
= AB + AC

De manera anéloga se demuestra (X +Y)Z = XZ 4+ Y Z para toda terna
de cuaterniones X,Y, Z.

3. (a) Interna. Es claro que si A, B € ‘H entonces AB € H.

(b) Asociativa. Basta desarrollar por separado (AB)C, A(BC) y usar 4 A
(VA W) = (4 - W0 — (- 0)d.

(¢) Elemento unidad. Para que U = (z,4) sea elemento unidad, es necesario
y suficiente para todo A € H — {E} se verifique AU = UA = A. Es decir:

(ax —@-6,a0 +za+ @A) = (xa—0-dad+ad+06 AQ)

Es claro que la igualdad se cumple para U = (1,0).

(d) Elemento inverso. Sea A = (a,d) € H — {E}, veamos que efectivamente
el cuaternio A™! = (a/(a® + @?2),—ad/(a® + @?)) pertenece a H — {E} y
cumple ademds AA™=A"1A=U.

Como (a,d) # (0,0) , a®> + @2 # 0 es decir A~! estd bien definido. Por
otra parte, si a = 0 entonces @ # 0 y —a/(a® +a?) # 0 . Esto prueba que
A7t e —{E}.

a —a
AA7 = (a,@
(a,4) <a2+ *2’a2+o‘22>

@8 @ _—ed | ad  an(_=C (1,0)
= (0% —_— =
a2+d‘2 +a2 CL2+012 CL2+622 CL2+O_22 ’

De manera aniloga se demuestra que A~'A = U.

4. De los resultados anteriores concluimos que H es un cuerpo. Este cuerpo
no es conmutativo pues por ejemplo, (0,d)(0,8) = (0,a A B), (0,5)(0,a) =
0,6na)y BAd=—aNS.



5.30 Cuaternios de Hamilton




Capitulo 6

Sistemas lineales sobre un
cuerpo

6.1. Sistemas lineales escalonados

1. Resolver sobre R el sistema escalonado

3r1 + Tro — T3 = 9
220 4+ bxy = -—15
4y = —12

2. Resolver sobre R el sistema escalonado

r 4+ 2y — 2z =7
-y + 3z = 2

3. Resolver sobre R el sistema escalonado

7t + 3y = 2/3
oy = -1

4. Resolver sobre C el sistema escalonado

2ix; + (1+i)zy = 2/3
22?2 = 1—1

5. Resolver sobre Zs los sistemas escalonados

3z +2y=4 r+4y=1 _
a) { 3y =1 b) { 0y = 2 ¢) {3z +2y=14

143



6.1 Sistemas lineales escalonados

Solucién. 1. Usando sustitucién regresiva,

x5 = —12/4 = -3,
200 = -10+15=0= 22 =0,
31¢1=9-0—-3=6= 21 = 2.

La tnica solucién del sistema es (z1,x2,z3) = (2,0, —3) (compatible deter-
minado).

2. El sistema se puede escribir en forma equivalente como

r + 2y = 7 4+ 2z
-y = 2 — 3z

Dando a z el valor z = o € R obtenemos

y=—-2+4+3q,
r="T+2a—2(-2+3a) =11 — 4a.

Las soluciones del sistema son por tanto

=11 -4«
y=—-2+3a (ax€eR).
2=«

El sistema es compatible e indeterminado.

3. No existe ntimero real y que multiplicado por 0 sea igual a —1, por tanto
el sistema es incompatible.

4. Usando sustitucién regresiva,

1 1
$2—§—*Z,

1 1 1
Yiwg=2—(1+4)(=—2i)=—2
izy =3 (+z)<2 21) 3

1L
2T 76 T 6"

La unica solucién del sistema es (x1,22) = (i/6, 1/2 — 1/2i) (compatible
determinado).

5.a4) y=1-31=1.2=2=3r=4-2-2=0= 2 = 0. La tinica solucién
del sistema es (z,y) = (0,2) (compatible determinado).
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b) No existe elemento y € Zs que multiplicado por 0 sea igual a 2, por tanto
el sistema es incompatible.
¢) Multiplicando ambos miembros por 2 obtenemos

{8z+2y=d4 o {rt+dy=3c{z=3-4y.
Dando a y todos los valores de Zs = {0, 1,2, 3,4} obtenemos

y=0=>2x=3-4-0=3-0=23,
y=1=>2x=3-4-1=3-4=3+1=4,
y=2=>2x=3-4-2=3-3=0,
y=3=>x=3-4-3=3-2=1,
y=4d=>xr=3-4-4=3-1=2.

Las soluciones (z,y) del sistema son por tanto

(3,0), (4,1), (0,2) (1,3), (2,4) (compatible indeterminado).

6.2. Reduccion gaussiana

1. Resolver en R el sistema lineal

y+z=1
r+z=1
r+y=1

—3x+2y+2=0
T+2y+32=3

2. Resolver en R el sistema lineal

3x1 — 229 + 43 = 2
—x1+2x3=0
2x1 +x3 = —1

T1 + 229 + 23 = 1.

3. Resolver en R el sistema lineal

201 — 3z 4+ 223+ x4 =1
—x1 4+ 222+ 23+ 224 =2
41 — Txo — 314 = —3.

4. Resolver en Zr7 el sistema lineal

x4+ 6y =2
20+ 3y =3
5 + 5y = 1.



6.2 Reduccién gaussiana

Solucién. 1. Aplicando la reduccién gaussiana:

0 1 1]1 0 1|1
1 0 1)1 0 1 1|1 | F3—1F
1 1 0|1 F1<—>F2N 1 1 0|1 F4+3F1
-3 2 1|0 -3 2 1|0 | F5—F
1 2 3|3 1 2 3|3
1 0 11 10 1 1
0 11| F3—F 01 1 |1
~10 1 —1|/0|F—-2FR~|0 0 -1
0 2 4 |3 |F—-2FK 00 2 2
0o 2 2|2 00 O 0
10 1] 1
01 1|1
Fp+F3~ |0 0 —-2|-1
00 010
00 010
El sistema dado es equivalente al escalonado
T +< 4= N\
y +z = 1
-2z = -1
Entonces,
z=1/2,

y=1-1/2=1/2,
r=1-1/2=1/2.
La tnica solucién del sistema es (z,y,z) = (1/2,1/2,1/2) (compatible de-

terminado).

2. Aplicando el método de Gauss:

3 -2 4] 2 0 210 7p ap
-1 0 2|0 3 -2 4] 2
Fy & Fy ~ F3+2F1

2 0 1[-1 20 1/-1|p
1 2 1|1 1 2 1)1 L

-1 0 210 -1 0 210

0 10 0 —2 10 2
~ Fy+ Fy ~

0 0 5 |-1|*TTRY 0 o 1

0o 2 31 0 0 13| 3
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1 0 210
0 -2 10| 2
5P -8B~ | o
0 0 0]18

El sistema dado es equivalente al escalonado

T +2x3 = 1
—2x90 +10x3 = 2

5%‘3 = -1

0:133 = 18.

No existe ntiimero real x3 que multiplicado por 0 sea igual a 18, por tanto el
sistema es incompatible.

3. Aplicando la reduccién gaussiana:

2 -3 2 1 1 -1 2 1 2| 2
-1 2 1 2|2 |FKF+e B~ 2 -3 2 1 1
4 -7 0 =-3|-3 4 -7 0 =-3|-3
poan [0202):
By +4h 0 1 4 5|5 |37
-1 2 1 2|2
~ 0 1 4 5|5
0 0 0 010
El sistema dado es equivalente al escalonado
—x1 +2x9 +w3 +2;4 = 2
) +4x3 +bry = 5.

Llamando z3 = «, x4 = 3 obtenemos
To =5 —4a — 50,
r1=-24+20b—-4a—-508)+a+25
=8 —Ta — 86.
Por tanto, las soluciones del sistema son
r1=8—Ta— 83
9o =5—4a — 543
r3 =«

Ty =f

(o, B € R).



6.3 Sistemas lineales segin parametros

El sistema es compatible e indeterminado.

4. Usando las conocidas operaciones de Zr :

62 Fy,—2F;

1 6|2
2 313 1 _sp |0 6 | 5F3 — 3F,
5 5|1 0 315
1 62
~ 10 5|6
0 0|0
El sistema dado es equivalente al sistema escalonado
z+ 6y =2
5y = 6.

Tenemos
Sy=6<y=5"'.6=3-6=4,

r=2—-6-4=2-3=2+4+4=6.

La tnica solucién del sistema es (z,y) = (6,4) (compatible determinado).

6.3. Sistemas lineales segiin parametros

1. Discutir y resolver en R segin los valores del parametro real a el sistema
lineal

ar+y+z=1
rTt+ay+z=a
rT+y+az=a.

2. Discutir en R segun los valores de los pardmetro reales ¢ y d el sistema
lineal

z4+y+cz=0

r+cy+2=0

T+y+cz=d.

3. Discutir y resolver en Zi1 segun los parametros a,b € Z1; el sistema lineal

Tr+3y =1
2 4+ay =b.

4. Discutir en R segtin el valor del pardmetro real A el sistema lineal

Ary+axot+x3+axs=1
1+ Ao+ 3+ 34 = A
x1+x2+/\x3+x4:)\2
x1+x2+x3+)\m4:)\3.
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Solucién. 1. Aplicando el método de Gauss:

a 1 111 1 ala
1 a 1|a | F1+ F3~ 1 a 1|a 52__5;
11 ala a 1 1]1]°3 !
1 1 a a
~ 10 l-a| 0 |FB+F
0 1—-a 1—-a?>|1-a®
1 a a
0 a—l 1—a 0 =
0 2—a—a?|1-—a?
+az = a
(a - 1) +(1—a)z = 0 (1)
2—a—-a*)z = 1-ad>
Primer caso: 2 — a — a® = 0. Resolviendo la ecuacién obtenemos a = —2
o a = 1. Para a = —2, la tdltima ecuacién de (1) es 0z = —3, por tanto

el sistema es incompatible. Para a = 1, el sistema (1) se transforma en
x + 1y + z = 1. Dando los valores y = A, z = u obtenemos las soluciones

(z,y,2) = (1 —=A—p A\ p), (ApeR),

y el sistema es por tanto indeterminado.
Segundo caso: 2 —a—a® # 0, o equivalentemente a # 1 y a # —2. Tenemos,

a’? -1 (a+1)(a—=1) a+1

T @2ta-2 (a—1D(a+2) a+2’

RIS
a+2’

B a+1 ala+1) a*4+2a-a—-1—-a>—a 1

T a+2  a+2 a+2 T oa+?2

y el sistema es por tanto compatible y determinado.

2. Aplicando el método de Gauss:

1 1 c 0
Fs+F~ |0 c—1 1—¢c |0 | =
0 0 1-¢%|d



6.3 Sistemas lineales segin parametros

T +y +cz = 0
(c-1y +1-c)z = 0 (1)
1-c?)z = d.
Primer caso: 1 — ¢ = 0. Equivalentemente ¢ = +1 Para ¢ = —1, el sistema
(1) es
r +y —z = 0
2y -2z = 0
0z = d.

Si d # 0 la dltima ecuacién nos dice que el sistema es incompatible, y si
d =0 el sistema (1) es

r +y —z = 0
-2y -2z = 0.

Dando a z el valor A € R obtenemos infinitas soluciones, luego el sistema es
indeterminado. Para ¢ = 1 el sistema (1) es

z +y +z = 0
0z = d.

Si d # 0 la dltima ecuacién nos dice que el sistema es incompatible, y si
d =0 el sistema (1) es

{z +y +z = 0.
Dando a z el valor A € R y a y el valor u € R obtenemos infinitas soluciones,
luego el sistema es indeterminado.

Segundo caso: 1 — c¢* # 0, o equivalentemente ¢ # —1 y ¢ # 1. Tenemos,
\ O i
S 1—c?

y =z (Unica para cada c),

z (Gnica para cada c),

x=—y—cz (Unica para cada c),
y el sistema es por tanto compatible y determinado. Podemos concluir:

c# —1 A c#1, compatible y determinado
o 1 d#0 incompatible

- d=0 compatible e indeterminado
o1 d#0 incompatible

" ld=0 compatible e indeterminado.

3. Usando las conocidas operaciones de Zi1 :

BT LR A Py
2 alb

0 7Ta—6|7b—2
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_ |z +3y=1
:{ (7a — 6)y = 7b — 2. (1)

Primer caso: Ta — 6 = 0. Equivalentemente, 7a = 6, es decir a = 4. El
sistema (1) se transforma en

v +3y=1
Oy =7b — 2.

La relacion 7b — 2 = 0 se satisface exclusivamente para b = 5. Para b # 5, la

ultima ecuacion es Oy = b — 2 y el sistema es por tanto incompatible. Para
=

b =5 el sistema (1) se transforma en 7z 4+ 3y = 1, y multiplicando ambas

ecuaciones por 8, en x + 2y = 8, 0 equivalentemente en x = 8 + 9y. Dando

a y todos los valores y = 0,1,...10 de Z;; obtenemos

y|0
8

12345678910
r=8+9[8 6 4 2 09 75 3 1 10

y el sistema es compatible e indeterminado.

Sequndo caso: Ta — 6 # 0. Equivalentemente, a # 4. En este caso, 7a — 6
tiene inverso en Z11. Entonces,

y=(7b—2)(Ta—6)"",
r=7"1-3y)=8(1-3(Tb—2)(7Ta—6)"").

y el sistema es compatible y determinado. Podemos concluir:

a # 4, compatible y determinado

_ 4 b#5 incompatible
““* =5 compatible e indeterminado.

4. Reordenando las ecuaciones,

3
11)\)\2 R
1 1 X 1|
Fy—F ~
1 A1 1 PN
X101 11 4 !
1 1 A A3

0 A—1 1=X[X=)\
A—1 0 T—=X | A=\
T—X 1=X 1=X2[1-)\*

F3HF2N

o O O



6.4 Aplicaciones de los sistemas lineales

1 1 1 A A3
_ _ _ )3
0 0 1=MA=X o pe
0 0 A—1 1=X[)X—-)
0 1—-X 1-X 1-X2|1-)\
1 1 1 A A3
0 A—1 0 1—A A— )3 Fyt B
0 0 1-A A2 — 23 s
0 0 T—=X 2=XA=X22|14+X=X3-)\¢
1 1 1 A A3
0 A—1 0 1—X A=\
0 0 Xx—1 1—A A2 — )3
0 0 0 3—=22—=X2|14+A+X2-2\3 -\

Primer caso: 3 — 2\ — A2 = 0. Equivalentemente, A = 1 o A = —3. Para
A =1 el sistema dado es equivalente a 1 + 2 + x3 + x4 = 1, y por tanto
compatible e indeterminado. Para A = —3, la ultima ecuacion del sistema
escalonado es Oxqy = —20, luego el sistema es incompatible.

Segundo caso: 3 — 2\ — A% # 0. Equivalentemente, A # 1 y A # —3. En este
caso, al ser también A — 1 # 0 y usando sustitucién regresiva deducimos
inmediatamente que cada x; es Uinica para cada A. Podemos concluir:

A # 1A X # —3, compatible y determinado
A =1, compatible e indeterminado

A = —3, incompatible.

6.4. Aplicaciones de los sistemas lineales

1. Disponemos de tres montones de monedas y duplicamos las monedas del
segundo montén tomando las necesarias del primer montén. Duplicamos
después las monedas del tercer montén a costa del segundo montén. Por
ultimo, duplicamos las monedas del primer montén tomando las necesarias
del tercer montén. Al final, el nimero de monedas en los tres montones es
el mimo.

a) ;Cuél es el minimo nimero de monedas que permite hacer esto y como
estan distribuidas inicialmente?

b) ;Puede hacerse con 6! monedas?

2. ;(De cuantas maneras pueden comprarse 20 sellos de 5, 25, y 40 u.m. (uni-
dades monetarias) cada uno por un importe total de 500 u.m. de forma que
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adquiramos al menos uno de cada clase?

3. La tabla siguiente muestra cuatro productos P, P>, P3 y P, junto con el
numero de unidades/gramo de vitaminas A, B y C' que poseen por unidad
de peso. jSe puede elaborar una dieta que que contenga 10 unidades de
viamina A, 20 de B y 5 de C?

A B C
Pl1 2 0
Pl1 0 2
P2 1 0
P11 1

Solucién. 1. a) La situacién al inicio y segin los trasvases es:

Inicio T Y
Primer trasvase T —y 2y z
Segundo trasvase 1z —y 2y —=z 2z

Tercer trasvase 2(z—vy) 2y—2z 2z—(z—vy).

La situacién final es 2(x —y) = 2y —z = 2z — (x —y). Llamando N al nimero
total de monedas:

T+y+z=N r+y+z=N
2 —y)=2y—z o bien, 20 —4y+2=0
2z —y)=2z—(z—vy) 3r —3y—22=0.

Escalonemos el sistema,

11NF2_2F1111N

20 =4 110 | g~ |0 —1| 2N

3 -3 =20 0 -6 —=5|-3N

1 1 1| N
Fy—Fy~ |0 —6 —1|—-2N
0 0 —4| —-N

El sistema es equivalente al escalonado

x +y +z = N
-6y —z = -=2N
-4z = -—N.
Resolviendo obtenemos
N TN 11N
Z = —, Y=+ =
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Como z, ¥, z ha de der enteros positivos, tiene que ser multiplos de 24, por
tanto el menor niimero de monedas ha de ser N = 24, en cuyo caso z = 11,
y=17,2=6.

b) Se verifica
6100 — (2 . 3)100 — 2100 . 3100 — (23 . 3) . 297 . 399 — 24 . (297 . 399)

luego N = 690 es muiltiplo de 24 y la situacién del problema es posible.

2. Llamando z, y, z al niimero de sellos que vamos a comprar de 5, 25, y 40
u.m. respectivamente,

z+y+z=20
5x + 25y + 40z = 500.

[1 1 120];F2~[ 1 120]}72_]?1

5 25 40| 500 1 5 81100
11 1/20]|_Jz +y +2z = 20
0 4 780 | 4y +7z = &0.
Para z = A\ obtenemos
3
= -\
YT
y:QO—Z)\ (A €R).
4
Z2=A

Como las soluciones han de ser enteros positivos, los valores de A han de ser
enteros positivos y multiplos de 4. Si A = 4 obtenemos (z,y, z) = (3,13,4).
Si A\ = 8 obtenemos (z,y,z) = (6,6,8). Para A > 12 los valores de y son
negativos, por tanto las tinicas soluciones al problema son:

(x,y,2) = (3,13,4), (z,y,z)=(6,6,8)

3. Llamemos z; (i = 1,2,3,4) a la cantidad de producto P; que vamos a
utilizar para elaborar la dieta. De los datos de la tabla,

T1 + 29 + 223 + x4 = 10
2x1 + x3+ x4 = 20
2x9 + x4 = 5.

Aplicando el método de Gauss:

12 1]10 1 1 2 1]10
2 01 1|20 |F-2F~|0 ~3 —1|0 |Fs+F
0 20 1|5 0 2 0 1|5
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1 1 2 1110
~10 -2 -3 =110
0 0 -3 015
De la tltima ecuacién se deduce que x3 = —5/3 lo cual es absurdo pues las

cantidades z; han de ser todas no negativas. Concluimos que no se puede
elaborar la dieta.
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Capitulo 7

Matrices sobre un cuerpo

7.1. Concepto de matriz, suma de matrices

1. Escribir una matriz genérica A de orden 2 x 3, otra genérica B de orden
4 x 3, y otra genérica C de orden 1 x 1.

2. Para una matriz genérica A cuadrada de orden 3, identificar los elementos
de la diagonal principal y los de la diagonal secundaria.

3. Determinar para que valores de x e y son iguales las matrices:

_ 5 xz—4y p. ) —11
A= r—y+4 05 ]’ B_Lv—ky 1/2]'

4. Hallar M + N y M — N, siendo:

12 2 -5 3 1
M=1]2 12, N=|0 -1 4
2 2 1 0 0 2/3

5. En Z2*% hallar A 4 B, siendo:
2 6 5 4
A=11 1| ,B=14 0
3 2 4 6
6. En K3%2, escribanse el elemento neutro para la suma, y la matriz opuesta
de una matriz genérica A.

Solucion. 1. Serian:

bir b2 b3

A - |an a2 ais . B= bar b2z b3 C = en].
a1 a2 a3 b3 b32 b33

bsr baz bz

157



7.2 Grupo aditivo de las matrices sobre un cuerpo

aiz a3
2. Diagonal principal: A = [a-gl ass | .
as  as
air an
Diagonal secundaria: A = [ﬁ %] .
agy  ass

3. Las matrices A y B tienen el mismo orden. Para que sean iguales, han de
se ademads iguales los correspondientes elementos, es decir:

5=5
— 4y = —11 — 4y =—11
v Y o equivalentemente, v Y
r—y+4d=x+y r—y+4=x+y.
0,5=1/2
Resolviendo el sistema, obtenemos x = —3, y = 2.

4. Aplicando las definiciones de suma y diferencia de matrices:

-4 5 3 6 -1 1
M+N=|2 0 6|, M-N=|2 2 =2
2 2 5/3 2 2 1/3
5. Usando la conocida regla de sumar en Zr :
245 6+4 0 3
A+B=|14+4 1+0| =1|5 1
3+4 246 01
00 a1l a2
6. El elemento neutro es la matriz 0 = |0 0|,y para A = |as1 a92| su
00 asy  a32
—ail  —ai2
opuesta es —A = | —a91 —a
—as1 —as2

7.2. Grupo aditivo de las matrices sobre un cuerpo

Demostrar que (K™*™ 4) es un grupo abeliano (grupo aditivo de las ma-
trices de érdenes m x n con elementos en el cuerpo K).

Solucion. 1. Interna. Por la propia definicién de suma de matrices, es claro
que la suma de dos matrices de ordenes m X n es otra matriz de orden m X n.
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2. Asociativa. Para A, B, C matrices de K™*", y usando la propiedad aso-
ciativa de la suma en K :

(A+ B) + C = (lagg] + [bij]) + [cij] = lai; + big] + [eij] = [(aij + bij) + cij] =
[aij + (bij + cij)] = [az] + [bij + cij] = lag] + ([by] + [ci5]) = A+ (B +C).
3. Existencia de elemento neutro. Para toda matriz A de K™*" :
A+0= [aij] +[0] = [aij +0] = [aij] = A,
0+ A =1[0]+ [ai;] = [0+ asj] = [as5] = A.
4. Existencia de elemento simétrico. Para toda matriz A de K™*" :
A+ (=A) = [aij] + [—ai;] = [aij + (=aij)] = [0] = 0,
(—A) + A = [—ay] + lay] = [(—ay) + aiy] = [0] = 0.

5. Conmutativa. Para todo par de matrices A, B de K™*" y usando la
propiedad conmutativa de la suma en K :

A+ B = lag;] + [bis] = [aij + bij] = [bij + ai;] = [by] + [ai;] = B + A.

7.3. Producto de un escalar por una matriz

1. Dadas las matrices

calcular 24 — 3B.
2. En M5(Zs), calcular 2A — 3B siendo:
2 4 01
==l o)
3. Resolver en R2*3 ¢l sistema:

2X +3Y = A
3X — 4Y = B,

. 2 -1 1 1 1 2
s1endoA—[4 0 1}yB—[O _3 2].

4. Demostrar que para todo A, 4 € K, y para todo A, B €€ K™*" se verifica:

1) A(A+ B) = M + AB.
2) (A + 1) A = AA + pA.
;A( pA) = ( A



7.3 Producto de un escalar por una matriz

Solucion. 1. Tenemos:

2 —4 8 0 15 3 2 -19 5
2’4_33_[2 2 0]‘[21 —6 0]_[—19 8 o]'

2. Usando las conocidas operaciones en Zr :

1 3 3 3

SRR ]

3. Calculemos Y. Multiplicando por 3 a la primera ecuacién y por —2 a la
segunda:

2A—33—2A+2B—2[2 4]+2[0 1}

6X +9Y =34
—6X +8Y = -2B.

Sumando ambas ecuaciones, 17Y = 34 — 2B. Multiplicando por 1/17 :

1[4 -5 —1
Y= 17(3A 2B) = 17[ 6 —1]'

Calculemos X. Multiplicando por 4 a la primera ecuacién y por 3 a la se-

gunda:
8X +12Y =44
9X —12Y = 3B.

Sumando ambas ecuaciones, 17X = 4A + 3B. Multiplicando por 1/17 :

Y =

1 1 {11 -1 10
A3l =1 [16 -9 10]'

4. Usando las definiciones de suma de matrices, de producto de un escalar
por una matriz, y conocidas propiedades de la suma y producto en K :

1) MA+ B) = A([aij] + [bij]) = Maij + bij] = [Maij + bij)]
= [Aai; + Abyj] = [Aai;] + [Aby] = Aai;] + Albij] = AA + AB.

2) A+ pA= A+ p)laij] = [(A+ p)aij] = [Aaij + pai]
= [Aaij] + [aij] = Aaij] + plaij] = AA + pA.

3) A(pA) = Aplai;]) = Apaij] = [A(pai;)] = [(An)ai;] = (An)aij] = (An)A.
4) 1A = ay] = [lai;] = [ai] = A.
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7.4. Multiplicacion de matrices

0 1 3

1 -1
1.DadasA—[2 3]yB—[4 9 5

} , hallar AB y BA.

2. Dadas A = [:; _13] y B= [; ﬂ , hallar AB y BA, para comprobar

que AB # BA.

3. En My(Zs), calcular AB siendo:

4. Multiplicar por cajas:

2|-1 2 1[3 1
3]-1 4 4
410 1 15

5. Comprobar la propiedad asociativa del producto de matrices para:

1 -1 3 1 1
T N ]
0 3 5 3 3

6. Sean A € K™*" B € K"*P y C € K™*P, Si AB = C, dar una férmula
para el elemento ¢;; de C' en funcién de los elementos de A y B.

7. Demostrar la propiedad asociativa del producto de matrices.
8. Se consideran las matrices:
10 -1 1 4 0
R PR R B
Verificar las propiedades A(B+ C) = AB+ AC'y (A+ B)C = AC + BC.

9. Sean A € K™*" y B, (' € K™*P. Demostrar la propiedad distributiva
A(B+C)=AB+ AC.
10. Sean A € K™*" B € K"*P y X € K. Demostrar que

AAB) = (\M)B = A(\B).



7.4 Multiplicacién de matrices

11. Sea A una matriz cuadrada de orden 10 cuyos términos estan dados por

Determinar el término bsg de la matriz B = A2.

1 -1 0 25
12.8ea A= 10 0 3| .Calcular » (—1)F4%.
0 0 -1 k=0

13. Una matriz cuadrada A se dice que es idempotente si y s6lo si, A2 = A.
Demostrar que si A es idempotente, también lo es T — A.

Solucion. 1. Tenemos
1 =110 1 3
e P

10+ (-1)-4 114 (-1)-(-2) 1-3+(—1)-5]
| 2-0+3-4 2.-1+3-(-2) 2:3+3-5

-4 3 =2
|12 —4 21|
La matriz B es de orden 2 x 3, y la A de orden 2 x 2. Dado que el ntimero de

columnas de B no coincide con el de filas de A, no esté definido el producto
BA.

2. Tenemos
-1 1 1 2 2 2
2 1l [—2 —3} [3 4] - [—11 —16]'
1 2)|-1 1 -5 =5
sa=y ) [ A= 10 D)
Efectivamente, AB # BA.

3. Usando las conocidas operaciones en Zr :

AB — 2 4]0 1] [2:0+4-3 2-1+4-3
/1 313 3] |1-04+3-3 1-1+3-3
[0+2 242 [2 4
C|0+4 1+4 |4 0]
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4. La matriz de la izquierda es de la forma [é g] con

A=[2], B=]-1 2],0:[3},17: [_01 ﬂ

4

EFCOH
G H

La matriz de la izquierda es de la forma [

1 15

E=[1], F=3 1],(;:H,H: [0 4].

Tenemos

[A B} [E F]_[AE+BG AF+BH]

¢ D||G H CE+DG CF+DH

AE + BG =[2)[1] + [-1 2] m =[2]+[1] =

oesoe- -3 -+ -

AF+BH =123 1]+ [-1 2] [(1) ‘51]

=106 2]+ [2 6]=[8 8].

CF+ DH = [ﬂ 3 1]+ [_01 ﬂ E g]

_93+416'_1319
12 4 1 5] [13 9

En consecuencia

Hallemos (AB)C :

(AB)C =

12 6 30 36 42
0 24] [1 2 3]|:72 48 24

90 72 54

2|-1 2 1[3 1] 38 8
3]-1 4 1[0 4|=|6[13 19| .
410 1 1|15 5|13 9

] |



7.4 Multiplicacién de matrices

Hallemos BC :

1 1 4 4 4
BC=|-2 4 [;’ 3 zl))] =110 4 -2
3 3 12 12 12
Por tltimo, hallemos A(BC) :
1 -1 3 4 4 4 30 36 42
ABC)=12 4 2| |10 4 =2 =72 48 24
0 3 5] [12 12 12 90 72 54

Se verifica (AB)C = A(BC).

6. Las tres matrices A, B y C son de los tipos:

blj

.. bgj
A= a;1 a2 ... Qinp ,B: ,C: - Ciy

Entonces,

AB = ;1 A;2 ... Qin 3 =|--- GCij .- :C,
b
ival = apb b bnj => 1 b
equivale a ¢;; = aj1bij + ajebaj + -+ + ainbn; = Y _j_q Girby;.

7. Sean A = [a;5] € K™, B = [bj] € K™*P, C = [cg,| € KP*9. Demostre-
mos que (AB)C = A(BC). La matriz AB es:

AB = Zaijbjk € K™*P,
j=1
Hallemos (AB)C' :
p n p n
(AB)C = Z Zaijbjk Crr| = Z Zaijbjkc;w e K™*q,
k=1 \j=1 =1 \j=1

De la misma manera,

n p
A(BC) = Z ( aijbjkc;w> e Km*4,
k=1

Jj=1
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Dado que el orden de la suma es arbitrario es cualquier suma finita, tenemos:

P n
g g A5 jlcckr = E g A5 jlcclcr

k=1 = Jj=1

para cada par de valores de i y r, es decir (AB)C = A(BC).

1 0113 1 3 1
AB+0) = [2 3} [8 1] - [30 5]'
Por otra parte

aneac= [ B OE

-[7 s =l )

Por tanto, A(B + C) = AB + AC. Procediendo de manera andloga:

(4+ B)C = {g ;] [;‘ _01] = [455 _ﬂ
sewso= [ [0 [ Y

o 5+l )= S

Es decir, (A+ B)C = AC + BC.

8. Tenemos

9. Llamemos A = [a;j], B = [bjr] y C = [cji]. Entonces,

A(B + C) = [aij] ([bjk] + [CjkD = [CLZ]] ik + C]k |:Z a"Lj ]k; + Cjk :|

n n n n
E aijbjk + E A;iCil | = E aijbjk + E Qi Cjk
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

= [aijl[bjk] + [ai;]leje] = AB + AC.

10. Tenemos:

MAB) =X | aijbj | = | A aibji| = ZA% Yok | = (AA)B,
j=1 j=1

J=1



7.4 Multiplicacién de matrices

)\(AB):A Zaijb]‘k = )\Zaijbjk = Zau()\bjk) :A()\B)
j=1 j=1 Jj=1

11. Podemos escribir

10

bzg = E a3kake = a31016 + a32a26 + a33aze + - - - + a3eae6 + - - - + @3,10010,6
k=1

=2.242.2483.24... 42804 2.24...42.2
—8(2-2) +2V8+2V8=32+4+2V2 = 36 + 2V2.

12. Hallemos las potencias pares de A :

1 -1 0 1 -1 0 1 -1 -3
A2=10 0 3 0 0 3|=1]0 0 -3},
0 0 —-1] [0 0 -1 0 0 1

1 -1 =31 1t -1 -3 1
A*=A%242=10 0 -3/ (0 0 =3|=10 0 =—3|=A4A2
0 0 1 0 0 1 0

Veamos por induccién que A%* = A2 para k = 1,2,...,25. En efecto, aca-
bamos de ver que la férmula es cierta para k = 1. Si es cierta para k :

A2(k+1) — A2kA2 — A2A2 _ A4 _ A2,

por tanto la férmula es cierta para k + 1. Entonces:

25
D (-1)FA* = A0 — A% 4 A - A AP A% A0
k=0

=1+ (A2 + A+ (A2 + A+ (AP AP - AP =T - A%

Es decir,

25 100 1 -1 -3 01 3
d(-1FA% =10 1 0o —f0 0 -3| =0 1 3
k=0 00 1 0 0 1 000

13. Si A es idempotente, A2 = A por tanto:
(I—A2=T-A)I-A)=I-AI-TA+A’=T—-A-A+A=1-A,

lo cual implica que I — A es idempotente.
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7.5. Matriz inversa (1)

—1 -
2 5 3 =5
1. Demostrar que [1 3] = 12 } .

2. Sea A € M,(K) invertible. Demostrar que su inversa es tnica.

—-1.
VRE hallar A=":

(i) Usando el método de Gauss.
(77) Usando el método de los adjuntos.
(ii7) Considerando como incégnitas las columnas de A~

3. Dada la matriz A = [2 -1

11 2
4. Calcular al inversa de la matriz A = |3 2 0], usando el método de
2 0 4

Gauss y el de los adjuntos.

1 1 1 4
11 -1 1
-1 - .
5. Hallar A=, siendo A = 10 2 4
3 2 -1 5

2 2
3 4

de Gauss. (i7) Usando el método de los adjuntos.

6. Dada la matriz A = [ ] € My(Zs), hallar A=!: (i) Usando el método

1 ¢ 4
7. Hallar la inversa de A= |i 1 i| € M3(C).
1 11

8. Sea A € R™" cumpliendo A% — 342 + 5A + 71 = 0. Demostrar que A es
invertible y hallar A~! en funcién de A.

Solucién. 1. Sabemos que una matriz A € M, (K) es invertible si, y sélo si
existe B € M, (K) tal que AB = BA = I. También sabemos que la condicién
AB =1, implica BA = AB, por tanto basta verificar:

2 5|3 =5 (10

1 3/|-1 2| |0 1|’
como inmediatamente se comprueba.
2. Si A tuviera dos inversas B y C, se verificarfa:

AB=BA=1,
AC=CA=1



7.5 Matriz inversa (1)

Ahora bien,
(AB)=1=C(AB)=Cl= (CA) B=C=1C=B=C=B.
Es decir, la inversa es tnica.

3. (i) Usando el conocido algoritmo:

2] —1]1 0 ~ 2 —1]1 0 ~
3 4|0 1]|2RB-3F|0 -3 2 |11F + F,

2 0|8 2 - 1 0| 4/11 1/11
[ 0 11|-3 2 } gﬁﬂg [ 0 1|-3/11 2/11 } '

114 1
: -1 _
Es decir, A™" = 11 [_3 2] .

(i) El determinante de A es |A| =11 #0y AT = [_2 3] , por tanto:

1 4
1[4 1
-1 _ . A
AT = S Adj(4) = [_3 2].

(13i) Si Cy, Co son las columnas de A=l e I, I, las de la identidad, entonces

[C1 Co] E _41] =[h L.

Efectuando la multiplicacién por cajas, obtenemos el sistema:

2C1 +3C, =14
—C1 +4C; = I,

que resuelto proporciona la solucién

4 3 1
012—71—]2—[4],

11 11°° 11 |-3

1 2 1 [1
Co=—I1+—I,=—
2=t 11[2}’

por tanto
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4. Aplicando el algoritmo de Gauss:

Al 121 00] 5 4p 1 1 2[1 00
3 20(01 0|2 > '~10][-1] -6/-3 10
Py 2P
2 0 4|0 0 1 0 -2 0]-2 01
1 0 —4|-2 1 0
Fy + Fy 3F) + Fj3
Y Sl N O R T
ST 1o oo 4 -2 1 |72
3.0 0]-2 (1/3)Fy

11
0 -2 0]-2 0 1|(-1/2)F~
0 0 12| 4 -2 1

10 0|-2/3 1/3 1/3
010| 1 0 —1/2

0 0 1|4/12 —2/12 1/12

La matriz inversa de A es por tanto,

L [8 4 4
A‘lzﬁ 12 0 -6
4 -2 1

Usemos ahora el método de los adjuntos. El determinante de A es |A| =

1 3 2
—12#0y AT = |1 2 0], por tanto:
2 0 4

) 8 -4 4 8 4 4
Al = —Adj(A)=—1|-12 0 6|=-—1]12 0 -6
4] 20 4 o 1] 1214 o
5. Usemos el método de Gauss.
1 1 4|1 0 0 0 ~
1 1 =1 1/0 1 0 0| F,—F
1 0 2 4/0 0 1 0| F3—F
3 2 -1 5|00 0 1| F-3F
1 1 1 411 000
0 0 -2 -3|-110 0 ~
0 -1 1 0]=1010|F<+F
0 -1 -4 —-7/-3 0 0 1



7.5 Matriz inversa (1)

1 1 1 4|1 000
0 L0 =10 10, o
0 0 -2 -3/-1100|, 4
0 -1 —4 —7|-3 00 1] * "2
1 0 2 4]0 0 1 0 ~
0 -1 1 0|-10 1 0| F+F
0 0 —3|-1 1 0 0 |2F+F;
0 0 —5 —7|-2 0 -1 1 |2F —5F;
1 0 0 1|-1 1 1 0 ~
0 -2 0 -3|-3 1 2 0| F-F
0 0 —2 =3|-1 1 0 0 |F+3F,
0 0 0 1 -5 —2 2 | F3+3F,
1 0 0 0[-2 6 3 -2
0 -2 0 0|0 —14 -4 6
0 0 -2 0|2 —-14 -6 6 2—533?
0O 0 0 1|1 -5 -2 2 3
1000/-2 6 3 —2
0100[0 7 2 -3
0010[-1 7 3 -3
00011 -5 —2 2

La inversa de A es por tanto:

(i)

—2 6 3 -2
4 o 7 2 -3
AT=10 7 3 3

~

k¥

10 ~ 2 2|10
3 4/0 1]|2R-3F |0 [2]|2 2| A-F

[2 0] 4 3]”[1 02 4} . {2 4]
3F1 = A = .
0 2]2 2 ]5 [0 1]11 11

4 ao a1 r 23
|A|=2-4-3.2=3-1=2, A—[24,

=g sl o =)
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7. Tenemos,

1 i i 1 4 i
detA=det |7 1 i|l=...=4—-2, AT=1|i 1 i
ioi1 ioi1
Por tanto,

2 —1—i —1—i

1 2 1
Al = —Adj(A) ==+ —i) |-1—-i 2 —1—i
) AdiA) <1o+1ol> ’ . !
—1—-7 —1—1 2

8. Usando la propiedad distributiva, la igualdad dada se puede escribir en

la forma:
A(A? —3A +51) = —T7I,

Multiplicando ambos miembros por —1/7 :

—1 2 —
A 7(A —3A+5I)| =1.

Es decir, A es invertible y su inversa es:

ATl = —% (A —3A+5I).

7.6. Matriz inversa (2)

1. Sean A y B dos matrices invertibles de orden n. Demostrar que AB es
invertible y que (AB)~! = B~1A~L.

2. Se considera la matriz real

a —b —c —d
b a d —c
A= c —d a b
d c —b a

Hallar A*A y usar el resultado para calcular A=!.

3. Sean A, B, C matrices cuadradas del mismo orden, con B y C invertibles,
verificando (BA)!B~1(CB~1)~! = I. Demostrar que A es invertible y ex-
presar A~! en funcién de B y C.



7.6 Matriz inversa (2)

4. Hallar A~!, siendo A =

_ o O O
— =0 O
== O
— = = =

5. Determinar k € Z11 para que no sea invertible la matriz:

[7 2 3
A= |10 0 5 GMg(le).
(4 2 &

6. Hallar la inversa de la matriz de orden n :

1 2 22 .. on 17
01 2 ... o2n2
A=0 0 1 ... 2773
o0 0 ... 1 |

7. Para cada a € R se consideran las matrices de la forma:

1 a da%/2 a3/6

01 a a@?/)2
Mo = 0 0 1 a
00 O 1

Calcular M, - M, y usar el resultado obtenido para determinar M, !. (Pro-
puesto en examen, Algebra, ETS Ing. Industriales UPM).

V1 2
8. Para cada x € R se define A, = \/1::_72 T . Demostrar que
x

x
A7l=A,.
Solucién. 1. Usando la propiedad asociativa del producto de matrices:
(AB)(B'A ) = A(BB ™ H)A 1 = ATA ' = A4 = I

Por la propia definicién de matriz invertible, concluimos que AB lo es, sien-
do su inversa (AB)™! = B~1A~L

2. Operando obtenemos

ATA = (a® +b° + & + d?)

o O O
O O = O
o= O O
o O O
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La igualdad anterior la podemos escribir como

1
AV) A =14
<a2+b2+02+d2 ) *

si suma a? + b? + c? + d? es no nula, cosa que ocurre si y sélo si (a,b, ¢, d) #
(0,0,0,0). En consecuencia,

1 1
B e e

A', (a,b,¢,d) # (0,0,0,0).

3. Usando que la traspuesta del producto es el producto de traspuestas
cambiados de orden, que la inversa del producto es el producto de las inversas
cambiados de orden, que la inversa de la traspuesta es la traspuesta de la
inversa, que la inversa de la inversa es la propia matriz y que la traspuesta
de la traspuesta es la propia matriz,

(BAB Y CB )Y '=T1T=A'B'B'BC!'<1=ABC"

1

s Al=(Blc Y e (A) ' =BCc e (A7) =BiC!

s A = (Bl e 4= (C)T B

4. Usemos el método de Gauss. Reordenando las filas:

000 11 00O 1 11 1/0 0 0 1
001 101 00 011 1/0 0 10
011 10 0 10 001 101 00
111 10 0 0 1 000 111 000
Restando a cada fila la siguiente:
111 1|0 0 0 1 10000 0 -11
01 1 10 0 1 0 01000 -1 1 0
001 10100 001o0f-1 1 0 O
000 1|1 00O 000 1|1 0 0
Por tanto,
0o 0 -1 1
0 -1 1 0
-1 _
4 -1 1 0 0
1 0 0 O

5. Usando las conocidas reglas de sumar y multiplicar en Zq; :

detA=7-0-k+10-2-342-5-4—-4-0-3-2-5-7T—10-2-k



7.6 Matriz inversa (2)

=0-k+9-3+10-4-0-3-10-7-9-k

=04+5+7-0-4—-9k=5+T+T7+2k=1+7+2k =8+ 2k.

La matriz A no es invertible cuando, y s6lo cuando 2k+8 = 0. Multiplicando
ambos miembros por 6 :

6-2-k+6-8=6-0<1-k4+4=0k=—-4="1.
Es decir, A no es invertible < k = 7.

6. Restando a cada fila la siguiente multiplicada por 2 en el algoritmo de
Gauss:

1 222 ...2071]1 00 ... 0
1 2 ...222/01 0 ... 0
AlNN=(00 1T .. 310 0 1 ... 0
|00 0 1 |0 00 1
1 0 0ol1 -2 0 07
0 1 ... 0l0 1 =2 ... 0
~/001 ... 0/0 0 1 ... 0 :[”A—l].
|0 0 0 110 0 0 1]
7. Tenemos:
1 a a*/2 a®/6] [1 b b?/2 b%/6
01 a a%/2] |0 1 b b*/2
MMy =\ g a 00 1 b
00 0 1 00 0 1
Lbta Srab+y G+ aPe
|0 1 b+a L tab+ %
0 0 1 b+a
0 0 0 1
+b)2 +b)3
1 astb (a2> (a6)
0 1 at+b @
pr— — b.
0 0 1 ax+b ot
0 0 0 1
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Dado que My es la matriz identidad, I = My = MaJr(,a) = M,M_,, lo cual

implica que M, es invertible y su inversa es M_,. Es decir,

1 —a a?/2 —a®/6

_ 0 1 —a  a?/2
Mt =Moo = 0 0 1 —{l
0 0 0 1

8. Bastara demostrar que A, A_, = I. En efecto,

AA - x V14 22 —x V1+z?
S RV [y T V14 22 —x

B —2? 4+ 1+ zVl+az?2 —av1i+22| [1 0
V14 22 + V1 + a2 1422 — 22 0 1]”
7.7. Inversa de orden n por el método de Gauss

Hallar la inversa de la matriz de orden n > 1 :

0 1 1 ... 1

1 01 ... 1

A=1|(1 10 1

111 ... 0

Solucién. Apliquemos el método de Gauss.

[0 1 1 ... 1]/1 0 0 ... 0]
1 01 ... 1 1 ... 0
1 1 0 110 01 ... 0O
111 ... 0/0 00 ... 1]

Restando a cada fila (salvo la dltima), la dltima:

-1 0 0 ... 1|1 00 ... —1
0 -1 0 110 1 0 -1
0 0 -1 110 0 1 -1




7.8 Inversa de orden n por sistema de columnas

Sumando a la tltima fila todas las demaés:

-1
0
0

0

0
-1
0

0

0
0
-1

0

1
1
1

n—1

1
0
0

1

1

S =

[an}

1

—1
-1
—1

2—n

Multiplicando a cada fila (salvo la dltima) por 1 —n y suméandole la dltima:

n—1 0 0 0 [2-n 1 1 1

0 n—-1 0 0 1 2-n 1 ... 1

0 0 n-1 0 1 1 2-n ... 1
0 0 0 n—1| 1 1 1 2—n |

Multiplicando a todas las filas por 1/(n — 1), obtenemos a la izquierda la
matriz identidad I,,, por tanto A~! es:

[2—-n 1 1d N7 1
1 2-n 1 ... 1
JE 1 1 2-n . 1
n—1 .
1 1 1 2 —n|
7.8. Inversa de orden n por sistema de columnas
Hallar la inversa de la matriz de orden n :
[1 2 3 n |
01 2 n—1
A= |0 0 1 n—2
000 ... 1

Solucién. Dado que la matriz A es triangular superior, conviene hallar
su inversa tomando como incégnitas las columnas de A~L, pues el sistema
correspondiente es particularmente sencillo. Tenemos;

A_IA =] [Cl 02 Cn] A= [Il 12 In}

Ci=1
2C1 +Cy =15
3C1 +2Cy + C3 = I3
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ObtenemOS sucesivamente:
Ci=0L,0,=-"2L+1,C3=11 —2Is+ 13, Cy =1, — 2[5+ I3, ...

La matriz A~! es por tanto:

1 -2 1 0 0
01 -2 1 ...0 0
00 1 -2 ...0 0

Al—l0 0 0o 1 ...0 0
00 0 0 1 -2
0 0 0 0 1]

7.9. Ecuaciones y sistemas matriciales

1. ean A, B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Resolver
la ecuacion AX = B. Como aplicacién, calcular X tal que:

1 01 6 4 2
21 0l X=|7 6 5
310 10 8 6

2. Sean A, B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Resolver
la ecuacion X A = B. Como aplicacién, calcular X tal que:

SRR

3. Sean A, B,C tres matrices cuadradas de orden n, con A, B invertibles.
Resolver la ecuacién AX B = C. Como aplicacion, calcular X tal que:

1 2 2 3 5 7
HEESHHE R
4. Resolver el sistema lineal

22?1 — X9 — T3 = 4
3x1 +4x0 — 223 =11
3x1 — 2x0 4 43 = 11,

usando el concepto de matriz inversa.

5. Resolver la ecuacién matricial [_11 _11] X = [_11 _11] .
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6. Resolver la ecuacién AX = B, con A = [_24 _21] vy B= [(1) (1)] '

7. Resolver el sistema de ecuaciones matriciales

AX —BY =0
BX + AY =C,

11 1 4 2 -1 0 0
T L I e R )

8. Sean A € M,,(R) y B € M, (R) matrices invertibles y sea C' € M, xn(R).
a) Obtener las matrices X,Y,Z en funcién de A, B,C de manera que se
satisfaga la ecuacién matricial:

o 5l v]=16 7]

b) Usar el resultado del apartado anterior, calcular la inversa de la matriz:

10 -1 1
01 1 -1
N= 0 0 -1 1
0 0 1 1

Solucién. 1. Tenemos las equivalencias:
AX=Bo A ' (AX)=A"'Be (A'A)X=A4"'B

sIX=A"'"Be X=A"'B.

La tinica solucién de la ecuacién AX = B es por tanto la matriz cuadrada de
orden n, X = A~ B. Para la ecuacién concreta dada, y teniendo en cuenta
que la matriz de la izquierda es invertible:

10 1176 4 2
X=12 1 0 7 6 5| =..=
31 0 10 8 6

W = W
N DN DN
— W =

2. Tenemos las equivalencias:
XA=B& (XA)A'=BA'e X(A4A™H) =BA™!

& XI=BA'e X =BAL
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La tinica solucién de la ecuacién AX = B es por tanto la matriz cuadrada de
orden n, X = BA™!. Para la ecuacién concreta dada, y teniendo en cuenta
que el coeficiente de X es una matriz invertible:

CRART b

3. Tenemos las equivalencias:
AXB=C& A Y(AXB)B™' = A~'cB™!

& (A'AXBB Y)Y =A"'CB ' IXI=A"'CB' o X =4A"'CB™.

La tnica solucién de la ecuacion AX B = C' es por tanto la matriz cuadrada
de orden n, X = A~'CB~!. Para la ecuacién concreta dada, y teniendo en
cuenta que las matrices que multiplican a X por la izquierda y derecha son

invertibles:
w12 [ T 28] _[o 1]
12 5 12 17] |1 1 S ool

4. El sistema se puede escribir en la forma

2 -1 -1 T 4
Ar=b, con A= |3 4 =2| ,z= x| ,b= |11
3 —2 4 3 11

La matriz A es invertible, como facilmente se comprueba. Entonces,

Az=be A (Az)=A" v (A A z=A"" b lr=A""ve2=A""

Por tanto,
9 -1 —-117'T4 3
r=A"=1(3 4 -2 11l =...= |1
3 -2 4 11 1

5. La matriz coeficiente de X tiene determinante nulo. Determinemos las
soluciones de la ecuacién dada, planteando un sistema lineal.

RS B et e i S e

a:l—a:g,:—l

—xr1+x3=1 T —x3=—1
N 1 3 N 1 3

x2—$4:1 xg—x4:1.

—x2+ x4 =—1
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Llamando x3 = «, x4 = [, obtenemos todas las soluciones del sistema,
anterior:

r1=—14a,z0=14+p,23=0a, 4= (a,8€R).

Las soluciones de la ecuacién dada son por tanto:

X = {_1;0‘ 1;5] (0, 8 € R).

6. Se verifica det A = 0, por tanto A no es invertible. Esto implica que no
existe matriz X tal que AX = B = I. La ecuacién no tiene solucion.

7. Dado que B es invertible, AX = BY equivale a Y = B 'AX. Sustitu-
yendo en la segunda ecuacién:

BX + AB™'AX =C & (B+ AB 'A)X = C.

Operando el coeficiente de X :

a2
B+ AB A= _[2 ol

matriz que es invertible. Por tanto,

X=(B+AB A C=...= [(1) _QJ
N E I N PR |
vostax-sal) 2 -t

8. a) Si la matriz nula O pertenece a My, (R) y es facil verificar que
esta definido el producto por cajas si O € Entonces,

[A c] [X z]_[zm 0] [AX AZ+CY}_[Im o]

O Bl||lOo Y o I, o) BY o I,
AX =1, X =A""
s AZ+0Y =0 AZ+CY =0
BY =1, Y =B,
X=A"" X=A""

sl AZ=-CY ! Z=-A"1CB!
Y = B!, Yy =B L
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b) Llamando

T R R B A B

usando los resultados del apartado anterior, y operando:

—_

1 0 -1
N1 [AClT_ AT —aTleBT ] o1 1
0 Bl |0 B! 00 —1/2
00 1/2
7.10. Transposicion de matrices
1. Se consideran las matrices reales:
2 -1
A=13 4|, B_[(l) ; _51]
2 3

Verificar:

a) (AT)T = A,
b) (A+ B) = AT + BT,
c) MA)T = AT, YA € R.

2. Se consideran las matrices reales:
2 -1
A=13 4|, B:[l 2 _1].
2 3
Verificar que (AB)T = BT AT,
3. Sean A, B € K™*™ y \ € K. Demostrar que:
a) (AT)" = A

b) (A+B)T = AT + BT.
c) (AA)T = 2AT,

4. Sea A € M,,(K) invertible. Demostrar que la inversa de su traspuesta es

la traspuesta de su inversa.

5. Sea A € M, (K) simétrica e inveritble. Demostrar que A~! es simétrica.

6. Sean A, B € R™*" gimétricas. Demostrar que AB es simétrica & AB =

BA.
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T 2 -1
Solucién. 1. a) (AT)T:[2 3 2] =13 4| =4
-1 4 3
2 3
3177 333
b) (A+B)T =13 6 :[168]
38
(2 32 [t o 1] o, or
_[—143}{225]_‘4 B

T
2\ = _
O OA)T = 33 ax| = [3 i; gﬂ =223 ﬂ _ AT
2\ 3)
2. )
2 -1 2 2 =7
AB= |3 4 [(1)3_51]: 3 14 17
2 3 2 10 13
2 3 2
= AB)T =2 14 10
-7 17 13
1 0 2 3 2
BTAT =2 2 [_21 2 g]: 2 14 10
-1 5 -7 17 13
Concluimos que (AB)T = BT AT,
3. a) Si A = [a;;] € K™, entonces AT = [a’;] € K"™™ con a; = a;;. Pero
(AT)T = [a;] € K™*" con a; = a;. Es decir, af; = a}; = ajj, por tanto
(aT)" =4

b) Si A = [a;] € K™, AT = [a’;] € K"™™ con a}; = ajj. Si B = [b;] €

K™, BT =[] € K"™*™ con b, = b;;. Entonces,
(A+ B)T = [a;; +bi;]7 = [cji] con ¢ji = aji + bji.
Por otra parte,
AT + BT = lagi] + [bji] = [aji + bji] = [ezi],
lo cual implica que (A + B)T = AT + BT.
¢) Razonando de manera analoga:

AT = Payl" = [Aagi) = Mag] = AAT.



Capitulo 7. Matrices sobre un cuerpo

4. Trasponiendo la igualdad AA™! =T :
(AA) =1T = (A ) AT =T= (A7) = (4.

Es decir, la inversa de la traspuesta de A es la traspuesta de la inversa de
A.

5. Usando que la traspuesta de la inversa es la inversa de la traspuesta:
(A7) = (a7 = a4
Es decir, A™! es simétrica.

6. =) Si AB es simétrica, entonces (AB)T = AB, luego BT AT = AB. Pero
por hipétesis, A y B son simétricas, con lo cual BA = AB.
<) Si AB = BA, trasponiendo y usando que A y B son simétricas:

(AB)T = (BA)T = ATBT = AB = AB es simétrica.

7.11. Descomposicién A = uv!

Sea A una matriz real cuadrada de orden n y rango 1. Analizar la validez
de las siguientes afirmaciones y demostrar aquellas que son ciertas.

1) Existen vectores columna u, v tales que A = uv?.

2) Existe un tnico ntimero real « tal que 4% = aA.

3) Supdngase que la traza de A es 2. Entonces, A — I es invertible. En caso
afirmativo, calcular su inversa.

Sugerencia: calcular (A — I)?.

Solucién. 1) Como el rango de una matriz proporciona el maximo nimero
de vectores tanto fila como columna linealmente independientes, se deduce
que existe una columna no nula de la matriz A, y las restantes son combi-

nacién lineal de ella. Sea u = (uq, ... ,un)T tal columna. Entonces, A tiene
la forma
)\111,1 N A )\nul (5]
A= : : Cl= i L ]
MUy oo Up oo ApUp, Up,
Llamando v = [)\1, S )\n]T, obtenemos A = uv”. La afirmacién es

cierta.
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2) La matriz A% es A% = (uvT) (uvT) =u (vTu) vT. Llamando « al escalar
vTu, obtenemos A? = aA. Si existiera otro 3 real tal que A% = BA, entonces,

=A2 - A =aA-BA=(a—-p)A a—pf= a=p.
0 BA=(a—p) f;:_o, f=0= B
El nimero « es Unico y por tanto la afirmacion es cierta.
3) Tenemos
a=viu=MNu 4+ - +1-u+- -+ Mu, = traza A =2
= A2 =2A=(A-1)? =A% -2A+1=2A-2A+1=1
De la igualdad (A —I)(A —I) =1, se deduce que A — I es invertible y que

(A—1I)"' = A~ I. La afirmacién es cierta.
7.12. Matriz nilpotente e inversa

Una matriz cuadrada A se dice que es nilpotente, si existe un p natural tal
que AP = 0. Demostrar que si A es nilpotente, entonces I — A es invertible e

(I—A) ' =T+A4A% ...

Aplicar este resultado al calculo de la inversa de:

1 2 4 8
01 2 4
'~ 0 0 1 2
0 0 01
Solucién. Si AP = 0, entonces A™ = 0 si m > p, en consecuencia:

I+ A+A* 4+ =T+A+ A+ + AP
por tanto la suma es finita. Por otra parte:
(I-A)I+A+ A+ + A
=I+A+AT+ AT A AT AT AP =

lo cual implica que I — A es invertible e (I — A)™! =T + A+ A2+ ...
Expresando M en la forma M = I — A, obtenemos:

0 —2 —4 -8
0 0 -2 —4
A=I-M= 0 0 0 =2
0 0 0 O
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Calculemos las potencias de A :

0 0 4 16 0 00 -8
0 00 4 0 00 O
2 _ 3 _ 4 _
A7 = 000 O , A= 0 00 O , A7=0
000 O 0 00 O
Por tanto,
1 -2 0 0
0 1 -2 0
-1 _ (7 _ A1 — 2 3 _
M7 =(-A) I+A+A*+A 00 1 -9
0 O 1

7.13. Potencia enésima por binomio de Newton

(a) Sean A, B € K™*™ dos matrices que conmutan, es decir AB = BA.
Demostrar por induccién que se verifica la férmula del binomio de Newton:

(A+B)" = an (Z) A"k Bk,

k=0

(b) Se consideran las matrices:
210 010
A=10 2 1| ,N=1]0 0 1
0 0 2 000
Demostrar que N2 = 0 y como aplicacién, hallar A™.

(c) Hallar A™, siendo

11 11
01 11
A_0011
0 001

Solucién. (a) Usemos el método de induccién
Paso base. La férmula es cierta para n = 1. En efecto,

1
(A+B)l = A+ B = ((1)>AIBO + G)AOBl -y (;)AlkBk.

k=0
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Paso de induccion. Supongamos que la férmula es cierta para n, y veamos
que es cierta para n + 1. Se verifica:

(A+B)"™ = (A+B)(A+ B)"
=4y (Z) Ankpr L By (Z) Ak
k=0 k=0
_ Z (Z) An—k+igk | Z <Z> AR BRFL ()
k=0

k=0

(en la tltima igualdad hemos usado que AB = BA). El primer sumando de
la linea (%) se puede expresar en la forma

n

N\ sn—k+1pk _ [T\ gn+l 0 — (n n—k+1 pk
Z<k>A B* = <0>A B +Z<k>A B
k=0 k=1
Y 1m0, S (P gnekl ok
( 0 >A B +)° LA BE.

k=1
El segundo sumando de la linea (x) se puede expresar en la forma

n n—1

n n n+1
An—kBk—H _ An—kBk-H AOBTL+1
> (3) > () (0

k=0 k=0
(haciendo el cambio k =j — 1) :

n
:Z n\ gnti-igi n+1 A0t
2 \j-1 n+1

Por tanto, (A + B)"*! es igual a:

n+1\ 4150 - n n nt1—k pk n+1\ 0 ont1
<0)A B+Zk+k71A B+n+1AB‘

k=1

1
Usando la conocida férmula de combinatoria <Z> + ( k ﬁ 1> = <n Z > :

1 - 1 1
(A 4 B)n+1 _ <n + )An+1B0 + Z <n + >An+1—l€Bk + <n + >A0Bn+1
0 — k n+1

n+1

_ Z <” + 1) An+1-k gk
e

Es decir, la formula es cierta para n + 1.
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(b) Tenemos:

01 0] 010 0 0 1
N2=10 0 1| [0 0 1| =1]0 0 Of,
0 0 0] 00O 0 0 0

00 1701 0 000
N3=N’N=10 0 0| |0 0 1|=10 0 0
00 0/ [00 O 000

Podemos escribir A = 2] + N. Ademds, (2I)N =2(IN) =2(NI) = N(2I),
es decir 2/ y N conmutan, luego es aplicable la férmula del binomio de
Newton para hallar A”. Como N3 = 0, se verifica N4 = N> = ... =0, por
tanto:

A" = (2] + N)" = <g> @20)" + (?) (21)"IN + (Z) (21)""2N?

(n—1)

— "+ n2" N 4 - 2" 2N?
2" 0 0 0 n2"t 0 0 o no=b2r?
=0 2® O0|+1(0 0 mn2"'|+ 0 0 0
0o o0 27 0 0 0 0 0 0
N pon n(”_12)2n72
=10 2" n2"
0 0 2n
01 1 1
0 011
(c) Podemos expresar: A = I+ N con N = 00 0 1 . Hallemos las
0 00O
potencias de N :
0 01 2 0 001
0 001 0 00O
2 _ 3 _ 4 _
N_OOOO’N_OOOO’N_O'
0000 0 00O

Dado que IN = NI, podemos aplicar la férmula del binomio de Newton
para calcular (I + N)™. Teniendo en cuenta que N =0si m > 4:

A" =(I+N)" = <g> "+ <T) "N+ <Z> " 2N? ¢ <g> 3N
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~1 ~1)(n—2
— N4 M e 0l 3)|(" ) s,

Operando y simplificando,

nn+1) nn+1)(n+2)]

1
o 1
An— o 1 n ”(”2)
00 1 n
0 0 0 1 |

7.14. Traza de una matriz, propiedades

Sea A = [a;j] € M, (K). Se llama traza de A y se representa por tr 4, a la
suma de los elementos de la diagonal principal de A, es decir:

n
trA=an +an -+ +am =Y

Demostrar que para cualquier par de matrices A, B de M,,(K) y para cual-
quier A € K se verifica:

a) tr(A+ B) =tr A+ trB.

b) tr(AA) = A tr A.

¢) tr(AB) = tr(BA). d) AB— BA# 1.

Solucién. a) tr(A+ B) = Z ai; + bi;) = Zam + sz =trA+trB.
=1

) tr(A\A) Z)\a”—)\Za”—)\trA

c) Calculemos tr(AB). Sabemos que el elemento ¢;; de la matriz producto
AB es ¢ij =Y . @iy, por tanto:

= icu = Z <Z alkbm) = Z ik b (1)

=1 i=1,...,n
k=1,...,n

De manera andloga:

= Z (Z bikam) = Z bikaki- (2)
° 1 .

=1
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Es claro que en (1) y (2) aparecen exactamente los mismos sumandos. Por
ejemplo, el sumando ag3bzy de (1) que corresponde a los subindices i = 2,
k = 3, es el sumando de (2) que corresponde a los subindices i = 3, k = 2.
Concluimos que tr(AB) = tr(BA).

d) Supongamos que fuera AB — BA = I. Tomando trazas en la igualdad
anterior,

tr(AB — BA) = tr(I) = n.

Usando las conocidas propiedades tr(M+N) = tr M+tr N, tr(AM ) = A tr M
y tr(MN) =tr(NM) :

tr(AB — BA) =tr (AB + (—1)BA) = tr(AB) + tr ((—1)BA)
=tr(AB) — tr(BA) = tr(BA) — tr(BA) = 0.
Es decir, tendriamos n = 0, lo cual es absurdo pues n > 1. Concluimos que
AB — BA # 1.
7.15. Matrices magicas

Todas las matrices con las que trabajamos en este problema seran matrices
3 x 3 con elementos a;; reales. Una tal matriz se dice que es mdgica si y s6lo
si son iguales la ocho sumas:

a;1 + a2 + a3, aij +ag; +as;, ain +agz +asz, a3+ aze +as

para todo ¢,5 = 1,2,3. Es decir, si es comtn la suma de los elementos cada
fila, de cada columna y de cada una de las diagonales. Se consideran las
matrices:

-1 2 -1 111
A= 0 0 0|, B=A", C=1|1 11
1 -2 1 111

1. Demostrar que cualquier matriz M es la suma de una simétrica M; y de
una antisimétrica My y que esta descomposicién es tnica.

2. Demostrar que la suma de dos matrices magicas es magica, que la tras-
puesta de una matriz magica es magica y que el producto de un escalar por
una matriz magica es méagica. Demostrar que si M es mégica también lo son
My y Ms. Verificar que A, B, C son mégicas.

3. Construir todas las matrices mégicas antisimétricas.

4. Construir todas las matrices mégicas simétricas, comenzando por estudiar
el caso en el que la suma comun es nula.
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5. Construir todas las matrices magicas. Demostrar que forman un espacio
vectorial sobre R. ;Cual es la dimension de este espacio?

6. Calcular A%, B2, C?, AC, BC,CA, CB. Demostrar que AB + BA es com-
binacién lineal de C' y de I.

7. {, Cudl es la condicién necesaria y suficiente para que el producto de dos
matrices magicas sea mégica?. Determinar todas las matrices magicas que
son producto de dos mégicas.

8. Demostrar que el producto de una matriz magica por una combinacién
lineal de I y de C es magica.

9. Demostrar que las potencias pares de una matriz magica no son matrices
maégicas (salvo un caso particular a precisar), pero las potencias impares de
una matriz magica son siempre magicas.

10. ;Cuando una matriz magica es invertible? En su caso hallar la inversa
i Es la inversa una matriz magica? Estudiar si son mégicas las potencias
negativas de una matriz magica.

Solucién. 1. Supongamos que M se puede descomponer en la forma M =
My + My con M simétrica y Mo antisimétrica. Transponiendo:

M = My + M
Mt = M; — M.

Resolviendo, obtenemos necesariamente:
1 t 1 t

Es claro que M = M; + M. Veamos que la matriz M; es simétrica y que
M es antisimétrica:

(1/2)[M* + (M")] = (1/2)[M* + M] = M,

Mj = [(1/2)(M + M")J!
t=(1/2)[M" = (MY)T] = (1/2)[M" = M] = — M.

M =[(1/2)(M — M")]

2. La verificacién de estas propiedades es inmediata a partir de la definicion
de matriz magica. Claramente A, B, C' son mégicas.

3. Cualquier matriz antisimétrica My de orden 3 x 3 es de la forma:

0 — B
My=|~v 0 —a| (oB,7€R).
-8 a 0

La matriz serd magica si, y solamente si:
f—y=y—a=a-f=y-f=a-—y=0-a=0.

Resolviendo el sistema obtenemos:
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0 1 -1
My=X|-1 0 1 ()\ S R)
0 -1 0

4. Escribiendo una matriz simétrica mégica, obligando que tenga suma
comun cero y resolviendo el correspondiente sistema, obtenemos las matrices
de la forma:

1 -1 0
wl-1 0 1 (n € R).
0 1 -1

Las matrices mégicas simétricas de suma comun s se obtendran sumando
s/3 a cada elemento de las matrices encontradas anteriormente. Llamando
v = s/3 obtenemos la forma de todas las matrices magicas simétricas:

1 -1 0 1 1 1]
Miy=p|-1 0 1|+v|1 1 1| (mveR).
0 1 -1 11 1]

5. Toda matriz mégica es de la forma M = M; + M> :

0o 1 -1 1 -1 0] 111
M=X|-1 0 1|4+upu|-1 0 1|4+v]|l 1 1| =
0 -1 0 0 1 —1] 111

(/\—,u)A—%()\—FM)B-i-VC:OéA-FﬁB-FVC.

N |

Denominando por M al conjunto de todas las matrices magicas, hemos de-
mostrado que M = L[A, B, C]. Esto implica que M es subespacio de R3*3,
Es facil demostrar que {A, B,C} es sistema libre, en consecuencia es base
de M y por tanto dim M = 3.

6. Operando obtenemos:
A2=B?>=AC=CA=BC=CB=0,C?=3C, AB+ BA=12I — 4C.

7. Usando la base {A, B,C} y los resultados del apartado anterior podemos
escribir la forma del producto de dos matrices mégicas:

(0A+ BB+~C)AA+puB+vC)=...=
26X+ 6ap —46X 26X — 6au
3vwC + —48\ 8B —48\
28X — 6ap  —4B8XN 28X+ 6au

La matriz 3yvC' es magica. Obligando a que el segundo sumando sea matriz
mégica obtenemos (128\ + 12apu = 0) A (128X — 12au = 0) con lo cual
el producto de dos matrices mégicas es magica si y solamente si A =0y
ap = 0 son nulos. Tenemos:
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a=p=0=~vCAA+ uB+vC) =3ywC
a=A=0= (B+~C)(uB+vC) = 3yC
B=p=0= (aA+~C)(AA+vC) =3wC
A=pu=0=~vC(aA+ B +~C) = 3yC.

En consecuencia, las inicas matrices magicas que son producto de dos mégi-
cas son las de la forma nC con n € R.

8. Toda matriz magica es de la forma oA + 6B + vC' y toda combinacién
lineal de I y de C de la forma oI + 5'C' . Multiplicando:

(A + BB +~C) (' I+ p'C)=ad’A+ BB/ B+ (va + 3v8")C.
es decir, el producto es una matriz magica.

9. El cuadrado de una matriz magica M es M? = (a A+ BB+~C)?. Del apar-
tado 7 deducimos que M? es mégica si y solamente si, af = 0. Calculando
M? obtenemos:

M? = ... =12aBI + (37* — 4aB)C.

M? es el producto de una mégica ( M ) por una combinacién lineal de I y de
C ( M?). Por el apartado 8 concluimos que M3 es mégica. Por recurrencia
obtenemos:

M?~1 mégica = M?" = hI + kC = M?"*! mégica.
Si a3 = 0 entonces M™ = 3"~ '4"C, que es magica. Para o3 # 0 obtenemos:

M = (12a8)"1 + (1/3)[(37)*" — (12a8)"]C
M+ = (12a8)"(aA + BB) + ~v(38)"C.

10. Operando obtenemos det(M) = —36a(, entonces M es invertible si y
solamente si los escalares det(M )a, 3, v son no nulos. Calculando obtenemos:

[ <3A+ §B+ 40) =dA+ 3 B++C,
36 \ S ¢! g

que es una matriz méagica. Dado que o/’ # 0 los resultados del apartado 9
se mantienen:

M—Qp — (M—1)2P no es mégica y M_(2p+1) = (M_1)2p+1 es méigica.
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7.16. Matriz de Markov

Un vector de R X = (z1,...,z,)" es un vector probabilistico cuando sus
componentes son mayores o iguales que cero y suman uno, es decir x; > 0y
Yoy i = 1. Una matriz cuadrada n x n es una matriz de Markov cuando
sus columnas son vectores probabilisticos. Se pide:

(a) Demostrar que una matriz cuadrada (n x n) A es de Markov cuando y
sélo cuando para cualquier vector probabilistico (de R™) X el vector AX es
también probabilistico.

(b) Si Ay B son matrices de Markov (n x n) § Es A+ B de Markov? ; Es
AB de Markov? Dar las demostraciones o construir contraejemplos.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).
Solucién. (a) Consideremos las matrices:

aiy ... Qip T
A= , X =
anpl ... Qpp In

Supongamos que A es matriz de Markov y que X es vector probabilistico.
Entonces

a11x1 + ...+ anx,
AX =

Ap1T1 + ...+ GpnTn

Por ser A de Markov, a;; > 0 para todo 7, j y por ser X probabilistico, z; > 0
para todo i. Esto implica que todas las componentes de AX son mayores
o iguales que cero. Por otra parte, teniendo en cuenta que la suma de las
componentes de cada columna de A es 1 y que la suma de las componentes
de X también es 1 obtenemos que la suma de todas las componentes de AX
es

(a1 + ...+ ap)z1+ ...+ (a1n + ... + apn)Tn
=lx1+...4+1lep,=21+...+ 2, = 1.

Es decir, AX es vector probabilistico. Reciprocamente, supongamos que para
todo vector probabilistico X se verifica que AX es probabilistico. Elijamos
los vectores de la base canénica de R"
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Claramente estos vectores son probabilisticos y por hipdtesis también lo son

a1l an1
AFE; = , oo, AE, =
anl Ann

Pero estos vectores son las columnas de A, lo cual implica que A es matriz
de Markov.

(b) Consideremos las matrices A = B = I (matriz identidad de orden
2), claramente A y B son de Markov, sin embargo A + B = 25 no es de
Markov. El primer enunciado es falso. Sean ahora A y B matrices de Markov
siendo Bi,..., B, las columnas de B. Entonces AB = A[By,...,B,] =
[ABy,...,AB,]. Pero por lo demostrado en el apartado anterior, ABy, ...,
AB,, son vectores probabilisticos lo cual implica que AB es de Markov. El
segundo enunciado es cierto.

7.17. Inversa generalizada

1. Sea A una matriz (cuadrada o rectangular). Se dice que una matriz G es
una g-inversa (o inversa generalizada) de A cuando AGA = A. Naturalmente
que G ha de ser de tipo n x m en el caso de ser A del tipo m x n. Si A
es cuadrada e invertible, entonces es ficil comprobar que la inversa A~!
es (la tnica) g-inversa de A, de manera que el concepto de g-inversa es
una generalizacién del concepto de inversa. Lo que sigue es, ademds de una
prueba de evaluacién una invitacién al estudio de las matrices g-inversas.
(a) Célculo de las g-inversas en un caso particular. Se A la matriz m x n
que escrita por cajas presenta la forma

a5

0 0

donde la submatriz I, es la matriz unidad de orden r, y siendo nulas las
otras tres submatrices. Comprobar que la traspuesta A* es una g-inversa de
A. Hallar todas las matrices G que son g-inversas de A.

(b) Existencia de g-inversas. Si A es una matriz m xn y de rango r, entonces
se sabe (y el alumno lo puede admitir si no lo sabe) que existen matrices
cuadradas e invertibles P y Q tales que PAQ = A, donde A es precisamente
la matriz del apartado anterior. Comprobar que G = QflP es una g-inversa
de A. Esto demuestra que toda matriz A posee alguna g-inversa, y en general
no es unica como se habra comprobado en el apartado anterior.

(¢) Relacién de simetria. Comprobar que con los datos del apartado anterior
A es también g-inversa de GG. Se pregunta si esto es general, es decir jsi G
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es g-inversa de A, entonces A es g-inversa de G?7. Dar una demostracién o
construir un contraejemplo.

2. Aplicacién de las g-inversas al estudio de los sistemas de ecuaciones. Sea
G una g-inversa de A, y sea Az = b un sistema de ecuaciones, donde A es la
matriz m x n de coeficientes, = es el vector columna n x 1 de las incégnitas
v b es el vector columna m x 1 de los términos independientes.

(a) Compatibilidad. Demostrar que la igualdad AGb = b es condicién nece-
saria para que el sistema sea compatible. ;Es también condicién suficiente?
Dar una demostracién o construir un contraejemplo.

(b) Resolucién Si el sistema es compatible, demostrar que = = Gb + (I,, —
G A)z es solucion (donde I, es la matriz unidad de orden n, y z es un vector
columna n x 1 arbitario).

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solucién. 1. (a) Veamos que A es g-inversa de A es decir que AA'A = A.
Para ello usamos la multiplicaciéon por cajas. Escribimos en cada caso el
orden de las matrices nulas que aparecen para comprobar que el producto
por cajas tiene sentido.

AAt — |: I, Orx(nfr) :| |: I, Orx(mfr) :| —
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r) O(n—r)xr O(n—r)x(m—r)
|: I, Orx(m—r) :| )
0(m—7") XT 0(’rn—?") x (m—r)
AAtA _ |: I, 07"><(m—r) :| |: I, Orx(n—r) :| _
O(m—r)xr O(m—r)x(m—r) O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

I 0rx (n—r) _ ;1
O(mfr) X7 O(mfr) X (n—r)

Hallemos ahora todas las matrices G que son g-inversas de A. Si G es g-
inversa de A entonces G tiene orden n x m y podemos expresarla por cajas
en la forma

G:[ Xxr Yox(m) ]
Z(n—r)xr T(n—'r)x(m—r)

X Y
Z T

AGA = A. Equivalentemente

P I

o abreviadamente G = { } . Entonces, G es g-inversa de A si y sélo si
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ool )=o)

HE AR

0 O 0 0

En consecuencia, todas las matrices g-inversas de A son todas las matrices
n X m de la forma
G- {Ir Y} |

Z T

(b) Usando el apartado anterior tenemos

AGA = A(QA'P)A ( QA Pa) =
(PTTA)AAQT!) = ( AtA)Q™
PlAQ- i

Es decir, G = QA!P es g-inversa de A.
(¢) Veamos que A es g-inversa de G, es decir GAG = A. Tenemos

GAG = (QA'P)A(QA'P) = (QA")(PAQ)(A'P)
Q(AtAAYP = Q(AATA)P = QAP = G.

El resultado no es general. Elijamos por ejemplo las matrices de 6rdenes
nxmn:A=0 (matriz nula) y G = I (matriz unidad). Entonces

AGA=0I0=0=A, GAG =10 =0 #G.

Es decir, G es g-inversa de A pero A no es g-inversa de G.

2. (a) Por hipétesis AGA = A. Si el sistema Az = b es compatible, existe
zo € R™ ! tal que Azg = b. Entonces Axg = b = AGAxg = b= AGb =b.
La condicién también es suficiente pues si AGb = b, entonces xg = Gb es
solucién del sistema.

(b) Tenemos

A(Gb+ (I, — GA)z) = AGb+ Az — AGAz = AGb+ Az — Az = AGb = b,

lo cual demuestra que todo vector de la forma Gb+ (I, — GA)z es solucién
del sistema Az = b.



Capitulo 8

Determinantes sobre un
cuerpo

8.1. Determinantes sencillos (1)

1. Calcular los determinantes:

a) 3 4 b) r+1 —=x 0) cosa —Ssenca
-2 7 -z x+1 sena  cosa |
z —1 .
d) R (z =cos2m/3 +isen27m/3).
3 4
2. Dada A = 49 , hallar det A : @) En R. b) En Zs. ¢) En Z7. d) En Zy;.

3. Calcular A = ’13547 13647’ .

28423 28523

4. Establecer la identidad siguiente, sin desarrollar los determinantes:

14+a 1 | a0 " 1 0 n 1 1 a 1
1 1+b |0 b 10 11 0 1f°
2 30
5. Calcular A=1{1 2 1|:a)EnR.b) Zs.

3 1 2

1 3 -2 5

. 4 2 7 =3

6. Calcular el determinante A = 9 7 _5 4

-3 2 -2 7

a) Desarrollado por los elementos de la primera fila.
b) Fabricando tres ceros en una linea.

197



8.1 Determinantes sencillos (1)

Solucién. 1. a) ‘_32 Z;' =3-7T—(-2)-4=214+8=29.
r+1 -z 2 .2 .2 2
b) Y x+1—(:1;—|—1) =z +2rx+1—2°=2x+1.
c) cosa TINA _ cos?a +sen?a = 1.
sena cosw
z =1 5 .
d) . Z‘—z +z=2z2(2+1)

1 V3\[(1 V3 1 3
=<—2+2z><2+21>:—4—4:—1.

2.a)detA=3-2—-4-4=6-16 =-10.
b)detA=3-2—-4-4=1-1=0.
c)detA=3-2—-4-4=6—-2=4.
d)detA=3-2-4.4=6-5=1.

3. Restando a la segunda columna la primera:

13547 100

A= ‘28423 100

’:100‘13547 1‘

28423 1

= 100(13547 — 28423) = 100(—14876) = —1 487 600.

4. Podemos escribir:

a0+10_a+10

0 b 1 b |1 bl’

11+a1_a+11

11 0 1 | 1 1

Por tanto,

a 0 10 11 a 1

0 b 1 b 1 1 0 1
_la+1 0 a+1 1] |1+a 1

1 b 1 1] | 1 140

5. Aplicando la regla de Sarrus:

a) A=2-2-24+1-1-0+3-1-3-3-2-0—-1-1-2—-1-3-2
=84+0+9-0—-2-6=09.
b)A=2-2-2+1-1-0+3-1-3-3-2-0—-1-1-2—-1-3-2
=4-241-04+3-3-1-0—-1-2-3-2
=34+04+4-0-2-1=2-3=34+4+3+4=2+3+4=0+4=4.
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6. a) Tenemos:

2 7 =3 4 7 =3 4 2 =3
A=1-17 =5 4]-3|2 -5 4|+(-2)|2 7 4
2 =2 7 -3 -2 7 -3 2 7
4 2 7
—5|2 7 —5|=1-(=329)—3-(—223) + (=2) - 37— 5- 197 = —689.
-3 2 =2
b) Efectuando las transformaciones Fy — 4F), F3 — 2Fy, F3 + 3F} :
1 3 -2 5
—10 15 -—-23
A=V T2 6| = —6s0.
0 1 -1 -6 11 -8 22
0O 11 -8 22

8.2. Determinantes sencillos (2)

51 000
6 5100
1. Calcular A=10 6 5 1 0
006 51
0006 5
3 5 -1 2 2
2 1 0 2 =2
2. Calcular A =det |0 0 4 3 5
00 1 4 3
o0 2 -1 2

3. Demostrar, sin calcularlo, que el determinante A =

—_ =

6 5

8 0| es multiplo
9 5

de 15, sabiendo que 165, 180 y 195 lo son.

4. Demostrar, sin desarrollar, la siguiente igualdad de determinantes, sabien-
do que z # 0, y # 0:

1 1 2y xy 2z
2 4 Pl=lz 2 y
8 o 22 4 2



8.2 Determinantes sencillos (2)

5. Calcular A%, A~! y det A, siendo

-1 -1 -1 -1
-1 -1 1

-1 1 -1 1
-1 1 1 -1

A=

6. Desarrollar el siguiente determinante llegando a una expresién formada
por factores de primer grado

r—1 22—-1 z23-1
A=12x—-4 z2—4 z°-38
3r—9 22—-9 z3-27

Solucién. 1. Efectuando la transformaciéon C; — 5C5 :

0

1000 -19 1 0 0
-19 5 1 0 0 230 5 1 0
A=1]-30 6 5 1 0]=— :
0 6 5 1
0 0 6 5 1 0 0 6 5
0O 00 6 5
Efectuando la transformaciéon Fy — 5F3 :
-19 1 0 0
-30 5 1o |71
A=— =1-30 5 1 | =665.
0 Q Y 0 -30 -19
0 —-30 —19 0
4 3 5
2. Tenemos A = det q B con: A = 35 , C =11 4 3|, por
0 C 2 1 9 _1 9

tanto:
A=detA-detC = (-7)-11=-T77.

3. Sumando a la tercera columna la primera multiplicada por 100 y la se-
gunda multiplicada por 10 :

1 6 1-100+6-1045 1 6 165
A=1 8 1-100+8-104+0/ =1 8 180
1 9 1-100+9-10+45 1 9 195

1 6 1 6 p
=1|1 8 15¢|=15|1 8 ¢q|=15A1 (p,q,r € Z).
1 9 1 9 r
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Los elementos del determinante A; son nimeros enteros, y dado que la suma
resta y producto de enteros son operaciones internas en Z, deducimos que
A1 es entero, en consecuencia A es multiplo de 15.

4. Usando que si a una linea de un determinante se la multiplica por k, el
determinante queda multiplicado por k:

2y xy 2z 11 2 xy 2zy
z 2 y|l=—|z 2y
24 g2 TY| 3 4 Y3

T
. 2 1 2 1 2 2 2 9 1 1 1
:—yzxz 2y2:§x2 4y2:§:n2 4 2.
ry 23 4 y3 23 8 ys 23 8 y3
5.
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 4 0 0 O
42 -1 -1 1 1 -1 -1 1 If 10 4 0 0
-1 1 -1 1 -1 1 -1 11 |0 0 4 0
-1 1 1 -1 -1 1 1 -1 0 0 0 4

:4I:>AA:4I:>A<1A> =I= A=A

NG =

Restando a las filas 2,3, y 4, la primera

-1 -1 -1 -1
0 0 2 2

detA=| o o o=(-1E+8=-16
0 2 2 0

6. La primera, segunda y tercera fila son divisibles por x — 1,z — 2y = — 3
respectivamente. Podemos escribir:

r—1 (z+1)(xz—-1) (z-D@*+2+1)
A=2(x—-2) (z+2)(x—2) (x—2)(z%+2z+4)
3(x—3) (z+3)(x—3) (x—3)(22+3z+9)

1 241 224241
=(x—-1D(x—-2)(xr—-3)2 x+2 22+ 2x+4|.
3 243 2243249

Efectuando las transformaciones Fs — 2F; y F3 — 3F :
1 241 224z+1

A=(x—-1)(z-2)(x-3)|0 -z —a2+2
0 —2x —222+6



8.3 Determinantes por triangularizacion (1)

— (2 - 1)(z - 2)(z - 3)(~2) B —_23;522126’ = (—20)(z — 1)(z — 2)(w — 3).

8.3. Determinantes por triangularizacion (1)

1. Calcular el determinante

r a b ¢ d
r r a b c
A=z =z x a b|.
r r r x a
T x T T a
n 1 1 1
n 2 1 1
2. Calcular el determinante A, = 7 1 3 ... 1}
n 1 1 n
3. Calcular el determinante
1 2 2 2
2 2 2 2
A,=12 2 3 2
2 2 2 n
1 2 3 n
-1 0 3 n
4. Calcular el determinante A,, = |—1 —2 0 ... n|
-1 -2 -3 ... 0
a b b ... b
b a b b
5. Calcular el determinante de orden n, A,, = b b b|.
b b b ... a

Solucién. 1. Dado un determinante, es interesante para su calculo intentar
la triangularizacién, dado que el determinante de una matriz triangular es
sencillamente igual al producto de los elementos de la diagonal principal.
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Restando a cada columna la siguiente:

r—a a—b b—c c—d d
0 r—a a—b b—c c
A=| 0 0 z—-a a—-b b|=(zx—a)e
0 0 0 r—a a
0 0 0 0 x
2. Restando a cada fila (a partir de la segunda), la primera:
n 1 1 1
0 1 0 0
A,=1|0 0 2 0 |=n-1-2-...-(n—1)=nl
0 0O n—1
3. Efectuando las transformaciones Fo —2Fy, F3 — Fo, Fy— Fo, ..., F,, — F5 :
1 2 2 2
0 -2 -2 -2
A,=0 0 1 0 |=1.-(-2)-1 (n—2) ==2[(n—2)]
0 0 O n—2
4. Sumando a cada fila (menos a la primera), la primera:
1 2 3 n
0 2 6 2n
A, =0 03 M =1-2-3-...-n=nl
0 0O n
5. Restando a tolas las filas (salvo a la primera), la primera:
a b b b
b—a a—> 0 0
A,=1|b—a 0 a-b 0
b—a 0 0 a—0>
Sumando a la primera columna la suma de todas las demas:
a+ (n—1)b b b b
0 a—b 0 0
A, = 0 0 a=b 0 | =la+ (n—1)b(a—b"t
0 0 0 a—>b




8.4 Determinantes por triangularizacién (2)

8.4.

1. Calcular el determinante A,, =

2. Calcular el determinante

i i )
NSRRI

N DN

1
1

Resolver la ecuacién D(z) = 0.

3. Se considera el determinante de orden n,

1
1
1

w8 NN

w

1 1

-1 1

-1 -1
Ay, =

-1 -1

Resolver la ecuacién A,, = 2°.

2
3
2

8 W w w )

W

1
7
1

-1

3
3
5

-1

1
7
7

n—1
n—1
n—1
2n —3
n—1
n—1 n
n—1 n
n—1 n
n—1 n|.
T n
n i@
1
7
7
1

Determinantes por triangularizacién (2)

n
n
n

n
2n —1

4. Calcular det A, siendo A = [a;;] € R™*" definida por a;; = min{z, j}.

Solucién. 1. Restando a cada fila (menos a la primera), la primera:

1 2 3 ... n—-1 n
10 ... 0 0
00 2 ... 0 0
A, =
000 ... n—=2 0
00 0 ... 0 n—1
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=1-1-2-...-(n—=2)-(n=1)=(n—1)L

2. Sumando a cada columna las demaés:

r+14+243+---+(n—-1)+n 1 2 3 n—1 n
r+1424+3+---+(n—-1)4+n = 2 3 n—1 n
z+1+2434+---+(n-1)+n 2 z 3 n—1 n
D(z)=r+1+243+---+(n—-1)+n 2 3 = n—1 n
r+1424+3+---+(n—-1)4+n 2 3 4 )
r+14+2+3+---+(n—-1)+4+n 2 3 4 n
11 2 3 n—1 n
1 = 2 3 n—1 n
1 2 o 3 n—1 n
=@ +1+24+34+--+(n-D+n)|l 2 3 = n—1 n|
1 2 3 4 ... T n
1 2 3 4 ... n x
Usando la férmula de la suma de los términos de una progresion aritmética y
efectuando las transformaciones Co —C4, C3—2C1, C4—3CY, ... ,Cpy1—nCh :
1 0 0 0 0 0
1 z—-1 0 0 0 0
1 1 xr—2 0 0 0
D(x)_<m+”(”+1>> 1 1 1 z-3 0 0
2
1 1 1 1 ... z—(n—-1) 0
1 1 1 1 1 T—n
1
:<:U—i—n(n2+))(x—l)(x—2)(x—3)...(ac—n).
Las soluciones de la ecuacién D(z) = 0 son por tanto:
1
x:n(n;—),le,zzlx:&...,x:n.
3. Sumando a todas las filas (menos a la primera), la primera:
1 11 1 ... 1
0 2 8 8 ... 8
00 28 ... 8 .
A, =, = 2"




8.5 Determinantes por induccion

Por otra parte, A, =2° 2" 1 =2 o n—-1=5<n=6.

4. El determinante de A es

all ai12 a1z ... Qip 1 11 ... 1
a1 Q2 G23 ... Qon 1

det A =131 @32 az3 ... Qa3n| = 1 2 3 ... 3 .
an1 Am2 Anp3 ... Qapn 1 2 3 ... n

Restando a cada fila la anterior:

1 11 ... 1

1 o1
detA:O o1 ... 1:1.

0 00 1

8.5. Determinantes por induccion

1. Calcular el determinante de orden n:

1+ 22 T 0 0

T 1+ a2 T 0

A, = 0 T 1+ 22 0
0 0 0 oo 1422

1 1 1 1 1 1
-1 0 0 0 O
0 -1 2 0 0 0

2 0 O
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3. Calcular el determinante de orden n

n n—1 n-2 ... 3 2 1

-1 T 0 ... 0 0

0 -1 x ... 0 0 0
Dy, (x) =

0 0 0 -1 =z 0

0 0 0 0 -1 =z

4. Calcular el determinante de orden n:

2¢ 22 0 ... 0
1 2z 2% ... 0
Dy, (z) = 0 1 2z ... O
0 0 O 2z
a b b b
b b . b
5. Calcular el determinante de orden n, A, = |0 b a ... b|
b b b ... a

Solucién. 1. Hallemos los determinantes de 6rdenes 1, 2 y 3 para analizar
si siguen alguna relacion.

2
A1:‘1+x2‘:1+x2, A2:‘1+x :1;2 =1+ 2%+ 24,
T 1+
1+ 22 T 0
Az = x 1+ 22 T =1+ 2%+ 2* + 25.
0 T 1+ 22

El célculo de los determinantes anteriores permite conjeturar la férmula
Ap=1+a"+at+-- 42>
Demostremos la férmula por induccién. El paso base ya estd demostrado.

Supongamos que la férmula conjeturada es cierta para todo k < n, y demos-
tremos que también es valida para n 4+ 1. Desarrollando por los elementos
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de la primera columna:

1+ 22 €T 0 0 0

x 1+ 22 T 0 0

0 €T 1+ 22 €T 0

Ant1=| 0 r 1422 0
0 0 0 0 1422

x 0 0 0

z 14+ g2 T 0

—(1+2)A,—z|0 =@ 142?00
0 0 0 oo 1422

=(1+2)A, —2?Ap = (1+2?)(L+2” + 2+ + 27
ST R B R L W QI S BRI
t? ot b4 2?2 g gt P

C1aa? 4t g6l g g2t

Es decir, la férmula es cierta para n + 1.

2. Hallemos los determinantes de o6rdenes 1, 2 y 3 para analizar si siguen
alguna relacién.

11
=3, Ay=|-1 2

-1 2 0 —1

N O =
Il
\]

1 1
Alzmzl,AQ:‘ '
Es decir, A =2 — 1, Ay =22 — 1, A3 = 23 — 1, lo cual permite conjeturar
la férmula
A, =2"—1.
Demostremos la férmula por induccién. El paso base ya estd demostrado.
Supongamos que la férmula conjeturada es cierta para todo k < n, y demos-

tremos que también es valida para n + 1. Desarrollando por los elementos
de la primera columna:

2 0 0 ... 0 0
-1 2 0 ... 0 0
Api=1]0 =12 ... 0 0
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1 1 1 1 1

-1 0O ... 0 O
+(—1)(-1) 0 -1 2 ... 0 Ol=92"4+A,

0 0 0 ... =1 2

=" 49" _1=92.2" 1 =2t _1,

Por tanto, la férmula es cierta para n + 1.

3. Hallemos los determinantes de 6rdenes 1, 2 y 3 para analizar si siguen
alguna relacién.

2 1
Di(z) = [1] =1, Da(z) = ‘_1 a;’ =1+ 2z,
3 2 1
D3(z)=|-1 =z 0|=1+42x+ 32>
0 -1 =z

El cédlculo de los determinantes anteriores permite conjeturar la férmula

Dy(x) =14 2x 4 32> + -+ 4 na" L.

Demostremos la féormula por induccién. El paso base ya estd demostrado.
Supongamos que la férmula conjeturada es cierta para todo k < n, y demos-
tremos que también es valida para n + 1. Desarrollando por los elementos
de la primera columna:

n+1 n n-—-1 ... 3 2 1
-1 x 0 ... 0 0
0 -1 x ... 0 0 O
Dypii(z) =
0 0 0 -1 =z 0
0 0 0 0 -1 =z
z 0 0 0 O
-1 =z 0 0 O
—(n+1)
0 O -1 =z 0
0 O 0 -1 =z




8.5 Determinantes por induccion

n n-—1

-1 T
+(=1)(-1)

0 0

0 0

= (n+1)2" + Dy(z) = 1+ 22 + 32% +

Es decir, la férmula es cierta para n + 1.

4. Hallemos los determinantes de dérdenes 1,

alguna relacién.

Dy (z) = |2z| = 2z, Do(z) =
2¢ 22 0

Ds3(z)=|1 2z 2°

0 1 2z

3 2 1
0 0 O
-1 x 0
0 -1 =«

sz 4 (n 4 D)™

2 y 3 para analizar si siguen

2 22

1 2z

3x2,

= 423,

El calculo de los determinantes anteriores permite conjeturar la férmula

D,(z) = (n+1)z".

Demostremos la férmula por induccién. El paso base ya estd demostrado.
Supongamos que la formula conjeturada es cierta para todo k < n, y demos-
tremos que también es vélida para n + 1. Desarrollando por los elementos

de la primera columna:

2t 22 0 0 0

1 22 22 0 0

0 1 2z z2 0
Dnia(@)=1o o0 1 22 0
0 0 0 0 2

2 0 0 0

1 2z 2z2 0

=2zDy(z) — 1 L2z 0
0 0 0 2

= 22D, (z) — 2°Dp_1(z) = 22(n + 12" — 2°na™ = (n + 2)z" L.
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Es decir, la férmula es cierta para n + 1.

5. Restando a tolas las filas (salvo a la primera), la primera:

a b b b

b—a a-—0» 0 0
An:b—a 0 a—0b ... 0

b—a 0 0 ... a—b»

Sumando a la primera columna la suma de todas las demaés:

at+(m—-1 b b ... b
0 a—2b 0 0
A, = 0 0 a—>b ... 0 :[a_i_(n_l)b](a_b)nfl'
0 0 0 a—>b

8.6. Determinante de Vandermonde

1 1 1 1
L 12 0z 3 -1
1. Resolver la ecuacién 422 9 11° 0.
8 % 27 -1
1 1 1 1

log2 log20 log200 log2000
logZ2 log?20 log?200 log?2000|’
log®2 log®20 log®200 log® 2000

2. Calcular A = siendo log el logarit-

mo decimal.

3. Demostrar la formula del determinante de Vandermonde

1 1 1 1
il X2 x3 In
2 2 2 2
V(zt,...,zn) =| 11 Z3 T3 e Iy = H (xj — x4).




8.6 Determinante de Vandermonde

4. (a) Demostrar que el siguiente sistema lineal es determinado

T+ 2y + 4z 4+ 8w = 16
r—2y+4z — 8w =16
x4+ 3y + 924 27w =81
xr — 4y 4+ 16z — 64w = 256.

(b) Resolverlo usando de forma adecuada el polinomio
PA) =A=2)A+2)(A=3)(A+4).

5. Determinar las relaciones que han de verificar cosa, cos 8 y cos+y para
que sea nulo el determinante

cos2a cosa 1
A =|cos28 cosfB 1f.
cos2vy cosy 1

6. Expresar el siguiente determinante en forma de determinante de Vander-

monde
1 1 1 1

_la b c d
" |lbed cda dab abe
a? b2 2 d?

A (abed #0).

Solucién. 1. El determinante A dado es de Vandermonde, por tanto,
A=0s(-4)(-1-2)(-3)B—2)l(z—2)=0r=—-1Ve=3Vr=2.
2. El determinante es de Vandermonde, por tanto,

A = (log 2000 — log 200) (log 2000 — log 20) (log 2000 — log 2)

- (log 200 — log 20) (log 200 — log 2) (log 20 — log 2)
= (log 10) (log 100) (log 1000) (log 10) (log 100) (log 10)
=1-2-3-1-2-1=12.
3. Demostremos la férmula por induccién. Tenemos

1 1

V($1,$2): T o

=T2 —T1 = H (ﬂﬁj—xi),

1<i<j<2
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por tanto la férmula es cierta para n = 2. Sea cierta la formula para todo
k < n —1, entonces, restando a cada fila la anterior multiplicada por x; :

1 1 1 1
0 To — T T3 — T Ty — 1
V(zy,...,zn) = |0 z2(z2 —31) x3(zg —x1) ... zp(Tn — 1)
0 a2 2wy —a1) 28 (zz—x1) ... 20 2(xn —21)
Tr9 — T1 r3 — I1 Ty — I1
B xo(xo — T1) x3(xs —x1) ... xp(xn, — 1)
:L‘g_2(:v2 — 1) xg_Q(xg —z1) ... 2" 2%(w, —x1)
1 1 1
T2 I3 e In
=(ra—x1)(zg — 1) ... (T — 1) : L N=
ay? ay? Yo
I @r—a)Vi@s,...ozn) = ] @—21) [] @-=z)= [] (@i—w)
2<r<n 2<r<n 2<i<j<n 1<i<j<n

lo cual implica que la férmula es cierta para n.

4. (a) El determinante de la matriz A del sistema es

1 2 4 8 11 1 1
24 8| . 223 4
det A= g ¢ op=detA =1\ g 4
1 4 16 —64 8§ -8 97 —64

El determinante anterior es de Vandermonde con los elementos de la segunda
fila distintos dos a dos, luego det A # 0. Entonces, el rango de A es 4, que
coincide con el de la matriz ampliadda y con el nimero de incégnitas. El
sistema S es determinado.

(b) El polinomio p se anula para los valores 2, —2, 3 y —4. Si denotamos

p(A) = A —wA3 — 222 —y\ — =z, (1)
las cuatro ecuaciones del sistema S equivalen a

p(2) =0, p(=2) =0, p(3) =0, p(—4) =0,
y desarrollando (A — 2)(A + 2)(A — 3)(A + 4) obtenemos

p(N) =AM+ A3 — 1602 —4Xr+48.  (2)



8.6 Determinante de Vandermonde

Identificando (1) y (2), obtenemos la tnica solucién del sistema

5. Usando que el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta e
intercambiando la primera fila con la tercera:

cos2a cos2B cos 2y 1 1 1
A=]|cosa cosf cosy|=—|cosa cosf cosv
1 1 1 cos2a cos2B  cos 2y

cos?a+sen®a cos? B +sen? B cos®y + sen?y

=— cos « cos 3 cos 7y

cos’a —sen®?a cos? B —sen? 8 cos?y —sen?y

Sumando a la tercera fila la primera:

cos? a +sen?a cos? B+sen? B cos?y + sen?y

A=— cos cos f3 CoS 7y
2 cos? o 2 cos? B 2 cos? y

1 1 1

—2|cosa cosf  cosvy

cos’a cos?f cos?y

El 1ltimo determinante es de Vandermonde, en consecuencia A = 0 si, y
solo si los tres cosenos cos «, cos 8 y cos~y, no son distintos dos a dos.

6. Efectuando las transformaciones aC1, bCo, cCs y dCy :

a b c d

B 1 CL2 b2 C2 d2
" abed |abed  beda  cdab  dabe
a’ b3 c? d3
a b ¢ d a b ¢ d
_abed a2 vV 2 d? _ a? b2 2 42
abed|1 1 1 1] |1 1 1 1
ad oA B at oA B
1 1 1 1 1 1 1 1
a? b 2 d? a b ¢ d

s}
w
S
w
@)
w
SH
oo
SIS
w N
S
wo
Q.0
w N
QX
R
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8.7. Regla de Cramer
1. Comprobar que el siguiente sistema en R es de Cramer y resolverlo

21 + T2 + 23 = 2
1+ 3x9 +23 =205
T + 9 + by = —7.

2. Usando la regla de Cramer resolver el sistema lineal

20 + 3y =2
T+ 4y = 2.

i) EnR. i) En Z;.
3. Convertir el siguiente sistema en R en uno de Cramer y resolverlo.

1+ 2z +x3+24 =1
201 4+ 2290 —x3 + 314 = —2
3z + dxg + 44 = —1.

Solucién. 1. Recordamos que un sistema lineal Az = b sobre un cuerpo K
se dice que es de Cramer, si y sélo si tiene el mismo nimero n de ecuaciones
que de incégnitas y ademas A = det A # 0. Por otra parte, todo sistema de
Cramer es compatible y determinado y denotando por A; al determinante
obtenido al sustituir la columna i-ésima de A por b, la dnica solucién del

sistema es

Ay Ag Ay,
<A’ N A) (Regla de Cramer). O

En nuestro caso,

2 1 1
A=|1 3 1|=224£0=
115
2 11
5 31
N A -
N=A T 2 22 7
2 2 1
1 5 1
Ay, |1 =7 5| 44
Ty = —= = =—==2




8.7 Regla de Cramer

2 1 2
1 3 5
R O e B B
BENT T 0 T T
2. i) La tnica solucién del sistema es
> %
4 2 1 2 2
:7:7:0’4’ :7:7:0’4
* 35 V=12 375
1 4 1 4
1) Andlogamente
‘2 3‘ ‘2 2‘
4 2 1 1 2 2
B 3~ 5 5 A DT
1 4 1 4

3. La tercera ecuacién es la suma de la primera y la segunda, luego podemos
eliminarla. El sistema se puede escribir en la forma

T1+2x0=1—23 — 24
2x1 + 229 = —2 4 x3 — 324.

1 2
Dado que A = 9 2’ = —2 # 0, para todo x3, x4 el sistema anterior es de
Cramer. Entonces,
1-— T3 — T4 2
-2+ T3 — 31’4 2
xr1 = 5 = —3 + 2x3 — 214,

2 —2+z3—-3
29 = _23 =2 305/2 + 24/2.

Denotanto z3 = «, 3 = § obtenemos todas las soluciones del sistema,

‘1 1—x3—x4

1 = -3+ 2a — 28
Ty =2—30/2+ /2
T3 =«

x4 = B.
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8.8. Ceros por encima o debajo de la diagonal se-
cundaria

1. Calcular el determinante de orden n

000 ... 001
000 ... 01
000 ... 10O
A, =
10 ... 000
100 ... 00O

2. Calcular el determinante de orden n

1 2 3 n—2 n—1 n

2 3 4 n—1 n n

3 4 5 n n n
A, =

n—1 n n ... n n n

Solucién. 1. Desarrollando por los elementos de la primera columna:

00 0 01
00 010
00 ... 100
An =1. (_1)n+1 ) ) — (_1)n+1An—l‘
10 ... 000

Usando la relacién anterior sucesivamente y teniendo en cuenta que A = 1,
Ap = (1) Ay = (1) ()" A = (1D () A
= (=)™ (=1)"(=1)" 2. (=1)3A; = (=1)3FHFntn),

Por la férmula de la suma de los términos de una progresion aritmética:

3+4—|—-~n+(n+1):3+(g+l)(n—1)-



8.8 Ceros por encima o debajo de la diagonal secundaria

Por tanto, A, = (—1)(+9(=1)/2,

2. Restando a cada fila la anterior:

1 23 ... n—2 n—1 n

1 11 1 1 0

1 11 1 0 0
A, =

1 10 0 0 0

1 0 0 0 0 0

Desarrollando por los elementos de la tltima columna:

111 11

1 11 1
A, = n(-1)1*"

110 0 0

1 0 0 0

Restando a cada fila la siguiente:

0 00 0 1

000 10
Ap =n(=1)"*" ]

010 00

1 00 0 0

Aparece el mismo determinante del apartado anterior, pero de orden n — 1,
por tanto:

A, = n(_l)n+1(_1)3+4+---n — (_1)(n+4)(n71)/2n‘
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8.9. Determinante y sucesiéon de Fibonacci

Sea 1,2,3,5,8,13,... la sucesién de Fibonacci y consideremos la matriz:
1 1.0 0 ... 0 O]
-1 1 10 ... 00
A,=| 0 -1 1.1 ... 00
| 0 0 0 0 ... =1 1}

Probar que det A,, coincide con el termino enésimo de la sucesién.

Solucién. La sucesién de Fibonacci {z,} estd determinada por las condi-
cionesxy =1,20 =2y &y, = Tpn_1 + Tp_2 sin > 3. Tenemos

1
Ay =1 =1, |A2=\ ]=2.

1
-1 1
Por otra parte, desarrollando por los elementos de la primera columna para
n > 3, obtenemos

1 0 O 0 0

-1 1 1 0 0

Al =1 Ayl + (DD -
o 00 ... -1 1

NV
orden n—1

= ‘An—1’ +1- ‘An—2’ = ’An—l‘ + ‘An—2’ .

Concluimos que {|A,|} es la sucesién de Fibonacci.

8.10. Determinante con numeros combinatorios

Calcular el determinante de orden p + 1

s =| 20 OV O OO
T ) ) )

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. de Caminos, UPM).



8.11 Producto de enteros que son suma de cuatro cuadrados de enteros

Solucién. Restando a cada fila la anterior y usando la conocidas férmulas

-G () 6) - ()

(o) (D) (3) ()
0o (9) (7) (p1)
A(m,p) =] 0 (mo+1) (mfl) (mH)
0 (Y ) e )
Qo
ey e sy
(" T (")
Por tanto
Afmp) = Am,p— 1) = Afm,p—2) = ... = A(m, 1)
LB
(") (M) m+1

8.11. Producto de enteros que son suma de cuatro
cuadrados de enteros

Demostrar que el producto de dos niimeros enteros, cada uno de ellos suma
de cuatro cuadrados de enteros, es también la suma de cuatro cuadrados de
enteros.

Sugerencia: considerar determinantes de la forma

det [z —w}
Wz

con z, w complejos cuyas partes real e imaginaria son nimeros enteros.

Solucién. Sean z = x1 4+ iy1, w = T2 + iys con x1, Y1, T2, Yo enteros.
Entonces,

z —w
m = det [w - } =224+ ww = 2> + |w]* = 22 + 7 + 23 + 932

es decir, m es la suma de cuatro cuadrados de enteros.
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Reciprocamente, si m es suma de cuatro cuadrados de enteros, es claro que
m es un determinante de la forma anterior. Entonces, si m y n son suma de
cuatro cuadrados de enteros, usando que el determinante del producto es el
producto de los determinantes y conocidas propiedades de la conjugacién de
los niimeros complejos:

z —w h —t
mn—det[w z]det[t h]

zh —wt  — (2t + wh)
2t + wh zh —wt

= det

zh —wt —zt —wh|
wh+7zt —wt+7zh|

Dado que los ntimeros complejos z, w, h y t tiene partes real a imaginaria
enteras, también las tienen zh—wt y zt+wh, es decir mn es un determinante
de la forma dada, luego es la suma de cuatro cuadrados de enteros.

8.12. Determinante e inversa de orden n

Se considera la matriz

-a1 + a9 —as9 0 0 - 0 0 0
—as as + as —as 0 ... 0 0 0
0 —as az+a4 —Q4 ... 0 0 0
M, =
0 0 0 0 ... —ap-1 ap—1+a, —an
| 0 0 0 0o ... 0 —anp an |
siendo a1, as, ..., a, numeros reales no nulos y sea D,, = det M,.

1. Calcular Dy, Dy, Ds. ( Nétese que My = [a1] )
2. Encontrar una relacion entre D,, vy Dy 1.
3. Calcular D,,.

1 1
4. Sean by = —, b;=b;_14+ —, 1 =2,3,...ny sea
ai (473
by by by ... by by ]|
b1 by by ... by bo
by be b3 ... b b
A — .1 2 b3 3 ‘3
b1 bs b3y ... byp_1 bp_1
(b1 by b3 ... bp—1 by |
Hallar |A,| en funcién de ay,ag, ..., ay.

5. Calcular el producto M,, - A,, y deducir M, L.



8.12 Determinante e inversa de orden n

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solucién. 1. Para hallar Dy sumamos a la primera fila la segunda y para
D3 sumamos a la segunda fila la tercera.

D, = det[aﬂ =ay, Dy = aL+az  —ay = @ 0 = aiaz,
—a2 az —aGz a2
a1 + as —a9 0 ai1+ax —as O
Ds=| —as as +asz —ag|=| —asg ao 0| =azDs = araqas.
0 —as as 0 —a3 as
2. Sumando a la pentltima fila la ultima:
DnJrl =
al + a9 —a 0 0 0 0 0
—a2 ag + asg —as 0 0 0 0
0 —ag as+as —ay 0 0 0
0 0 0 0 —Qp Qp + Gpy1 —Aptl
0 0 0 0 0 —Ap+1 Ap+1
aj + ag —a2 0 0 0 0 0
—a9 az + as —as 0 0 0 0
0 —as as+ a4 —ay 0 0 0
= CLn+1Dn.
0 0 0 0 —ay, an 0
0 0 0 0 0 —Qn+1 An+1

3. Los calculos efectuados en el primer apartado sugieren la férmula D,, =
a1as . ..a,. Demostrémosla por induccién. Estda demostrado que es cierta
para n = 1. Se cierta para n, entonces por el apartado anterior, D,4+1 =
an+1Dn = a1as . . . anany1 es decir, la formula es cierta para n + 1.

4. Sumando a la peniltima fila la ultima y usando las relaciones entre los
numeros a; y b; obtenemos

bl b1 b1 bl bl

0 by—0b1 by—0b by — by by — by

0 0 b3 — by b3 — by b3 — by

Al = ‘ —
0 0 0 bn—l - bn—Q bn—l - bn—2
0 0 0 0 by, — bn—1
111 1

b1(bg —b1)(bz —b9)...(bp—1 —bp—2)(byy —bpp_1) = ——— - ... —
1(b2 — b1)(bg — b2) ... (b1 2)( 1) A o
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5. Usando de nuevo las relaciones entre los nimeros a; y b; facilmente ob-
tenemos M, - A, = I,, de lo cual se deduce que Mn_1 =A,.

8.13. Determinante de I + v w
Sea K un cuerpo, v € K™ y v € KI*", Demostrar que
det (I, + vw) = 1 + wo.
Solucién. Es facil verificar la igualdad para matrices de 6rdenes n + 1,
e 2) 6 i) = 26 n)
v I,) \0 I,+vw 0 I, v I,)°

Tomando determinantes y teniendo en cuenta que viw! = (wv)! = wv por

ser wv de orden 1 x 1 :

1-det (I, + vw) = (1 +vfw') - 1 = det (I,, + vw) = 1 + ww.

8.14. Determinante por induccion y sistema lineal
Para cada n € N* y para cada par a,b € C se considera la matriz

14+a 1 0 0 0

a 1+a 1 0 0

0 a l1+a ... 0 0
Ap(a)=| | .| ectrm

0 0 0 ... 1+4a 1

| 0 0 0 a 1+a]

y el sistema A, (a)X = (0,0,...,0,b)!, donde X € C(™1) Se pide:

1. Calcular los determinantes de Aj(a), Az(a) y As(a).

2. Obtener una relacion lineal entre los determinantes de A, (a), Ap+1(a) y
An+2(a).

3. Hallar, en funcién de a y n, una expresién del determinante de A, (a) y
demostrar su validez.

4. Determinar todos los valores de a y b para los que el sistema dado es
compatible determinado, indeterminado e incompatible.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solucién. 1. Los determinantes pedidos son



8.14 Determinante por induccién y sistema lineal

det Ai(a) =1+ a, det Az(a) = ‘1+a 1 ‘:1+a+a2,
1+a
1+a 1 0
detAz(a)=| a 1+4+a 1 |=1+a+a®+ad’
0 a 1+a

2. Desarrollando por los elementos de la primera columna

14+a 1 0 0
a 1+a ... 0 0
det Anys(a) = (1+a)| : .
0 0 .. 1+a 1
0 0 a 1+a
1 0 0 0
a 1+a 0 0
a: D |=0+a)det App1 —adet Ay(a).
0 0 ... 1+a 1
0 0 a 1+a

Esta igualdad equivale a
det Apyi1(a) = (1 +a)det A, —adet A,—1(a) (n>2). (1)

3. El célculo de los determinantes del primer apartado permite conjeturar
la férmula

det Ay(a) =1+a+a®>+...+a" (2)

Veamos que la férmula (2) es cierta aplicando el método de induccién.
Paso base. La férmula (2) es cierta para n = 1,2,3 como se vio en el primer
apartado.

Paso de induccion. Supongamos que (2) es cierta para todo k < n. Veamos
que es cierta para n + 1. Usando (1):

det Api1(a) = (1+a)(l+a+a®+...+a") —a(l+a+a’+...+a" ') =
l4a+a®+... +ad"+a+a?+a+... +a" Tt —a—a?2—-a*—...—a" =
l+a+a2+d3... +at,

La férmula (2) es también cierta para n + 1.

4. Usando la férmula de la suma de los términos una progresion geométrica
tenemos

n+1_1
detAn(a):1+a+a2—|—...—i—a”:a (a #1)

a—1
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es decir, los valores que anulan a det 4,,(a) son las raices de orden n + 1 de
la unidad excluida la raiz 1:

det Ap(a) =0 < a = wy, = cos jlj_wl +isinn+ 1
Llamemos B a la matriz ampliada. Si a # wy, se verifica rgA,,(a) = n = rgB
siendo n el nimero de incégnitas con lo cual el sistema es compatible y
determinado. Si a = wy, entonces det A,,(a) = 0 pero det A,,_1(a) # 0 pues
salvo la raiz 1 las raices de orden n + 1 de la unidad son distintas de las
de orden n (corresponden a los vértices de un poligono regular de n + 1y
n lados respectivamente con centro el origen). Es decir, rgA,(a) = n — 1.

Hallemos el rango de la matriz ampliada

1+a 1 0 0 0

a 14+a 1 0 0

0 a 14+a 0 0
= bdet An,l(a).

0 0 0 1+a O

0 0 0 a b

Sib#0el rango de Besnysib=0elrango de B es n — 1. Podemos

concluir:
a # wj comp. determinado

0w b = 0 incompatible
~ 7k b # 0 indeterminado.
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Capitulo 9

Espacios vectoriales

9.1. Primeras propiedades de los espacios vecto-
riales

1. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que para todo A € K
y para todo x € E :
(@) 0xz=0. (B)XN0=0. (c)dx=0=(A=06x=0).

2. Sea FE espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que para todo
A€ Ky para todo z,y € E:

(@) —(Az) = (=Az) = A(—x).

b)) (M=pryz#0)=\=pu.

o) AM=AXyyA#0)=z=y.

3. Demostrar que en todo espacio vectorial F, la propiedad conmutativa de

la suma de vectores, se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

Solucién. 1. (a) Tenemos Oz = (0 4 0)z = 0z + Oz, por tanto 0z = Ox +

(—=0z) = 0.

(b) Tenemos A0 = A(0 4+ 0) = A0 + A0, por tanto A0 = A0 + (—A0) = 0.

(¢) Si A # 0, existe el inverso A~ en K. Entonces,
M=0=A'2)=2"10=ON Ner=0=1z=0=2=0.

2. (a) Tenemos

(=Nz+ Az =(-A+Nz=0=0=—(\z) = (—\)z.
AM=—z)+ X =AN-2+2)=A0=0= —(Az) = A\(—x).

(b) Se verifica \x = px = Ax — ux = 0= (A — p)z = 0. Como x # 0, ha de
ser A — pu = 0, es decir A = p.
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(¢) Se verifica Az = Ay = Az — Ay =0 = Az —y) = 0. Como A # 0, ha de

ser x —y = 0, es decir z = y.

3. Para todo z,y € E se verifica:

1+D)(z+y)=1z+y) +1(z+y)
=x+y+x+y. (1)

1+)(z+y)=0+1)z+(1+1)y
=lz+1lz+1y+ 1y
=z+zt+yty (2

Igualando (1) y (2), queda x+y+x+y = z+x+y+y. Cancelando términos,
se obtiene y + x = x + y.

9.2. Espacio vectorial K"

1. Sea K un cuerpo y definamos en K™ (n > 1) la operacién suma:
(1, @n) + Y1y Yn) = (1 + Y1y oo Ty + Yn)-
Definamos ademas la operacién ley externa:
M1,y xn) = (A1, ..oy Ay,

Demostrar que K™ es espacio vectorial sobre el cuerpo K con las operaciones
anteriormente definidas.
Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Q™, R™,

C"y (Zp)" (p primo).

2. En el espacio vectorial R3, se consideran los vectores z = (0,—1,2) e
y = (4,1,2). Determinar el vector z = 3x — 5y.

Solucién. 1. 1) (K", +) es grupo abeliano.

Interna. Dado que la suma de dos elementos de K es un elemento de K, la
suma, de dos elementos de K" pertenece a K™.

Asociativa. Para todo (z1,...,2,), (Y1,---,Yn), (21,...,2,) € K" y usando
la propiedad asociativa de la suma en K :

(1y.eymn) + (Y1, oy un) + (21, -+, 20)]
(X1, ymn) + (Y1 + 21, Yn + 2n)
(14 (W1 +21), T+ (Yn + 20))
((x1 +y1) + 21, -, (Ty + Yn) + 20)
(
[

= @1+ Y- Tp +Yn) + (21, -, 20)
(1, oy xn) + (Y1, oY) + (21, - -5 20)-
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Conmutativa. Para todo (z1,...,2,), (Y1,...,yn) € K" y usando la propie-
dad conmutativa de la suma en K :

(1, yxn) + (Y1, o5 Yn) = (1 + Y1, T+ Yn)
=y +x,. o Un+2n) = W1,y Yn) + (T1,. ., Tn).

Elemento neutro. Para todo x = (z1,...,z,) € K", el elemento de K",
0=(0,...,0) satisface:

O+z=2+0=(x1,...,2,) +(0,...,0)
=(x1+0,...,2, +0) = (z1,...,2) = 2.

Elemento simétrico. Para todo z = (x1,...,2,) € K", el elemento de K",
—x = (—x1,...,—xy,) satisface:
(—x)+zx=z+(—2)=(x1,.. ., &n) + (—21,...,—p)

=(r1+ (—21),.. ., Zn + (—z5)) = (0,...,0) = 0.
Concluimos que (K", +) es grupo abeliano.

2) Se satisfacen los cuatro axiomas de ley externa. En efecto, para todo
(x1,..y2n), (Y1,-..,yn) € K", para todo A\, € K y usando conocidas

propiedades de K :
1. )\(SU—"y) :)\(551+yl>a$n+yn) - )\('Tl +y177$n+yn)

=((Mx14+v1),--  MNan+yn)) = (Az1 + Ayt ..., Az + Ayn)

=(Az1,.. ., zn) + Ayt Ayn) = M@, - 2n) F A Y1, -, Yn)
=z + Ay.

2N+ pwr=AN+p)(x,...ozn) = (A + )z, ooy (A + p)xy)

= (Az1 4+ px1, . ATy + pxn) = Az, .o Axg) + (px, .., pay)
=Nz, xn) + p(xr, ... x0) = Az + pa.

3. (A\w)x = (Ap)(x1, ..o yxn) = (Aw)xg, ...y (Aw)xy)

= (Mpzx1), ..., Mpxzy)) = Mpz, ..., pay)

=A(p(z1,...,z0)) = AMpx).

4. 1x = Wz, ... xn) = 12y, ..., 1zy) = (21, .., 2p) = T
Concluimos que K" es espacio vectorial sobre el cuerpo K con las operacio-
nes dadas.

2. Usando las conocidas operaciones suma y ley externa:

z =3z — by =3(0,—-1,2) — 5(4,1,2)
— (0,-3,6) + (—20, -5, —10) = (—20, —8, —4).
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9.3. Espacio vectorial de las matrices sobre un cuer-
po

(a) Sea K un cuerpo. Demostrar que K™*™ (matrices de érdenes m x n con
elementos en el cuerpo K) es un espacio vectorial con las operaciones habi-
tuales suma y producto por un escalar.

Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Q"*",
Rmxn’ (men y (Zp)mxn (p primo).

(b) En el espacio vectorial R?*3 se consideran los vectores:

10 —2 410
A_[s 1 1]’ B_[—l 5 1]'

Determinar el vector C = —A + 3C.

Solucién. (a) Veamos que (K"™*" +) es un grupo abeliano

1. Interna. Por la propia definicién de suma de matrices, es claro que la suma
de dos matrices de ordenes m X n es otra matriz de orden m x n.

2. Asociativa. Para A, B,C' matrices de K™*"  y usando la propiedad aso-
ciativa de la suma en K :

(A+ B) + C = ([ag] + [bij]) + [cij] = [aij + bij] + [ei5] = [(aij + bij) + cij] =
[aij + (bij + cij)] = [ags] + [bij + cij] = [aiz] + ([bij] + [ci5]) = A+ (B+C).
3. Existencia de elemento neutro. Para toda matriz A de K™*" :
A+ 0 = [aj;] + [0] = [aij + 0] = [a;;] = A,
0+ A =[0]+ [aij] = [0+ aj;] = [ai;] = A.

4. Existencia de elemento simétrico. Para toda matriz A de K™*" :

A+ (=A) = [ai;] + [—ai;] = [ag + (—ai;)] = [0] =0,

(—A) + A = [—ai] + lay] = [(—ai;) + aiz] = [0] = 0.
5. Conmutativa. Para todo par de matrices A, B de K™*", y usando la
propiedad conmutativa de la suma en K :

A+ B = lag] + [bi;] = [aij + bij] = [bij + ai;] = [big] + [ai;] = B + A.

Veamos que se verifican las propiedades de ley externa. Es claro que para
todo A € Ky para todo A € K"™*™ ge verifica AA € K™*",

Usando las definiciones de suma de matrices, de producto de un escalar por
una matriz, y conocidas propiedades de la suma y producto en K :

L AA+ B) = A([aij] + [bij]) = Maij + bij] = [Maij + bij)]
= [)\ai]’ + )\b”] = [)\al-j] + P‘blj] = )\[aij] + )\[blj] = )\A + A\B.
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2. A+ A=A+ plag] = [(A+ pay] = [Aai; + pag]
= [Aaij] + [pag] = Mai] + plag] = A + pA.

3. AuA) = Aplaijl) = Muai] = [Mpaij)] = [(Aw)ai] = (An)aij] = (Au)A.
4. 1A = 1[&2‘]'] = [lai]’] = [aij] = A.
(b) Usando las conocidas operaciones en R?*3 :

10 2 12 3 0] _[11 3 2
C__A+3C_{—3 1 —1]+[—3 15 3}_[—6 14 2]'

9.4. Espacio vectorial K[z]

(a) Sea K un cuerpo y sea K[z] el conjunto de los polinomios en la inde-
terminada x y coeficientes en K. Se consideran las operaciones suma y ley
externa habituales. Demostrar de manera esquemética, que K[z] es espacio
vectorial con las operaciones mencionadas.

Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Q[z], R[z],

Clz] y (Zp)[z] (p primo).

(b) En el espacio vectorial R[z] se consideran los vectores p(r) = 322 — 2 +5
y q(z) = 23 4+ x. Determinar el vector r(z) = 2p(z) — 4q(x).

Solucién. (a) La suma de dos elementos de K[z], claramente pertenece a
K[z]. Debido a la asociatividad de la suma en K, se verifica la asociatividad
en K[z]. Debido a la conmutatividad de la suma en K, se verifica la con-
mutatividad en K[z]. El polinomio nulo 0 de K[z], verifica p(z) + 0 = p(x)
Vp(x) € K[z]. Para toda p(z) € K]z], el polinomio —p(z) € K|z] verifica
p(z) + (—p(z)) = 0. Es decir, (K[z],+) es grupo abeliano.

Considerando la propiedades de los elementos de K, y las definiciones de
suma y ley externa relativas a polinomios, podemos verificar VA, € K y
Vp(x),q(x) € Klz] :

LA (p(z) + q(x)) = Ap(x) + Aq(2).

2. (A4 pp(x) = Ap(x) + pp(z).

3. A(up(x)) = (Ap)p(x).

1. 1p() = p(a).

(b) Usando las conocidas operaciones en R[z] :

r(z) = 2p(x) — 4q(z) = (62° — 2z + 10) — (42” + 4z)
= —423 + 622 — 62 + 10.
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9.5. Espacio vectorial de las funciones reales

(a) Sea X un conjunto distinto del vacio y sea F(X,R) el conjunto de todas
las funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones:
Suma. Para todo f, g elementos de F(X,R):

(f +9)(x) = f(z) + g(x) Ve e X.
Ley externa. Para todo f € F(X,R), y para todo A € R :
(Af)(@) =Af(z) VzeX.

Demostrar que F(X,R) es espacio vectorial sobre R con las operaciones an-
teriormente definidas.

Nota. Un caso particular importante es F(R,R) (espacio vectorial de las
funciones reales de variable real).

(b) En el espacio vectorial F (R, R) se consideran los vectores f y g definidos
por f(x) =z +e® y g(x) = Tx 4+ 2 cosx. Determinar el vector h = 3f + 4g.

Solucién. (a) 1) (F(X,R),+) es grupo abeliano.
Interna. Claramente, la suma de dos funciones de X en R es funciéon de X

en R.
Asociativa. Para todo f,g,h € F(X,R), para todo x € X y usando la
propiedad asociativa de la suma de nimeros reales:

[(f +9) + h](2) = [(f + 9)(@)] + h(z) = [f(z) + g(x)] + h(z)
= f(@) +[9(z) + h(z)] = f(z) + [(g + h)(x)] = [f + (g + 1)](@).
Por la definicién de igualdad de funciones, (f +g) +h = f + (g + h).
Elemento neutro. Consideremos la funcién 0 : X — R definida por 0(z) =0
para todo x € X. Entonces, para cualquier f € F(X,R):
(f+0)(@) = f(z)+0(x) = f(z) + 0= f(z)= f+ 0=,
0+ f)(x) =0() + f(z) =0+ f(z) = f(x) = 0+ f = f,
por tanto la funcién 0 es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para cada f € F(X,R), definamos la funcién —f de la
siguiente manera: (—f)(x) = —f(x), x € X. Entonces, para todo = € X :

[f + (=Dl@) = flx) + (=f)(z) = f(2) + (=f(x)) = 0= f+ (=) =0,
(=) + @) = (=/)(@) + f(2) = =f(2) + f(x) =0 = (=f) + [ =0,

es decir todo elemento de F(X,R) tiene simétrico.
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Conmutativa. Para todo f,g € F(X,R), para todo z € X y usando la
propiedad conmutativa de la suma de ntimeros reales:

(f+9)(@) = f(2) +9(x) = g(x) + f(z) = (g+ /)x) = f+9=9+].

2) Se cumplen los cuatro axiomas de ley externa. Para todo A\, u € R, para
todo f,g € F(X,R), para todo = € X y usando la definicién de igualdad de
funciones:

L (A(f+9) () =A((f +9)(x) = A(f(z) + g(z)) = Af(z) + Ag(x)
= (A)(@) + (Ag)(x) = (Af +Ag)(z) = A(f + g) = Af + Ag.

2. (A +pf) (@) =AM+ pf(x) =Af(2) +puf(z) = (Af)(@) + (uf)(@)
=\ +pf))= A+ f = +nf

3. () f) (x) = (M) f(z) = A(pf(x) = A((uf)(2) = (A uf)) (=)

= (M) f = AMpf).

4. (1f)(z) =1f(z) = f(z) = 1f = f

Observacion. De manera andloga y sustituyendo R por cualquier cuerpo K
se demuestra que F(X,K) es espacio vectorial.

(b) Usando las conocidas operaciones en F(R,R) :

h(z) = (3f +4g)(x) =3f(x) +4g(x) = 3z + 3e” + 28z + 8cos x
=31z +3e” +8cosz (Vz € R).

9.6. Subcuerpo como espacio vectorial

Sea K un cuerpo y k C K un subcuerpo de K. Se considera en K, su suma y
por otra parte, la operacién ley externa k x K — K, (\,z) — Az, en donde
Az representa el producto en K. Demostrar que K es espacio vectorial sobre
el cuerpo k, con las operaciones dadas.

Nota. Un caso particular se obtiene para k = K, es decir todo cuerpo es
espacio vectorial sobre si mismo con las operaciones mencionadas.

Solucién. 1) Dado que (K.+,-) es por hipétesis un cuerpo, (K.+) es grupo
abeliano.

2) Sean \,u € ky z,y € K. Dado que k C K, los elementos A, u, x, e y
pertenecen a K. Usando las propiedades de la estructura de cuerpo en K,
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obtenemos de manera inmediata:

LAz +y) =z + M.
2. A+ p)z = Az + px.
3. AMpz) = (Apx).

4. 1z = .

Concluimos que K es espacio vectorial sobre el cuerpo k, con las operaciones
dadas.

9.7. Subespacios vectoriales, caracterizacion

1. Analizar si F = {(x1,29,73) : 21 — 2 + 273 = 0} es subespacio de R3.
2. Analizar si F = {(x1,2,73) : 27 — 22 = 0} es subespacio de R3.

3. Analizar si F' = {p € R[z] : p(0) = p(1)} es subespacio de R[z].

4. Se considera el espacio vectorial real usual R™ (n > 2) . Analizar en cada
caso si los siguientes subconjuntos de R™ son o no subespacios.

1) F, = (:Bl,...,IEn)GRnZ 1‘1932:0}.

2) Fo={(z1,...,2n) €ER": 1+ ...+ 2, =1}.
3) Fs={(z1,...,2n) €eR": 1+ ...+ 2z, =0}.
4) F4:{(:U1,...,xn)€R": $1€Z}.

5. Sea E = K™ el espacio vectorial usual de las matrices cuadradas de
ordenes n X n y con elementos en el cuerpo K. Sea el subconjunto de £ dado
por F' = {A e K<n . Al = A}, es decir el subconjunto de F formado por
las matrices simétricas. Demostrar que F' es subespacio de F.

6. Sea E = F(R, R) el espacio vectorial real usual de las funciones f de R en
R. Se considera el subconjuntode E : F = {f € E: f(—z) = f(z) Vz € R}
es decir, el subconjunto de las funciones pares. Demostrar que F' es subes-
pacio de E.

7. Estudiar si G = {p € R[z] : p/(x) = 0} es subespacio de R]z].

8. Averiguar si F' = {A € R?*2: A% = (0} es subespacio de R?*2.

9. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea F' C E. Demostrar que
F es subespacio vectorial de F, si y sélo si se cumplen las tres siguientes
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condiciones:

(1) 0 € F.

(i7) Para todo z € F'y para todo y € F se verifica z +y € F.
(7i1) Para todo A € K y para todo = € F se verifica A\x € F.

Solucién. 1. (i) El vector nulo 0 = (0,0,0) de R3 satisface 0 —0+2-0 = 0,
por tanto pertenece a F.
(i7) Six = (21,22, 23) e y = (Y1, Y2, y3) son vectores de F), satisfacen z1—xo+
2x3 = 0 e y1 —y2+2y3 = 0. El vector suma z+y = (z1 +y1, T2 + Y2, 23+ y3)
verifica

(x1+y1) — (22 + y2) + 2(z3 + y3)

:(xl—w2+2x3)+(y1—y2+2y3):0+0:O.

es decir, las componentes de x 4+ y cumplen la condicién para pertenecer a
F,luego z+y € F.
(1i1) Si X € Ry x = (z1,x2,23) € F, el vector \x = (A\x1, Axa, A\x3) verifica

)\xl—/\x2+2)\x3:)\(xl—a:2+2x3):)\‘020.

es decir, las componentes de Ax cumplen la condiciéon para pertenecer a F)
luego A € F. Concluimos que F subespacio de R3.

2. (i) El vector nulo 0 = (0,0,0) de R? satisface 0> — 0> = 0, por tanto
pertenece a F.

(74) Elijamos los vectores z = (1,1,0) e y = (1,—1,0). Claramente x e y
pertenecen a F, sin embargo, x +y = (1,0,0) no pertenece. Concluimos que
F no es subespacio de R3.

3. (i) El vector cero de R[z] es el polinomio cero, que claramente satisface
la condicién para pertenecer a F.

(ii) Sip,q € F, se verifica (p+¢)(0) = p(0) +¢(0) = p(1) +¢(1) = (p+q)(1),
es decir, p+q € F.

(151) St A € Ry p € F, se verifica (Ap)(0) = Ap(0) = Ap(1) = (Ap)(1), es
decir, A\p € F. Concluimos que F' es subespacio de R[x].

4. 1) (i) El vector cero de R™ esto es (0,...,
0-0=0. (ii) Elijamos z = (1,0,...,0), y =
e y pertenecen a Fp, sin embargo x —|— y = (1
es subespacio de R".

0) pertenece a Fj pues x1xo =
(0,1, ,0). Evidentemente x
1,. ) ¢ Fy. Es decir, F} no

2) (i) (0,...,0) & Fhypueszy + ...+, =0+...+0 =0 # 1. Es decir, F,
no es subespacio de R".
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3) (i) (0,...,0) € Fspues 1 +...+ 2, =0+...40=0. (ii) Consideremos
los vectores © = (x1,...,2,) € F3, y = (y1,...,yn) € F3, entonces por la
definicién de Fj3 se verifica 1+ ...+ 2, =0ey; + ...+ y, = 0. Tenemos
r+y=(r1+y1, .., Tn+yn) y ademss

(T1+y)+. o+ @ntyn)=(@1+...+z)+ 1+ . +yn) =0+0=0,

es decir x +y € F3. (iii) Sea A € Ry = = (x1,...,2,) € F3, entonces
x1+...+x, =0y ademés \x = (Ax1,..., \xy,). Por tanto A\zq+...+ Az, =
AMz1+...4x,) = A0 = 0 es decir, \x € F3. Concluimos que F3 es subespacio
de R™.

4) (i) (0,...,0) € Fy pues z; = 0 € Z. (ii) Sean z = (z1,...,%Ty) € Fy
ey = (Y1,...,yn) € Fy, entonces x; € Z, y; € 7Z. Tenemos = +y =
(x1 + Y1, Tn + yn) y ademds z1 + y1 € Z, es decir x +y € Fy. (iii)
Elijamos A = 1/2 € Ry z = (1,0,...,0). Evidentemente z € Fj, sin em-
bargo Az = (1/2,0,...,0) ¢ Fy.. Concluimos que Fy no es subespacio de R™.

5. (i) La matriz nula 0 pertenece a F pues 0° = 0.

(ii) Sean A, B matrices de F, entonces A' = Ay B! = B. Como la traspuesta
de la suma es la suma de las traspuestas, tenemos (A+B)! = A'+B! = A+B
es decir, A+ B € F.

(iii) Sea A € Ky A € F, entonces A® = A. Como la traspuesta de un es-
calar por una matriz es el escalar por la traspuesta de la matriz, tenemos
(AA)t = MA! = MA es decir, MA € F. Concluimos pues que F' es subespacio
de K™*™,

Nota. De manera totalmente andloga se demostraria que el subconjunto de
K"™*™ formado por las matrices antisimétricas es también subsespacio de FE.

6. (i) El vector cero de E es la funcién 0 : R — R definida mediante 0(t) =
0 Vt € R, por tanto 0(—z) = 0(z) =0 Vz € R. Es decir, 0 € F.

(ii) Sean f,g € F. Usando la definicién de suma de funciones tenemos para
todo z € R

(f+9)(=2) = f(—z) + g(—z) = f(z) + g(z) = (f + 9)(2),

es decir f + g € F.
(iii) Sean A € R, f € F. Usando la definicién de producto de un escalar por
una funcién tenemos para todo z € R

AN (=) = Af(=z) = Af(z) = (Af) (@),

por tanto Af € F. Concluimos pues que F' es subespacio de F.
Nota. De manera analoga se demostraria que el subconjunto de F(R, R) for-
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mado por las funciones impares es también subespacio de E.

7. (i) El vector cero de R[z] es el polinomio cero, que claramente satisface
la condicién para pertenecer a G.

(41) Si p,q € G, se verifica (p(z) + q(x)) = p'(x) +¢(z) = 0+0 = 0, es decir
p+qedG.

(4ii) Si A € Ry p € G, se verifica (Ap(x)) = M\p/(x) = A-0 = 0, es decir,
Ap € G. Concluimos que G es subespacio de R[z].

8. (i) El vector cero de R?*? es la matriz cero, que claramente satisface la
condicién para pertenecer a F.
(73) Consideremos las matrices

01 0 0
aFEET
Entonces, A2 =0, B> =0y (A + B)? # 0 como fcilmente se comprueba.

Es decir, A y B pertenecen a F' pero no asi A+ B. Concluimos que F no es
subespacio de R?*2,

9. Supongamos que F' C E es subespacio vectorial de E, entonces (por
definicién de subespacio) F' es espacio vectorial sobre el cuerpo K. Como
consecuencia inmediata de los axiomas de espacio vectorial, se verifican las
condiciones (i), (i7) y (ii7) del teorema.

Reciprocamente, supongamos que se verifican las condiciones (), (ii) y (ii7)
del teorema. De (i) deducimos que F # (). Por otra parte para todo y € F
tenemos por (iii) que —y = (—1)y € F. De (it) deducimos z+(—y) = z—y €
F'. Es decir, (F,+) es grupo abeliano. También de (iii) deducimos que la ley
externa esta bien definida sobre F' y ademads se cumplen sus correspondientes
cuatro axiomas de igualdad. Todo esto implica que F' es un espacio vectorial
sobre K y por tanto, subespacio de F.

9.8. Suma e interseccién de subespacios

1. Demostrar que la interseccién de dos subespacios de un espacio vectorial
E, es también subespacio de FE.

2. Sea {F; : i € I'} una familia de subespacios de un espacio vectorial E. De-
mostrar que [);c; F; es también subespacio de E.
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3. Sean F) y Fy, subespacios de un espacio vectorial E. Demostrar que
Fi+F,={zc€FE:JueF, JveFconz=u+v}

es subespacio de E (subespacio suma de Fy y Fy).

4. Sean F1,..., Fy,, subespacios de un espacio vectorial £/. Demostrar que
Fi+...4F,={x€E:Juy€F...uy,€Fpconxr=uy+...+un}

es subespacio de E (subespacio suma de Fy, ..., Fy,).

5. Demostrar que la unién de subespacios vectoriales, no es en general subes-
pacio vectorial.

6. Demostrar que la suma de dos subespacios vectoriales es el menor de to-
dos los subespacios que contienen a la unién.

7. Sean I}, Fy, F3 subespacios de un espacio vectorial E tales que:
i+ 5=+ F;, FNFy=FNF;, FFCHF.
Demostrar que F; = F5.

Solucién. 1. Sean Fi y Fy, subespacios de E. Veamos que F} N Fy también
lo es.

(1) Como F; y F5 son subespacios de E, el vector 0 pertenece a ambos, luego
0 € F1NFs.

(17) Siz,y € F1NFy, entonces x € Fy, x € Fy,y € Fi,ey € Fy. Porser F1 y
F; subespacios, se verificaz +y € Fl yx+y € Fy, esdecir z +y € F1 N Fy.
(731) Si A es escalar y x € Fy N Fy, entonces x € F} y x € Fy. Por ser F} y
F5 subespacios, se verifica Ax € F1 y Az € Fy, es decir Az € F} N Fb.

2. (i) Para todo i € I, F; es subespacio de E, luego 0 € F; para todo i € I.
Esto implica que 0 € ;¢ F;.

(ii) Si x,y € ;s Fi, entonces x € I}, e y € F;, para todo i € I. Por ser F;
subespacio para todo 7 € I, se verifica x + y € F; para todo ¢ € I, es decir
z+y €N Fi-

(iii) Si X es escalar y x € [\, Fj, entonces = € I para todo i € I. Por ser
F; subespacio para todo i € I, se verifica Ax € F;, para todo i € I, es decir
Ax € ﬂie[ F;.

3. (i) El vector 0 pertenece a Fy y F» por ser estos subespacios, y ademds
0=0+0, luego 0 € F; + F5.
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(i1) Si x, 2’ € Fy + Fy, entonces x = u + v, 2’ = v’ + ' con u,u’ € F
y v,v' € Fy. Entonces, x + 2/ = (u +u') + (v + v'). Como F; y F son
subespacios, u +u € Fy y v +v' € Fy, por tanto = + 2’ € F| + F

(7i7) Si X es escalar y « € F} + F5, entonces © = u+ v con u € F} y v € Fy.
Entonces, Ax = Au+ Av. Como F} y F5 son subespacios, Au € F} y Av € Fy,
por tanto Ax € Fy + F5.

4. (i) El vector 0 pertenece a F, ..., Fy, por ser estos, subespacios, y ademds
=04+...40,luego 0 € F1 + ...+ Fpp.

(i7) Siz,2’ € F1 + ...+ F,, entonces & = up + ... +up, ¢’ =u) + ... +uj,

con u;,u; € F; para todo i = 1,...,m. Se verifica:

r4+a = (up +u)) + ..+ (U ),

y como los F; son subespacios, u; + u, € F; para todo 4, por tanto z + z’ €
Fi+...+ F,

(797) Si A\ es escalar y « € Fy + ...+ F,,, entonces x = u3 + ... + Uy, con
u; € F; para todo i. Se verifica Ax = A\uj + ... + Au,, y como los F; son
subespacios, Au; € F; para todo i, por tanto \x € F| + ...+ F},.

5. Elijamos los subconjuntos de R? dados por F; = {(a,0) : a € R} y
F, ={(0,8) : 8 € R}. Es inmediato comprobar que ambos son subespacios
de R2.

El vector x = (1,0) pertenece a F} y el y = (0,1), a F», luego ambos perte-
necen a Fj U Fy. Sin embargo  +y = (1,1) ¢ Fy U Fy, es decir F; U F, no
es subespacio de R?.

6. Sean FY, Fy subespacios vectoriales del espacio vectorial E. Si z € F;UFs,
o bien x € Fj, obien x € Fb. Six € F}, entonces c =x+0€ F} + F, v
si x € Fy, entonces x = 0+ x € F; + F5. Hemos demostrado que F} U Fy C
Fi + F5.

Vamos ahora que F; 4+ F5, es el menor de entre todos los subespacios de E
que contienen a Fy U Fy. En efecto, sea F' subespacio de E con F; UFy C F.
Six € Fi + F5, entonces © = u+v con u € F1 y v € Fy, luego u y v
estdn en Fy U Fy y por tanto en F. Como F' es subespacio, necesariamente
x =u-+v € F. En consecuencia, F} + F» C F| lo cual concluye la demostra-
cion.

7. Sea u € Fy. Entonces, u € Fy + F3 = I} + F3, luego existen uy € Fj
y uz € Fj tales que u = uy + ug. De la hipétesis Fy C F3, deducimos que
u; € Fy y al ser ug = u+ (—uq) con u € Fo y —uy € Fy, también ug € Fs.

Es decir, ug € Fo N F3 = F; N F3, luego ug € Fi. Tenemos por tanto que
u = u1 +ug es la suma de dos vectores del subespacio F1, lo cual implica que
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u € F1. Hemos demostrado que Fy C Fi, que junto con la hipétesis F; C Fb,
implica F; = F5.

9.9. Suma directa de dos subespacios

1. Se consideran los subespacios de R? dados por F; = {(a,0) : o € R} ¥
Fy, = {(0,8) : B € R}. Demostrar que R? = Fy @ F».

2. Sea K™*™ el espacio vectorial real usual de las matrices cuadradas de or-
den n sobre el cuerpo K. Sean S y A los subespacios de K™*" formados por
las matrices simétricas y antisimétricas respectivamente. Demostrar que si
carac(K) # 2, entonces K"*" =S @ A.

3. Sea E = F(R,R) el espacio vectorial real usual de las funciones f de R
en R y sean los subespacios de E:
P={fe€E:f(-2) = f(z) Vo € R}
formado por las funciones pares e
I—{feB: f(-z) = ~f(z) ¥z € R}
formado por las funciones impares. Demostrar que £ =P & 7.

4. Sea F el espacio vectorial de las funciones reales y continuas en el intervalo
cerrado [a, b]. Se consideran los subconjuntos de E dados por

b
Fz{fGE:/f(t)dtzO}, G = {f € E: f es constante}.

(a) Demostrar que F' y G son subespacios de E. (b) Demostrar que F'y G
son suplementarios en E. (Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. Indus-
triales, UPM).

5. Sea V. = F(R,R) el espacio vectorial de las funciones de R en R. Se
consideran los subespacios de V' :
U ={feV:f0)=f(1)=0},Us={fcV: f(x)=axr+b, a,bec R}.

Demostrar que Uy y Us son suplementarios.
6. Sea p1(x) € R[z| un polinomio de grado > 1. Se consideran los subespacios
vectoriales de R[z] :

Fy = {p(x) € R[z] : p(x) es multiplo de p;(x)},

Fy, = {p(x) € R[z] : gradop(z) < grado p;(z)}.
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Demostrar que R[z] = F} @ Fb.

Solucién. 1. Recordemos que si F es un espacio vectorial sobre el cuerpo
K y Fy y F5 son subespacios de FE, se dice que E es suma directa de es-
tos subespacios o bien que F} y Fy son suplementarios en E, y se escribe
E = F) & F5, siy sélo si se verifica

Six = (x1,22) € F1 N Fy, entonces x € F1 y x € Fy, por tanto 9 = 0y
x1 = 0 lo cual implica que x = 0. Hemos demostrado que F; N Fy = {0}.
Sea ahora = = (x1,2) € R?, entonces podemos expresar:

x = (x1,22) = (21,0) + (0, z2).

Como (x1,0) € F1 y (0,z2) € Fy, x € F; + Fy. Hemos demostrado que
R?2=F| @ F;.

2. Sea A € SN A, entonces A € Sy A € A lo cual implica AT = Ay
AT = — A, Restando estas dos tltimas igualdades obtenemos (1 + 1)A = 0.
Como carac(K) #2, 1+ 1# 0y por tanto A = 0. Es decir, SN.A = {0}.

Sea A € K"*™ y supongamos que A se puede expresar en la forma A = Ay +

Ay con Ap simétrica y Ay antisimétrica. Trasponiendo la igualdad anterior

tendrfamos AT = A;—A,. Sumando y restando las dos igualdades obtenemos

que caso de existir la descomposicién, A; y As han de ser necesariamente
1 1

Denotemos por 2 al elemento 1 4+ 1 # 0 de K.
1 T 1
AT:<2M+AH> = S(AT+ (A1) = S (AT + 4) = Ay,

1 T 1
AT =(-(A-AT)) =Z(AT - (AD)T) = (AT — 4) = — A,
2 2 2
y claramente A = A;+ A,. Hemos pues demostrado que toda matriz de K™*"
es suma de una simétrica y otra antisimétrica, por tanto K"*" = S + A.

Concluimos que K"™*" =S ¢ A.

3.Sea f € PNZ, entonces f € Py f € Z lo cual implica f(—z) = f(z) Vz €
Ry f(—z) = —f(xz) Vz € R. Restando las dos igualdades anteriores obte-
nemos 2f(x) =0 Vz € R o bien f(x) =0 Vx € R, es decir f es la funcién
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cero: PNZ = {0}.

Sea f € E y supongamos que f se puede expresar en la forma f = f; + fo
con f1 pary fo impar, entonces f(z) = fi(z)+ fa(z) Vx € R. Sustituyendo
x por —z obtenemos f(—z) = fi(z) — fo(x) Va € R. Sumando y restando
las dos igualdades obtenemos que caso de existir la descomposicion, fi v fo
han de ser necesariamente

file) = 5 (F() + F(-2))  foler) = 5 (F(&) — f(=a).
Por otra parte
(=) = 2 (f(—) + f@) = h(@), fol—2) = = (f(—2) — f(@)) = —fola).

2 2

y claramente f = f; + f2. Hemos pues demostrado que toda funcion f € F
es suma de una par y otra impar, por tanto £ = P + Z . Concluimos que
FR,R)y =PI

4. (a) El vector cero de E es la funcién 0 : [a,b] — R definida mediante
0(t) =t para todo t € R y sabemos que es continua. Ademas fabO dt =0,
es decir, 0 € F. Por otra parte, para A\, u € R y para f,g € F sabemos que
Af + pg es continua. Ademéds

b b b
/(Af(t)+ug(t)) dt:)\/ F(t) dt+u/ g(t) dt = A0+ p0 = 0,

es decir Af 4+ pug € F. Concluimos que F es subespacio de E. La funcién cero
es constante, las funciones constantes son continuas y cualquier combinacién
lineal de funciones constante es constante. En consecuencia G es subespacio
de E.

(b) Veamos que F'NG = {0}. Efectivamente, si f € FFNG entonces f € F'y
f € G lo cual implica ff f(t)dt =0y f(t) =k (constante). Pero fjk‘ dt =
k(b—a)=0. Como b — a # 0 se concluye que f(t) =k =0.

Veamos ahora que E = F 4+ G. Sea f € E y escribamos f = (f — k) + k con
k constante. Las funciones f — k y k son continuas y k£ € G. Basta imponer
que f—keF:

f-keF & /b(f(t)k)dt —0e /bf(t)dt = k(b—a) & k= i - /bf(t)dt.

Eligiendo el k anterior, se verifica f = (f —k)+kcon f —ke FykeG.
Hemos demostrado que FNG = {0} y E = F + G, es decir que F' y G son
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suplementarios en F.

5.81 f € Uy NUs, entonces f € Uy y f € Us. Por pertenecer a Us, f es de la
forma f(z) = ax + b con a,b € R. Por pertenecer a Uy, se verifica f(0) =0
y f(1) =0, es decir 0 =by a+b=0, luego a = b= 0. La funcién f es por
tanto la funcién nula de V. Hemos demostrado que U; N Uz = {0}.

Sea f € V. Podemos expresar:
f(z) = (f(z) —ax — b) + (ax + b).

El sumando ax + b pertenece a Us para cualquier par a,b € R. Veamos si
existen a y b de tal manera que el primer sumando g(z) = f(z) —ax — b
pertenezca a Uj. Para ello se ha de verificar ¢(0) = ¢g(1) = 0, o de forma

equivalente,
f(0)=b=0
f(l) —a—b= 0’

que proporciona los valores a = f(1)— f(0) y b = f(0). Es decir, todo vector
de V es suma de uno de U; y otro de Us o equivalentemente V = Uy + Us.
Concluimos que U; y Us son suplementarios.

6. Sea p(z) € F1 N Fy. Entonces, por pertenecer a F, existe ¢(x) € R[z] tal
que p(z) = g(x)pi(x). Por pertenecer a Fy, gradop(z) < grado p;(z). Nece-
sariamente ha de ser ¢(z) = 0, pues si no fuera asi, tendriamos grado p(z) >
grado p1(z), lo cual es absurdo. Por tanto p(x) = Op;(z) = 0. Hemos demos-
trado que I} N Fy = {0}.

Sea p(z) € R[z|. Efectuando la divisién euclidea de p(x), podemos expresar:

p(x) = q(x)p1(x) + r(z)(grador(z) < gradop:(z)),

con q(z),r(z) € R[z]. Pero g(x)pi(x) € F1 y r(x) € Fy, luego Rlx] = Fi+ Fh.
Concluimos que R[z] = F} @ F5.

9.10. Suma directa de varios subespacios

1. Demostrar que las tres siguientes afirmaciones son equivalentes

(o) E=F1®Fd...0F,.

(b) E=F,+ Fo+ ...+ F,, y la descomposicién de todo vector x € F en la
forma x = vy +vo + ...+ v, con v; € F; paratodot=1,...,m es tnica.
(¢ E=F,+ Fy+...+ F,, ylaigualdad v1 + vo+ ...+ v,, =0 con v; € F;
para todo ¢ = 1,...,m implica v; = 0 para todoi=1,...,m.
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2. Se consideran los subespacios de R? dados por F; = {(,0,0) : a € R},
F, = {(0,5,0) : B € R} y F3 = {(0,0,7) : v € R} Demostrar que
Rg ZFl@FQ@Fg.

3. Sea E el espacio vectorial real de las funciones reales definidas sobre [0, 1].
Sean por otra parte los subespacios de

Fr={f€FE: fesnula fuera de [0,1/3] },
Fo={f € FE: fesnula fuera de (1/3,2/3) },
Fs={f € FE: f esnula fuera de [2/3,1] }.

Demostrar que E = F} & F5 & F3.

Solucién. 1. Recordamos que si E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y
L, F,, ..., F,, son subespacios de F, se dice que F es suma directa de estos
subespacios, si y sélo si se verifica (i) E = F1 + Fo+ ...+ F,.

(ii) Para todo ¢ = 1,2,...,m se verifica F;|) (Z#i Fj> = {0} o dicho de
otra forma, la interseccién de cada subespacio con la suma de los deméds ha
de ser el vector nulo.

Notas. 1) Para m = 2 esta definicién coincide con la ya dada de suma directa
de dos subespacios.

2) Si se cumplen las condiciones (i) y (ii) anteriores se escribe E = F} @ Fo ®
... O F. OJ

(a) = (b). Sea v € E. Como E = F| + F5 + ... + F,,, podemos expresar

v=v1+...0p conv; € Fy,..., 0y € Fy,. Supongamos que v = vj +...4+ v},
con vy € Fy, ..., v, € F,,,. Entonces v; — v} = (v —va) + ...+ (v}, — vm)-
Ahora bien,

v -V EFR Yy (Vy—va)+ ...+ (v, —vm) €E Fat ...+ Fp.

Como FiN(Fy+...4+ F,,) = {0} se deduce v; —v] =0, o sea v; = v}. Cam-
biando los indices. concluimos de forma andloga que vy = v ..., vy = V),.
Queda demostrado (b).

(b) = (c). Por hipétesis se verifica E = Fi+Fa+. ..+ F,,. Sean ahora vy € F},
s U € F, tales que v1+. . .+v,, = 0. Laigualdad v1+...4v,, = 0+...+0
y la hipétesis de unicidad en (b) implican que v1 =0 , ... , v, = 0. Queda
probado (c).

(¢c) = (a). Seaw € FiN(Fy+ ...+ Fy,). Como w € Fy+ ...+ F,, podemos
expresar w = vy + ...+ vy, con vg € Fy, ..., v, € F,. Entonces (—w) +
vo+ ...+ v, =0con —w € Fy ,u3 € Fo,...vy € Fp,.
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La hipétesis hecha en (¢) implica —w = 0 lo cual demuestra que
FinN(F+...+ Fy,) ={0}.

Cambiando los indices se demuestra de forma analoga que F; ) (Z ot Fj> =
{0} para todo i.

2. Todo vector z = (1,2, 23) € R? se puede expresar en la forma:
xr = (.Z'l, X2, .7]3) = (xla 07 0) + (Oa X2, 0) + (07 07 1’3),

y dado que (x1,0,0) € Fy, (0,22,0) € Fy y (0,0,23) € F3, se verifica R® =
F1 =+ F2 + F3.

Sean ahora, v; = (a,0,0) € Fy, va = (0,5,0) € F» y v3 = (0,0,7) tales que
v1 + v9 + v3 = 0. Entonces,

U1+1)2+’U3:0:>(Oé,,B,'Y):(0,0,0)
Sa=0=7=0=v =ve =v3=0.

Concluimos que R? = F|, @ [, @ F3.

3. Sea f € E y consideremos las funciones f; : [0,1] — R

C (fx) si xe[0,1/3]
fl(l‘)—{ 0 si x¢10,1/3],

_[fle) i we(1/3,2/3)
fa() { 0 si x ¢ (1/3,2/3),

[ flx) si xe(2/3,1]
fs(z) = { 0 si xd&[2/3,1).

Claramente f; € F; para todo ¢ = 1,2,3 y f = f1 + fo + f3 es decir,
E = F| + F> + F3. Por otra parte, de la igualdad fi1 + fo+ f3 = 0 con f; € F;
con i = 1,2, 3 facilmente deducimos que f; = fo = f3 = 0. Concluimos pues
que E = F| @& I, & F3.

9.11. Combinacion lineal de vectores

1. En el espacio vectorial real usual R? estudiar si el vector z = (—14,8) es
combinacién lineal de los vectores v = (—1,7), v2 = (4,2).
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2. En el espacio vectorial real usual R?*2 de las matrices cuadradas de orden
2 estudiar si A es combinacién lineal de B y C siendo

Sl g R g PR

3. En el espacio vectorial real F(R,R) de las funciones de R en R demostrar
que:

(a) cos® x es combinacion lineal de 1 y cos 2.

(b) (cos(x + 1))(cos(x — 1)) es combinacién lineal de 1y cos? x.

2

4. Sea el subconjunto infinito de R[z], S = {1, 2,22, 23,...}. Demostrar que

Rlz] = (S).

5. Sea E espacio vectorial sobre Ky S = {v1,v9,...,v,} C E. Demostrar
que:

(a) L[S] es subespacio vectorial de E.

(b) L[S] es el menor de todos los subespacios vectoriales de E que contienen

as.

Solucién. 1. Expresemos (—14,8) = A;(—1,7) + A2(4,2). Esta igualdad
equivale al sistema
—A +4X=-14
{ TAL 42X =8,

y escalonando obtenemos que es compatible (en concreto, que tiene como
unica solucién A\; = 2, A2 = —3). En consecuencia x es combinacién lineal
de los vectores vy, vs.

2. Expresemos:
11 10 2 3
il sl

Esta igualdad equivale al sistema

A +2X =1
3 =1
0=1

201 + A =1,

que claramente no es compatible, en consecuencia A no es combinacion li-

neal de By C.
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3. (a) Usando conocidas férmulas de trigonometria:

cos 2z = cos® x — sen’ z = cos’ z — (1 — cos® z)

= —1+42cos?z = cos’x = (1/2) - 1+ (1/2) cos 2.

Es decir, cos? z es combinacién lineal de 1 y cos 2z.

(b) Usando conocidas férmulas de trigonometria

(cos(x 4+ 1))(cos(z — 1)) = (coszcos1 —senxsenl)(coszcos1+ senzsenl)

= cos?xcos’ 1 —sin®zsin? 1 = cos® zcos® 1 — (1 — cos® z) sin? 1
= (—sen?1) -1+ (cos®1 +sin?1) - cos?z = (—sen?1) -1+ 1 - cos? z.

Es decir, (cos(z + 1))(cos(z — 1)) es combinacién lineal de 1 y cos? z.

4. Claramente, (S) C R[z] por ser R[z] espacio vectorial. Por otra parte, si
p(z) € R[], entonces p(x) es de la forma p(z) = ag+ a1z +azx?+... +a,z"
con todos los a; € R, o bien:

p(z) =ag-1+ a1z + asx® + ... + a,z”,

lo cual implica que p(z) € (S) al ser combinacién lineal de un subconjunto
finito de S. Concluimos que R[z] = (S).

5. (a) El vector 0 se puede expresar como 0 = 0vy + 0vy + . .. + Ovyy,, es decir
0 € L[S]. Sean ahora z,y € L[S], entonces x = A\jv1 + ... + AU , ¥ =
U101 + o F U (A, g € K). Sumando obtenemos

con \; + u; € K, por tanto x + y € L[S]. Por otra parte para todo A € K y
para todo x € L[S], se verifica Ax = (AA\1)v1 + ... + (A )vp, con A\; € K|
en consecuencia Az € L[S]. Hemos demostrado pues que L[S] es subespacio
de F.

(b) Sea F un subespacio vectorial de E tal que S C F. Veamos que L[S] C F.
En efecto sea x € L[S], entonces x es de la forma x = Moy + ... + A\pum.
Pero los vectores vy, ..., v, pertenecen a I’ que por hipétesis es subespacio
vectorial lo cual implica que A\jv1, ..., AUy, pertenecen a F'y también \jvi+
.+ AnUp,. Es decir, x € F.

9.12. Dependencia e independencia lineal de vec-
tores

1. En el espacio vectorial usual R? analizar si v1 = (2, —1), vo = (3,2) son
linealmente independientes.
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2. En el espacio vectorial usual R3 analizar si son linealmente independientes
los vectores v; = (1,2, —1), v2 = (2,—1,-3), v3 = (—3,4,5).

3. Sean u, v, w vectores linealmente independientes en un espacio vectorial
real E. Demostrar que v + v,u — v,u — 2v + w también son linealmente
independientes.

4. Sea p(z) € R[z] un polinomio de grado 2. Demostrar que el sistema de
vectores S = {p(x),p'(x),p"(x)} es libre.

5. En el espacio vectorial real E = F(R,R) de las funciones de R en R demos-
trar que los siguientes vectores son linealmente independientes los vectores

f(x) =e? g(z) =22, h(z) = .

6. Demostrar que en todo espacio vectorial cualquier vector no nulo es li-
nealmente independiente.

7. Demostrar que el sistema S = {fx(z) = senkx : k = 1,2,...,n} es libre
en £ = F(R,R).

2 ...,2",...} es un sistema libre en R[z].

8. Demostrar que S = {1, z,z
9. Demostrar las siguientes propiedades: (a) El vector cero no puede perte-
necer a un sistema libre.

(b) Todo subsistema de un sistema libre es libre.

(¢) Todo supersistema de un sistema ligado es ligado.

(d) Un sistema es ligado si y sélo si existe un vector del sistema que es com-
binacion lineal de los demas.

10. En el espacio vectorial F(R,R), demostrar que los vectores f(x) = senz,
g(z) = cosz y h(x) =z, son linealmente independientes.

11. Demostrar que las funciones fi(x) = z% (k. =1,...,n) con ap € R, y
a; # o si i # 7, son linealmente independientes.

12. Se consideran las funciones
i R=R, fi(z) =™

conk=1,...n, r, € Ry n > 2. Demostrar que estas funciones son lineal-
mente independientes < r; # r; para todo i # j.
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13. Demostrar que la familia infinita F = {f;(z) = coskz : k = 1,2,...}
es libre en el espacio vectorial real de las funciones definidas en el intervalo

[0,7/2].
Solucién. 1. La igualdad A\ (2,—1) + A2(3,2) = (0,0) equivale al sistema

201 +3X =0
—A +2X =0.

Sumando a la primera ecuacion la segunda multiplicada por 2 obtenemos
TA2 = 0 o bien, A9 = 0. Sustituyendo en la segunda deducimos A; = 0. Es
decir, v1, v son linealmente independientes.

2. La igualdad Ajv; + Aove 4+ Agvs = 0 equivale al sistema

A +2X —3X3=0
H: 20 — X +4X3 =0
—A1 —3X2+5A3=0.

Escalonamos el sistema

AL+ 222 =34 =0 {A1~|—2/\2—3>\3:0

Hr g =Bl +100 =0 ~ ¢ TR0 7

X+ 2X3=0
El sistema lineal homogéneo H es indeterminado, es decir tiene solucio-

nes distintas de la trivial A7 = Ao = A3 = 0. Concluimos que los vectores
v1, V2, V3 No son son linealmente independientes.

3. La igualdad A\ (u + v) + Aa(u — v) + A\3(u — 2v + w) = 0 equivale a la
igualdad (A1 + A2+ A3)u+ (A — A2 — 2A3)v + A3w = 0. Por hip6tesis u, v, w
son linealmente independientes lo cual implica

AM+A+A3=0
AM—A—2X3=0
A3 = 0.

Resolviendo obtenemos Ay = Ao = A3 = 0, de lo cual deducimos que los
vectores u + v, u — v, u — 2v + w son linealmente independientes.

4. Como p(x) es de grado 2, es de la forma p(z) = ax?® + bx + ¢, con a, b, c
reales y a # 0. Tenemos,

Aip(@) + Aop'(z) + Agp”(2) = 0

= A (az? + bz + ¢) + Xo(2az + b) + A3(2a) =0

= a)\1m2 + (b)\l + 2a)\2)a: 4 cA1 4+ bAo + 2al3 = 0,
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lo cual proporciona el sistema:

a)\l = 0
bri 4+ 2aX 0
cA + by + 2aX3 = 0.

Dado que a # 0, deducimos facilmente \; = Ay = A3 = 0.

5. Supongamos que A1e?® 4+ Aox? + A3x = 0. Esta igualdad es una igualdad
de funciones, por tanto se ha de verificar para todo x € R. Dando a x los
valores 0, 1,2 obtenemos el sistema

Ar=0
62)\1+)\2—|—)\3:0
64)\1 + 44Xy +2X3 = 0.

Resolviendo, obtenemos A1, A2, A3 = 0, es decir las funciones dadas son li-
nealmente independientes.

6. Sea v # 0 un vector de un espacio vectorial dado E. Supongamos que
ocurriera Av = 0 para un A # 0. Entonces:

MW=0=A"1)=0=>N"Nv=0=1v=0=v=0,

lo cual es absurdo. Se deduce que {v} es sistema libre.

7. Lo demostraremos aplicando el método de induccién. El sistema es libre
para n = 1. Efectivamente, la funcién fi(x) = senx no es el vector nulo de
E, por tanto {f1} es libre.

Supongamos que el sistema {senz,sen2z,...,sen(n — 1)z} es libre. Vea-
mos que también lo es el sistema {senz,sen2z,...,sennz}. Consideremos
la igualdad

Arsenx 4+ Agsen2x + ...+ Aysennx =0. (1)
Derivando obtenemos:
A1 oS 42X cos 2% + ... +nA,cosnw.  (2)
Derivando de nuevo:
—Arsenz — 2% Xgsen2x — ... —n?\,sennz = 0. (3)
2

Sumando a la igualdad (3) la (1) multiplicada por n” :

(n?—=1) A senz+(n?—2*) Ao sen 22+ .. .+ (n?—(n—1)*)A\p_1 sen(n—1)z = 0.
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Por hipétesis de induccién
(N —=DA\=m*—2Hx=...=0* - (n—1)H\,_1 = 0.

Esto implica que A\ = A2 = ... = \,_1 = 0. Sustituyendo estos \; en (1)
queda A\, sennx = 0. Dando a x el valor m/2n queda A, sen(7/2) = A, = 0.
Es decir, S = {fi(z) =senkx : k =1,2,...,n} es sistema libre en E.

8. Sea {z*, ..., z¥"} un subconjunto finito de S. Dado que los exponentes
k; son distintos dos a dos, de la igualdad

Alxkl + te + )\mmkm = 07
se deduce por el principio de igualdad de polinomios que A; = 0 para todo

1 =1,...,m. Concluimos que S es sistema libre.

9. (a) Sea el sistema S = {0, ve, ..., v, }. Se verifica la igualdad 1 -0+ Ovy +
..+ Ovy, = 0 lo cual implica que S es ligado.

(b) Sea S = {vi,...,Vp,Ups1,...,Un} sistema libre. Veamos que el sub-
sistema S7 = {v1,...,v,} también es libre. Efectivamente, si fuera ligado
existirfan escalares A1, ..., A, no todos nulos tales que A\jv1 +...4+ v, = 0.

Esto implicaria que A\v1 +. ..+ A\pvp +0vp41 +. ..+ 00y, = 0 no siendo nulos
todos los escalares: S serfa ligado, lo cual es absurdo.

(c) Si el supersistema fuera libre, por lo demostrado en (b) el sistema seria
libre, lo cual es absurdo.

(d) Supongamos que el sistema S = {v1,va, ..., vy} esligado. Entonces exis-
ten escalares A1, Ao, ..., Ay, no todos nulos tal que Ajv1+Xova+. ..+ Apvpm =
0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que \; # 0. Entonces

AU = —XAU9 — ... — AU = 0= v = —()\1_1)\2)1]2 — .. — (Al_l)\m)’l)m.

Es decir, existe un vector del sistema que es combinacién lineal de los demas.
Reciprocamente, supongamos que existe un vector de del sistema (por ejem-
plo v1) que es combinacién lineal de los demds, entonces v; es de la forma
v1 = AoU2 + ...+ ApUpy lo cual implica 1-v; — Aovg — ... — Apvy,, = 0: el
sistema es ligado.

10. Supongamos que Ai;senz + Ascosx + Asx = 0. Esta igualdad es una
igualdad de funciones, por tanto se ha de verificar para todo x € R. Dando
a x los valores 0,7/4,7/2, obtenemos el sistema

A=10

£)\1—|—£)\2+ )\3—0

)\1—1—5)\3—0,
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que proporciona la tnica solucion, Ay = Ay = A3 = 0, es decir las funciones
dadas son linealmente independientes.

11. Consideremos una combinacion lineal de los vectores dados, igualada a
la funcién cero:
Mz + Aoz + .+ A2t = 0.

n

Dando a x los valores 1,2,22,...,2" 1 obtenemos el sistema lineal:

M+X+...+X, =0
A2 4 X292 4 .+ A2 =0
A12200 4 \p2202 4 4 ),2%0m =0 (*)

)\12(n—1)0c1 + )\22(71—1)012 4+ .+ )\n2(n—1)an =0.

La matriz M del sistema es:

1 1 . 1
241 202 e 2%
M= | 22 2202 | 3%
2(n—'1)a1 2(n—1)a2 W 2(n—'1)an

es decir una matriz de Vandermonde. Su determinante es por tanto,
det(M) = (2% — 2%n—1) (29n — 2%n=2) ... (293 — 291) (292 — 291,

Por hipétesis los nimeros «; son distintos dos a dos, luego det(M) # 0. Es-
to implica que el sistema lineal homogéneo () sélo tiene la solucién trivial
Al = ... = A, = 0. En consecuencia, las funciones dadas son linealmente
independientes.

12. =) Supongamos que dos de los nimeros r fueran iguales (sin pérdida
de generalidad, supongamos que r; = r), entonces,

L™ 4 (=1)e" + 0e™* 4. + ™" =0 Vz R,

no siendo nulos todos los escalares, luego €% e™% ... ™%

mente dependientes, en contradiccion con la hipdtesis.

serian lineal-

<) Demostremos esta implicacién por induccién respecto a n. Veamos que
es cierta para n = 2. Supongamos que 11 # ro y consideremos la igualdad
de funciones A1e"* 4+ A\9e™% = (. Dando a x los valores 0 y 1, obtenemos

AM+X=0
e +e )X =0,



Capitulo 9. Espacios vectoriales

y el determinante de la matriz del sistema es D = €™ — e"!. Pero la funcién
exponencial es inyectiva y r1 # ro, luego D # 0. Esto implica que A\ = Ao =
0 y por tanto e"* y "% son linealmente independientes.

Supongamos ahora que la propiedad es cierta para m, y consideremos las
n + 1 funciones:

1T rox

enT o enr . et

o S
, et con vy £ rjosii#£ g

Escribamos una combinacién lineal de las funciones anteriores igualada a la
funcién nula:

Are"F 4 Xge™T 4o e 4 AT = 0.
Dividiendo al igualdad anterior entre e »+1% :
ApelM1 =T g xoe(r2=ros))o gy e(rnrni)e L3 =0, ()
Derivando la igualdad anterior:

A1 = g1 )T N (g — 1y gy )e2 )2

+ e _|_ )\n(rn — ,,4n+1)€(7'n_rn+1)x = O

Dado que los n nimeros r; — rp41 (j = 1,...,n) son distintos dos a dos, se
deduce de la hipdtesis de induccién que

)\1(7“1 — T‘n+1) = O, )\2(7‘2 — Tn+1) = O, ceey )\n(rn — rn+1) = 0,

lo cual implica que A\ = ... = A\, = 0. Sustituyendo estos escalares en la
igualdad (x), queda A,4+1 = 0. Hemos demostrado que la propiedad es cierta
para n + 1.

13. Bastarda demostrar que para cada n = 1,2,... la familia finita F,, =
{f1, f2,..., fn} es libre. Sea la igualdad

A cosz 4+ Agcos? x4 -+ Ay cos" z =0 Vo € [0,7/2].

La aplicacién g : [0,7/2] — [0, 1] dada por g(x) =t = cosx sabemos que es
una biyeccién, en consecuencia, la igualdad Ajt+MAgt?+- - -+, t" = 0 se ha de
verificar para todo t € [0, 1]. Queda por tanto una ecuacién polinémica con
infinitas raices, lo cual implica que el primer miembro ha de ser el polinomio
nulo, es decir Ay = Ay = ... =\, = 0.
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9.13. Base de un espacio vectorial

1. Demostrar que los vectores u; = (2,3) y ug = (=7,1) forman un base de
R2.

2. Demostrar que B = {uj,u2,us} es base del espacio vectorial S de las
matrices cuadradas, reales y simétricas de orden 2, siendo:

10 fo 1 o o
Y=g ol 2T ool BT 0 1|

3. Demostrar que B = {u1,us,us} es base del espacio vectorial A de las
matrices cuadradas, reales y antisimétricas de orden 3, siendo:

0 -1 0 00 -1 00 O
uy=11 0 0] ,uu=10 0 0| ,uz3=1]0 0 -1
0O 0 O 1 0 O 01 0
4. Sea K un cuerpo. Demostrar que:
B ={(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)}
es base de K" (base canénica de K").
5. Demostrar que
[1 0 0 0] [0 1 0 0]
0 0 0 0 0 0 0
B :{ D oo
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0] 0 0 0 0]
[0 0 0 0] [0 0 . 0 0]
0 0 0 0 0 0 .00
’ . . ) . }
00 ... 00 00 ... 00
0 0 ... 1 0] 0 0 ... 0 1}

es base del espacio vectorial K"*™ (base canénica de K"*™).

6. Demostrar que B = {1,z,22,...,2"} es base del espacio vectorial R,,[x]
de los polinomios de R[z] de grado < n. (base candnica de R, [x]).
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7. a) Hallar una base de C" como espacio vectorial sobre C.
b) Hallar una base de C" como espacio vectorial sobre R.

8. Demostrar que en R[z] no existen bases con un nimero finito de vectores.
9. Demostrar que B = {1,z,2%,...,2", ...} es base de R[z].

10. Sobre el cuerpo de los ntimeros reales se consideran las matrices de la
forma:

A —
3ax  —2p+ DA

con a, b constantes reales y A, 4 pardametros reales.
a) ;Es este conjunto un subespacio vectorial?
b) En caso afirmativo, determinar una base.

Solucién. 1. i) B es sistema libre. Tenemos:

201 —TX2 =0

M(2,3) + Xa(=7,1) = (0,0) = {:m + X2 = 0.

Resolviendo el sistema, obtenemos la tnica soluciéon A\; = Ao = 0, es decir
u1 ¥ ug son linealmente independientes.
ii) B es sistema generador. Sea (71, 72) € R?. Entonces,

2)\1 — 7A2 =T

(o100 = M(2:3) +da(-7,1) & {0 P70

Escalonando el sistema anterior queda:

2)\1 ~ 7)\2 =T
23)\2 = 2$2 — 3%’1,

que claramente tiene solucién en R para todo (x1,z2) € R?, es decir {uy,us}
genera a R?. Concluimos que B es base del espacio vectorial R?.

2. 1) B es sistema libre. Los vectores dados pertenecen a S.Tenemos:

Ay A3 0 0
:>>\1:)\2:)\3:0.

AUl + Aoug + Asuz = 0 = [/\1 )\2:| — |:0 0:|

ii) B es sistema generador. Toda matriz simétrica de R?*? es de la forma:

[a b] con a,b,c € R.
b ¢
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Entonces,

a b |1 0 b 0 1 n 00

b e "o 0 1 0] %0 1]
lo cual implica que B es sistema generador de S. Concluimos que B es base
del espacio vectorial S.

3. 1) B es sistema libre. Los vectores dados pertenecen a A.Tenemos:

0 XN —X 0 0 0
AUl + Xoug + Aguz = 0= |\ 0 X3 =10 0 O
Ao A3 0 000

:>)\1=)\2:)\3:0.

i1) B es sistema generador. Toda matriz antisimétrica de R3*3 es de la forma:

0 —a -0
a 0 —c| cona,b,ceR.
b ¢ 0
Entonces,
0 —a -0 0 -1 0 00 -1 00 0
a 0 —c|l=a|l 0 O[+b6]|0 0 O|+c|O0O 0 -1},
b ¢ 0 0 0 0 1 0 0 01 0

lo cual implica que B es sistema generador de A. Concluimos que B es base
del espacio vectorial A.

4. 1) B es sistema libre. En efecto, tenemos:

A(1,0,...,0) + A2(0,1,...,0) 4+ ... 4+ Au(0,0,...,1) = (0,0,...,0)
:>()\1,/\2...,)\n):(O,O,...,O):>>\1:)\2:...:)\n:0.

11) B es sistema generador. Todo vector de K™ es de la forma (x1, x9, ..., 2,)
con los x; elementos de K. Entonces,

(21,22, ., 2p) = 21(1,0,...,0) + 22(0,1,...,0) + ...+ 2,(0,0,...,1),

lo cual prueba que B es sistema generador. Concluimos que B es base del
espacio vectorial K”.

5.1) B es sistema libre. Llamemos A;; (i =1,...,m, j = 1,...,n) ala matriz
de K™*™ tal que el elemento a;; es 1 y los restantes elementos son nulos.
Entonces, B es B = {A11,A12,...,Am, n-1,Amn} (mn matrices). Nétese
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que la igualdad A11A11 + Ai2diz + ...+ Ay, n—1Am, -1 + AnAmn = 0
implica:

M Mz e At A 0 0 00
o1 Ao )\2,n71 Aon 0 0 0 0
An—1,1 Am=1,2 - Am—1,n—1 Am—1,n 0 0 0 0
DAt Amz or Amnet Awm | 000 0 0

de lo que se deduce que todos los escalares A;; son nulos.

i1) B es sistema generador. Toda matriz A de K™*" es de la forma
ail a12 R ¢ . a1n
az1 a22 cee o G2,p1 a2n
A= )
am—-1,1 Am-1,2 --- Om—1,n—-1 Aam-1,n
L Oml am2 s am, n—1 Amn |

con los a;; elementos de K. Entonces, A se puede expresar en la forma:
A=anAn +alip+... + G, n—lAm, A— - @ Amn,

luego B genera K™*™. Concluimos que B es base de K"™*".

6. 1) B es sistema libre. Usando el principio de identidad de polinomios, de la
igualdad A\g- 14+ 2+ Xex?+.. 4N, 2" = 0sededuce \g = A\ = ... =\, = 0.

i1) B es sistema generador. Todo vector de R, [z] es de la forma p(z) =
ag + a1z + asz® + ... + apz™. Entonces,

p(x):(10'1+a1$—|—a2x2—|—...—|—an33”7

lo cual implica que B es sistema generador de R, [z]. Concluimos que B es
base de R, [z].

7. a) Elijamos el sistema de C" :
B={u =(1,0,...,0), up = (0,1,...,0),...,uy = (0,0,...,1)}.

De la igualdad A\jui; 4+ ... + MAyu, = 0 con \; € C, claramente se dedu-
ce Ay = ... = Ay = 0, luego B es sistema libre. Por otra parte, todo
vector de C™ es de la forma z = (z1,...,2,) con los z; € C. Entonces,
z = z1u1 + ... 4+ zpuy, lo cual implica que B genera a C". Concluimos que
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B es base de C" como espacio vectorial sobre C.

b) Elijamos el sistema de C" : B’ = {uq,...,up,iuq,...,iu,}. La igualdad
AUt + oo+ Apug + pr(Gug) + o4 pn(iuy) = 0 con A, p; € R equivale a:

()\1+iu1,...,)\n+iﬂn):(O,...,O).

Igualando componentes y partes real e imaginaria, deducimos \; = u; para
todo 4, por tanto B’ es sistema libre. Por otra parte, todo vector de C" es
de la forma

z = (a1 + ib1,...,a, +1ib,) con a;, b; € R.

Entonces, z = ajuj + ...+ apuy + b1 (tuy) + . . . + by (fuy,) lo cual implica que
B’ genera a C". Concluimos que B’ es base de C" como espacio vectorial
sobre R.

8. Supongamos que existiera un base B = {pi(x),...,pn(z)} de R[z]| forma-
da por n polinomios. Si m es el mayor de los grados de los polinomios de B,
entonces

™ £ Mp1 (@) + -4 A (@)

para cualquier eleccién de los escalares \; (el segundo miembro tiene gra-
do < m). Es decir, B no serfa sistema generador (en contradiccién con la
hipdtesis).

9. Vimos que B genera a R[z]. Veamos ahora que B es sistema libre. En efec-
to, sea {z¥1,..., 2"} un subconjunto finito de B. Dado que los exponentes
k; son distintos dos a dos, de la igualdad

Alxkl + ...+ )\mka =0,

se deduce por el principio de igualdad de polinomios que A\; = 0 para todo
i=1,...,m. Concluimos que B es base de Rz].]

10. a) El conjunto M dado se puede escribir en la forma:

1 0 0 -1
M—{)\[3a b] —i—,u[o _2] con A\, pp € R},
por tanto M = L[S], siendo S el conjunto formado por las dos matrices
anteriores, y todo conjunto de la forma L[S], sabemos que es subespacio.
b) Las dos matrices anteriores generan a M. Ademas, son linealmente inde-
pendientes pues de la igualdad

1 0 0o —11 [0 0
M [3a b]+)\2 [0 —2} = [0 0]
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se deduce inmediatamente que A\ = Ao = 0. por tanto, una base de M es
1 0 [0 —1
B=tlg o]0 23

9.14. Subespacio de las matrices diagonales, di-
mension y base
Una matriz D = [d;j] € My, (K) se dice que es diagonal si d;; = 0 cuando

i # j. Demostrar que el subconjunto D de M, (K) formado por las matrices
diagonales es subespacio de M,,(K). Hallar la dimensién y una base de D.

Solucién. Toda matriz diagonal D € M, (K) se puede expresar en la forma:

dy1 0 ... 0 1 0 ... 0 00 ... 0
0 dy ... O 00 ... 0 01 ... 0
D=1 | =du |, |+ da2 .
0 0 dnn 0 0 0 0 0 0
0 0 . 0
0 0 . 0
+...+dnn (%)
0 0 1
Esto implica que D = (B), siendo
1 0 ... 0 00 ... 0 00 ... 0
00 ... 0 01 ... 0 00 ... 0
B:{ : N B B S A : }’
00 ... 0 00 ... 0 0o o0 ... 1

lo cual demuestra automaticamente que D es subespacio M, (K) y que B
es sistema generador del mismo. Es ademads sistema libre pues la misma
combinacién lineal que aparece en (x) igualada a 0 implica de manera trivial
d;; = 0. Concluimos que B una base de D y que dimD = n.

9.15. Subespacio de las matrices escalares, dimen-
sion y base

Una matriz £ € M,(K) se dice que es escalar, si es diagonal y todos los
elementos de la diagonal principal son iguales. Demostrar que el subconjunto
£ de M, (K) formado por las matrices escalares es subespacio de M, (K).
Hallar la dimensién y una base de £.
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Solucién. Toda matriz escalar E € M, (K) se puede expresar en la forma:

A0 ... 0
0O X ... 0
0 0 ... A
Esto implica que £ = (B), siendo
1 0 0
0 0 ... 0
B=1|. 1=,
00 ... 0

lo cual demuestra automaticamente que £ es subespacio M, (K) y que B es
sistema generador del mismo. Es ademds sistema libre pues I es vector no
nulo. Concluimos que B una base de £ y que dim & = 1.

9.16. Subespacio de las matrices simétricas, di-
mension y base

Hallar una base y la dimensién del subespacio S de M, (K) formado por las
matrices simétricas. Particularizar para n = 2.

Solucién. Toda matriz simétrica A € M,,(K) se puede expresar en la forma:

ail a2 ... Qinp 1 0 0 0 0 0
alg a2 ... Q2p 0O 0 ... 0 0 0 0
A= . . = a1 |. e Fann
Aln A2n ... Qpn 0O 0 ... 0 00 ... 1
0 1 0 0 ... 00
1 0 ... 0 :
+ai2 | . et an—1n ) (*)
: : ... 01
00 ... 0 0 ... 10
Llamemos A;; a las matrices que acompanan a los escalares a;;, y sea
B = {An, ey Ann} U {Alg, Ce Al,n} @] {Agg, . ,Agn} Uu...u {Anfl,n} .

Entonces, S = (B) lo cual demuestra autométicamente que S es subespacio
M, (K) y que B es sistema generador del mismo. Es ademds libre pues la
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misma combinacién lineal que aparece en (x) igualada a 0 implica de manera
trivial a;; = 0. Es decir, B es base del subespacio de las matrices simétricas
de KTLX?’L

Contemos el numero de vectores de B. Usando la conocida férmula de la
suma de los términos de una progresién aritmética:

n(n+1) <n+1>‘

dmS=n+n-1)+n-2)+...+2+1= 5 5

En el caso particular n = 2 :
1 0/ (0 0] [0 1 .
A

9.17. Subespacio de las matrices antisimétricas, di-
mension y base

Hallar una base y la dimensién del subespacio A de M, (K) formado por las
matrices antisimétricas. Particularizar para n = 3.

Solucién. Toda matriz antisimétrica A € M, (K) se puede expresar en la
forma:

0 —ao —Qn1 0 -1 0 0 0
a21 0 —Qn2 1 0 0 00
A= : =an |. A Aan

Anl  Ap2 0 0 O 0 1 0

0 0 . 0 0 .0 0

0 0 . -1
+ap2 |+ anm— (%)
: 0 -1
0 1 0 0 1 0

Llamemos A;; a las matrices que acompanan a los escalares a;;, y sea
B = {Agl, RN Anl} U {A32, RN Ang} Uu...u {An?nfl}.

Entonces, A = (B) lo cual demuestra automaticamente que A es subespa-
cio M, (K) y que B es sistema generador del mismo. Es ademds libre pues
la misma combinacién lineal que aparece en (x) igualada a 0 implica de
manera trivial a;; = 0. Es decir, B es base del subespacio de las matrices
antisimétricas de K"*™.
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Contemos el ntmero de vectores de B. Usando la conocida formula de la
suma de los términos de una progresién aritmética:

) B ~nn—-1) (n
dlmA—(n—1)+(n—2)+...+2+1—T— (2)

En el caso particular n = 3 :

0 0 0 00 O
0,10 0 0],|0 O —1|}, dim.A=3.
0 10 01

9.18. Subespacios de matrices triangulares, dimen-
sion y base

Hallar una base y la dimensién del subespacio Tg de M, (K) formado por
las matrices triangulares superiores. Las mismas cuestiones, pero de forma
esquematica, para 77 (subespacio de M, (K) formado por las matrices trian-
gulares inferiores). Particularizar en ambos casos para n = 2.

Solucién. Toda matriz triangular superior T' € M, (K) se puede expresar
en la forma:

t11 ti2 ... tin 1 0 0 0 0 0
0 tag ... toy 00 ... 0 00 0
T = . . =t11 |. I I s ol 751
0 0 ™, 0 0 . 0 0 0 1
01 ... 0 0 ... 00
00 ... 0
+t12 | . I e o tn—l,n . (*)
: : 0 1
00 ... 0 0 0 0
Llamemos T;; a las matrices que acompanan a los escalares t;;, y sea
B = {TH, RN Tnn} U {Tlg, ey Tl,n} U {ng, R ,Tgn} U...u {Tnfl,n} .

Entonces, Tg = (B) lo cual demuestra autométicamente que 7Tg es subespa-
cio M,,(K) y que B es sistema generador del mismo. Es ademds libre pues la
misma combinacién lineal que aparece en (x) igualada a 0 implica de manera
trivial ¢;; = 0. Es decir, B es base del subespacio de las matrices triangulares
superiores de K™*™,
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Contemos el numero de vectores de B. Usando la conocida formula de la
suma de los términos de una progresién aritmética:

n(n—l—l):<n+1)

dm7s=n+n—-1)+n—-2)+...+2+1= 5 5

En el caso particular n = 2 :

S -

Razonando de manera andloga para T; obtenemos la base:

10 ...0 00 ... 0
B/{oo...o 00 ... 0
0 0 0 00 1
00 0 0 ... 00
10 0 : }
Mo ... 0 o]

00 ...0 0 10

y dim 77 = dim 7g = n(n + 1)/2. En el caso particular n = 2 :
, 1 0] Jo o] Jo o L
B_{[O 0]’[0 1}’[1 0]}’ dim 7y = 3.

9.19. Rango de una matriz. Dependencia lineal en

K"
1 -1 2
4 1 0 2
1. Hallar el rango de la matriz A= |2 -3 2 -2
1 0 -1 3

2 1 2 -4

2. Demostrar que los siguientes vectores de R* son linealmente independien-
tes
(1,3,-2,5), (4,2,7,-3), (2,7,-5,4), (—3,2,—2,7).

Solucién. Recordamos que el maximo nimero de filas (columnas) lineal-
mente independientes entre las filas (columnas) de una matriz A € K"*™ es
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igual a su rango.
1. Escalonemos A.

2 -1 2 ~

4 1 0 2| F-—4F
9 -3 2 —2|F-2R
1 0 -1 3| F—K
9 1 2 —4|F5—-2F

1 2 -1 2

N

0 _2 0 _1 TFy =25

0 3 4 _g| 53k
1 2 -1 2

0 -7 4 —6

00 0 0

0 0 -8 19 |f3CI5
0 0 16 —38

1 2 -1 2

0 -7 4 -6

0 0 —38

0 0 -8 19 |2atis
00 0 0

1 2 -1 2

0 -7 4 -6

0 16 —38

0 g 19 | At
0 0 0

0
0 —38
0 0
0 0 0

Claramente el rango de la matriz escalonada es 3, por tanto rg A = 3.

OOOOH
o O O

[\

|

—_

[N]

1

2. Bastara demostrar que el rango de la matriz

1 3 -2 5
4 2 7 =3
A= 2 7 -5 4

-3 2 -2 7
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es 4. Dado que la matriz es cuadrada, bastard demostrar que det A # 0.
Efectuando las transformaciones Fs — 4Fy, F3 — 2Fy, F3 + 3F; :

3 -2 5

1
-10 15 —23
deta=[0 7101 =B g = —689 # 0.
0 -6 11 -8 22
0 11 -8 22

9.20. Teorema de la base incompleta

1. Dados los vectores de R*, vy = (2,—1,3,4) y v = (0,5,1,—1), comple-
tarlos con otros dos para formar una base de R*.

2. Sea B = {u1,...,Up,Upt1,...,U,} base de un espacio vectorial E. De-
mostrar que F = (u1,...,Ur) B (Upg1,-..,Up).

3. En el espacio vectorial R, hallar un subespacio suplementario de
((2,-1,3,4),(0,5,1,—-1)).
4. Determinar los valores de a € R para los cuales R* = F @ G, siendo
F={21,-1,1),(2,3,4,-0),(1,1,1,1)) y G = ((2,—1, 3,a)).

Solucién. 1. Por conocidas propiedades de la dimensién, cuatro vectores
linealmente independientes en un espacio vectorial de dimensién 4 forman
base. Dado que el rango del sistema {v1,v9} claramente es 2, bastard anadir
a v1 y vg, otros dos vectores vy v v4 de tal manera que el rango del sistema
{v1, va,v3,v4} sea 4. Existen infinitas maneras de elegir vs y v4. Por ejemplo,

9 -1 3 4
0 5 -1 1
Clo oo 1 o °h
0 0 1

en consecuencia, si vy = (0,0,1,0) y v4 = (0,0,0, 1) entonces, B = {v1,v2,v3,v4}
es base de R%.

2. Llamemos F' = (u1,...,ur) y G = (Upy1,...,uy). Sea x € FNG, entonces
x € Fyux e, por tanto,

dA, ..., A escalares : © = A\juyp + - -+ + Ay

g1, -5 Ap escalares 1 & = Apyp1Upg1 + 0 F ApUn.
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Restando las igualdades anteriores queda
)\lul + -+ )\rur + (_>\T+1>U7‘+1 + -+ (_)\n)un =0.

Dado que B es sistema libre, necesariamente A\ = ... =\, = =X\, = ... =
—Ap = 0, lo cual implica que z = Ouy + - - - + Ou, = 0. Hemos demostrado
que FFN G = {0}. Sea ahora x € E, dado que B es sistema generador de E,
existen escalares A, ..., A, Apy1,..., Ay tales que

T=AMup + -+ MUy + App1Upp1 -+ ApUn.

Ahora bien, Ajui+- -+ Mty € Fy App1tpy1+- -+ Ay, luego x € F+G.
Hemos demostrado que E = F' 4+ G. Concluimos que £ = F & G.

3. De los dos apartados anteriores, deducimos de manera inmediata que un
subespacio suplementario del dado es ((0,0, 1,0), (0,0,0,1)).

4. Hallemos unas bases de F' y GG. Tenemos:

2 1 -1 1
rg|2 3 4 0|=...=3, rg[2 -1 3 a]=1,
11 1 1

luego Bp = {(2,1,-1,1),(2,3,4,-0),(1,1,1,1)} y Beg = {(2,—1,3,a)} son
bases de F'y G respectivamente. Por otra parte,

=...=a—29.

S = O

Si a # 29, entonces la unién de Bp con Bg es una base de R*, y por tanto
R* = F@® G. Si a = 29, el vector (2,—1,3,a) pertenece a F' y a G, luego
F NG # {0}. Concluimos que R* = F @& G < a # 29.

9.21. Existencia de base en todo espacio vectorial

1. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y S un subconjunto de F
linealmente independiente. Entonces, existe una base B de E que contiene
as.

2. Demostrar que todo espacio vectorial E tiene una base.

Solucion. 1. Llamemos

S ={ACE:S5C Ay A es linealmente independiente}.
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Es decir, .7 estd formado por todos los subconjuntos de E que son lineal-
mente independientes y que contienen a S. Claramente S # () pues S € .¥.
Sea .# = {A; : i € I} una familia indexada de elementos de .¥ totalmente
ordenada por inclusién C, y sea A = (J;.; A;. El conjunto A es linealmente
independiente, pues si no lo fuera, existirian vectores {vi,...,v,} C Ay
escalares no todos nulos aq,...,a, tales que aqv1 + -+ - apv, = 0. Ahora
bien, al estar % totalmente ordenada existiria ig € I con

{Ul, . ,Un} C Ai()'

Entonces A;, no seria linealmente independiente lo cual es absurdo pues
A;, € 7. Concluimos que . es un conjunto inductivo y por el lema de
Zorn . tiene un elemento maximal B. Veamos que B es base de F.
Efectivamente, como B € ., B es linealmente independiente (ademds S C
B). Veamos que E = L(B) por reduccion al absurdo.

Si E # L(B), existe un vector v € E — L(B) y como v ¢ L(B), el conjunto
B U {v} es linealmente independiente lo cual implica que BU {v} € % y
B C B U {v} lo cual contradice la maximalidad de B. Hemos demostrado
que B es base de E que contiene a S.

2. En efecto, si E # {0} existe v € E no nulo y basta elegir el conjunto
linealmente independiente S = {v}. Si E = {0}, entonces B = () es base de
E.

9.22. Dimension de un espacio vectorial

1. Haciendo uso de bases conocidas, hallar las dimensiones de los siguientes

espacios vectoriales:
1) R™ sobre R.  2) R™*™ sobre R.  3) R, [z] sobre R.

2. Haciendo uso de bases conocidas, hallar las dimensiones de los siguientes
espacios vectoriales:
1) R[z] sobre R.  2) C" sobre C. 3) C" sobre R.

3. Hallar la dimensién del espacio vectorial nulo.

4. Hallar la dimension de un cuerpo considerado como espacio vectorial so-
bre si mismo.

5. Demostrar que la dimensién de R sobre QQ es infinita.
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6. Determinar una base y la dimensién de C sobre R.

7. Sea K un cuerpo y K(z) el cuerpo de las fracciones racionales en la in-
determinada x con coeficientes en K. Hallar la dimensién de K (z) sobre K.

8. Facilmente se demuestra que Q(i) = {a + bi : a,b € Q} es un cuerpo con

las operaciones usuales (se le llama cuerpo de los nimeros de Gauss). Hallar
la dimensién de Q(7) sobre Q.

Solucién. 1. 1) Una base de este espacio es
B ={(1,0,...,0), (0,1,...,0), ..., (0,0,...,1)},

por tanto, su dimension es n.
2) Una base de este espacio es

1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
B :{ AN E o
0 0 0 0 0 0 . 0 0
00 00/ 00 ..0 0
[0 0 . 0 0] [0 0 0 O]
0 0 .00 0 0 0 0
’ . . ’ . : }7
00 ... 00 00 ... 0
00 ...10 |00 ..0 1]
por tanto, su dimension es mn.
3) Una base de este espacio es B = {1,z,2%,..., 2"}, por tanto su dimensién

esn+ 1.

2. 1) Una base de este espacio es B = {1,x,22, ..., 2", ...}, por tanto su
dimensién es +oo. De manera més precisa, dimR[z] = Ny (cardinal del
conjunto de los nimeros naturales).

2) Una base de este espacio es

B={u =(1,0,...,0), up = (0,1,...,0),...,up = (0,0,..., 1)},

por tanto, su dimension es n.
3) Una base de este espacio es B = {uy,...,up,tu1,...,iu,}, por tanto su
dimension es 2n.
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3. Una base del espacio vectorial nulo {0} es (}, por tanto dim{0} = card () =
0.

4. Sea K cuerpo considerado como espacio vectorial sobre K. Entonces, {1}
es conjunto linealmente independiente por ser 1 vector no nulo. Por otra
parte, todo vector z € K es igual al escalar = por 1, luego K = L[B]. En
consecuencia {1} es base de K. Por tanto, dimK = 1.

5. En efecto, si la dimensién fuera m (finita), existirian z1, ..., z,, nimeros
reales tales que todo = € R se podria expresar de manera tinica como

T=Mx1+ + AnZm, AL, A € Q.
Entonces, card R = card Q™ = Ny, lo cual es absurdo.
6. Una base de C sobre R es B = {1,i}. En efecto, todo z € C es de la forma
xl 4+ 4y con x,y € R, luego B es sistema generador. Por otra parte, B es

sistema libre pues A1 - 1 4+ Xoi = 0 con A1, Ao € R implica A\; = Ao = 0.. En
consecuencia se verifica [C : R] = 2.

7. El conjunto {1,z.22,...} C K(x) es libre e infinito, en consecuencia la
dimension de K(z) sobre K es +oc.

8. Claramente{1,i} es base de Q(i) sobre Q, luego la dimensién pedida es 2.

9.23. Teorema de la torre

Si k un subcuerpo del cuerpo K, decimos que K una extension de k y a la
dimensién del espacio vectorial K sobre k se la representa por [K : k]. Sea
K5 una extensiéon de K; y K3 extensiéon de Ky (y por tanto, también de
K1). Demostrar el teorema de la torre, es decir

[K3: K] = [K3: K3][Ks : Ky,
indistintamente para dimensiones finitas o infinitos.

Solucién. Sean aq,...,a, elementos de K3 linealmente independientes so-
bre Ky (y por tanto r < [K3 : Kj|) y sean by,...,bs elementos de Ko
linealmente independientes sobre K; (y por tanto s < [K3 : Ki]). Veamos
que los 7s elementos a;b; de K3 son linealmente independientes sobre Kj.
En efecto, consideremos la igualdad

Z/\ijaibj =0 )\ij € K.
.7j
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Esta igualdad se puede expresar en la forma

Z Z)\ijbj a; =0, con Z)\ijbj € K.
J J

i
Dado que los elementos a; son linealmente independientes sobre Ks, resulta

Z)\”bjzo (’izl,...,T).
J

y siendo los elementos b; linealmente independientes sobre K, tenemos
Aij =0 (i=1,...,r;5=1,...,s),

lo cual prueba el aserto inicial. Podemos por tanto afirmar que

rs < [K3: Ki] Vr < [Kg: K| Vs < [Ky: Ki].
Entonces, [K3 : K] es infinito si uno al menos de las [K3 : K|, [K2 : K] lo
es, v en este caso queda demostrado el teorema.
Supongamos ahora que [K3 : Ka]y [K2 : Ki] son finitos y sean r = [K3 : K»]
y s = [K3 : Ki]. Segun lo ya demostrado, tenemos

[K3: Ks|[Ks : K] < [K3: Ky].

Ahora bien, para cualquier elemento a de K3 y teniendo en cuenta que los
a; forman una base de K3 sobre Ko,

»
GZZ@‘% Bi € K.
i=1
Andlogamente, al formar los b; una base de Ky sobre K7,
s
&ZZ%';' Bi; € K.
j=1

En consecuencia,
T S
a = E E ’yijaibj.
i=1 j=1
Los rs elementos a;b; de K3 son generadores de K3 como espacio vectorial
sobre K1, y por tanto

[Kg . Kl] S rs = [Kg . KQ][KQ : Kﬂ

Nota. Para una serie de extensiones de cuerpos K1 C Ko C ... C K, se
demuestra facilmente por induccién sobre n que

(K, K1) = [Kp : Ko [Kn—1: Kp—o] ... [Ky: K.
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9.24. Teorema de la dimensién para espacios vec-
toriales

Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que todas las bases de
F tienen el mismo cardinal.

Solucién. Demostraremos previamente el siguiente lema:

Sea F espacio vectorial sobre el cuerpo K, S C E y u,v vectores de E.
Entonces, v € L[S U {u}] — L[S] = v € L[S U{v}]

Demostraciéon. Por hipétesis v € L[S U {u}] — L[S], lo cual implica que v es
combinacién lineal finita de elementos de S U {u}. Es decir:

v=0a181+ + @msm +au  (s; €5).

No puede ocurrir a = 0, pues en tal caso, v perteneceria a L[S]. Despejando
u queda:
u=a ‘v+ (a_loq) s1+ -+ (@ am) Sm,

es decir uw € L[S U {v}]. O

Demostremos ahora el teorema. Distinguiremos los casos:
1. F tiene una base formada por un ndmero finito de vectores.
2. Ninguna base de E tiene un numero finito de vectores.

Caso 1. FE tiene una base formada por un numero finito de vectores.

Sea entonces B una base formada por n vectores, B = {u1, ..., u,}. Tenemos
que demostrar que cualquier otra base Bj tiene también n vectores. Supon-
dremos que card By # n y llegaremos a una contradiccién. Distinguiremos
los casos card By = m < n y card By > n.

(a) Supongamos card By = m < n, y sea By = {v1,...,0py}. Como v; €
L[B], podemos escribir v; = aju; + - - - vy, Algln escalar «; ha de ser no
nulo pues v; # 0. Supondremos sin pérdida de generalidad que a; # 0. No
puede ocurrir v; € L[{usg,...,u,}] pues en tal caso

V1 = Q1U1 + QUg + - - AUy,

v = Baug + - - - Bpn,

y restando obtendriamos ajuj + -+ + (an — Bp)un, = 0 con a; # 0 en
contradicciéon con ser B conjunto linealmente independiente. Tenemos por
tanto

vy € L[{ug,...,upn} U{us}] — L[{ug,...,up}]
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y aplicando el lema al conjunto S = {ug, ..., uy} :

uy € L[{vi,ug, ..., un}].
Como {ug,...,u,} es linealmente independiente y vy ¢ L[{ua,...,uy}], el
conjunto {vq,us,...,uy} es linealmente independiente. Como

uy € L[{vi,ug,. .., un}tl,
se verifica F = L[{v1,ua,...,uy}] en consecuencia {v1,us,...,u,} es base
de E.

Podemos repetir el razonamiento anterior m veces, obteniendo la base de

E:

{v1, .+, Uy Ut 1y -+ oy U}
Pero {v1,...,vy} es base de E, por tanto w41 € L[{v1,...,vm}]. Esto
implica que

{1,y Uy U1y - oy Un }

es linealmente dependiente, lo cual es una contradiccién. Concluimos que no
puede ocurrir card By < n.

(b) Supongamos ahora que card By > n (ahora podria ser card Bj infinito).
Por un razonamiento similar al hecho en (a), podemos sustituir n vectores
de Bj por los vectores uq, ..., u,. Tendriamos asi una base de E de la forma
BUS con S C By y S no vacio. Pero B es base de E, y al ser S # (), BUS
es linealmente dependiente lo cual es una contradiccién.

Concluimos que si E tiene una base formada por n vectores, todas las bases
de F tienen cardinalidad n, lo cual demuestra el teorema en el caso 1.

Caso 2. Ninguna base de F tiene cardinal finito.

Si By y By dos bases de E, entonces By y Bo tienen un nimero infinito
de vectores. Si u € B1, como Bs es base de F, existe un unico subconjunto
finito A, C By tal que u € L(A,) y u ¢ L(A’) para todo subconjunto propio
A’ de A,. Tenemos pues una funcién bien definida:

@©: By — P(B2), @(u)=A»A7A,.

Recordemos ahora la siguiente propiedad de teoria de cardinales:

Si A y B son conjuntos con A infinito y para todo x € A consideramos un
conjunto finito A, C B, entonces

card A > card (U Az> )

TEA
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Como Bj es conjunto infinito, por la propiedad anterior:

card By > card U A,
u€ By

Dado que u € L(A,) paratodou € By, E = L (U,ep, A,) . Como Uuen, Au
es subconjunto de Bs que genera a E y Bs es base de E, concluimos que
By = Uue B Ay, es decir card By > card Bs. Intercambiando los papeles
de B; y Bs, obtenemos de manera analoga que card By > card By, lo cual
completa la demostracién del teorema.

9.25. Propiedades de la dimension

1. Demostrar que los siguientes vectores forma base de R?
(2,1,0,1), (0,1,2,2), (-2,1,1,2), (1,3,1,2).

2. Sean E; y FE5 subespacios de E tales que dimFEqy = 4, dimFEy = 5 y
dim E = 7. Se pide hallar la posible dimension de E; N Fs.

3. Si A € R** tiene rango 3, y F, C son los subespacios de R* generados por
las filas y las columnas de A respectivamente, demostrar que dim(FNC') > 2.

4. En R3, demostrar que Fy = Fy, siendo Fy = ((1,2,1),(1,3,2)) y F» =
((1,1,0),(3,8,5)).

5. Sea p(z) € Rlz] un polinomio de grado 2. Demostrar que

B = {p(x),p'(z),p"(z)}

es base de Raz].

6. Sea U un subespacio de M3(R) de dimensién 4. Demostrar que U contiene
alguna matriz simétrica no nula.

Solucién. 1. Dado que dimR?* = 4, los cuatro vectores formaran base si y
solo si, son linealmente independientes. Tenemos:

2
0
-2
1

det =...=13#0.

W — =
=N O
N NN
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El rango de la matriz anterior es 4, y por tanto, los cuatro vectores fila son
linealmente independientes. Concluimos que los vectores dados forman una
base de R%.

2. Por el teorema de Grassmann, dim(E; + E2) = 9—dim(E; N Ey). Por otra
parte, B1 C E1+FEy C Ey Es C E1+FEy C Eimplica4 < dim(Ey+FEy) <7
y b < dim(E; + E2) <7, lo cual equivale a 5 < dim(E; + Eq) < 7.

Es decir, dim(Ey + F3) es 5,0 6,0 7, y de dim(E; + Es) = 9—dim(Eq N Ey),
deducimos que dim(F; N E2) es 4,0 3, 0 2.

3. Como rango A = 3, dimF = dimC = 3. Por el teorema de Grass-
mann, dim(F + C) = 6 — dim(F N C). Por otra parte, F C F +C C Rty
C C F+ C c R* implica 3 < dim(F + C) < 4.

Es decir, dim(F+C) es 3, 0 4, y de dim(F +C) = 6 —dim(FNC), deducimos
que dim(F NC) es 3, 0 2, luego dim(F NC) > 2.

4. Tenemos:

a0121—a0110—2

FANgO ) 3 o) TIMSO I3 g 5| T 5
es decir, dim F; = dim F5, por tanto para demostrar al igualdad F; = Fb,
bastara demostrar que Fo C Fi. Ahora bien,

1 21 1 2 1
rango |1 3 2| =...=2,rango |1 3 2| =...=2.
110 3 8 5

Esto implica que los vectores (1,1,0) y (3,8,5) son combinaciones lineales
de los vectores (1,2,1), v (1,3,2). Si € F», x es combinacién lineal de
los vectores (1,1,0) y (3,8,5), y por tanto de los (1,2,1) y (1, 3,2), luego
pertenecen a Fi.

Concluimos que Fy C Fi, y por lo ya comentado, F; = F>.

5. Segun vimos en un ejercicio anterior, el conjunto B es linealmente indepen-
diente. Como dim Rg[z] = 3 y B estd formado por tres vectores, concluimos
que es base de Ry[z].

6. Si S es el subespacio de M3(R) formado por las matrices simétricas,
entonces dim S = 3(3+1)/2 = 6. Si fuera UNS = {0}, entonces dim(UNS) =
0 y por el teorema de Grassmann:

dim(U+S8)=6+4—0=10 > 9 = dim M3(R),
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lo cual es absurdo. Concluimos que U contiene alguna matriz simétrica no
nula.

9.26. Teorema de Grassmann

Demostrar el teorema de Grassmann:
Sea E un espacio vectorial de dimensién finita y sean F'y G subespacios de
E. Entonces,

dim(F + G) =dim F + dim G — dim(F N G).

Solucién. Llamemos f = dim F, g = dim G, i = dim(F N G) y supongamos
que una base de FFN G es Brng = {u1,uz,...,u;}. Por el teorema de la
ampliacién de la base, podemos completar Brng hasta obtener unas bases
de FydeG:

BF = {ul,u2, ceey Uy V1,02, . . 7Uf—i}7
Bg = {u1,ug, ..., u;, wy,wa, ..., We—i}.
Elsistema S = {u1,u2, ..., u;.v1,v2,...,Vf_j, W1, W2, ..., Wg—; } genera a F'+

G. Veamos que es un sistema, libre. En efecto, sea
) f—i g—1
Z AaVa + Z Havg + Z vywy =0. (1)
a=1 p=1 y=1

El vector Zg;il v, W, que pertenece a G, también pertence a F' por ser
combinacién lineal de los elementos de Bp, y por tanto pertenece a F'N G.
Pero FFNG y el subespacio generado por los vectores {wq, wa, ..., wg—;}, son
suplementarios en G, luego 27—} vyw, = 0. Esto implica que todos los v,
son nulos al ser {wq,wy, ..., wg—;} sistema libre.

Sustituyendo estos v, en (1), y al ser Bp sistema libre, también son nulos
todos los A\, y todos los pg, es decir S es sistema libre. En consecuencia, S
es una base de F' 4+ G. Tenemos:

dim(F+G)=cardS =i+ (f—i)+(g—i)=f+g—1i
=dim F + dim G — dim(F N G),

lo cual prueba el teorema.
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9.27. Coordenadas

1. En R?) hallar las coordenadas del vector x = (1,18) :
a) En la base B = {(3,~1),(—1,4)}.  b) En la base canénica B, de R2.

2. Hallar las coordenadas del vector x = (7,5, —2,1) respecto de la base de
R* :

B={(1,-1,2,3),(4,1,0,2),(3,-1,3,0),(1,—-1,1,0)}.
3. Hallar las coordenadas del vector p(r) = —22% — 1122 — 252 — 20 respecto
de las bases de Rs[z] :
@) B={1,(z+2),(w+22@+2%. b B = {1,2,2%%).

4. Sea F un espacio vectorial de dimensién finita sobre el cuerpo K, y B
una base de E. Denotemos por [u]p el vector de coordenadas de u € E con
respecto de la base B. Demostrar que:

1) Para cada x € E, el vector [z]p es tnico (es decir, las coordenadas de un
vector en una determinada base son tnicas).

2) Para todo x,y € E, se verifica [z + y|p = [z]p + [y]B (es decir, respecto
de una determinada base, las coordenadas de la suma de dos vectores, son
la suma de las respectivas coordenadas).

3) Para todo A € K,z € E, se verifica [A\zx]p = A[z]p (es decir, respecto de
una determinada base, las coordenadas de un escalar por un vector, son el
escalar por las coordenadas del vector).

Solucién. 1. a) Expresando (1,18) = z1(3,—1) + x2(—1,4), obtenemos el
sistema:

3.7)1 — T2 = 1
—x1 + 49 = 18,

cuya solucién es x1 = 2,z = 5. Es decir, [z]p = (2,5)".
b) Dado que (1,18) = 1(1,0) + 18(0, 1), se verifica [z]p, = (1, 18).

2. Expresando (7,5,-2,1) = x1(1,—1,2,3) + 22(4,1,0,2) + x3(3,—1,3,0) +
x4(1,—1,1,0), obtenemos el sistema:

r1+4xo+ 33+ 14 =7
—X1+To—x3—T4 =205
201 +3x3+ 14 = —2
3r1 + 2x9 = 1.

Resolviendo el sistema, obtenemos x1 = —1,29 = 2,23 = 1,24 = —3, por
tanto [z]p = (—1,2,1, -3)".
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3. a) Expresando p(x) = 1 - 1 + xo(x + 2) + x3(x + 2)% + 24(2 + 2)3 :

22 — 112% — 252 — 20 = 21 + @2(2 + 2) + z3(2? + 4z + 4)+
z4(z® + 62% 4+ 122 + 8)
= (z1 + 2x2 + 43 + 8x4)
+ (9 + 4w + 1224)x + (23 + 624) 2% + 2425

Identificando corficientes obtenemos el sistema:

T, + 229 + 4x3 + 8xy = —20
To + 4xg + 1204 = —25
r3 + 6xg = —11

Ty = —2,
cuya Unica solucién es z1 = 2,29 = —b,x3 = 1,4 = —2, por tanto
[p(x)}B = (27 _57 17 _2)t'
Segundo método. Aplicando la férmula de Taylor a p(x) en xg = —2:

3

(z) = —22% — 112 — 252 — 20 = p(—2) = 2
/(z) = —62% — 222 — 25 = p/(—2) = =5
(x) = 122 — 22 = p"(-2) =2

"(z) = —12 = p"(=2) = —12

p(z) =0=pW(-2) =0.

ESAERS S

Entonces,

p/l/(72)
3!

'(—9 "(_9
p(l') p(2! w22+

:z—ax+%44x+m2—%x+ﬁa

(z+2)+ (z +2)3

por tanto, [p(z)|p = (2, 5,1, —2)%.

b) Dado que p(z) = (—20) - 1 — 252 — 1122 — 223, se verifica
[p(z)]p = (=20, —25, —11, —2)".

4,1) Sea B ={uy,...,uy}, y supongamos que:

1 x
[zlp=|:|, [zlB=]":],

T T
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entonces, por definiciéon de coordenadas x = xiju; + ... + Tpup, y T =
2iur + ... + 2 u,. Esto implica ziuy + ... + xpu, = 2iur + ... 4 2 up,
o de forma equivalente (x1 — 2})us + ... + (xy — 2},)u, = 0. Dado que B es
sistema libre, 21 — 2} =0, ... ,, — 2, = 0, luego z1 = 24, ... &, = .

2) Sean x,y € F tales que:

entonces, por definiciéon de coordenadas, * = x1u1 + ...+ Tpuy € Yy = y1u1 +
..+ Ynuy. Esto implica z +y = (21 + y1)u1 + - . - + (Xn + Yn)up. Es decir,

1+ Y1 1 Y1
[z +ylp = : = ||+ |:|=kls+s
3) Sean A € K,z € E, con © = z1u; +. ..+ Tpuy,. Entonces, Az = (Ax1)u +
...+ (Azy)uy, por tanto:
)\561 T
Mzlp=| | =A| | =Azls

ATy, Tn,

9.28. Cambio de base

1. Sean B = {uy,u2} y B’ = {u}, ub}, dos bases de un espacio vectorial real
E de dimensién 2 tales que v} = uj — 2ug, uy = 3uy + 4usz. Se pide hallar:
a) La matriz de cambio o de paso de B a B'.

b) La ecuacién matricial del cambio de base.

¢) Las coordenadas del vector 5uj — u}, en la base B.

d) Las coordenadas del vector 7ug en la base B’.

2. Se consideran las bases de R?, B = {(1,2),(2,-1)} y B' = {(3,1),(2,4)}.
Hallar la matriz de paso de B a B’.

3. Se consideran las bases de R3,
B ={(1,1,0),(-1,0,2),(0,2,5)}, B" = {(0,1,1),(1,1,1),(3,1,0)}.

Hallar la matriz de paso de B a B’.
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4. Sean B y B’ dos bases de un espacio vectorial E. Deducir la férmula
del cambio de base [z]p = P [x]p/, para todo x € E, en donde para todo
7 =1,...,n,la columna j-ésima de P son las coordenadas de u; con respec-
to de la base B.

5. Sean B y B’ dos bases de un espacio vectorial F de dimensién finita n.
Demostrar que:

a) La matriz de cambio P de B a B’ es invertible.

b) La matriz de cambio de B’ a B, es P~ L.

Solucién. 1. a) Trasponiendo los correspondientes coeficientes:

P27

b) La ecuacién matricial del cambio es

MG

en donde (z1,x2)! representan las coordenadas de un vector genérico z € E
con respecto a la base B,y (2}, z4)! las coordenadas del mismo vector z con
respecto a la base B’. Es decir, la ecuacién matricial del cambio de base la
podemos expresar en la forma [z|p = P[z]p.

¢) Sustituyendo en (1) :

por tanto, las coordenadas pedidas son (2, —14).
d) Sustituyendo de nuevo en (1) :

0 1 3| [z} i +3x5=0
= &
7 —2 4] | =2z + 42, =17,
y resolviendo el sistema, obtenemos z} = —21/10, 4 = 7/10. Las coorde-
nadas pedidas son (—21/10,7/10)%.

2. Expresemos la base B’ en términos de la B :

{(3, 1) = a1(1,2) + as(2,—1)
(2,4) = p1(1,2) + Ba(2, —1).

Las igualdades anteriores equivalen a los sistemas:

{a1+2a2 =3 {,@14—252 =2 (1)
200 —ag =1 281 — B2 =4
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que resueltos proporcionan las soluciones a1 = a2 =1y [ = 2,0, = 0. La
matriz pedida es por tanto:

_|a B _ (12
Pelon Bl=0 )
Nétese que los sistema (1) equivalen a la igualdad matricial:
1 2 a1 51 o 3 2
2 -1 a9 52 o 1 4|’
con lo cual, la matriz P también la podemos hallar de la forma:
pofar B _[ 2] 32 _[12
g Bo| |2 -1 1 4] 7 |1 0]

3. Expresemos la base B’ en términos de la B :

0

1
(3,1,0)
las igualdades anteriores equivalen a los sistemas:

ar—ag =0 pfr—pP2=1 Mm-—72=3
ar + 203 =1 B1+2B3 =1 Mm+23=1 (1)
209 + daz =1 2[324—553:1 2’72—1—5’}/3:1

que resueltos proporcionan las soluciones:

(061,062,063) = (3, 3, —1)
(/817527 63) = (_17 _27 1)
(717727’73) = (_7’ _10a _4)

La matriz pedida es por tanto:

a1 B1om 3 -1 -7
P = a9 52 Y2 | = 3 -2 —-10
as B3 73 -1 1 4

Nétese que los sistema (1) equivalen a la igualdad matricial:

1 -1 0 aq 51 Y1 01 3
1 0 2| |az B2 72| =|1 1 1},
0 2 5 a3 ﬁg Y3 1 1 0
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con lo cual, la matriz P también la podemos hallar de la forma:
-1

(03] ﬁ1 Y1 1 -1 0 01 3 3 -1 -7
P=lay B2 v|=1[1 0 2 11 1 =...=13 -2 =10
as B3 73 0 2 5 1 10 -1 1 4

4. Sean B = {u1,...,up} y B’ ={u},...,ul,}, y supongamos que

u) = priur + ... + Praun
(1)

U;I = PpiUl + ... + Pnpln-

Sea [x]p = (x1,...,2,)t v [x]g = (2}, ..., 2))t, entonces, © = zyus + ... +
Tpun y = 2ju) + ... + 2 ul,. Usando las relaciones (1) :

TIUL + o+ Ty = T (P11UL F e PLaUn) e T PR1UL et Drntn)
= (@\pr1 + ...+ 2 pp)ur + .o+ (@p1n -+ T Don)un.

Las coordenadas de un determinado vector con respecto a una determinada
base (en este caso la B), son unicas, por tanto:

/ /
T =prxy+ ...+ Ppixy,

/ /
Tp = P1ndy + ... +pnnxn7

y estas relaciones se pueden escribir matricialmente en la forma:

/

T pir .- Pnml T
Tn Pin --- Pmn Tn
Es decir, queda [z]p = P [x]ps, en donde para todo j = 1,...,n, la columna

j-ésima de P son las coordenadas de ug con respecto de la base B.

5. a) Como B’ es base de FE, sus n vectores son linealmente independientes,
lo cual implica que lo son los n vectores columna de P. El rango de la matriz
P, que es de orden n X n es n, luego P es invertible.

b) Se deduce del hecho de que si [z]p = P [z]p/, entonces [z]p = P~![z]p.

9.29. Ecuaciones de los subespacios

1. Hallar la dimensién y una base del subespacio vectorial F de R* determi-
nado por el sistema:

T1+x9+23—24=0
1 — X2 +2x3+ 524 =0
—x1 4+ bro —4a3 — 1724 =0
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v hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

2. Hallar unas ecuaciones implicitas o cartesianas del subespacio de R* :

T1 = A1+ A2 — A3

To = 2A1 + A

=" P (A1, Az, A € R).
T3 =—A1 + 3\ — TA3
T4 =M1+ A3

3. Sea K un cuerpo y A € K™*" una matriz de orden m X n con entradas
en K. Demostrar que:

(a) F ={x = (21,...,2,)" € K" : Az = 0} es subespacio de K".

(b) dim F =n —rg(A).

Solucién. 1. Hallemos el rango de la matriz del sistema:

12 -1 ~ 1 1 -1
1 -1 2 5|FR-F|0 1 6
-1 5 —4 -17[FB+F [0 6 3 —18
N 11 -1

rron |0 216

por tanto, dim F' = 4 —rg(A) = 4 — 2 = 2. Para hallar una base de F
consideramos el sistema escalonado:

F= T1+xot+x3—24=0
o —2x9 + 3+ 624 = 0.

Dando a las incdgnitas libres (en este caso x3 y x4) valores de la matriz
identidad esto es, z3 = 1,24 = 0 y luego z3 = 0,24 = 1 nos asegura una
base de F' (tendriamos dos vectores linealmente independientes en F' que es
de dimensién 2).

Para z3 = 1,z4 = 0 obtenemos z1 = —3/2 y x9 = 1/2. Para z3 =
0,z4 = 1 obtenemos 1 = —2 y x2 = 3. Una base de F' serd por tanto
{(-3/2,1/2,1,0),(-2,3,0,1)}, y multiplicando por 2 el primer vector ob-
tenemos otra base:

B =1{(-3,1,2,0),(~2,3,0,1)}.

Hallemos ahora unas ecuaciones paramétricas de F. Los vectores de F son
exactamente los que se pueden escribir en la forma

($1,$2,l’3,1’4) = >\1(_37 1> 270) + >\2(_27 3>O> 1) con >\13 /\2 € Ra
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en consecuencia unas ecuaciones paramétricas de F' son:

Tr1 = —3)\1 — 2)\2

To= A1+ 3\

F={" R O W P :3)
r3 = 2)\1
Ty = )\2

2. Podemos escribir F' en la forma:

T 1 1 1

_ |[T2] 2 1 0
F = s =\ 1 + Ao 3 + A3 7 ()\1,)\2,)\3 S R).

T4 1 0 1

Los tres vectores columna anteriores generan a F, y ficilmente podemos ve-
rificar que el rango de la matriz formada por estas columnas es 2. Dado que
el rango de la matriz formada por las dos primeras columnas es dos, con-
cluimos que estas forma una base de F. Con este proceso, hemos eliminado
el parametro innecesario A3. Podemos ahora escribir F' en la forma:

il 1 1
_|x2| 2 1

F= ol =m | | s (11, 2 € R).
Xq 1 0

Eliminemos los pardmeros p1 y po. Tenemos:

T1 = p1+ p2
xo = 2p1 + pi2
F= (H1, p2 € R).
x3 = —p1 + 3ug
T4 = M1
De las dos tltimas ecuaciones obtenemos p1 = x4 y po = (x3 + x4)/2.

Sustituyendo en las restantes ecuaciones y simplificando, obtenemos unas
ecuaciones cartesianas o implicitas de F’:

F= 3:1)1—$3—4$4:0
3xg —x3 — Txy = 0.

3. (a) El vector 0 = (0,...,0)! de K", claramente cumple Az = 0, es decir
0 € F. Sean x,y € F, entonces Ax =0y Ay = 0, por tanto

Alr+y)=Az+Ay=0+0=0,
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luego = + y € F. Por tultimo, sean A € Ky « € F), entonces
A(Az) = M(Az) = X0 =0,

luego Ax € F. Concluimos que F' es subespacio de K.
(b) Sea rg(A) = r. Entonces, efectuando la reduccién de Gauss-Jordan, el
sistema lineal Az = 0 serd equivalente a uno escalonado de la forma:

T =bipp1Try1 +... Fbipwp
T2 =bory1Try1 +... +bopwp
xr g b’r‘,’l”+1‘,r7"+1 ‘I‘ “ e +brn$n7

en donde hemos supuesto (sin pérdida de generalidad), que las incégnitas
bésicas son x1,...,x,. Las soluciones del sistema son:

x1 b1r41 bin

F Ly = Ty b7‘77‘+1 +. ot brn (1)

Lr41 1 O
| Tn | | 0 ] | 1]
en donde x,41, ..., x, varfan en K. Las n—r columnas del segundo miembro

de (1), generan a F' y son linealmente independientes, luego forman una base
de F. Concluimos que dim F' = n —rg(A).

9.30. Bases de la suma e interseccién de subespa-
cios

1. Se consideran los subespacios de R* :
U = {(z1, 22,23, 24) : X2 + 23 + 24 = 0},

V= {($1,1’2,l’3,1’4) cx1+x20=0, 3= 21‘4}.
Hallar unas bases de: (i) U. (i7) V. (i13) UN V.
2. Sean F} y F5 subespacios de un espacio vectorial E, y sean S1 y So sis-

temas generadores de F} y Fb respectivamente. Demostrar que Sy U S es
sistema generador de F; + F5.
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3. En R* se consideran los subespacios vectoriales:
U=(3,-1,1,2),(-1,0,2,-1),(1,—1,5,0)),

V={(1,1,-1,2),(5,0,—-2,5)).
Hallar unas bases de U+ V yde UNV.

Solucién. 1. (i) El subespacio U es el conjunto de las soluciones del sistema
lineal
{0x1+x2—|—x3+m4 =0.

La dimension de U es por tanto, dimU =4 —rg [0 1 1] =4—-1=3.
Dando a las incégnitas libres (en este caso x1, x3 y z4) valores de la matriz
identidad nos asegura una base de U (tendriamos tres vectores linealmente
independientes en U que es de dimensién 3). Para 1 = 1,23 = 0,24 = 0
obtenemos xo = 0. Para z1 = 0,23 = 1,z4 = 0 obtenemos xo = —1. Para
x1 =0,z3 = 0,24 = 1 obtenemos xs = —1.

Una base de U es por tanto

BU = {(Loa Oa 0)7 (07 _17 17 0)’ (07 _L Oa 1)} g

(77) Procedemos de manera anéloga. Tenemos:

mAm =0 gy g g [V 0N 0Ty oy

0 [o] —2
Para z1 = 1,24 = 0, obtenemos zo = —1,z3 = 0. Para z; = 0,24 = 1,
obtenemos x5 = 0,23 = 2. Una base de V' es por tanto

_{1’3—2174:0

By ={(1,-1,0,0),(0,0,2,1)} .

(731) Los vectores de UNV son exactamente los que satisfacen las condiciones
de pertenencia a U y a V, es decir:

x1+x9=0
UNnV=<as+x3+x4=0
$3—21’4:0

110 0
dm(UNV)=4—-rg|0 1 1 1| =4-3=1
001 =2
Para x4 = 1, obtenemos 1 = 3,22 = —3,x3 = 2, luego una base de U NV

€es:
BUOV = {(37 _37 2a 1)} .
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2. Six € Fy + Fy, entonces x es de la forma z =u+v conu € Fy yv € F.
Como 57 genera a F} y S genera a Fb, se verifica u = A\jui + -+ -+ At ¥
v = [1v1+- - -+ Uy, para ciertos escalares \;, u; y ciertos vectores u; € F,
v; € Fy. Entonces,

r=u+v=Mup+ -+ Aup + @101 + - + LmUm,

con u;,vj € S1 U S para todo 4, j. Concluimos que S U Sz es sistema gene-
rador de £ + Fb.

3. Segun el ejercicio anterior, los cinco vectores dados generan a U + V. Para
hallar una base de este subespacio, bastara extraer el miximo nimero de
linealmente independientes.

-1 1 2 ~ 3 -1 1 2
-1 0 2 -1|3FKR+F |0 7T -1
1 -1 5 0|3B—-F |0 —2 14 -2
1 1 -1 2| 3-F |0 4 -4 4
5 0 -2 5|3F-5F|0 5 —11 5
~ 3 -1 1 2 3 -1 1 2
2|0 -1 7 -1 0 -1 7 -1
3F3—F1 [0 0 0 0, ':F 00 0 0
Fy+4F [0 0 o] " "o o 0
Fs+5F [0 0 24 0 0 0 0 0
3 -1 1 2
o |0 -1 7 =1
1 0 0 0 0
247410 0 1 0
0 0 0 0

Una base de U+V es por tanto By+y = {(3,-1,1,2),(0,—1,7,-1),(0,0,1,0)}.
Para hallar una base de U NV, hallemos previamente unas ecuaciones impli-
citas de U, y unas de V. Obsérvese que en el proceso anterior, las manipula-
ciones de las tres primeras filas producen vectores de U, por lo que una base
de este subespacio es By = {(3,—1,1,2),(0,—1,7,—1)}. Unas ecuaciones
paramétricas de U son:

T1 =3\, To = —A1 — Ao, 3 = A1 + T2, T4 = 2X1 — Ao.

Eliminando parametros, obtenemos:

_ | mitxe—24=0
U= {2$1+7$2—|—l‘3 =0. (1)



Capitulo 9. Espacios vectoriales

Una base de V es By = {(1,1,-1,2),(5,0,—2,5)}. Procediendo de manera

analoga, hallamos unas ecuaciones implicitas de V, obteniendo:

_ T1+x9—24=0 2)
| 221 + 3wg + 5wz = 0.

Los vectores de U NV son exactamente los vectores que satisfacen las con-
diciones (1) y (2), por tanto unas ecuaciones implicitas de U NV son:

T1+x9—24=0
UNV =< 201 +T7x9+2x3=0
2x1 4+ 3x2 + dxg = 0.

Usando el procedimiento estandar par el calculo de una base de un subes-
pacio dado por unas ecuaciones implicitas, obtenemos la base de U NV :

Buav = {(4,-1,-1,3)}.

9.31. Espacio vectorial cociente

1. Se considera el subespacio F' de R* :

F= T1+x9 — 23+ 214 =0
T |z — a0+ 3x3+ 624 = 0.

(7) Hallar una base de F'.

(ii) Hallar una base de R*/F.

(731) Hallar las coordenadas del vector (1,—3,2,6) + F en la base hallada en
el apartado anterior.

2. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y F' un subespacio de E. Sea
(E/F,+) el correspondiente grupo cociente, cuya operacién suma sabemos
que estd definida mediante: (x + F') + (y + F) = (x + y) + F. Se define la
operacion ley externa:

ANz+F)=(\2)+F, VYAeKV(z+F)eE/F.

Demostrar que E/F es espacio vectorial sobre K con las operaciones men-
cionadas (espacio vectorial cociente).

3. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensién n y sea F' C E
un subespacio vectorial. Supongamos que Bp = {uy,...,u,} es base de F'y
que

Bp ={u1,...,Up, Ups1,...,Up}
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es base de E. Demostrar que una base de E/F es
BE/F = {’UJT+1 +F,,’LLn+F}

Deducir que dim E/F = dim E — dim F, igualdad vélida también para los
casos r =00 r =n.

Solucién. 1. (i) Usando el conocido método para el célculo de una base de
un subespacio dado por sus ecuaciones cartesianas, obtenemos ficilmente
una base de F"

Br ={(-1,2,1,0),(—4,2,0,1)}.

(i) Ampliemos la base By para obtener una base de R*. Dado que

rg

SO =
SO NN
O = O =

una base de R*/F es
B ={(~1,2,1,0),(~4,2,0,1),(0,0,1,0), (0,0,0,1)},
por tanto una base de R*/F es
Bgar = {(0,0,1,0) + F, (0,0,0,1) + F}.

(131) Expresemos el vector dado como combinacién lineal de la base hallada
en el apartado anterior. Tenemos

(1,-3,2,6) + F = A1 [(0,0,1,0) + F] + A2[(0,0,0,1) + F]
=2 (1,—3,2,6) + F = (0,0,)\1,)\2) + F < (1,—3,2—)\1,6—>\2) eF
< (1,-3,2—)X,6 — \g) € L[(—l,?, 1,0),(—4,2,0, 1)]

La dltima condicién equivale a que

1 2 1 0
rg|—4 2 0 1 | =2
1 =3 2—X1 66—\

y triangulando, equivale a que:

-1 2 1 0
rg| 0 —6 —4 1 =2,
0 0 6A1—22 6X—35
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que a su vez equivale a 6 1 —22 = 0y 69 —35 = 0. Las coordenadas pedidas
son por tanto (A1, A2) = (11/3,35/6).

2. Veamos que la operacion ley externa estd bien definida, es decir que
depende de la clase en si, y no de sus representantes. En efecto, si x + F' =
' + F, entonces x — 2’ € F. Dado que F es subespacio de E, para todo
A € K se verifica \(x — 2’) = Az — A2/ € F, y por tanto:

Mz +F)=0\z)+F =02+ F=Aa + F).

Veamos ahora que se verifican los cuatro axiomas de ley externa. Para todo
A\ 1€ Ky para todo x + F,y + F € E/F, y usando propiedades de la suma
y ley externa correspondientes a F :

Mz+F)+y+F)|=MNz+y)+F]=XNz+y) +F
=X+ N+ F=M+F)+ A+ F)=XNa+F)+uly+F).

A+p)x+F)=A+pe+F = +px+F
=M+ F)+(ux+F)=XNz+F)+ulz+ F).
M)+ F)=Apz+F=ANpz)+ F=Npz+ F) =X(pu(x + F)).
e+ F)=1lz+F=a+F.

3. Veamos que B/ es sistema libre. Tenemos:

)\r+1(ur+1+F)+---+)\n(un+F):0+F
i()\r+1ur+1+—l—)\nun)—|—F:0+F:>
)\r+1ur+1+...+)\nun e F.

La tdltima relacién implica que existen Aq,..., A, € K tales que:
Arp1Upal F oo+ Apln = AU + ..o+ Ay,

o de forma equivalente, —Aju1 + ... — Aty + App1tpy1 + ... + Apuy, = 0. Al
ser By sistema libre, se concluye que todos los A; son nulos y en particular
Arp1 = ... = A, =0.

Veamos que B/ es sistema generador de E/F.Seaxz+F € E/F.Como x €
FE v Bg genera a F, existen escalares x1,...,x, tales x = xqui +. ..+ T uy,.
Entonces,

r+F = (riu1 + ...+ xpu,) + F

= [(x1u1 + ... + xpuy) + F 4+ [(@rp1trg1 + - .. + Tpup) + F]

= (pues x1u1 + ...+ zpu, € F) [0+ F] 4 [(p41Urs1 + -« . + Tpuy) + F
= (Trp1Upg1 + ..+ Tpup) + F =2p11(Upp1 + F) + ...+ zp(up + F),
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es decir, Bp/p es sistema generador de £ /F. Para el caso r = 0 tenemos
F={0}y E/F = E. Parael casor = n tenemos F'=FE y E/F = {0}, y
en cualquier caso dim F/F = dim F — dim F.

9.32. Cambio de base en orbitales atomicos

En la interpretacién del enlace quimico mediante la teoria de orbitales mo-
leculares desempenian un papel importante los orbitales hibridos. Cuando el
estudio se lleva a cabo solamente con los orbitales s y p aparecen tres clases
de hibridos a saber: sp1, sp2 vy sp3. En los tres casos sélo se trata de un cam-
bio de base en un cierto espacio funcional. Las funciones de la base inicial
son los orbitales atémicos s, px, py, pz (que se denotaran en forma abreviada
por s,x,y, z) y las funciones de la base hibrida se definen como: En sps :

1 1
hi==(s+z+y+2), hi=—-(s+x—y—2),

2 2
hgzé(s—x—y—kz), h4:;(s—x+y—z).
En spo : . . .
ty = %(s%—\/ix), tr= —=ls = (o - V3y)),
= Zeli— st Vil =

(a) Hallar la matriz T' de cambio de base de la atémica a la hibrida sps y
la matriz R de cambio de la atémica a la hibrida sps.

(b) Hallar en funcién de T'y R la matriz de cambio de la hibridacién sps a
la sps.

Solucién. (a) Tenemos las relaciones matriciales:

hq 1 1 1 17 [s
hol _1f1 1 -1 -1 |z
hs| 21 -1 -1 1] (y|’
ha 1 -1 1 —1| |z
t 1 V2 0 07 rs
1|1 L ¥ 9
t2 _ \ﬁ @ X
t 1L _\3 ’
t3 V3|1 5 B 0| |Y
4 0 0 0 V3] L*

y denotando
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1 1 1 1 1 \/? \95 0
R L el I TR v R B
211 -1 -1 1|~ V3|1 —L 8 o’
1 -1 1 -1 v2oov2
0 0 0 V3
obtenemos las relaciones
S hl S tl
T _1 | ho T _1 |t
= p-1 , =Q! ,
y hs y @ t3
z h4 z t4
de lo cual deducimos que T = P~y R= Q%
(b) Tenemos
S h1 S t1 hl t1
x h2 x to h2 1 to
=T A =R = =T 'R ,
Yy h3 Yy t3 hs3 t3
z ha z ty hy ty

por tanto, la matriz pedida es T~ R.

9.33. Interseccién de subespacios de (Z;)?

En el espacio (Z7)* determinar la interseccién de los subespacios dados por

201+ 2x3 — x4 =0

Ly =((2,3,0,4),(3,5,0,6),(0,4,2,0)) , Ly = {3:1:1 + 512 — 323 = 0.

(Propuesto en hojas de problemas, Algebra, ETS de Ing, de Caminos,
UPM).

Solucién. Las tablas de la suma y producto en Z7 = {0,1,2,3,4,5,6} son

oo x| w| o= o+
| o|o| o x| w| | o
|| O] ot x| | w
W~ Ol o] ot x| i
Bl w| | =] o o] o] e
o|lo|lolo|lololo|lo
G| ol
= lo oo wl ol w
N | o =] | ol o] e
—lNw sl oo|olo

W DN U | ]| O

O | W N~ O

UYU | W H| OO
Y| | W N~ O] -

O T | W N | =

Y| | WIN|—=OO

Por tanto, los elementos opuesto —a e inverso a~' de cada a € Z7 son
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a [0]1]2]3[4]5
—a |0]6]5[4]3]2
a | Al1]4]5]2]3

S| = O

Usando la informacién anterior, hallemos unas ecuaciones cartesianas de L.
Todo vector de este subespacio se puede expresar en la forma

({L‘l, €r2,T3, 564) = )‘1 (27 3’ 0’ 4) + >‘2(3a 5a Oa 6) + )‘3(03 47 27 0) ()‘Z S Z7)
De forma equivalente:

xr1 = 2/\1 + 3)\2
_ J o =31 + 5+ 4)3 ‘
Ll == T3 = 2)\3 ()\l € Z?)

T4 = 4X1 + 62

Eliminemos los parametros:

23 0|m 2 30|

SO il INICT R TN DN I
3 3

4 6 0| x4 0 0 O] 4 —2x1

Es decir, L1 estd determinado por la ecuacién cartesiana x4 —2z; = 0. Unas
ecuaciones cartesianas de L; N Ly son por tanto

—2x1+x24=0
LiNLy = 201+ 2x3 — x4 =0
3r1 + bxo — 3x3 = 0.

Escalonando el sistema:

-2 0 0 1]0 -2 0 0 1]0
20 2 —1|0|~(FR+FA,2F+3F)| 00 2 0|0
35 -3 0]0 03 -6 3|0
-2 0 0 1]0
~(B 'R, e )| 01 -2 1 0].
00 2010

El rango de la matriz A del sistema escalonado es 3, por tanto:
dim(Ly; NLy) = dim(Z;)* —rg A=4 -3 =1.

Para hallar una base de L1 N Lo basta asignar a la incdgnita libre z4 el valor
1. La tercera ecuacién es 2x3 = 0 con lo cual x3 = 0. Sustituyendo en la
segunda queda x9 = —1 o bien x5 = 6. Sustituyendo en la primera queda
—2x17 = —1 o bien 2x1 = 1 o bien z1 = 4. Concluimos que una base de
LiNLyes B=1{(4,6,0,1)}.
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9.34. Espacio vectorial de las funciones definidas
en un conjunto

Sea A un conjunto no vacio y sea F' un espacio vectorial sobre el cuerpo K.
Denotamos por .% (A, F) = {f : A — F} al conjunto de las funciones f de
A en F. Se definen las operaciones

Suma en F (A, F). Para todo f, g elementos de .% (A, F):

(f+9)(x) = f(z) +g(x) VaeA.

Ley externa. Para todo f € #(A, F), y para todo A € K:

(A (@) =Af(z) VzeA

Demostrar que .Z (A, F') es espacio vectorial sobre K con las operaciones
anteriormente definidas.

Solucién. 1) (F(A, F),+) es grupo abeliano.

Interna. Claramente, la suma de dos funciones de A en F es funcién de A
en F.

Asociativa. Para todo f,g,h € F(A,F), para todo x € A y usando la
propiedad asociativa de la suma de vectores en F':

[(f +9) + hl(2) = [(f + 9)(@)] + h(z) = [f(2) + g(x)] + h(z)
= f(2) +9(x) + h(@)] = f(z) + [(g + h)(@)] = [f + (¢ + h)](2).

Por la definicién de igualdad de funciones, (f +g) +h = f + (g + h).

Elemento neutro. Consideremos la funcién 0 : A — F definida por 0(z) =0
para todo x € A. Entonces, para cualquier f € .Z (A, F):

(f +0)(z) = f(z) +0(z) = f(2) + 0= f(z) = f+0 =,
0+ f)(x) =0(z) + f(z) =0+ f(z) = f(z) = 0+ f =,

por tanto la funcién 0 es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para cada f € .# (A, F'), definamos la funcién —f de la
siguiente manera: (—f)(x) = —f(x), * € X. Entonces, para todo = € A :

[f+ (=Dl@) = f(x) + (=) = f(x) + (= f(x)) =0= f+(=f) =0,
(=) + i) = (=/)(@) + f(z) = =f(2) + f(2) =0 = (=f) + [ =0,
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es decir todo elemento de .# (A, F) tiene simétrico.

Conmutativa. Para todo f,g € Z(A, F), para todo x € A y usando la
propiedad conmutativa de la suma de vectores en F':

(f +9)(x) = f(2) + 9(2) = g(z) + f(z) = (9 + f)@) = f+9=9+ [

2) Se cumplen los cuatro axiomas de ley externa. Para todo A, u € K, para
todo f,g € F(A, F), para todo x € A y usando la definicién de igualdad de
funciones:

L (A(f+9))(z
(

) =M +9)(@) = A(f(2) + g(2)) = Af () + Ag(x)
= (Af)(z) + (Ag)(=

)= (Af+Ag)(x) = A(f +9) = Af+ Ag.
2. (A +p)f) (@) = A+ ) f(x) = Af(z) + pf(z) = (M) (@) + (nf) ()
= \f+uf)@)= A+p)f = +nf
3. (M) f) (x) = ) f(x) = X(pf () = X ((nf)(2) = Muf)) (2)
= (M) f = Mpf).
4. (1f)(z) = 1f(z) = f(z) = 1f = f.

9.35. Realificacion de un espacio vectorial comple-
jo

Sea E un espacio vectorial sobre C al que denotamos por E(C). Se define el
espacio realificado de E(C) y se denota por E(R) al espacio vectorial sobre
R obtenido al sustituir en el producto por escalares en E, el cuerpo C por el
cuerpo R. Demostrar que si E(C) es de dimensién finita n, entonces E(R)
es de dimensién 2n.

Solucién. Sea B = {uy,...,u,} una base de E(C). Veamos que una base de
ER)es B ={uy,...,up,iuy,...,iu,}, lo cual probard que dim E(R) = 2n.
i) B’ es sistema libre en E(R). En efecto, supongamos que

aqug + - 4 apuy + B1(iur) + - - - + Bp(iuy) = 0 con los ay, By reales.

Entonces, (a1 + if1)u; + -+ + (apn + i6p)un, = 0. Ahora bien, como B es
sistema libre en E(C), se verifica oy, + i, = 0 para todo k = 1,...,n lo cual
implica ap = B =0 paratodo k=1,...,n
i1) B’ es sistema generador en E(R). En efecto, sea x € E. Como B es
sistema generador en F(C) existen escalares oy + iy con los ag, [ reales
tales que

z = (o +1if1)ur + - + (an + iBn)un,

es decir © = aqug +- - -+ apup + B1(fur) + - - -+ B (iuy,) con los ag, By reales.
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9.36. Subespacios transversales

Sea F un espacio vectorial real. Se dice que dos subespacios vectoriales U y
V son transversales cuando U + V' = FE. Se pide:

a) Determinar cuales de las nueve parejas ordenadas posibles (formadas por
dos de estos tres subespacios) son transversales. Justificar la respuesta.

U=A{x,z,z): z € R},

V={z,zy): z,y R}
W ={xz,y,0) : z,y € R}.

b) Sea f : E — F una aplicacién lineal. Demostrar que si f transforma
subespacios transversales de F en subespacios transversales de F', entonces
f es sobreyectiva.

¢) Enunciar la proposicién reciproca de la anterior y estudiar su validez (en
caso de ser verdadera dar una demostracion, y en caso contrario construir
un contraejemplo).

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).
Solucién. a) Los subespacios dados se pueden escribir en la forma
U= <(1v L, 1)> , V= <(1> 1, O)a (07 0, 1)> , W= <(17 0, O)a (O’ L, O)>

Sabemos que se obtiene un sistema generador de la suma de dos subespacios
mediante la unién de un sistema generador de un subespacio con un sistema,
generador del otro. Es decir

V +V ={((1,1,0),(0,01))
W+ W = ((1,0,0), (0,1,0))
(1,1,1

U+V=V+U=(1,11),(1,1,0),(0,0,1))
U4+ W =W+U=({((1,1,1),(1,0,0),(0,1,0))
V4+W=W+V ={(1,1,0),(0,0,1), (1,0,0), (0, 1,0)).

Para que alguna de las parejas anteriores determinen subespacios transver-
sales, el rango del sistema generador correspondiente ha de ser 3. Claramente
las tres primeras parejas no determinan subespacios transversales. Los ran-
gos de los otros sistemas generadores son

— o O =
OO~ O

1 11 1 11 (1)
rg{l 1 0| =2,rg|l 0 O =3, rg 1
0 01 010 0
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Se concluye pues que de las nueve parejas, las que determinan subespacios
transversales son (U, W), (W,U), (V,W)y (W, V).

b) Los subespacios {0} y E son transversales en F pues {0} + F = E. Por
hipétesis los subespacios f({0}) y f(F) son transversales en F es decir,
f({0}) + f(E) = F. Como f es lineal, f({0}) = {0} y por tanto, f(E) = F.
En consecuencia, f es sobreyectiva.

¢) La proposicién reciproca es: Si f es sobreyectiva, entonces f transforma
subespacios transversales de E en subespacios transversales de F. Veamos
que es cierta. En efecto, sean U y V subespacios transversales en E es
decir, U +V = E. Tenemos que demostrar que f(U) y f(V) lo son en F.
Evidentemente f(U) + f(V) C F. Demostremos la otra inclusién.

Como f es sobreyectiva para todo y € F existe x € E tal que y = f(z). Por
otra parte, al ser U4V = E, x se puede expresar en la forma x = u+ v con
u e U ywveV.Dado que f es lineal:

y=f(z)=flutv)=f(u)+ f(v) € fU)+ f(V).
Es decir, FF C f(U) + f(V), lo cual concluye la demostracién.
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Aplicaciones lineales

10.1. Concepto de aplicacién lineal (1)

1. Demostrar que la aplicacién f : R[z] — R[z] dada por f(p) = p’ (derivada
de p), es lineal.

2. Sea K un cuerpo. Demostrar que la siguiente aplicacion es lineal
frK™™ 5 KM f(X) = XT (traspuesta de X).
3. Sea K un cuerpo y A € K™*™ matriz fija dada. Demostrar que aplicacién
iKY S K f(X)=AX — XA

es lineal.

4. Sea Cla, b] el espacio vectorial real de las funciones reales z(t), continuas
en el intervalo [a, b]. Estudiar si es lineal la aplicacién:

b
£iClab] - R, f(ac(t)):/ 2(#) dt.

5. Sea K un cuerpo y A € K™*™ matriz fija dada. Estudiar si es lineal la
aplicacién

iK™ 5 K™ f(X)=A+ X.
6. Sea f : R? — R? la aplicacién f(z,y,2) = (z + 1,z + 2y + 32). Analizar

si es lineal.

7. Sea C el espacio vectorial de los nimeros complejos sobre el cuerpo C.
Analizar si es lineal la aplicacién

f:C—=C, f(z)=2%2 (conjugado de z).

297
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Idem considerando C como espacio vectorial sobre el cuerpo R.

Solucién. 1. Usando conocidas propiedades de la derivacién:
(1) Para todo p,q € Rz] :

fo+ta=@+a)=p+d=fb)+fla).
(77) Para todo A € Ky para todo p € R|z] :
fOp) = (Ap)" = Ap' = Af(p).
Concluimos que f es lineal.

2. Usando conocidas propiedades de la transposicién: (i) Para todo X,Y €
KmX’fL .

fX+Y) =X+ =XT+vT = f(X) + f(V).
(77) Para todo A € Ky para todo X € K"™*™ :
fOX) = (X)T = 2XT = Af(X).
Concluimos que f es lineal.
3. (i) Para todo X, Y € K"*" .
JIX+Y)=AX+Y) - (X+Y)A=AX+AY - XA-YA

=(AX — XA)+ (AY —YA) = f(X)+ f(Y).
(17) Para todo A € K y para todo X € K"*":

FOAX) =AMX) — (A X)A=AAX) - ANXA) = ANAX — XA) = \f(X).
Concluimos que f es lineal.

4. Usando conocidas propiedades de la integral definida, se verifica para todo
A, i € Ry para todo z(t),y(t) € Cla,b] :

b
£ Ot + () = / (Ae() + py(t)) dt

b b
) / o(t) dt+ / y(t) dt = Af (2(t) + puf (1))

Concluimos que f es lineal.
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5. (i) Para todo X,Y € K™*":
fXHY)=A+(X+Y), [(X)+fY)=A+X)+(A+Y).
Entonces, f(X +Y) = f(X)+ f(Y) equivalea A+ X +Y =24+ X +Y,

y esta ultima igualdad se verifica para todo X,Y, si y sélo si A = 0, tnico
caso para el cual f puede ser lineal.
(77) Para A = 0 la aplicacién es f(X) = X. Para todo A € K y para todo
X e Kmxm .

FOAX) = AX = A f(X).

Concluimos que f es lineal si y sélo si A = 0.
6. Dado que f(0,0,0) = (1,0) # (0,0), la aplicacién no es lineal.

7. Considerando K = C y eligiendo A =1¢, y x =1:
fi) =il=i=—i, if(1)=1il=1il=1i,

es decir, f(i1) #if(1), luego f no es lineal.
Consideremos ahora K = R. Entonces, para todo A\,u € R y para todo
z,we C:

fOz + pw) = Az + pw = Az + W0 = A2 + jiw = A2 + pw = A f(2) + pf(w)

por tanto, f es lineal.

10.2. Concepto de aplicacion lineal (2)

1. Sea f : E — F una aplicacién lineal y S = {v1,...,v,} C E un sistema
ligado. Demostrar que f(S) también es ligado.

2. Dar un ejemplo de una aplicacién lineal f : £ — F que transforme un
sistema libre de S en un sistema ligado de F.

3. Determinar el conjunto de todas las aplicaciones lineales f : R — R con-
siderado R como espacio vectorial sobre si mismo.

4. Sean F y F' dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo Ky f: EF — F
una aplicacién. Demostrar que:

feslineal & f(A\x+ py) = \f(x) +pfly) Y\ peK, Vo,ye E.

5. Sea f : E — F una aplicacion lineal. Demostrar que,

1) £(0) = 0.
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2) f(—z) = —f(x) Vz € E.
3) fle—y)=fx) - fly) Yo,y € E

6. Sea E = C (R™") el espacio vectorial real de las funciones reales continuas
f definidas en R*. Sea T : E — F la aplicacién f — T'(f) = F definida por

Fla) = ;/:f(t) it (2> 0)
F(0) = £(0).

Demostrar que T es lineal.

7. Sea K un cuerpo y A € K™*" matriz fija dada. Demostrar que aplicacién
[R5 KP) f(X) = AX es lineal.

Solucién. 1. En efecto, veamos que f(S) = {f(v1),..., f(vp)} es ligado.
Como S es ligado, existen escalares no todos nulos tales que A\jv; + -+ +
Aptp = 0. Aplicando f a ambos miembros, usando la linealidad de f y que

f(0)=0:
Af(v1) + -+ Apflup) =0,

no siendo nulos todos los escalares, en consecuencia f(S) es ligado en R.

2. Consideremos la aplicacién lineal f : R? — R, f(x1,22) = x1 + x2. El
sistema S = {(1,0),(0,1)} es libre en R?, sin embargo, f(S) = {1,1} es
ligado.

3. Sea f : R — R lineal y sea f(1) = a. Entonces, para todo x € R se verifica

f@) = fz-1) =xf(1) = za,

es decir si f : R — R es lineal, f es de la forma f(x) = ax con a € R.
Reciprocamente, si f : R — R es de la forma f(z) = az con a real, se
verifica para todo A, 4 € R escalares y para todo x,y € R vectores:

fQx + py) = a(Az + py) = Aax + pay = Af(x) + pf(y),
luego f es lineal. Concluimos que el conjunto pedido es
{f:R—=R: f(x) = ax con a € R}.

4. =) Como f es lineal, para todo A\, u € Ky para todo z,y € E,

fQz 4 py) = f(Az) + f(py) = M (z) + pnf(y)-
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&) (i) Para A = y = 1, se verifica para todo z,y € E :
fle+y) = fz+1y) = 1f(z) + 1f(y) = f(z) + [ ().
(ii) Para u = 0, se verifica para todo A € K y para todo = € E :
fQz) = f(Az +0y) = Af(2) + 0f(y) = Af().

5. Si f es lineal, es homomorfismo entre los grupos aditivos (E,+) y (F,+),
con lo cual 1), 2) y 3) son consecuencia inmediata de conocidas propiedades
de esos homomorfismos.

6. Veamos previamente que T estd bien definida, es decir que F' € E. Las
propiedades de la integral aseguran que F' es continua para x > 0. Por otra
parte, por aplicacion de la regla de L’Hopital y el teorema fundamental del
Calculo,

lfm F(z) = lim Jo 10 d_ {0} = lim f( )ff(o):F(O),

z—0t z—0t x 0 1

luego F' también es continua en 0. Veamos que 7' es lineal. En efecto, para
a, B reales, f,ge E,yx >0

T(0f + o)) = /0 (af(t) + Bo(0) dr

ol [T /0 dt+ﬁ/ oT(f)(x) + BT(g)(x)
— (aT(f) + BT(9)) (x).

Por otra parte,
T(af + Bg)(0) = (af + B9g)(0) = af(0) + Bg(0)

= oT'(f)(0) + 8T (9)(0) = («T'(f) + BT (9)) (0).

Hemos demostrado pues que para todo a, B reales y f,g € E, T(af + fg) =
aT(f) + BT(g) y por tanto T es lineal.

7. Para todo A\, u € K y para todo X,Y € K"*" :
FOAX +uY) = ADX + pY) = MX + pAY = A f(X) + pf(Y).

Concluimos que f es lineal.
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10.3. Nicleo e imagen de una aplicacion lineal

1. Se considera la aplicacién lineal f : R? — R* :
flzyy2)=(r+2y—2z —z+y+2z 3y+ 2z, 3z —5z).
Hallar unas bases de ker f e Im f.

/

2. Sea D : R[z] — R|x] la aplicacién lineal definida dada por D(p) = p
(derivada de p). Determinar ker D e Im D.

3. Se considera la aplicacién
f:Rnxn%Rnxn, f(X) :X—XT

en donde X7 representa la traspuesta de X.
1) Demostrar que f es lineal.
2) Determinar ker f e Im f.

4. Sea f : E — F lineal e inyectiva. Demostrar que si S = {v1,...,v,} C E
es sistema libre, también f(S) es sistema libre.

5. Sea f : E — I una aplicacién lineal. Demostrar que:
a) ker f es subespacio vectorial de E.
b) Im f es subespacio vectorial de F.

6. Sea f : E — F una aplicacion lineal, E; subespacio de E' y F} subespacio
de F. Demostrar que

(1) La imagen directa de Ej, es decir f(F1), es subespacio de F.

(i) La imagen inversa de F, es decir f~!(F}), es subespacio de E.

(731) Particularizar para £y = E'y Fy = {0}.

7. Definir dos endomorfismos en R[z], uno inyectivo pero no sobreyectivo y
otro sobreyectivo pero no inyectivo. ; Es posible alguna de las dos situaciones
anteriores para un espacio vectorial E de dimensién finita?

Solucion. 1. Tenemos

(z,y,2) € ker f < f(z,y,2) = (0,0,0,0)

x4+2y—2z=0
—r+y+22=0
T 3y+z=0

3r — 5z =0.
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Usando el conocido método para el calculo de una base de un subespacio
dado por unas ecuaciones cartesianas, obtenemos Bier f = {(5,—1,3)}. Por
otra parte,

(¢, 2 W) eImf & Iz, y,2) e R : (2,2, u)) = f(z,y,2)

¥=x+2y—=z

y—=x+y+2z
2 =3y+z2
u' =3z —5z.

& (x,y,z € R).

Usando el conocido método para el calculo de una base de un subespacio
dado por unas ecuaciones paramétricas, obtenemos

Bim s ={(1,-1,0,3),(0,1,1,-2)}.
2. Tenemos
ker D = {p € R[z] : D(p) =0} = {p € R[z] : p = 0}

= {p € R[] : p es constante}.

Es decir, ker D = R. Sea ahora ¢(z) = ap + a1z + - - - + a,2™ un polinomio
genérico de R[x], y consideremos el polinomio
$2 $n+1

p(x):aox+a1?+-~-+ann+1.

Se verifica p'(z) = ¢(x), o de forma equivalente ¢ = D(p), luego todo ele-
mento de R[z] pertenece a Im D. Esto implica que Im D = Rz].

3. 1) Para todo A\, € R, para todo X, Y € R™" y usando conocidas
propiedades de la transposicién:

FOX +pY) = AX +puY) — AX +pYV)T = AX + 5V = AXT 4+ puyT

=AX - XD+ (Y =YT) = Af(X) + pnf(Y).

Es decir, f es lineal.
2) Se verifica

Xeckerfeo f(X)=02X-XT=0e X =XT & X es simétrica.

Es decir, ker f es el subespacio S de R™*" de las matrices simétricas. Deter-
minemos Im f. Por una parte,

YeImf=3IXcR™: Y =f(X)=X - XT
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YT =(x-XxT)T = X7 - X = -Y = Y es antisimétrica.

Por otra,

1
Y antisimétrica = Y7 = Y =Y = i(Y -v7T

:;f(y):f(;y> =Y elmf.

Es decir, Im f es el subespacio A de R™*™ de las matrices antisimétricas.

4. Consideremos cualquier combinacién lineal de los vectores de f(.5) igua-
lada a 0 :

Arf(ur) 4+ 4 Apf(vp) = 0.

Como f es lineal, f(Av1+---+ Apvp) =0, es decir Adjvy +-- -+ Apvp € ker f
y ker f = {0} por ser f inyectiva, luego \jv1 + -+ + A\pvp, = 0. Como S es
libre, Ay = --- = X\, = 0 lo cual implica que f(95) es libre.

5. Usemos el teorema de caracterizacion de subespacios.
a) Como f es lineal, f(0) = 0, luego 0 € ker f. Sean z1,x9 € ker f, entonces

flxr+x2) = f(x1) + f(xz2) =04+ 0=0= 21 + x2 € ker f.
nSea A € Ky z € ker f, entonces
fAz) =Af(z) =A0=0= =z € ker f.

Concluimos que ker f es subespacio vectorial de F.
b) Como f es lineal, 0 = f(0), luego 0 € Im f. Si y1,y2 € Im f, existen
x1,x9 € E tales que y1 = f(z1), y2 = f(z2). Entonces

y1+y2 = f(@1) + f(@2) = f(@14+32) = y1 +y2 €Im f.
SideKeyelmf, existe x € E tal que y = f(x). Entonces
Ay =Af(z)=f(Ax) = Ay € Im f.
Concluimos que Im f es subespacio vectorial de F.

6. Usamos el conocido teorema de caracterizaciéon de subespacios.
(1) Tenemos 0 = f(0) y 0 € Eq, luego 0 € f(E1). Sivi,v2 € f(E1), entonces
vy = f(u1) y va = f(ug) para ciertos vectores uj, us de Eq, por tanto

vy +vg = f(v1) + f(uz) = f(ur + uz)
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y u1 + ug pertenece a Ej por ser subespacio, luego v; + vo € f(Ep). Sea A
escalar y v € f(E1), entonces v = f(u) para algin u € E, por tanto

Ao = Af(u) = f(u)

y Au pertenece a E; por ser subespacio, luego \v € f(E1).
(ii) Tenemos f(0) = 0 € Fy,luego 0 € f~1(F). Siuy,uz € f~1(Fy), entonces
f(u1) y f(ug) pertenecen a Fy, por tanto

flur +u2) = f(ur) + f(uz)

v f(u1) + f(u2) pertenece a I por ser subespacio, luego uy +ug € f~1(Fy).
Sea \ escalar y u € f~1(F}), entonces f(u) € Fy, por tanto

fu) = Af(u)

v Af(u) pertenece a F| por ser subespacio, luego Au € f~(Fy).
(131) Si Eq1 = E, entonces f(E1) = f(F) = Im f. Si F; = {0}, entonces
f7HF) = f7H{0}) = ker f.

7. Sea D : R[z] — R[z] el endomorfismo dado por D(p) = p’. Vimos que
ker D =R # {0} y que Im D = R[z], es decir D es endomorfismo sobreyec-
tivo pero no inyectivo.

Consideremos ahora la aplicacién T' : R[z] — R[z] definida mediante T" (p(x)) =
zp(z). Para todo A, u € R y para todo p(z), ¢(x) € R[] :

T (Ap(z) + pg(x)) = z (Ap(z) + pg(z))

= Aap(x)) + pn(zq(z)) = XT (p(z)) + pT (q(z)),

luego T es lineal. El niicleo de T estd formado por los polinomios de p(x) que
satisfacen la igualdad zp(z) = 0, y el tnico que la cumple es el polinomio
nulo, por tanto 7" es inyectiva. Por otra parte, no existe polinomio p(z) tal
que zp(x) = 1, en consecuencia T' no es sobreyectiva.

No es posible ninguna de las dos situaciones anteriores para un espacio vec-
torial £ de dimension finita n. En efecto, si f : E — E es un endomorfismo
entonces, por el teorema de las dimensiones dim F = dim(ker f)+dim(Im f).
Por tanto,

f es inyectiva < dim(ker f) =0 < dim(Im f) = dim £

< Im f = F < f es sobreyectiva.



10.4 Teorema de las dimensiones

10.4. Teorema de las dimensiones

Demostrar el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales:
Sean E y F' espacios vectoriales sobre el cuerpo K con dim F finita y sea
f+ E — F aplicacién lineal. Entonces,

dim F = dim(ker f) 4+ dim(Im f).

Solucién. Sea dim E = n y Buier f = {u1,...,u,} una base de ker f. Por el
teorema de la ampliacién de la base, existen vectores u,11,...,u, tales que
Bp ={u1,...,up, Upi1,...,Un}
es una base de E. Si demostramos que B = {f(up+1),..., f(un)} es una

base de Im f el teorema estarda demostrado pues
n=p+ (n—p) = dim E = dim(ker f) + dim(Im f).
B es sistema libre. En efecto:
Ap+1f(ups1) + -+ Anf(un) = 0= f(Aprrtptr + -+ + Apug) =0
= Apt1Upy1 + -+ Apuy, € ker f = Iy, ...\, escalares :
Apt1Upt1 + -+ Apty = At + -+ Apuyp

= (=A)ur 4+ (= Ap)up + Apprtpyr + - F Ay, =0

Dado que Bg es base de E, se deduce que todos los escalares A\; (i = 1,...,n)
son nulos, en particular desde A,;1 hasta A,.

B es sistema generador de Im f. En efecto, si y € Im f, existe x € F tal que
y = f(x). Como Bpg es base de E, existen escalares 1, ... Tp, Tpi1, ... Tn
tales que x = zqu; + - + TplUp + Tpt1Upt+1 + - + Tplp. Entonces,

Y= f(w) =f [(xlul + -+ xpup) + Tpr1Upt1 + -+ xnun]

= flziur + -+ xpup) + pp1 f(Ups1) + -+ 2n f(un).

Ahora bien, f(zju; +--- 4 xpup) = 0 pues z1ug + - - - + xpu, € ker f, con lo
cual

Y =zpi1f(ups1) + -+ zn f(un).

Esto demuestra que B es sistema generador de Im f.
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10.5. Matriz de una aplicacién lineal

1. Sean E y F espacios vectoriales reales y Br = {uj,uz,us}, Bp =
{v1,v2,v3,v4} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicacién
lineal f : E — F definida por:

f(ul) =1 — Vg + U3
flug) = 2v1 + 2vg + v3 + 204
f(U3) = 41)2 — V3 + 2U4.

Hallar la matriz A de f respecto de las bases Bg y Bp.

2. Se considera la aplicacién lineal f : R® — R? de finida por:

f(z,y,2) = (x +y+ 2, 3y).

Determinar la matriz de f con respecto de las base candnica B del espacio
inicial y la B’ = {(2,0), (0,—1)} del espacio final.

3. Sea Rjs[x] el espacio vectorial real de los polinomios de grado < 5 con
coeficientes en R. Se considera la aplicacién lineal

T :Rs[z] = Rs[z], T(p(x)) =px+1)—p(x).

Hallar la matriz de T" con respecto a la base canénica B en el espacio inicial
y la misma B en el espacio final.

4. Sea P3(R) el espacio vectorial de los polinomios reales de grado < 3,
M5(R) el de las matrices cuadradas reales de orden 2 y o un nimero real.
Definimos la aplicacién T : P3(R) — Ma(R),

_ |p(e) pla+1)
Ta(p) = |:p/(04) p’(oH—l)} .

Demostrar que T, es lineal y hallar su matriz en las respectivas bases candni-
cas de P3(R) y Ma(R).

5. Sea el espacio vectorial usual C? sobre el cuerpo de los reales. Sea la
transformacion lineal T : C?> — C? dada por

T(Zl, Zg) = (izl — 22, ZQ).
Obtener la matriz asociada a T referida a la base de C? :

B ={(1,0),(24,0),(0,1),(0,2 — 37)}.
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6. Sea ¢ el endomorfismo del espacio vectorial de los polinomios reales de
grado < 2 que asigna a cada polinomio p(x) :

1 1
o) = [ pit+ o) ae
T Jo
Hallar la matriz A de ¢ en la base {1, z, z?}.

7. Se considera el espacio vectorial C sobre el cuerpo R.
1) Demostrar que f: C — C, f(z) = (1 + 1)z es lineal.
2) Demostrar que B = {i,1 + i} es base de C sobre R.
3) Hallar la matriz de f en la base B.

Solucién. 1. Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz A de f en las
bases Bg y Bp :

1 2 0

B 1 2 4
A:[f]Bg_ 1 1 =1
0 2 2

2. Hallemos los transformados de los vectores de B :

T(1,0,0) = (1,0) = %(2,0) +0(0, 1),

T(0,1,0) = (1,3) = %(2,0) +(=3)(0, 1),

7(0,0,1) = (1,0) = %(2,0) +0(0, —1).

Transponiendo, obtenemos la matriz pedida:

a-ng =10

3

3. La base canénica de Rs[z] es B = {1,z, 22, 23, 2%, 2°}. Hallemos los trans-

formados de los vectores de B :

T(1)=1-1=0,

Tx)=(r+1)—z=1,

T(x?) = (x+ 1) — 2% =1+ 22,

T3 =(x+1)3—23=... =1+ 3z + 322,
T*)=(x+1)*—2*=...=1+4x + 62% + 423,

T(x°) = (x+1)° —2® = ... = 14 5z + 1022 4 1023 + 522
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Transponiendo, obtenemos la matriz pedida:

01

S OO O N
SO OO W W
O O O
—
(]

O O O O O
O O O O O

4. Para todo A\, u € R y para todo p,q € P3(R) :

~[Ow+ug)(a)  (Ap+ pg)(a+1)
To(Ap + pq) = [Mﬁuqy a) (Ap+ pg) (o + 1)]

(
[ p(a) + pg(a)  Ap(a
A (@) + pg' (@) Ap'(a

| ple) pla+1) q(a) ¢
”[ﬂ(a) p’<a+1>]+“[q'<a> ¢(a

es decir, T, es lineal.

Consideremos las respectivas bases candnicas en P3(R) y Ma(R) :
B ={1,z,2% 2%},

B=ter=|y o=y o[l o=y

y hallemos las imagenes de los vectores de B en funcién de B’.

1
T = [y o mar e

1
To(z) = ﬁ a—li- }:ael+(a+1)ez+eg+e4,

2 2
oy _ |8 (a+1)% _ o 2
T, (z*) = [204 Ao+ 1)| = a‘er + (a+ 1)%ex + 2aes + 2(a + 1)ey,

o (a+1)3
Ta(a®) = [3042 3(a+1)2

Transponiendo coeficientes obtenemos:

] =ae; + (a+1)3ey + 3a%e3 + 3(a + 1)%ey

1 a a? o’
B |1 a+l (a+1)? (a+1)
A=[l]p = 0 1 20 3a
0 1 2a+1) 3(a+1)
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5. Hallando los transformados de los elementos de la base dada B en funcién
de B :

T(1,0) = (i,0) = 0(1,0) + (1/2)(24,0) + 0(0,1) + 0(0,2 — 34),

T(2i,0) = (—2,0) = —2(1,0) + 0(2i,0) + 0(0,1) + 0(0, 2 — 34),

T(0,1) = (=1,1) = —1(1,0) + 0(27,0) + 1(0,1) + 0(0, 2 — 3i),
T(0,2—3i) = (—2+43i,2—3i) = —2(1,0)+(3/2)(2i,0)+0(0,1) +1(0, 2— 3i),

Transponiendo coeficientes

0 -2 -1 -2
a_ |12 0 0 32
0 0 1 0
0 0 0 1

6. Hallemos las imagenes de los vectores de la base dada.

¢(1)_/0x1dt_;[t]g_i-x_1.
(p(:r):l/x(t—i—x)dt 1[t2/2+xt] 1(2/2+x)—3x/2.
T Jo
90($2)—i/()x(t+$ i[t+x }
Tx

R A0 W U A Y
o 3 3 x 3 3

Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz pedida:

0 0
3/2 0
0 7/3

A=

o O =

7. 1) Para todo A\, u € Ry para todo z,w € C:
fAz+pw) = 1+i)(Az+pw) = A((1+0)2)+p (1 +)w) = Af(2)+pf(w).

2) De la igualdad ai+B(1414) = 0, con «, B reales se deduce S+ (a+f)i = 0,
luego 6 =0y a+ 8 =0, lo cual implica « = § = 0 y en consecuencia el
sistema B es libre.

Sea z + iy € C con z, y reales, entonces = + iy = (y — x)i + x(1 4 7), siendo
x, y — x reales, por tanto B es sistema generador de C sobre R.
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3) Hallemos las imégenes de los vectores de B en funcién de B :

{ fG@)=i(1+i)=—1+i=2i+ (—1)(1 +1)
FOL+i) = (1+0)(1+14) = 2 = 2i +0(1 +i).

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz pedida:
2 2
A= [_1 0].
10.6. Expresiéon matricial de una aplicacion lineal

1. Sean E y F espacios vectoriales reales y Bp = {u1, u2,us}, Bp = {v1,v2}
bases de 'y F respectivamente. Se considera la aplicacién lineal f : E — F
definida por:
fur) = v1 + 3v2
f(UQ) = —2v1 + 4vy
f(U3) = V1 + V9.

Hallar f(z), siendo = = ua + Sus.

2. Sean E y F espacios vectoriales reales y Bp = {uj,us,us}, Bp =
{v1,v2,v3,v4} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicacién
lineal f : E — F definida por:

flur) = v —v2 +v3
f(UQ) = 2v1 + 2v9 + v3 + 2v4
f(U3) = 4vg — v3 + 2v4.

Determinar unas bases de ker f e Im f.

3. Se considera la aplicacién lineal f : R* — R3 definida por

£(1,0,0,0) = (1,2,3)
£(1,1,0,0) = (-1,2,1)
£(1,1,1,0) = (0,1, —1)
£(1,1,1,1) = (1,0,1)

Determinar unas bases de ker f e Im f.
4. Deducir la férmula de la ecuaciéon matricial de una aplicacion lineal.

5. Sean E y F' espacios vectoriales sobre el cuerpo K, ambos de dimensién
finita, y f : E — F una aplicacién lineal. Sea A = [f]gg la matriz de f
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respecto de las bases By y Br. Demostrar que:

a) Los vectores de F' cuyas coordenadas son las columnas de A en la base
Bp forman un sistema generador de la imagen de f.

b) La dimensién de la imagen de f es igual al rango de A.

6. Determinar los valores de a € R para los cuales existe una transformacion
lineal F : R? — R3 cumpliendo

F(1,0,2) = (2,0,1),
F(-1,1,1) = (1,0,1),
F(0,1,3) = (a,0,2).

7. Sea T : R® — R® un endomorfismo que satisface:

i) ker(T) = {(z,y,2,t,u) ER° :x+y—2=0,2y+t=0,u=0}.

i1) Los vectores v; = (4,0,—3,-2,5)" y vy = (0,2,1,—2,3)! se transforman
en si mismos.

i11) T'(v3) = vs siendo vg = (2,3,1,—6,8)"

a) Hallar una base de ker T
b) Dar una matriz A de dicha aplicacién lineal referida en la misma base en
el espacio de partida y llegada, indicando la base considerada.

8. Sea f : Rs[z] — Rslx] la aplicacién lineal dada por
f(p(x)) = zp'(x) + 2kp" (z), keR.
Consideremos la base B = {1,23,1 + 2,1 — 22} de R3[z]. Se pide:

a) Matriz asociada a f en la base B.
b) Determinar los valores de k para los que dim(ker f) > 1.

Solucién. 1. La ecuacién matricial de f en las bases Bg y By es:

w] [1o—2 1] |™
ywl 3 4 1] |*?

T3

El vector de coordenadas de & = ug + 5uz en Bg es X = (0,1,5)7, entonces

R S

por tanto f(x) = 3v; + 9va.
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2. Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz A de f en las bases Bg
y Br, y la correspondiente ecuacién matricial:

1 2 0 n
1 2 4 1 y
A= , Y=AX con X = |zo|, Y = 2
1 1 -1 " Y3
0 2 2 s Ys

El nicleo de f estd determinado por:

T+ 229 =0
—x1+ 229+ 4x3 =0
1 +x9—23=0
2x9 + 2x3 = 0.

ker f=X:AX =0=

Usando el conocido método para hallar una base de un subespacio deter-
minado por sus ecuaciones cartesianas obtenemos Bier f = {(2,—1,1)} (en
coordenadas en la base Br ). Una base del ntcleo es por tanto Bierf =
{2’11,1 —ug + U3}.

La imagen de f estd determinada por:

y1 = 21 + 222
Yo = —x1 + 2x9 + 4aj
Ys =2x1 + T2 — T3
Y4 = 2x9 + 213

Imf=Y:3X conY = AX = (z; € R).

Usando el conocido método para hallar una base de un subespacio determi-
nado por sus ecuaciones paramétricas obtenemos

Blmf 3 {(17 -1, 1a0)a (27 2,1, 2)}

(en coordenadas en la base Br). Una base de la imagen es por tanto By, f =
{v1 — va + v3, 201 + 2va + v3 + 204 }.

3. Facilmente demostramos que el sistema de 4 vectores de R? :
B ={u; =(1,0,0,0), ue = (1,1,0,0), ug = (1,1,1,0), uqg = (1,1,1,1)}

es sistema libre, por tanto es una base de R*. Llamemos B’ = {e1,e2,e3} a
la base canénica de R3, entonces

fur) = e1 + 2e2 + 3es

f(UQ) = —e; + 2e2 + €3
f(ug) = ez —e3
flug) = e1 + es.
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Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz A de f en las bases Bg y
Brp, y la correspondiente ecuacién matricial:

1 -1 0 1 Y1
A=1|2 2 1 0|, Y=AX con X = 2 Y = |y
T3
3 1 -—-11 Y3
T4

El nticleo de f esta determinado por:

T1—x2+x4=0
ker f=X:AX=0= 221+ 222+ 13 =0
3r1+ 22 — 23+ x4 = 0.

Usando el conocido método para hallar una base de un subespacio deter-
minado por sus ecuaciones cartesianas obtenemos como base del ntcleo,
{(-=1,1,0,2)} (en coordenadas en la base B). Una base del nicleo es por
tanto:

Byer f = {u1 —ug +2us} = {—(1,0,0,0) + (1,1,0,0) +2(1,1,1,1)}

=1{(2,3,2,2)}.
La imagen de f estd determinada por:
Y1 =21 — T2+ 24

Imf=Y:3X conY = AX = Yo = 221 + 229 + T3 (z; € R).
Y3 = 311 + 22 — T3 + 24

Usando el conocido método para hallar una base de un subespacio determi-
nado por sus ecuaciones paramétricas obtenemos como base de la imagen
de f, {(1,2,3),(—=1,2,1)} (en coordenadas en la base B’). Dado que B’ es
la base canénica de R?, una base de la imagen es por tanto

B =1{(1,2,3),(-1,2,1)}.

4. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, f : £ — F' lineal,
Bg = {ui,...,un} base de E'y Bp = {v1,...,v,} base de F. Supongamos
que:
flur) = apvr + - + arpvy
f(um) = am1V1 + -+ GmnUn-

Sea x = zui+- -+ Ty, € Eysea f(x) = y1v1+---+ynv, € F. Entonces,

f(x) = f(wrur + - + Tum) = 21 f(u1) + - + 2o f (Um)
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=z1(anvi + -+ ainvn) + -+ T (@miv1 + -+ Amnty)
= (anz1 + -+ am1Tm)vi + -+ (@121 + -+ GpnTm ) Vn.-
Igualando coordenadas:

Y1 = a1121 + -+ am1Tm

Yn = Q1nT1 + - + AmnTm.
Las igualdades anteriores se pueden expresar matricialmente en la forma:

Y1 ailr ... Qaml r1

yn A1n N Amn, Im

o bien, Y = AX siendo A la matriz de f en las bases Bg y Br, X el vector
de coordenadas de x en Br e Y el vector de coordenadas de f(z) en Bp.

5. a) La ecuacién matricial de f en las bases B y Bp es, segin vimos

1 ailp ... ml x1
= : : © |, obilenY = AX.

Yn Ain --- QGmn Tm

Un vector y pertenece a Im f si, y sélo si existe un vector x € E tal que
y = f(z). Entonces, si X son las coordenadas de x en Bg e Y las de y en
Brp, el que y pertenezca a Im f equivale a decir que Y = AX para algun X.
Por tanto,

yr=ai1+ -+ amiTm
Imf=Y:dX conY = AX =
Yn = A1nT1 + *** + GmnTm

U1 ail Qm1
= : +--t+xy : (:cieK).

Yn Qln Qmn

Concluimos que las columnas de A generan a Im f en los términos mencio-
nados.

b) Es consecuencia inmediata del apartado anterior y de que el maximo
nimero de columnas (filas) linealmente independientes entre las columnas
(filas) de una matriz es igual a su rango.
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6. Se verifica (0,1,3) = (0,1,3) = (1,0,2) 4+ (—1,1,1). Si F es lineal, nece-
sariamente ha de cumplir
(07 173) = F[(1a072) + (_17 17 1)] = F<17072) + F(_la 17 1)
=(2,0,1)+(1,0,1) = (3,0,2) = (a,0,2).

La condicion se verifica para si, y sélo si a = 3. En tal caso la condicion
F(0,1,3) = (3,0,2) es superflua, y todas las aplicaciones lineales F' que
satisfacen las condiciones dadas son las definidas mediante

F(1,0,2) = (2,0,1),
F(-1,1,1) = (1,0, 1),
F(a,b,¢) = (o, 8,7),
con (a, 8,7) € R? y (a,b,c) € R® cumpliendo
det [(1,0,2),(—1,1,1),(a,b,c)] # 0,

pues segun sabemos, para determinar una aplicacién lineal basta dar los
transformados de una base del espacio inicial.

7. a) Tenemos el nicleo expresado mediante:

r+y—2=0
kerT = 20+t=0
u = 0.

Usando el conocido método para el cdlculo de una base de un subespacio
determinado por unas ecuaciones cartesianas, facilmente hallamos una base
de kerT":

Byerr = {u1 = (1,0,1,0,0)", us = (0,1,1,-2,0)"}.

b) Una base de R% es B = {u1,ug,v1,v2,v3} pues

10 1 0 0
01 1 -2 0
rg |4 0 -3 —2 5| =...=5,
02 1 -2 3
2 3 1 -6 8

y dimR® = 5. Los transformados de los elementos de B son

T(ul) =0
T(UQ) =0
T(Ul) = U1
T(Ug) = V2

T(Ug) = —7U3.
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Transponiendo coeficientes obtenemos:

0000 O
0000 O
A=[TE=10 0 1 0 0
0001 0
0000 —1

8. a) Hallemos los transformados de los vectores de la base B, en funcién de

B.
F)=2-0+42k-0=0,

f@®) =z (32%) + 2k - (62) = A\ - 1+ Xox® + A3(1 + 2) + Ma(1 — 2?),
fA+z)=2-14+2k-0=pq - 14 pox® + p3(1 + ) 4+ pa(1 — ),

fA—a?) =2 (=22) +2k-(=2) =y - 1 + 702 +y3(1 +2) + (1l — 2?).

Identificando coeficientes y resolviendo:

A = —12k, do =3, A3 = 12k, Ay = 0,

/1’1:_17 /’LQ:Ov /’L?):la M4:07
71:_41{:_27 72207 73:07/74:2'

Transponiendo coeficiente obtenemos la matriz A pedida:

0 —12k -1 —-4k-2

0 3 0 0
3 0 12k 1 0

0 0 0 2

b) |A| # 0 pues A tiene una linea formada por ceros. Por otra parte,

3
12k 6 # 0,
0

o~ o
N OO
Il

luego rg A = 3 para todo k € R. Entonces, dim(ker f) =4 —rg A = 1 para
todo k € R. Es decir, no existen valores de k para los cuales dim(ker f) > 1.
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10.7. Ncleo e imagen del operador derivacion

Se considera la aplicacién f : R,[z] — R, [z] tal que f[p(x)] = p/(x). Se pide:
a) Demostrar que es lineal.

b) Hallar la matriz de f respecto de la base canénica B = {1,z,2?,...,2"}.
c¢) Ecuaciones y una base de ker f.

d) Ecuaciones y una base de Imf.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solucién. a) Para cada par de polinomios p(x), ¢(x) € R,[z], para cada par
de ntimeros reales A, i, y usando conocidas propiedades de la derivada:

() + pg(x)] = Wp(x) + pg(x)" = Ap'(x) + pg' (x) = Aflp(z)] + pflq(z)).

Es decir, f es lineal.

b) Hallemos los transformados por f de los elementos de la base B :

J1) =0
fla) =1
f(@?) = 2

f@m) = T.z'z'”_l.

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz cuadrada de orden n + 1
pedida

010 0
0 2 0
0 00 0
A=
0 0 0 . n
000 .. 0]
¢) Denotemos por (xg, 21,22, ...,Tn_1,Z,)" a las coordenadas de un vector

genérico de R, [x] respecto de la base B. Entonces

01 0 ... 0 e} 0
0 0 2 - 0 x1 0
0 0 O o 0 To 0
p(r) €ker f & | . ) ) = |.
0 0O n| |Tp_1 0
10 0 0 0] | =n | 10]
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Unas ecuaciones cartesianas de ker f son por tanto:

$1:0
220 =0
nr, = 0.

La dimensién de ker f es dim(ker f) =n+1—-rg A=n+1—n = 1. Para
hallar una base de ker f bastara dar a la incégnita libre x( el valor 1 con
lo cual obtenemos el vector (1,0,0,...,0,0). En consecuencia, una base de
ker f es Byer f = {1}.

d) Un vector Y = (yo, y1, 22, - - -, yn)" pertenece a la imagen de f siy sélo si
existe un vector X = (zg, 21, 22,...,7,)" tal que Y = AX. Es decir,
-yo- -0 1 0 0- -1’0- -1‘1-
Y1 0O 0 2 . 0 I 21‘2
Y2 0 0 0 Ce 0 i) 3$3
=1 ) =1 . (z; € R),
Yn—1 0 0 O o n| |rn-1 na,
L Yn | 0 0 0 O] | =n | | 0 ]

Unas ecuaciones cartesianas de Im f son por tanto:
(=1
Y1 = 2w
=3z
Y2798 (g eR).
Yn—1 = NTnp
Yn = 0

Por otra parte, todo vector de la imagen se puede expresar en la forma

Yo 1 0 0

Y1 0 2 0

Yo 0 0 0

Sl = || Fe | | Fan || (2 €R).
Yn—1 0 0 n
L Y 0] 0] 0

Las n columnas anteriores son linealmente independientes y generan Im f,
es decir una base de la imagen es {1,2x,32?, ..., nz""'}. Multiplicando
convenientemente por escalares no nulos obtenemos otra base de la imagen:
Bim f = {1,2,2%,..., 2" 1}
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10.8. Clasificacion de aplicaciones lineales

1. Clasificar las aplicaciones lineales:
1) f: R2 R3, f(l‘l,l‘Q) = (SL‘l + xo, —x1 + 229, O).
2) g: R® = R?, g(x1,22,23) = (21 + 22 + 23, 21 + 22 + 23).

2. Demostrar que f : R? — R? dado por
f I . 3 -1 I
xI9 o 4 2 X9

3. Para todo A € R se considera el endomorfismo 7" en R? cuya matriz en la

es isomorfismo.

base candnica es
A+2 2X+4 3A+6

A= |{A+2 3X+6 3X+6
A4+2 3X+6 4X+5

Determinar los valores de A\ para los cuales T' es isomorfismo.

4. Demostrar que el endomorfismo D en R[x] que hace corresponder a cada
polinomio su derivada es epimorfismo pero no monomorfismo.

5. Sea f : E — F una aplicacién lineal. Demostrar que f es inyectiva <

ker f = {0}.

6. Demostrar que si f : E — F es isomorfismo, también f~! : F — E es
isomorfismo.

7. Sean E 'y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, f : E — F isomorfismo
y B ={u1,...,u,} una base de E. Demostrar que B’ = {f(u1),..., f(un)}
es base de F.

8. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, de dimensién finita n. Demos-
trar que E es isomorfo a K.

9. Sean F y F son espacios vectoriales sobre el cuerpo K, ambos de dimension
finita y dim E = dim F. Demostrar E es isomorfo a F.

Solucién. 1. 1) Llamando (y1,y2,y3) = (x1 + 22, —x1 + 222,0), obtenemos
la ecuacién matricial de f respecto de las bases canénicas de R? y R3 :

U1 1 1

p|=|-1 2 m
v3 0 o] ©?
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y la dimensién de la imagen es

1 1
dim(Imf) =rg | -1 2| =2 # dimR?
0 0

es decir, f no es sobreyectiva y por el teorema de las dimensiones para apli-
caciones lineales, dim(ker f) = 0, luego f es inyectiva. Concluimos que f es
monomorfismo pero no epimorfismo.

2) Razonando de manera anédloga obtenemos la ecuaciéon matricial de g res-
pecto de las bases canénicas de R y R? :

m] 11 1] |
wl (11 1] [P
y la dimesion de la imagen es

dim(Img) =rg B i ﬂ =1 # dim R?

es decir, g no es sobreyectiva y por el teorema de las dimensiones para apli-
caciones lineales, dim(ker g) = 2, luego ¢g tampoco es inyectiva. Concluimos
que g no es monomorfismo ni epimorfismo.

2. La dimensién de la imagen es

dim(Im f) =rg ﬁ _21} = 2 = dim R?

es decir, f es sobreyectiva y por el teorema de las dimensiones para apli-
caciones lineales, dim(ker f) = 0, luego f también es inyectiva. Concluimos
que f es isomorfismo (ademds, automorfismo).

3. Hallemos el rango de A :

A2 2044 3A+6) o L [A+2 2044 3A+6
A2 3A+6 BA+6| 7 L~ | 0 A+2 0
A+2 3X+6 4450 ! 0 A+2 A-1

A4+2 20 +4 3X+6
3 —Fy ~ 0 A+2 0
0 0 A—1
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Para que T sea isomorfismo es necesario que sea sobreyectiva, es decir que
dim(ImT) = rg A = 3, y claramente esto ocurre para A # —2 y A # 1. En
estos casos, y por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales, se
verifica que dim(ker f) = 0, luego T' también es inyectiva. Podemos concluir
que:

T es isomorfismo < A # —2 A\ # 1.

4. El nicleo de D estd formado por los polinomios constantes, es decir
ker D # {0} luego D no es inyectiva. Por ora parte, dado un polinomio

q(x) = ap + a1z + - + azz”,

el polinomio

Qn
xn+1

_ a2,
p(:v)—aox—l—Qz—l— +n+1

satisface D[p(z)] = ¢'(x) = p(z), luego D es sobreyectiva.

5. =) Si fuera ker f # {0} existirfa un vector no nulo x € ker f, luego
f(z) =0y f(0) =0, con lo cual f no serfa inyectiva (contradiccién).
<) Tenemos:

fw)=fw)= flu)— f(v)=0= flu—v)=0=u—wv € ker f = {0}
= u—v=0=u=v= f esinyectiva.

6. La aplicacién f es biyectiva, por tanto f~! también lo es. Veamos que es
lineal. Sean A, i escalares y v1,ve € F. Entonces, v1 = f(u1) y va = f(u2)
para ui,us € F 1unicos. Entonces, usando que f es lineal y la definicién de
aplicacién inversa:

£ O+ pwn) = £ () + puf (u2) = £ (F v + prun)
= Aug 4 pug = A Hwy) + pf " Hwe).

7. Veamos que B’ es sistema libre. Consideremos cualquier combinacién
lineal de los vectores de B’ igualada a 0 :

Alf(ul)*_"‘+‘Anf(un)::O'

Como f es lineal, f(Aui+- -+ Ayu,) = 0, es decir \juqg+- - -+ Ayu, € ker f
y ker f = {0} por ser f inyectiva, luego \juj + -+ + Ayu, = 0. Como B es
libre, \y = --- = \,, = 0 lo cual implica que B’ es libre.

Veamos que B’ es sistema generador de F. Si y € F, por ser f sobreyectiva
existe x € E tal que y = f(x). Por ser B base de F, x es combinacién lineal
de los vectores de B :

x=xur+ - +zpu, (2 € K).
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Aplicando f a ambos miembros:

Yy = f(x) :xlf(u1)+"'+xnf(un)v

luego B’ es sistema generador de F.

8. Sea B = {uq,...,u,} una base de E. Consideremos la aplicacién:
K" E,  f(x1,...,2p) = x1u1 + - - - + Tpy.

Veamos que f es isomorfismo. Para todo A, u € Ky para todo (x1,...,z,),
(Y1,---,9yn) € K:

f[)\(xlw . 'axn) +H(y1, . 7yn)] = f()\xl +M?Jla---3)\l‘n +/‘Lyn)

= (Az1 4 py1)ur + - -+ (Azp + pyn)un = AMx1ug + - - + zhuy)

+M(91U1 + - +ynun) = )‘f(xlv 7xn) +:U’f(y177yn)

es decir, f es lineal.

Si (x1,...,2,) € ker f, entonces f(x1,...,2,) = x1u1 + -+ + Tpu, = 0.
Como las coordenadas de un vector respecto de una determinada base son
Unicas, £1 = ...x, = 0, es decir el nicleo de f se reduce al vector nulo y
por tanto f es inyectiva.

Por el teorema de las dimensiones, dimIm f = n = dim FE, por tanto
Im f = F, lo cual implica que f es sobreyectiva.

9. Sean By = {u1,...,up} y Bp = {v1,...,v,} bases de E y F respectiva-
mente. Sea r = x1u1 + ... + Tpu, € E (x; € K). Definimos la aplicacién

f:E—F, f(z)=xv1+4+" -+ xpUp.
Para todo A\, € K y para todo xz,y € F :
fQz+ py) = f(Mzrur + -+ + zpun) + p(yr1un + -+ + yntn))
= [ ((Az1 + pyn)ur + -+ (Azp + piyn)un)
= (Az1 + py1)vr + -+ (Azy + pyn)vn

= Mz1v1 + - 4 2pvy) + p(y1v1 4+ -+ Ynvw) = A (x) + 1f (),

por tanto f es lineal. Si z € ker f, entonces f(z) = x1v1+---+zpv, = 0. Por
ser B sistema libre, 1 = ... = x, = 0, luego x = 0. El nicleo se reduce
al vector nulo, por tanto f es inyectiva. Por el teorema de las dimensiones
para aplicaciones lineales, dim F' = n, en consecuencia f es sobreyectiva.
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10.9. Espacio vectorial de las aplicaciones lineales

1. Sean las aplicaciones lineales f,g : R — R? cuyas matrices respecto de
unas bases dadas son respectivamente:

2 3 -1 0 —4 -1
A_[l 1 O]’B_[Q 2 3}'
Hallar la matriz de 2f — 3¢ respecto de las bases dadas.

2. Demostrar que (Lx(FE, F),+) es grupo abeliano, estando definida la ope-
racion + en la formas:

(f+9)(z)=f(x)+g(x) VxeE.

3. Demostrar que para todo a € K, f € Lx(FE, F), la operacién af definida
mediante

(af)(zx) =af(z) VeekE

cumple las cuatro propiedades de la ley externa de los espacios vectoriales.

4. Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones
respectivas m y n (finitas) y sean Bg y Bp bases de F y F respectivamente.
Demostrar que:

¢ Lx(E,F) = K™™  ¢(f) = [f]5"

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

5. Demostrar que si £ y F son espacios vectoriales, ambos de dimension
finita, se verifica dim Lx(E, F) = (dim E) (dim F) .

Solucién. 1. Debido al conocido isomorfismo entre Lx(E,F) y K"*™ la
matriz pedida es

4 18 1

2. Interna. Para todo f,g € Lx(FE, F), para todo A\, u € K, para todo z,y €
FE, y usando la linealidad de fy ¢ :

(f + 9) Az + py) = fFOx + uy) + g(Ax + puy)

=AM (z) + pnf(y) + Ag(z) + pgy) = A(f(z) + g(z)) + u(f(y) +9(y))
=AMf+9) (@) +u(f+9)(y) = f+geslineal = f+g € Lx(E, F).
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Asociativa. Para todo f,g,h €, y para todo x € E :
((f +9)+h) (@) =(f+9)(x)+h(z) = (f(z) +g(x) + h(z)

= [(x) + (9(2) + h(z)) = f(z) + (¢ + h)(2) = (f + (¢ + 1)) (z),

y por definicién de igualdad de funciones, (f +g) + h = f + (h + g).
Elemento neutro. La aplicacién nula 0 : F — F definida por 0(x) = 0 para
todo x € F es lineal pues para todo A\, 4 € K y para todo =,y € E,

0Az +py) =0=X-0+pu-0=\0(x) + u0(y).

Es decir, 0 € Lx(E,F) y ademds para todo f € Lg(E,F) y para todo
rek:

0+ f)(x) = 0(z) + f(z) = 0+ f(z) = f(2),
(f +0)(z) = f(2) +0(x) = f(x) + 0 = f(z).

Por definicién de igualdad de funciones, f +0 =0+ f = 0.

Elemento simétrico. Dada f € Lgx(E,F), se define —f : E — F como
(=f)(x) = —f(x) para todo x € E. Esta aplicacién es lineal pues para todo
A€ Ky para todo z,y € E,

(=fAz +py) = —(Az + py) = —Az — py

= A=) + p(—y) = M=) (@) + p(~f)(y).

Es decir, —f € Lk(E,F) y ademds para todo f € Lg(E, F) y para todo
rxek:

(f +(=1) () = f(2) + (=f)(x) = f(z) - f(z) = 0= 0(x),

(=N + 1) (@) = (=) + f2) = —f(2) + f(z) = 0= 0(z).

Por definicién de igualdad de funciones, f + (—f) = (—f) + f =0.
Conmutativa. Para todo f,g € Lx(F, F') y para todo x € E :

(f +9) (x) = f(z) + g(x) = g(x) + f(z) = (g + f)(2).

Por definicién de igualdad de funciones, f + g =g+ f.
Concluimos que (Lx(E, F'),+) es grupo abeliano.

3. Primeramente veamos que la operacién esta bien definida, es decir que
af € Lx(E, F). En efecto, para todo A, p € K, para todo x,y € F, y usando
la linealidad de f :

(af)Ax + py) = af Az + py) = a (Mf(2) + pnf(y))
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= Aaf(x) + paf(y) = Maf)(@) + plaf)(y) = of € Lx(E, F).
1) Para todo «a € K, para todo f,g € Lx(E, F) y para todo z € E :
(a(f+9) (@) =a((f+9)(z) = alf(z) + g(z))

= af(z) + ag(z) = (af)(z) + (ag)(z) = (af + ag)(x),

y por definicién de igualdad de funciones, a(f + g) = af + ag.
2) Para todo «, f € K, para todo f € Lk (F, F) y para todo z € E':

((a+p8)f) (z) = (a+ ) f(z) = af(z) + Bf(x)

= (af)(x) + (Bf)(x) = (af + Bg)(z),

y por definicién de igualdad de funciones, (o + ) f = af + Bg.
3) Para todo «, § € K, para todo f € Lk (F, F) y para todo z € E :

(@(Bf)) (x) = a((Bf)(x)) = a (Bf(x))

= (af)f(z) = ((aB)f) (2),

y por definicién de igualdad de funciones, a(5f) = (af) f.
4) Para todo f € Lx(E, F) y para todo z € E :

(1f)(x) = 1f(x) = f(=),

y por definicién de igualdad de funciones, 1f = f.

4. Sean By = {u1,...,upm} y Bp ={v1,...,v,} bases de E y F respectiva-
mente, y sea

{ f(u1) = anvr + - -+ + aipvy { g(ui) = byyvr + -+ + bipv,
f g

(um) = am1V1 + - + GmnUn, (um) = bm1U1 + -+ bmnvn.

Entonces,

air ... Qmi b11 N bml
B . . B . .
[f]BZ =1 : S ) [Q}Bg =1 : S
Alp .. Qmn bln e bmn

Ahora bien, para todo A\, u € K :

(ASf + ng)(ur) = Af(w) + pg(ur)
= ()\au + ubn)vl +--+ ()\aln + ,ubln)vn
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(Af + p1g) (um) = Af (um) + pg(tm)
= (Aam1 + pbm1)vr + - -+ + (Aamn + 1bmn)vn,
por tanto, la matriz de Af + pg en las bases Bg y B es:
Aair 4+ pbir ... Aam1 + pubma
M + nglps = ; ; = M/l + ulolgy-
Aa1n 4+ pwbin -0 AQmn + pbmn

En consecuencia,

SONf + ng) = N+ ugl it = AfIEE + ulglah = Ao(f) + (),

luego ¢ es lineal. Veamos que es isomorfismo. Por una parte si f € ker ¢,
entonces | f]gg es la matriz nula, lo cual claramente implica que f = 0, luego
¢ es inyectiva. Por otra parte, si

cl11 ... Cmi

C =
Cln -+ Cmn

es una matriz de K™"*™ podemos elegir la aplicacién lineal f : E — F
determinada por
fur) = cr1v1 + -+ + c1pvn

f(um) = Cm1V1 + -+ CynUn,

y se verifica C = [f]g; = ¢(f), luego ¢ es sobreyectiva. Podemos pues con-

cluir que ¢ es isomorfismo.

5.Sidim E' = m y dim F' = n finitas, entonces Lk (F, F') es isomorfo a K"*™
por tanto

dim Lg(E,F) = dimK"™ =mn = (dim E) (dim F') .

10.10. Composicion de aplicaciones lineales

1. Se considera la aplicacién lineal f : Ry[z] — R? dada por
f(ao +aix + azCCz) = (ao + 2a1,4ag — ag),
y la aplicacién lineal ¢ : R? — R3 cuya matriz en las bases canénicas de R?
y R3 es
1
2
-1

N O W
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Hallar la matriz de g o f en las bases canénicas de Ro[x] y R3.

2. Demostrar que f : R? — R? dado por

f I . 3 —1 I
xT9 o 4 2 xT9
es isomorfismo y determinar el isomorfismo inverso.

3. Sean f y g dos endomorfismos en un espacio vectorial . Demostrar que:
1) Im(go f) CImg. 2) ker f C ker(go f).

4. Sean E, F, G tres espacios vectoriales sobre el cuerpo Ky sean f : E — F,
g : F — (G dos aplicaciones lineales. Demostrar que la composiciéon g o f :
E — G es aplicacion lineal.

5. Sean F, F, G tres espacios sobre el cuerpo K de dimensiones finitas y sean
Bg, Br y Bg bases de E, F'y GG respectivamente. Demostrar que

[g0 F15¢ = [9]5¢ - 15"

6. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones finitas,
Bp yv Bp bases de E y F respectivamente, y f : E — F isomorfismo.
Demostrar que

_11B B -1
e = (105)
7. Sea E un espacio vectorial de dimension finitan >0y f: F — E un

endomorfismo que cumple dim(Im f) > dim(ker f) y f? = 0. Demostrar que
n es par.

8. En el espacio vectorial Rs[z] de los polinomios de grado menor o igual
que 3 con coeficientes reales, se considera el subespacio W formado por los
polinomios de la forma az?® 4 bz? 4+ bz — a (a y b ntimeros reales arbitrarios).
Construir una aplicacién lineal T : Rg[z] — Rs[z] tal que ImT = Wy ToT =
0. Representar T' mediante su matriz respecto de la base {1, z, 22, 23}.

Solucién. 1. Hallemos las imagenes por f de los elementos de la base canéni-
ca de Ry[z] :

F(1) = (1,4) = 1(1,0) +4(0, 1)
f(z) = (2,0) = 2(1,0) + 0(0, 1)
f(#?) = (0,-1) = 0(1,0) + (=1)(0, 1)

La matriz de f en las bases canénicas de Ra[z] y R? es por tanto

1 2 0
4 0 -1}’
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y en consecuencia, la matriz pedida es

13 13 2 -3
2 0 E (2) _01]: 2 4 0
-1 2 7T -2 -2

2. La aplicacion dada no esta referida a bases, lo cual equivale a considerar
la base candnica en el espacio inicial y en el final. La dimensién de la imagen

€s

dim(Im f) =rg [i _21} = 2 = dim R?

es decir, f es sobreyectiva y por el teorema de las dimensiones para aplica-
ciones lineales, dim(ker f) = 0, luego f también es inyectiva. Como la matriz
del isomorfismo inverso es la inversa de la matriz:

] 23 07 ] _ 12 1) [w
Y2 4 2 yo| 10 |—4 3] |y’
3.1) Siy € Im(go f), entonces existe u € E tal que y = (g o f)(u), luego
y = g[f(u)] lo cual implica que y € Im g.

2) Siz € ker f, entonces f(z) = 0y por tanto (gof)(x) = g[f(x)] = ¢g(0) =0,
es decir = € ker(go f).

4. Para todo A, u € K, para todo z,y € E, y usando la linealidad de g y f :
(go f) Oz + py) = g[f Az + py)] = g [N (2) + puf(y)]

= Ag[f @)+ pug [fW)] = A(go f)(x) + nlge f)(y)

es decir, g o f es lineal.

5. Llamemos M = | f]gg , N = [g]gi. La ecuacién matricial de f en las bases
BE y BF es

Y =MX, (X coord.dexen Bg, Y coord. de y = f(z) en Bp).
La ecuacién matricial de g en las bases Br y Bg es
Z =NY, (Y coord. de yen Bp, Z coord. de z = g(y) en Bg).
Las anteriores relaciones implican
Z=NMX)=(NM)X,

(X coord. de x en Bp, Z coord. de z = g(y) = g[f(z)] = (go f)(x) en Bg).
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Por tanto, la matriz de g o f en las bases Bg y Bg es
B B B

[gOf]Bg =NM = [Q]B? ) [f]Bg
6. Dado que f~! o f = I (aplicacién lineal identidad en E):

B - B -11B B

[IE]BE =[f ! Of]Bg =[f 1]3? [f]Bg

Ahora bien, la matriz de la aplicacion lineal Ig respecto de cualquier base
Bpg es claramente la matriz identidad I, por tanto:

Bg

I=[fMpE A5t = [f 50 = ([ﬂﬁz)_l-

7. Primero veamos que Im f C ker f. En efecto, si y € Im f, existe x € F tal
que y = f(x). Aplicando f a ambos lados queda f(y) = f%(z) = 0(x) = 0,
luego y € ker f.

Por tanto, dim(Im f) < dim(ker f) que junto a la hipétesis dim(Im f) >
dim(ker f) implica dim(Im f) = dim(ker f). Aplicando ahora el teorema de
las dimensiones para aplicaciones lineales:

n = dim(ker f) + dim(Im f) = 2dim(ker f) = n es par.

8. Consideremos la matriz

X

I
cooco
co oo
o~ oo

o O o

Esta matriz cumple A% = 0. Sea B = {uy,us,u3,us} una base de R3[z] y
definamos la aplicacién lineal T' : Rs[z] — Rs[z] que satisface

T(ui) =0, T(uz2) = w1, T'(ug) =0, T(ug) = us.

La matriz de T en B es A, por tanto, queda garantizado que T oT = 0.
Los vectores de W son de la forma a(—1 + 2?) + b(x + %) y los vectores
—1+ 23,  + 22 son linealmente independientes, por tanto una base de W
es {—1+ 23, 2 + 22}. Queremos ademéas que ImT' = W, por tanto elegimos
la base de Rg[z] :

3 2
B:{u17u27u37u4}7 U1:—1+ZL’,U2:1, U3:$+$,U4:$,

lo cual asegura que {u1,uz} C Im7T y por tanto, W C Im 7. Como dim(Im7') =
rg A =2=dim W, se verifica W = ImT.
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En consecuencia, una aplicaciéon que satisface las hip6tesis del enunciado es
la que cumple:

T(-1+2%) =0 ~T(1)+T(z3) =0
T(1)=—1+23 bi T(1)=—1+a3
Tx+22)=0 °”" ) T(@)+T(?) =0
T(z) =+ 22 T(z) =x+ 22

T(1)=—-1+a3
T(zx) =z +2?
T(2%) = —2 — 22

-1 0 0 -1
0 1 -1 O
M= 0 1 -1 0
1 0 0 1

10.11. Descomposicién candnica, teorema de iso-
morfia

1. Sea f : EF — F una aplicacién lineal. Demostrar que

(a) n: E — E/ker f, n(z) = x + ker f es epimorfismo.

(b) g: E/ker f = Im f, g(x +ker f) = f(x) es isomorfismo.
(¢) i:Im f — F, i(z) = x es monomorfismo.

(d) El siguiente diagrama es conmutativo:

E—L .F

nl T
E/ker f L5 Im f

es decir, f =iogon.

2. Se considera la aplicacién lineal f : R* — R? cuya matriz respecto de la
base canénica B de R* y la canénica B’ de R3 es

2 -1 1 0
A=|1 -1 2 -1
-1 -1 4 -3
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(a) Hallar unas bases C y D de E/ker f e Imf respectivamente.

(b) Hallar la matriz N de n respecto de las bases B y C.

(c) Hallar la matriz A de f respecto de las bases C y D.

(d) Hallar la matriz I de i respecto de las bases Dy B'.

(e) Comprobar que A = AN . ;Por qué ha de cumplirse necesariamente
esta igualdad?

Solucién. 1. (a) Para todo A, u escalares y para todo z,y elementos de E :
n(Az + py) = (Az + py) + ker f = (A + ker f) + (uy + ker f)

= Mz + ker f) + u(y + ker f) = An(z) + pn(y),

es decir n es lineal. Por otra parte, todo vector x 4+ ker f € E/ker f es
x+ker f = n(z), luego n es sobreyectiva. Concluimos que n es epimorfismo.

(b) Veamos que la aplicacién g estd bien definida, es decir que g(x + ker f)
no depende del representante x sino de la clase en si. En efecto, supongamos
que = +ker f = y+ker f, entonces x —y € ker f que equivale a f(z—y) =0,

luego f(x) — f(y) = 0y por tanto f(z) = f(y).
Veamos que g es lineal. Para todo A, it escalares y para todo z+ker f, y+ker f
elementos de E/ker f :

gz +ker f) + p(y + ker f)] = g[(Az + py) + ker f] = f(Ax + py)

=AM (@) + pf(y) = Ag(x + ker f) + pg(y + ker f).

Veamos que g es monomorfismo. El niicleo de g es:
kerg = {z+ker f € E/ker f : g(z+ker f) = f(z) = 0} = {ker f} = {O+ker [},

es decir el nicleo de g se reduce al vector nulo de E/ker f lo cual implica
que g es inyectiva.

Veamos que g es epimorfismo. En efecto, si 2/ € Im f, entonces 2’ = f(z)
para algin x € F, luego 2’ = g(z + ker f). Esto implica que g es sobreyecti-
va. Concluimos que g es isomorfismo.

(c) Para todo z,y elementos de Im f, i(x +y) = z+y = i(z) + i(y) es decir,
i es lineal. Ademas, i(x) = i(y) implica = = y, luego i es inyectiva.

(d) Para todo z € E, (iogon)(z) = (iog)(z +ker f) = i(f(z)) = f(z), por
tanto, iogon = f.

2. (a) El nucleo de f es
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201 —xo+ 23 =0
ker f = T1 — X2 +2x3—x4 =0
—x1 — To + 4x3 — 3x4 = 0.

Escalonando el sistema obtenemos la base {(1,3,1,0),(1,2,0,—1}. Comple-
tando esta con los vectores {(0,0, 1,0), (0,0,0,1)} obtenemos una base de R*
con lo cual una base de E/ ker f es C = {(0,0,1,0)+ker f, (0,0,0,1)+ker f}.
Por otra parte el rango de A es 2 y las dos primeras columnas son lineal-
mente independientes de lo cual obtenemos inmediatamente una base de la
imagen de f: D = {(2,1,-1),(1,1,1)}.

(b) Para calcular N hallemos los transformados de la base B en funcién de
la base C. Expresemos

n(1,0,0,0) = (1,0,0,0) +ker f = [(0,0, 1,0) +ker f] + B[(0,0,0,1) + ker f].

De la definicién de las operaciones y de igualdad de vectores en el espa-
cio vectorial cociente, para que se verifique la igualdad anterior el vector
(1,0, —a, —f) ha de pertenecer a ker f o equivalentemente

13 1 0
rg|l 2 0 —-1|=2&...ca=2,=3
10 —a —p

es decir, n(1,0,0,0) = 2[(0,0,1,0) 4+ ker f]+ 3[(0,0,0, 1) + ker f]. Repitiendo
el proceso obtenemos:

n(1,0,0,0) = 2[(0,0,1,0) + ker f] 4 3[(0,0,0, 1) + ker f]
n(0,1,0,0) = —[(0,0,1,0) + ker f] — [(0,0,0,1) + ker f]

(0,0,1,0) + ker f] 4 0[(0,0,0,1) + ker f]
10,0, ,O)+kerf]—I—[(0,0,0,l)—i—kerf].

n(0,0,1,0) = |
n(0,0,0,1) =0

2 -1 10
Transponiendo coeficientes: N = [3 10 1] .
(c) Hallemos los transformados de los elementos de C en funcién de los de D

£1(0,0,1,0)" + ker f] = £[(0,0,1,0)}] = A(0,0,1,0) =
(1,2,4)t = v(2,1, 1)t + §(1,1,1) .

Resolviendo obtenemos § = 3, = —1. Procedemos de manera andloga para
el otro vector de C y obtenemos

{

|

[(0,0,1,0) + ker f] = —(2,1, — 1) +3(1,1,1)%,
[(0,0,0,1) + ker f] = 1(2,1, — 1

)
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Transponiendo coeficientes: A = [_‘; _12] .

(d) Hallemos los transformados de los elementos de D en funcién de los de
B/
i(2,1,-1) = (2,1,—-1) = 2(1,0,0) + 1(0,1,0) — (0,0, 1),
i(1,1,1) =(1,1,1) = 1(1,0,0) + 1(0,1,0) + 1(0,0, 1).

2 1
Transponiendo coeficientes: I; = | 1 1
-1 1

(e) Comprobemos que I; AN = A. En efecto:

2 1
LAN=| 1 1 [—1 1] [2 -1 1 0}:
-1 1

3 —2[|3 -1 0 1
1 0 2 -11 0
2 -1 Ejéﬂ: 1 -1 2 —1| =A
4 -3 -1 -1 4 -3

Era de esperar esta igualdad como consecuencia de la conocida férmula que

relaciona la matriz de la composicién de aplicaciones lineales con el producto

de las respectivas matrices: [h o g]gi’ = [h]gg - g] gf.

10.12. Cambio de base, matrices equivalentes

1. Calcular los valores de a € R para los cuales son equivalentes las matrices

reales:
1 2 3 1 1 5
A= [1 1 O} , B= [1 1 a} ’

2. Sea f : R? — R3 la aplicacién lineal cuya matriz respecto de unas

1 -1 3
2 0 3].Hallar

la matriz de f respecto de las nuevas bases Bﬁ@ = {u1 + ug,u; —uz}t y
Bps = {v1,v1 +va,v1 + v2 + v3}.

bases Brz = {ui,us} v Brs = {vi1,v2,v3} es A = {

3. Sea T : R? — R? la aplicacién lineal dada por
T(27 -1) = (17 1)a T(S? 1) = (2,4).

Hallar la matriz de T en la base canénica de R2.
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4. Se considera la aplicacién lineal f : R* — R* cuya matriz asociada res-
pecto de las bases canodnicas es

-1 2 3
2 -4 -6
A= 0 -1 -2
1 1 3

Localizar bases de R? y R* para que la matriz asociada a f sea de la forma

['8" 8} , verificando el resultado.

5. Se considera la aplicacién lineal f : Rz[x] — Ra[z] dada por
fp) = —p(0) + 7.
. I, 0
Hallar un par de bases en las que la matriz de f sea 0 ol

6. Sea A la matriz de una aplicacién lineal f : E — F, en las bases B =
{ui,...,um} y Bp = {v1,...,v,}. Sean las nuevas bases By, = {u},...,u;,}
y B ={v],...,v),}.

Demostrar que la matriz de f en las bases B, y B es Q ' AP, siendo P la
matriz de cambio de Bg a By, y @ la de cambio de Br a B.

7. Demostrar que la relacién en K" : A ~ B & A es equivalente a B, es
una relacién de equivalencia.

8. Sea f : E — F una aplicacion lineal con dim £ = m, dim F' = n fini-
tas y sea dimIm f = r. Demostrar que existen bases Bp y Bp de E y F
respectivamente tales que:

=[5 o
siendo I, la matriz identidad de orden 7.
Solucién. 1. Las matrices A y B tienen el mismo orden, por tanto son
2 _ —1 # 0, el rango

11
de A es 2. Restando a la segunda fila de la matriz B, la primera:

equivalentes si, y sélo si rg A = rg B. Dado que

11 1
rgB—rg[O 0 a_5]—2<:>a—57$0.

Es decir, A y B son equivalente si, y solo si a # 5.
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2. La matrices de cambio de Bp2 a Bﬁv y de Bps a Bﬁ{3 son respectivamente
111
P= F 1 } , @=10 1 1
0 0 1

La matriz pedida es por tanto:

113 2 8
-1 o _ =
Q AP_..._Q[_1 9 _2].

3. Tenemos que hallar la matriz de T' con respecto a la base candnica en el
espacio inicial y la misma en el espacio final.

Primer método. Usemos el conocido teorema del cambio de base para apli-
caciones lineales. Llamemos F = F = R? y consideremos las bases:

BE = {u1 = (2, —1), Uy = (3, 1)}, BF — {Ul = (1,0), Vo = (0, 1)}
Se verifica

T(ul) = V1 + Vg
T(UQ) = 2v1 + 4vo,

La matriz de T en las bases Bg vy Br es por tanto:
1 2
A= [1 4] |

Elijamos como nuevas bases Bf, = B, = {v1,v2}, es decir la canénica tanto
en el espacio inicial como en el final. Tenemos:

up = 2v1 — vy V1 = V1
uz = 3v1 + Vo, vg = va.
Despejando v; y vg en la dos primeras igualdades:

{ 1)1:(1/5)U1+(1/5)U2 {1)1_7)1
Vg = (—3/5)U1 + (2/5)U2, Vo = V2.

En consecuencia, las matrices de cambio P (de Bg a Bf;) y Q (de Bp a B})

son
111 -3 10
P_5L 2} Q‘L J’
y la matriz pedida es

up_ -1 [102] 11 3] _1[3 1
QAP =1 L 4 5L 2]_5 5 5|°
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Segundo método. Llamemos ahora B = {e1, e} a la base canénica de R2.
Las igualdades T'(2,—1) = (1,1) y T'(3,1) = (2,4) implican:

T(2€1 — 62) =e€1+ ey
T(3e1 + e2) = 2e; + 4es.

Usando que T es lineal:

2T(€1) — T(eg) =e1 + ey
3T(e1) + T'(e2) = 2e1 + 4es.

Resolviendo el sistema obtenemos

{T(el) = (3/5)61 + e2
T(eg) = (1/5)61 + e3.

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz de 7' en la base candnica
del espacio inicial y la misma en el final:

13 1
TR = - :
T =3 [5 5}
4. Facilmente comprobamos que el rango de la matriz es 2, por tanto busca-

mos bases B = {u1,uz,u3} y B’ = {v1,v2,v3,v4} de R? y R* respectivamente
tales que la matriz de f en estas bases sea:

100
010 [k o
000_[00}’
00 0

es decir las bases buscadas han de verificar

flur) = v
fluz) = v2
f(us) =0.

El vector ug ha de pertenecer al nicleo de f. Hallamos una base del mismo, y
obtenemos uz = (1,2, —1)!. Los vectores v1, vo han de pertenecer a la imagen
de f . Hallando una base de esta, obtenemos v; = (—1,2,0,1)!, (2, —4,—1,1)*
e inmediatamente u; = (1,0,0), uy = (0,1,0)*.

Basta que anadamos a vy, vg otros dos cualesquiera wvg, v4 para completar
un base de R*. Elegimos por ejemplo v3 = (0,1,0,0), vy = (1,0,0,0). Por
tanto, unas bases de R? y R* para que la matriz asociada a f es de la forma

I, 0
[ 0 0} son
B =1{(1,0,0)",(0,1,0)", (1,2, -1)"},
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={(-1,2,0,1)",(2,-4,-1,1)",(0,1,0,0)",(1,0,0,0)" } .

Verifiquemos el resultado. La matriz de cambio de la canénica de R? a la B
es

10 1
P=101 2],
00 —1

y la de cambio de la canénica de R* a la B’ es

-1 2 01
2 -4 10
@= 0 -1 00
1 1 00

Segin un conocido teorema, se ha de verificar

s [Ioo

o de forma equivalente:

0
AP = Q[O 0]
Por una parte tenemos:
-1 2 3 -1 2 0
1 0 1
2 —4 -6 2 —4 0
AP = 0o -1 -2 8 (1) 31 0 -1 0|’
1 1 3 1 1 0
y por otra
-1 2 01 1 00 -1 2 0
0 I, 0Of |12 -4 10 010 |2 —-40
0 of [0 -1 00 0 00 0 -1 0|’
1 1 0 0 0 00 1 1 0

lo cual verifica el resultado.

5. Hallemos la matriz A de f respecto de la base canénica B = {1, z, 22, 23}
del espacio inicial y la canénica B’ = {1,z, 22} del espacio final. Tenemos:

F)=-14+0=—
flz)=—-0+1=1
f@?)=-0+2z =2z
f(23) = =0+ 32% = 322,
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y transponiendo coeficientes:

-1

10
A= 0 2
0 0

w O O

0
0
El rango de la matriz A es 3, por tanto buscamos bases C' = {uy, ua, us, uq}

y C" = {v1,v9,v3} de Rs[x] y Ro[z] respectivamente tales que la matriz de
[ en estas bases sea:

1000
010 0|=[ 0],
0010

es decir las bases buscadas han de verificar

flu) = v
f(uz) = v2
f(us) =v3
f(ug) =0.

El vector u4 ha de pertenecer al nicleo de f. Hallamos una base del mismo,
y obtenemos u4 = (1,1,0,0)! (en coordenadas en B). Los vectores vy, va, v3
han de pertenecer a la imagen de f . Hallando una base de esta, obtene-
mos v; = (1,0,0), vo = (0,2,0), v3 = (0,0,3)" (en coordenadas en B’)
e inmediatamente u; = (0,1,0,0)%, ug = (0,0,1,0)!, ug = (0,0,0,1)" (en
coordenadas en B).

Por tanto, unas bases de Rs[z] y Ra[z] para que la matriz asociada a f es

de la forma
I. 0
0 0

C = {(0,1,0,0), (0,0,1,0)", (0,0,0,1)",(1,1,0,0)'},
¢’ = {(1,0,0)",(0,2,0)",(0,0,3)"} .

en coordenadas en B y B’ respectivamente. Es decir, son

son

C= {x,a:Q,x?’, 1 —I—:c} , C'= {1,2x,3x2} .
Verifiquemos el resultado,

f(x)=-04+1=1=1+0-(22)+0- (32?)

(2?) = —0+20=22=0+1-(22)+0-(3z?)

f
f(@3)=—-0+322=322=0+0-(27) + 1 (32?)
fl4+2)=-1+1=0=0+0-(2z) +0-(322),
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y transponiendo obtenemos la matriz de f en las bases C'y C’:

o O =
o O O ~

0
1
0

= o O

como era de esperar.

6. La ecuacion matricial de f en las bases B y Br es
Y = AX, (X coord. de x en B, Y coord. de y = f(x) en Bp). (1)

La ecuacion matricial del cambio de la base Bg a la B}J es

X =PX', (X coord. de x en Bg, X' coord. de x en Bf). (2)
La ecuacion matricial del cambio de la base Br a la B}; es

Y =QY’, (Y coord. de y en Bp, Y’ coord. de y en Bf). (3)
Sustituyendo (2) y (3) en (1), queda QY' = AX’, es decir:
V' = (Q'AP) X', (X’ coord.de x en Bf, Y’ coord. de y = f(z) en Bj).
En consecuencia, la matriz de f en las bases By y By es Q7 1AP.

7. Reflexiva. Para todo A € K™ ™ se verifica A = I, 'Al,, siendo I, I,
invertibles, luego A ~ A.
Simétrica. Para todo A, B € K"*™ .

A~ B =3P c K™™ 3Q € K" invertibles : B = Q 'AP

= A=QBP™ =(Q)'B(PT),

siendo Q! y P~! invertibles, por tanto A ~ B = B ~ A.
Transitiva. Para todo A, B,C € K"*™ .

A~ B _ 3P € K™, 3Q; € K™ invertibles : B = QAP
B~C dP, € K™*™ 3Q9 € K™*™ invertibles : C' = QEIBPQ

= C=Q;'QT"APP, = (Q1Q2) 'A(P D),
siendo Q1Q2 y P1 P invertibles, por tanto A ~ By B ~ C, implica A ~ C.

8. Sea {uq,...,up} base del nicleo de f. Podemos ampliarla hasta obtener
una base

{ur, ..., up,upi1,. .., upm}
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de E. Se demostrd (teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales)
que {f(upt1),...,f(um)} es base de la imagen de f. Como r = m — p
el sistema {f(up+1),...,f(um)} tiene r vectores con lo cual lo podemos
expresar en la forma

{Ul = f(up-i-l)a ceey Up = f(um)}

Consideremos la base en E :

Bg = {upt1,. .. Um,u1, ..., up},
y la base en F':
BF = {vlv <oy Uy Upt1, - '7Un}7
obtenida ampliando el sistema libre {v1,...,v,}. Entonces,
f(up+1) =0
f(um) = Ur
flu1) =0
flup) =0,

y transponiendo coeficientes obtenemos
B I, 0O
sy = [0 0} ‘

10.13. Cambio de base en endomorfismos, matri-
ces semejantes

1. Sea f el endomorfismo en R? cuya matriz en la base canénica B es

2 0 1
A=10 1 -1
2 -1 2

Hallar la matriz de f en la base B’ = {uj,u2,us}, siendo w3 = (1,1,1),
ug = (1,2,2), ug = (2,3,1).

2. Sea f : R? — R? el endomorfismo cuya matriz en la base B = {(1,2), (3,1)}

es A= {_1 2

3 5} . Hallar la matriz de f en la base candnica de R2.
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3. Sea T : R? — R? el endomorfismo dado por T'(x1, ) = (x1,0). Hallar la
matriz de T en la base B = {(1,2),(—1,3)}.

4. Sea A la matriz de un endomorfismo f : E — E, en la base de FE,
B ={ui,...,up}. Sea la nueva base B' = {u],...,ul}.

Demostrar que la matriz de f en las nueva base B’ es P~ AP, siendo P la
matriz de cambio de B a B’.

5. Demostrar que la relacién en K"*" : A ~ B < A es semejante a B, es
una relaciéon de equivalencia.

6. Demostrar que dos matrices semejantes tiene la misma traza y el mismo
determinante.

7. Encontrar dos matrices con el mismo determinante y con la misma traza
pero que no sean semejantes.

Solucién. 1. Llamemos B = {ey, es, €3}, entonces

uy =e1 t+es+eg
uUo = ey + 2es + 2es3.
us = 2e1 + 3ea + €3

La matriz P de cambio de la base B a la B’ es por tanto
11 2
P=1{1 2 3f,
1 21

en consecuencia la matriz de f en la base B’ es

1 —-15 —-20 -—17
[f]B/=P*1AP:...=—5 3 4 5
3 4 1
2. Llamemos B, = {e1,es} a la base canénica de R? y sea v; = (1,2),
v2 = (3,1). Entonces,
v] = e1 + 2e9
{UQ =3e1 + €9

por tanto, la matriz de cambio de B, a B es H = B ﬂ v la de B a B, es

P = H~'. En consecuencia, la matriz de f en la base candnica es

—plAp— S R P
flp. =P 'AP=HAH '=...= |0 |
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3. Primer método. Llamando B. = {ej,es} a la base canénica de R? y
U1 = (1a2)7 V2 = (_173)a

T(e1) =€ v1 = e1 + 2es
T(€2) =0 vy = —eq1 + 3ea,

por tanto la matrices A de T en la base candnica, y la de cambio de la

canonica a la B son:
10 1 -1
a=lp o 7= 5]

En consecuencia, las matriz de T en B es
113 -3
_ p-1 _ _
[T]p =P AP—...—5 [_2 2].

Segundo método. Hallemos los transformados de los vectores de B en funcién

de B :
{ T(1,2) = (1,0) = a1(1,2) +012(—1,3)
T(_lag) = (_LO) = 61(172) +B2(_173)'

Igualando componentes y resolviendo los sistemas, obtenemos
(071 :3/57 Qg = _2/57 /Bl = _3/57 ﬁ? :2/57
por tanto
3 2
T(Ul) = —U1 — U9
5] 5)
T (va) 5 + 2
Vo) = ——v1 + =V
2 FUL T EV2

y transponiendo coeficientes:

113 -3
Tls =3 {—2 2 ] '
4. Si en el teorema general del cambio de base para aplicaciones lineales,

hacemos Bg = Bp = B y B, = B}, = B’ entonces, P = ) y por tanto

[fl = [f]?; = Q 'AP =P AP,

5. Reflexiva. Para todo A € K™ se verifica A = I, 1 AI, siendo I,,, inver-
tible, luego A ~ A.
Simétrica. Para todo A, B € K"*™ :

A~ B = 3P c K" invertible : B= P~ 1AP
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= A=PBP ' =P H B,

siendo P! invertible, por tanto A ~ B = B ~ A.
Transitiva. Para todo A, B,C € K™"*" :

A~B _ [3P € K™ invertible : B = PlAP
B~C 3P, € K™ invertible : C' = P, 'BPy
= C =Py 'P['APP, = (P P) PA(PLPy),
siendo P P, invertible, por tanto A ~ By B ~ C, implica A ~ C.

6. Si A,B € K™ son semejantes, existe B € K™ invertible tal que
B = P~'AP. Tomando determinantes, y usando conocidas propiedades:

1
|P]
Por ora parte, dadas dos matrices M, N € K"*" sabemos que tr(MN) =
tr(NM). Entonces

|B| = |P'AP| = |P7'||A]|P| = —: |A] [P| = |A].

tr B = tr(P"'AP) = tr (P7'(AP))
=tr (AP)P™") = tr (A(PP™ ")) = tr(Al) = tr A.
7. Elijamos las matrices de R?*? :
00 1 -1
TR
Se verifica |A| = |B| =0y tr A = tr B = 0, sin embargo para toda matriz

P € R?*? invertible, P~'AP = P7'0P = 0 # B lo cual implica que A y B

no son semejantes.

10.14. Anillo de los endomorfismos y grupo lineal

1. Demostrar que (Endg(E),+,0) es un anillo unitario, en donde + es la
suma habitual de aplicaciones lineales y o la composicion.

2. Sea FE espacio vectorial sobre el cuerpo K y de dimensién finita n. Sea B
una base de E. Demostrar que la aplicacién

¢ Endg(E) = K", o(f) =[fls

es un isomorfismo de anillos.

3. Demostrar que para todo A € K y para todo f,g € Endg(F) se verifica
(Ag)o f=Agof)=go(Af)
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Solucién. 1. Veamos que (Endg(E), o) es semigrupo. Habiamos demostra-
do que la composicién de aplicaciones lineales es lineal, en consecuencia para
todo f,g € Endg(F) se verifica f og € Endg(F). La composicién de aplica-
ciones es en general asociativa, luego lo es en Endg (F).

Veamos que la operacion o es por distributiva respecto de la +. Para todo
f, g, h elementos de Endg(FE) y para todo = € E,

(folg+h)(x)=F((g+h)(x) = f(g(x)+h(x) = f(g(x)) + [ (h(z))

= (fog)@)+ (foh)(z)=(fog+ foh)(x),

y por definicién de igualdad de aplicaciones, fo(g+h) = fog+ foh. Por
otra parte,

((g+h)of)(z) = (g+h)(f(2) =g (f(2)+h(f(z))

=(go f)(@) + (hof)(x)= (g0 f+hof)(x),

y por definicién de igualdad de aplicaciones, (g+h)o f = go f+ho f. Hemos
demostrado que (Endg(FE), +,0) es un anillo.

El anillo es unitario pues la aplicacién identidad Iz es un endomorfismo en
E que para todo f € Endg(FE) verifica folg = Igo f = f. Es por tanto
elemento neutro para la operacién o.

2. Vimos que para espacios vectoriales F y F' de dimensiones finitas,
¢: Lxg(E,F)— K™

definida por ¢(f) = | f]gg es un isomorfismo de espacios vectoriales. Como
caso particular (E = F'y Bg = Br = B), la aplicacién ¢ es biyectiva y
homomorrfismo de grupos. Por otra parte, para todo g, f € Endg(FE) :

elgo f)=1lgo flz=lg0 f13 =913 [f1Z = l9]s [f]z = ©(9) ()

Hemos demostrado que ¢ es isomorfismo de anillos. Ademés, (Ig) = [Ig]p =
I,, (matriz identidad de orden n), es decir ¢ transforma el elemento unidad
del anillo inicial en el elemento unidad del anillo final.

3. Para todo x € E:

[(Ag) o fl(x) = (Ag)[f ()] = Aglf (2)] = Al(g o f)(2)] = [A(g o /)](x),

y por definicién de igualdad de aplicaciones, (Ag) o f = A(go f). De manera
analoga se demuestra que A(go f) =go (\f).
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10.15. Espacio dual, base dual

1. Encontrar la base B de E' = Ry[x] cuya dual es B* = {f1, f2}, siendo

1 2
A = [ pta) de. o)) = [ plo) da,
2. Encontrar la base dual de la base de R?, B = {(1,-2),(3,4)}.

3. Usando el concepto de matriz inversa, encontrar la base dual de la base
de R3 :

B={(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)}.
4. Sea E = {p € R[z] : gradop <2} y ¢ € E*, p(p) = p(1) + p(—1). Hallar
las coordenadas de ¢ en la base dual de la B = {5,2 + 3,1 — 2%},

5. Sea E un espacio vectorial real, B = {ej, ez, e3} una base del mismo y
g : E — R la forma lineal que cumple g(e; + e2) = 2, g(ea —e3) = 1,
g(es —e1) = 3. Hallar las coordenadas de g en B*.

6. Sea K cuerpo con caracteristica distinta de 2. y de 7. Estudiar si las
siguientes formas lineales forman una base del espacio dual de K>

fl(xvyuz) . 2.’E—y+32,
f2($7yvz) =3z — 9y + z,
f3($7yvz) =4dr+ 7y+2,

En caso afirmativo, hallar las coordenadas de f(x,y, z) = z+y+2 en tal base.

7. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, de dimensién finita n y B =
{e1,...,e,} una base de E. Demostrar que B* = {f1,..., f,} es base de E*,
en donde

filen) =1 fa(e1) =0 fn(e1) =0
fi(e2) =0 fa(e2) =1 fn(e2) =0
filen) =0 alen) =0 fulen) =1

8. Se consideran los elementos de (Ra[z])™ :

1
¢1(p)=/0 p(x) dz, ¢a(p) =p'(1), ¢3(p) = p(0).

Hallar una base de Ry[z] cuya dual es {¢1, ¢2, P3}.
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Solucién. 1. Llamemos B = {e1(z), ea(z)}, siendo e (z) = a1+b1z, ea(z) =
as + box. Por definicién de base dual,

filer) =1 fl(al +bix)de =1 [a1z + blx2/2]1 =1
{fg(el) 0 < {f%(al + blx) dr =20 < {[all‘ + 61562/2]% =0

a1—|—b1/2:1 a1 =2 e
<:>{2a1+2b1:0<:>{b1:_2<:>61(x)—2 2x.

fi(e2) =0 fl(ag + byz) de =0 [asz + b2x2/2]1 =0
{fz(ez) 1 < {f%(ag + boz) de =1 < {[@x + b2x2/2]0 =1

a2+b2/2:0 a2:—1/2 _
<:>{2612+2bg:1<:>{ by = 1 Sex)=-1/2+.

Por tanto, B = {2 — 2z, —1/2 + x}.
2. Llamemos B* = {f1, fo}. Dado que fi y f2 pertenecen a (R?)*, son apli-

caciones lineales de R? en R y sus expresiones matriciales en las respectivas
bases candnicas tienen la forma

e l=lo o2 ==l q[2].

Por definicién de base dual:

{fl(la _2) =1
f1(374) =0

[ 9] [—2] = @{a—szl

3a+4b=0

= {ba_Z_‘l?{/lloo o y1 = (4/10)z; — (3/10)xs.

PP A B R P
{f;ﬁé,zj)z L e ? b}[ﬁ; ‘:’{3c+246i1:01

& {Zziﬁg &y = (2/10)21 + (1/10).

Por tanto, la base pedida es B* = { f1, f2} siendo:

1 1
fi(x1,22) = 5(4951 —3x2), fo(x1,72) = TO(le + x9).
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3. Llamemos B* = {f1, fo, f3}. Dado que fi, fo v f3 pertenecen a (R3)*,
son aplicaciones lineales de R? en R y sus expresiones matriciales en las
respectivas bases candnicas tienen la forma

I
fi= nl=la b o] |z2| (i=1,2,3),
3
o de forma equivalente

fi(xl,acg,xg) = a;x1 + b;xo + c;x3 (’L = 1,2,3).

Por definicién de base dual:

f1(2,1,1)=1 201 +b1+c1 =1
f1(1,2,1):0<:> a1 +2b14+c1 =0
f1(1,1,2)=0 a1 +b1+2c¢1=0
f2(2,1,1):0 2a9 +by+c5 =0
fo(l,2,])=1< Cas+2by+c2 =1
f2(17172):0 a2+b2+202:o
f3(27171):0 2a3—|—b3—|—03=0
f3(1,2,1) =0 < < az+2b3+c3=0
f3(1,1,2)= 1 a3+b3+203:1.
En vez de resolver los tres sistemas anteriores, podemos expresar
2 11 ay az as 1 0 0
1 2 1| by by b3 =1(0 1 0
1 1 2| |e1 ¢ c3 0 0 1
a1 ax as 211‘113—1—1
<:>b1b2b3:121 21—13—1
C1 Cc2 C3 1 1 2 -1 -1 3
Por tanto, la base pedida es B* = { f1, fa, f3} siendo

1
fi(z, 22, 23) = 1(3961 — 9 — T3),

1
f2(l’1,l‘2,$3) = Z(_xl + 3x9 — 333)7

1
f3(x1, 22, 23) = Z(_xl — 9 + 3x3).
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4. Sea B* = {f1, fa2, f3} la base dual de B, y sea ¢ = A\ f1 + Aafa + A3 fs.

Por definicién de base dual,

(ALf1 + Xafo + A3 f3)(5) = M1
(Aifi + Xafo + A3f3)(2 +3z) = Ao
(Afi+ Aafo + A3 f3) (1 — 22) = As.

Por tanto,
M =pbB)=5+5=10
o=p(2+32)=5+(-1)=4
As=p(1—2%) =0+0=0,

luego las coordenadas pedidas son (10,4, 0).

5. Dado que la aplicacion g es lineal:

gler+eg) =2 ger) +g(e2) =2
glez —e3) =1 & ¢ glea) —g(ez) =1
gles —e1) =3 gles) —gle1) =3

Resolviendo, obtenemos g(e1) = —1, g(ea) = 3, g(es) = 2. Sea B* =
{f1, f2, f3}, v 9 = AMf1 + Aafa + Asfs. Por definicién de base dual:

gler) = (Af1 + Aafo + Azf3)(e1) = M1
gle2) = (A fi + Xafo+ A3 f3)(e2) = A2
g(e3) = (Arfi + Aafo + A3f3)(e3) = As.

Las coordenadas de g en B* son por tanto (—1,3,2).

6. Dado que dim (K3)* = 3, los vectores f1, fo, f3 forman base de (K3)* si,
y s6lo si, son linealmente independientes. Supongamos que

Mfi+Afo+A3f3 =0, (A1, 2, A3 € K).

Entonces,
(Arf1 + A2 fe + A3/3)(1,0,0) = 0(1,0,0) 20 +3X2 +4X3 =0
(Af1 + A2fo + A3/3)(0,1,0) = 0(0,1,0) = ¢ — A1 =5 A +TA3 =0 (%)
(Arfi + Aafe + A3f3)(0,0,1) = 0(0,0,1) M+ X+ A3 =0.

El determinante de la matriz del sistema es

2 3 4
-1 -5 7|=-10-4+63+60—14+ 3 =98.
3 11
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Podemos expresar 98 = 2 - 72 y dado que la caracteristica de un cuerpo es
infinito a un ndmero primo, si

98 =1+1+---+1
N——

98 veces

fuera 0 la caracteristica de K seria infinito o un nimero primo dividiento a
98. Como la caracteristica de K es distinta de 2 y 7, se verifica 98 # 0. La
unica solucién del sistema (x) es la trivial, en consecuencia B = {f1, fo, f3}
es base del dual de K3. Si (&1, £2,&3) son las coordenadas de f en B, f =
§1.f1 + &2f2 + &3 f3. Entonces,

(§1f1 +&fa +E&3/3)(1,0,0) = f(1,0,0) 260+ 36 +486 =1
(§1f1 +&fa+E&313)(0,1,0) = £(0,1,0) = ¢ —& =56+ 7 =1
(§1f1 + &2 fa +E&33)(0,0,1) = £(0,0,1) 3 +&+86=1.

Resolviendo obtenemos (&1, &2,&3) = (15/49,—3/49,1/7).

7. Dado que dim E* = dim Lx(E,K) = (dim F)(dimK) = n - 1 = n, basta
demostrar que B* es un sistema libre. Para todo i = 1,2,...,n y teniendo
en cuenta que f;(e;) = d0;; (deltas de Kronecker):

AMfit+Xefot o+ Anfn=0=
(ALfi +Xafo + oo+ Anf) (€:) = 0(e;) = N =0,
luego B* es base de E*.

8. Llamemos B = {ei(z),e2(z),e3(x)}, siendo ei(z) = a1 + bz + 122,
ea(x) = ag + bax + cax?, e3(x) = asz+ bsx + c322. Por definicién de base dual,

¢1(61) =1 f01<a1 +bix + clac2) de =1

d)Q(el) =0« bl +2c1 =0
p3(e1) =0 a1 =0
a1 +01/2+c1/3=1 a1 =0
= b1 +2c1 =0 g by =3
a; =0 c1 = —3/2.
p1(e2) = fol(a2+ng+ch2) dr =1
(62)—14: by + 2cy = 1
P3(e2) = as =0
ag +b2/2+c2/3=0 as =0
= by +2c9 =1 & b2:—1/2

CLQZO 62:3/4.
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(151(63) =0 fol(ag + bsx + Cg$2) dr=1
(252(63) =0« b3 +2c3 =0
p3(e3) =1 a3 =1
as+b3/2+c3/3=0 az =1
=2 bs +2c3 =0 &< bg=-3
(l3:1 62:3/2.

La base pedida es por tanto:

B = {3z — 32%/2, —x/2 + 32?/4, 1 — 3z + 32%/2}.

10.16. Cambio de base en el espacio dual

1. En R? se consideran las bases:
B ={(1,1,0), (—-1,0,2), (0,2,5)}
By ={(0,1,1), (1,1,1), (3,1,0)}.

Hallar la matriz de cambio de B} a Bj.

2. Sean F un espacio vectorial de dimensién 2, B y B’ bases de E, y P la
matriz de cambio de B a B’. Demostrar la matriz H de cambio de B* a
(B')* es H= (P’l)T.

Solucién. Recordemos que si E es un espacio vectorial de dimensién finita,
By B’ son bases de E, y P es la matriz de cambio de B a B’, entonces, la
matriz de cambio de B* a (B')* es (P‘l)T.

1. Hallemos la matriz de P de cambio de B; a Bs. Expresemos:

(Oa 17 1) =3 a1(17 170) +a2(_1a072) =+ a3(07275)
(]-a ]-7 ]-) S Bl(la 170) + 52(_1)0) 2) +53(O>255)
(3a 170) = 71(17 170) +72(_17072) +’Y3(07275)
Por tanto,
ar fiom
P=laz f2 7
as Bz 3

Podriamos resolver los tres sistemas independientemente, ahora bien, estos
equivalen a la igualdad:

1 -1 0 aq 51 71 01 3
1 0 2 (%) 52 Y2 | = 1 11
0 2 5 a3 53 Y3 1 1 0
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Entonces,
1 -1 0]'[0o 13
P=11 0 2 111
0 2 5 110
Usando conocidas propiedades de la transposicién y de la inversa:
— T
. 01 3 1 -1 0
P =111 1 0 2
1 1 0] 0 2 5
1 10701 17"
=|-1 0 2|1 1 1
0 2 5] |13 10
Operando obtenemos la matriz pedida:
. 2 -2 1
Py =|-3 5 -2
-4 9 =3

2. Sean B = {uy,u2}, B' = {v1,v2}, B* ={f1, fo}, (B)* ={g1,92} v

{Ul = pr1u1 + p1auz {91 = hi1f1 + hiafo
Vg = P21U1 + P22z 92 = ho1 f1 + haa fo,

con lo cual
p_ [Pn p21]  H-= [hn h21] _
D12 P22 hia  hoo
Por definicién de base dual

g1(v1) =1 [g2(v1) =0
{gl<v;>=0 {92@2):1@

{ (h1f1 + ha2f2)(priur + praug) =1
(h11f1 + hi2f2)(p21ur + pagug) =0,

{(h21f1 + haa fa)(p11u1 + piauz) =0
(ha1 f1 + hoa f2)(p21u1 + pagug) =1

h11p11 + h12p12 = 1 ho1p11 + hoopia =0
h11p21 + h12p2o =0 ho1p21 + hoopas = 1

PN [pn plz] [hn h21} _ {1 0]
p21 D22 |hi2  hoo 0 1
ePTH=TeH=(P") ' = (PN,

Nota. El método anterior es facilmente generalizable a dimensién n.
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10.17. Subespacio conjugado o anulador

1. En R* y respecto de una base B se considera el subespacio de ecuaciones

cartesianas:
r1—x9+ax3—224 =0
F: 201 —xo+ 223 =0
T1+ 22— 23+ 314 =0

Hallar unas ecuaciones cartesianas del subespacio conjugado o anulador F©,
en la base B*.

2. Sea FE espacio vectorial sobre el cuerpo K y F' subespacio de E. Demostrar
que FO = {f € E*: f(x) = 0Vz € F} es subespacio de E*.

3. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, F' subespacio de 'y Brp =
{ug,...,u,} base de F. Demostrar que f € F* < f(u1) =...= f(u,) = 0.

Solucién. 1. Llamemos B = {e1,es,e3,e4}, B* = {f1, fo, f3, fa}. Usando
el conocido método para hallar una base de un subespacio dado por unas
ecuaciones cartesianas, obtenemos la base de F' : Bp = {(1,8,3,—2)} (en
coordenadas en B), es decir:

Br = {e1 + 8ea + 3e3 — 264}.

Todo vector f del dual de R? es de la forma f = x% fi + x5 fo + x5 f3 + 24 fa
con z; € R. Entonces,

fe F0<:>f(61+862—|—363—264) =0
& (21f1 + 25 fo + 25 fs + 23 fa)(e1 + 8ez + e — 2e4) =0
& ] + 85 + 325 — 225 = 0.
Unas ecuaciones pedidas son por tanto
FO:af +8x% 4 323 — 225 = 0.

2. La forma lineal nula 0 : £ — K satisface 0(x) = 0 para todo x € F, por
tanto pertenece a FV. Para todo f,g € F' y para todo « € F :

(f +9)(x) = f(2) + f(2) =0+ 0=0,

luego f + g € FY. Por tltimo, para todo A € K, para todo f € F° y para
todoz € F:

(Af)(@) = Af(x) = A0 =0,
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es decir \f € F°. Concluimos que FY es subespacio de E*.

3. =) Si f € F° f(x) = 0 para todo = € F, en particular f(uj) = ... =
f(ur) =0 pues {u1,...,u,} C F.

<) Supongamos que f € E* satisface f(u1) =...= f(u,) =0y sea z € F.
Como Bp es base de F, x = A\uji + ...+ Aru, para ciertos escalares \;.
Entonces, usando la linealidad de f :

f(x) = f()‘lul +~-'+/\rur) :Alf(ul)+'-‘+)\rf(ur)

=M0+...+10=0,

lo cual implica que f € F°.

10.18. Aplicacion transpuesta

1. Se considera la aplicacién lineal D : Rg[z] — Ro[z], D(p) = p/. Hallar la
matriz de la aplicacién transpuesta DT respecto de las bases duales de la
canonicas de Ro[z] y R3[z].

2. Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, E* y F™* sus duales
respectivos y f : E — F una aplicacion lineal. Demostrar que la aplicacién
transpuesta de f :

ffF =B [Ty =y of.
es una aplicaciéon lineal.

3. Demostrar que la aplicacién ¢ : Lx(E, F) — Lx(F*, E*), o(f) = T es
lineal.

4. Demostrar que si f € Lx(E,F) y g € Lx(F,G) entonces, (go f)T =
frogh.

5. Demostrar que si f € Lx(E, E), entonces (Ig)? = Ip-.

6. Demostrar que si f € Lg(FE,F), es isomorfismo también lo es f7 y

(FH =0

7. Sea K un cuerpo, y u : K? — K2 la aplicacién lineal u(z,y) = (z—vy, z+y).
Hallar u”'(f) siendo f la forma lineal dada por f(z,y) = ax+by con a, b € K.
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8. Sea f : R,[z] — R la forma lineal f(p) = f;p(m)da: con a,b € R. Sea D
el operador derivacién sobre R, [z] Calcular DT(f).

9. Dada T € (RQ)*, comprobar que T pertenece a (R?’)*, donde T viene
definida por

T(m,y,z) :T<$—|—y,x—f—y—2’)

Definamos ahora ¢ : (RQ)* — (R?’)* ,o(T)=T.
Demostrar que ¢ es lineal y calcular la matriz asociada a ¢ con respecto de
las bases duales de R? y R3.

Solucién. 1. Llamemos By y B2 a las bases candnicas de Rs[z] y Raz]
respectivamente:

By ={1,z,2% 2%}, By={l1,z,2°}.

Tenemos: D(1) = 0, D(z) = 1, D(2?) = 2z, D(23) = 3z%. Trasponiendo
coeficientes,

010
0 0 2
000

0
B
[D]Bi = 0,
3

por tanto la matriz pedida es la traspuesta de la anterior:

(05 = (101%) =

O O = O
o N O O
w o o o

2. Dado que f: E — F e y* : F — K son lineales, la composicién y* o f :
E — K es lineal. Es decir, f7'(y*) € E* y por tanto la aplicacién f7 estd bien
definida. Veamos que es lineal.

(1) Para todo y*, 2" € F* y para todo = € E :

1+ 2] (@) =[(y" +2") o fl(z) = [y o f +2" o f](z) =

(y o f) @)+ of)(@) = [f1(y")] (@)+[FT (")) (@) = [T (") + 1 ()] (2),

y por definicién de igualdad de funciones, f7(y* + 2*) = fT(y*) + f7(2%).
i1) Para todo A € K, para todo y* € F* y para todo =z € E :

[ Ow)] (@) = () o fl () = Ny o ) (@) = [AF(y7)] (2),

y por definicién de igualdad de funciones, f7(\y*) = AfT (y*). Concluimos
que fT es lineal.
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3. Dado que fT : F* — E* es lineal, fT € Lx(F*, E*) es decir, la aplicacién
© esta bien definida.
(1) Para todo f,g € Lx(FE, F) y para todo y* € F* :

(f+ W) =[(f+9)" W) =y o(f+g) =y of+yog

= 1) + 9" (") = le(DI") + [e@ly") = [e(f) + e(@)(y),

y por definicién de igualdad de aplicaciones, p(f + g) = ©(f) + ©(g).
i1) Para todo A € K, para todo f € Lx(E, F') y para todo y* € F* :

NI = AN =y* o (M) =Ay* o f)

=A%) = M) = DY)
y por definicién de igualdad de aplicaciones, p(Af) = Ap(f). Concluimos
que ¢ es lineal.

4. Para todo z* € G* :
(goN)T(z")=2"o(gof)=("og)of
=97 (=)o f = fTlg" ()] = (fT o g")(="),
y por definicién de igualdad de aplicaciones, (go f)T = fT o g7

5. Para todo y* € E* se verifica (Ig)T (y*) = y* o Ip = y* = Ip-(y*), y por
definicién de igualdad de aplicaciones, (Ig)? = Ig«.

6. Si f es un isomorfismo de E sobre F, f~! es un isomorfismo de F' sobre
E y se verifica f~'o f =1Ig, fo f~! = Ir. Tomando transpuestas:

fFo(f Y =1Ip, (fH o ff =1Ip-.

En consecuencia, f7 es invertible y (f~1)7 = (f7)~1.

7. Por definicién de aplicacién transpuesta:

uT (f)(x,y) = (fou)(z,y) = flulz,y)] = flz —y, 2 +y)
=a(z—y)+blz+y) =(a+bz+(b—ay.

8. Por definicién de aplicacién transpuesta

DT(f)(p) = (f o D)(p) = f[D(p)] = fIP(x)]
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9. Por hipétesis, T': R? — R es lineal. Definamos la aplicacién lineal
f:R3_>R27 f(x,y,z):(:):—l—y,x—i—y—z).

Entonces, (T o f)(z.y,z) = T (f(z,y,2)) = T(zr + y,x +y — z), por tanto
T =T o f y la composicién de aplicaciones lineales es lineal, lo cual implica
que T € (RS)* .

Para todo A, € R, para todo 11, Tb € (RQ)*, y aplicando conocidas pro-
piedades de la composicién:

QAT + pTy) = (A1 + pIz) o f

= )\(Tl o f) + M(TZ o f) = )‘QD(Tl) + /LSO(TQ)a

luego ¢ es lineal.

Observemos que la aplicacién dada ¢ es justamente la traspuesta de la f,
por tanto la matriz de ¢ = f7 en las duales de las candnicas es la traspuesta
de la de f en las candénicas. Ahora bien,

x x
11 0
z z
luego la matriz pedida es:

11 017 |!
11 -1 — |1
0 —1

10.19. Matrices de aplicaciones lineales

Sean los espacios vectoriales sobre K de dimensién finita E(K), F(K), G(K)
y sean las bases respectivas Bg = {u1,u9,us}, Bp = {v1,v2,v3} y Bg =
{w1,wa, w3}. Sean los homomorfismos f € L(E,F), g € L(F,G) definidos
por

flur) =2v1 —vg g(v1 + v3) = 2wy + dws + 6ws
fu2) = va + 2u3 g(v2) = wo
f(ug) = v1 + 2uv3, g(v1 — v3) = 2wy + 2ws + 6ws.

Se pide

1. Matriz M (f) asociada a f respecto a Bg y Bp.

2. Matriz M (g) asociada a g respecto a B y Bg.

3. Matriz M (g o f) asociada a g o f respecto a Bg y Bg.
4. Rango de M(go f).
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. Dimensién de la imagen homomorfa de E(K) segin go f.
. Dimensién de ker f y de Im f.
. (Es inyectiva f? jy go f?
. ;Pertenece u1 + uo + ug a ker f7
. Encontrar una nueva base de F', B, = {v], vy, v5} tal que la matriz
asomada a f respecto a Bg y B} sea I (matrlz identidad).

© 00 N D

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solucién. 1. Trasponiendo coeficientes, obtenemos la matriz pedida:

2 0 1
M(fy=|0 1 0
-1 2 2

2. Teniendo en cuenta que g es lineal:

g(v1) + g(vs) = 2wy + 4wy + 6w
g(v1) — g(vs) = 2wy + 2w + bws.

Resolviendo el sistema obtenemos g(v1) = 2w; 4+ 3ws + 6ws y g(v3) = w2
con lo cual

g(v1) = 2wy + 3ws + 6ws

g(v2) = wy
g(v3) = wy.
2 0 0
La matriz M (g) es por tanto M(g) = |3 1 1
6 0 O
3. Usando un conocido teorema
2 0 0 2 01 4 0 2
M(gof)=M(@M(f)=|3 1 1| | 0 1 0/=|5 3 5
6 0 O 1 2 2 12 0 6

4. El determinante de M (g o f) es nulo y al menos hay un menor de orden
no nulo de orden 2, en consecuencia rg M(go f) = 2.

5. dim(go f)(F)=rg M(go f) =2.

6. La dimension de la imagen de f es

dimIm f =rg M(f) =rg

|
—_ O N
N = O
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Por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales
dimker f =3 —dimIm f=3-3=0.

7. Dado que dimker f = 0, concluimos que f es inyectiva. Sin embargo y
usando de nuevo el teorema de las dimensiones

dim(g o f)(E) =3 —rg M(go f) = 1 £0,

es decir g o f no es inyectiva.

8. El vector u; + us + ug no pertenece a ker f pues no es el vector nulo, y al
ser f es inyectiva se verifica ker f = {0}.

9. La base pedida By, = {v],v5, v5} ha de verificar

f(u) = vy
flug) = vy
f(uz) = vs.

Basta elegir por tanto
v] = 2v1 — v3, vy = vy + 2u3, vy = U] + 203.

Los tres vectores anteriores forma efectivamente base en F(K) pues el rango
de la matriz M (f) es 3.

10.20. Un endomorfismo nilpotente

Sea f : R? — R3 la aplicacién lineal que tiene respecto a la base canénica
{e1, €2, e3} asociada la matriz

0 1 —siné
A= -1 0 cosf| (6 constante ).
—sinf cosf 0

Se pide:
(a) Probar que la aplicacién f3 = fo f o f es la aplicacién nula.
(b) Si para k € R se define la aplicacién lineal ¢y, : R? — R? mediante

or =i+ kf+ (k*/2)f? (i aplicacién identidad).

probar que el conjunto G = {¢y, : k € R} es un grupo respecto de la com-
posicién de aplicaciones.

(c) Si e} = (cosb,sinb,0), ey = (0,—1,—sinfh), e5 = (1,0,cos6), compro-
bar que {e}, e}, €5} es una base de R3.

(d) Hallar la matriz de f asociada a la base {e], €5, e5}.
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(Propuesto como trabajo personal, Algebra, ETS de Ing. Aeronatticos,
UPM).

Solucién. (a) La matriz de f3 en la base canénica es A3, por tanto bas-
tard demostrar que A3 = 0. Usando el teorema de Pitdgoras trigonométrico:

0 1 —sinf 0 1 —sinf
A? = -1 0 cos 6 -1 0 cosf| =
—ginf cosf 0 —sinf cos6 0
—cos? 6 —sinfcosf cosf
—sinf cosf —sin? @ sinf |,

—cosf —sinf 1

—cos2 0 —sinfcosf cosf 0 1 —sinf
A3 = | —sinfcosf —sin%0 sin 6 -1 0 cosf| = 0.

—cos 6 —sinf 1 —sinf cosf 0

(b) Usando conocidas propiedades de la composicién de aplicaciones y que

fP=ft=0:

. K . 5% o
Ok O Pg = <z+kf+2f>0<z+sf+2f>

2 k?2 k2 k2 k.22
—itsf e kf ks D2 D3 B
2 2 2 2 2
2 k‘2 k 2
i+(s+k:)f+(52+k:s+2> f2:z'+(s+k:)f+(—;8)f2:g0k+s.

La relacion anterior implica que la composicién es interna en G. La compo-
sicién es asociativa en general, luego lo es en G. El elemento neutro ¢ de la
composicidn pertenece a G pues i = @g. Dado ¢ € G :

i = Q0= Qri(k) =ProP_k =0, =¢pk €G.

Concluimos que (G.o) es grupo. Es ademads abeliano pues

Pk O Ps = Pk+s = Ps+k = Ps © Pk-

(c) Dado que dim R?® = 3, para demostrar que {e], €5, €4} es una base de R3
basta demostrar que son linealmente independientes o bien que el rango de
la matriz correspondiente es 3.

cosf sin6 0
0 —1 —sinf| = —cos?f —sin?f = —1 # 0.
1 0 cos @
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Concluimos que {€}, €}, ¢4} es efectivamente base de R>.

(d) La matriz de cambio de la base canénica a la {€], e}, e} es

cos 0 1
P = |sinf -1 0
0 —sinf cos6

Por un conocido teorema, la matriz de f en la nueva base {e], €}, €4} es
P~1AP. Operando obtenemos

0 0 0
P 1AP = |cosf sinfcosf sin? 0
sinf —cos26 —sinfcosf

10.21. Hiperplanos

Sea V un espacio vectorial real de dimensiéon n > 1. Se dice que H es un
hiperplano de V cuando H es un subespacio vectorial de dimensién n — 1.
Se pide:

(a) Determinar cuales de los subconjuntos Hi, Ha, H3, Hy del espacio vec-
torial R? son subespacios, y cuales hiperplanos. Justificar las respuestas.

Hy ={(z,z,z) :x € R}, Hy={(z,z,y) : x € R,y € R},
Hs = {(z,2,0): 2 € R}, Hy = {(x,z,1): x € R}.

(b) Sea f : V — R una forma lineal no idénticamente nula. Demostrar que
entonces el nucleo de f es un hiperplano de V.

(¢) Enunciar la proposicién reciproca de la anterior, y estudiar su validez
(en caso afirmativo da una demostracién, y en caso contrario construir un
contraejemplo.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solucién. (a) Un vector pertenece a Hy siy sélo si es de la forma x(1,1,1)
con z € R. Es decir, H; = L[(1,1,1)], y sabemos que todo subconjunto
de un espacio vectorial de la forma L[S] es subespacio. Ademas, (1,1,1) es
linealmente independiente y genera a Hj lo cual implica que {(1,1,1)} es
base de H; y por tanto dim H; = 1. Concluimos que H; es hiperplano de R3.

De manera andloga, Hy = L[(1,1,0),(0,0,1)], es decir Hy es subespacio de
R3. Los vectores anteriores son linealmente independientes y generan H.
Entonces, dim Hy = 2 lo cual implica que Hs no es un hiperplano de R3.
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Podemos expresar Hs = L[(1,1,0). Como se hizo para Hj, concluimos que
Hj es hiperplano de R3. Por tltimo, el vector nulo no pertenece a Hy, con
lo cual no es subespacio de R3.

(b) Sea f: V — R una forma lineal no idénticamente nula, entonces existe
v €V tal que f(v) = a # 0. Es decir, a € Imf. Dado que {0} # Imf C R,
que Imf es subespacio de R y que dimR = 1 se deduce que dimImf = 1.
Por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales:

dim(ker f) = dimV — dim(Imf) = n — 1 = ker f es hiperplano de R3.

(¢) La proposicién reciproca de la anterior es: Sea f : V. — R una forma
lineal. St ker f es un hiperplano de V', entonces f no es idénticamente nula.
Esta proposicién es cierta. En efecto, aplicando de nuevo el teorema de las
dimensiones para aplicaciones lineales tenemos que n = n — 1 + dim(Imf),
lo cual implica que dim(Imf) = 1 y por tanto f no es idénticamente nula.

10.22. Endomorfismo y suma S, = 1* + ... + n*

1. Sea Rj[z] el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor que 6
con coeficientes en R. Se considera la aplicacién T : Rs[x] — Rj[x] definida
por Vp(x) € Rs[z], T'(p(z)) = p(z + 1) — p(x). Demostrar que T es lineal.
2. Estudiar si es cierto el siguiente enunciado: p € kerT' < p es constante.
3. Hallar las imagenes por 7' de la base canénica de Rs[x] y calcular T~ (2%).
4. Utilizar el resultado anterior para deducir una expresion de la suma

Sy=14+2143+ .. +nh
(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solucién. 1. El polinomio T'(p(z)) = p(z + 1) — p(z) es de grado menor
o igual que 5, en consecuencia pertenece a Rs[z]. Por otra parte, VAVu €
R, ¥p(x)Vq(z) € Rs[x] tenemos:

T[(Ap(z) + pg(x))] = Ap(z + 1) + pg(z + 1) — (Ap(z) + pg(x)) =
Ap(z +1) = p(x)) + plg(z +1) — q(x)) = AT (p(z) + pT(q(z)).

2. Sea p = k € Rs[x] constante. Entonces, T'(p(x)) = k—k = 0 y en
consecuencia p(z) € kerT. Reciprocamente, si p € ker T entonces p(z+1) —
p(z) = 0 o de forma equivalente p(x+1) = p(z). Supongamos que p no fuera
constante. Entonces serfa de grado > 1 y por el teorema fundamental del
Algebra tendria una raiz compleja a. Si p perteneciera a kerI" se verificaria
p(x + 1) = p(x) para todo z € R y por tanto:
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pla+1)=pla) =0, pla+2)=pla+1)=0, pla+3)=pla+2)=0,...

Es decir, p tendria infinitas raices: a,a + 1,a + 2,..., lo cual es absurdo.
Podemos pues concluir que ker T' = {p € R5[z] : p constante}.

3. Los transformados de la base candnica B de Rs[x] son:
1

T(1)=1-1=0,

Tx)=(x+1)—z=1,

T(x?) =(x+1)2—22=1+2z,

T(2%) = (z+1)° —2® =... = 1 + 3z + 3%,

TaY) =(x+1)*—2*=...=1+4x + 62% + 423,

T(a%) = (¢ +1)° — 2% = ... = 1+ 52 + 1022 + 1023 + 5%,

Transponiendo coeficientes, obtenemos la expresion matricial de T en B:

Y1 01 111 1 1
Yo 0 02 3 4 5| |z
y3| [0 0O 0 3 6 10| |3
yal |0 0 0 0 4 10| |4
U5 0 00 00 5] |z
| 6] 00 00 0 0] |=6]
Las coordenadas de z* en la base canénica B son (0,0,0,0,1,0)%. Por tanto,
T~1(2*) estd determinado por los (x1, ..., z¢)! tales que:
0] [0 1 1 1 1 17 [zq]
0 0 02 3 4 o
0Of 10 0 0 3 6 10| |3
0O [0 0 0 0 4 10| |4
1 0 00 00 5| |zs
10| 0 0 00 0 0] |=e]

Resolviendo, (z1, z2, ¥3, T4, 75, 76)" = (a, —1/30,0,1/3,-1/2,1/5)* con a €
R. Por tanto T~ *(z*) = {& — /30 + 2®/3 — 2?/2 + 2° /5 : @ € R}.

4. Consideremos cualquier polinomio h(z) € T~!(z*) (por ejemplo el corres-
pondiente a o = 0). Tal polinomio cumple T'(h(z)) = x* es decir h(z + 1) —

h(z) = z* (x). Dando a z los valores 1,2,...,n en () obtenemos:
h(2) — h(1) = 14,
h(3) — h(2) = 24,
h(4) — h(3) = 3%,
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Sumando y cancelando obtenemos h(n+1) —h(n) = 11 +21+ ... +n? = Sy.
Es decir:

Sy =h(n+1)—h(1) =

n+l1 (n+1)3 m+D* ©+1)° 1 1 1 1
- + - + ——-+-—c.
30 3 2 5 30 3 2 5

Operando y simplificando obtenemos:

2n + 1 DBr2+3n-1
Si=1 42t 43t pat= 0T )(n+3())(n t3n—1)

10.23. Sucesiones exactas

Sean E, F, G, H espacios vectoriales, y sean f : £ — F, g : ' — G,
h : G — H aplicaciones lineales. Se dice que la sucesiéon E i> F % Ges
eracta en F' cuando Imf = ker g.

(a) Supongamos que dim F' = 0. Enunciar y demostrar una condicién nece-
saria y suficiente que ha de cumplir g para que la sucesién E i) F % G sea
exacta en F.

(b) Supongamos que dim H = 0. Enunciar y demostrar una condicién ne-
cesaria y suficiente que ha de cumplir g para que la sucesiéon F Salpg
sea exacta en G. .

(¢) Supongamos que la sucesién F 5P % G H es exactaen F y exacta
en G. Estudiar la validez de la proposicién f es sobreyectiva si y solo si h es
inyectiva. Dar una demostracién o construir un contraejemplo.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solucién. (a) Por hipdtesis dim E = 0, esto equivale a E = {0}. Tenemos

por tanto la sucesién {0} 1 F % G o cual implica que f es necesariamente
la aplicacién cero al ser f lineal. Se deduce que Imf = {0}. Entonces

{0} 1y 7 5% @ es exacta en F < Imf =kerg <
{0} = ker g & ¢ es inyectiva.

Es decir, la sucesién dada es exacta en F' si y sélo si g es inyectiva.
(b) Por hipétesis dim H = 0. Esto equivale a H = {0}. Tenemos por tanto

la sucesion F % G 55 {0} lo cual implica que ker h = G. Entonces

F4al {0} es exacta en G < Img = kerh &
Img = G & g es sobreyeciva.

Es decir, la sucesién dada es exacta en G si y sélo si g es sobreyectiva.
(¢) Por hipétesis Imf = ker g e Img = ker h. Tenemos
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f es sobreyectiva = Imf = F = kerg =
Img = {0} = ker h = h es inyectiva.

h es inyectiva = ker h = {0} = Img =
kerg = F =Imf = f es sobreyectiva.

La proposicién es por tanto valida.

10.24. Endomorfismo en un subespacio de C(R).

En el espacio vectorial C(R) de las funciones continuas de R en R se consi-
deran ¢1, ¢, ¢3 definidas Va € R por:

61(@) = 1, ¢2(x) = 2, ¢3(x) = alog |e| six # 0, d3(0) = 0.

1. Probar que B = (¢1,¢2,¢3) es una familia libre en C(R). Si E es el
subespacio vectorial de C(R) generado por B, demostrar que la funcion ¢ :
R — R definida por: ¢(z) =1+ x — zlog|z| siz # 0, ¢(0) = 0 pertenece a
E y hallar sus coordenadas en la base B.

2. Sea f el endomorfismo en E cuya matriz respecto de B es:

2 =21
M=] 2 -3 2
-1 2 0

Estudiar si f es automorfismo y determinar en su caso f~!. Resolver la
ecuacion f(y) = ¢, donde ¢ es la funcién definida en el apartado anterior.
3. Calcular (M — I)(M + 3I). Expresar M? y M~! en funcién de M y de I.
Probar que Vn € Z, Ju,, v, € R tales que M"™ = u,I + v, M y que u, + v,
es constante.

4. Expresar uy, v, y M"™ en funcién de n para n > 0.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. Industriales , UPM).

Solucién. 1. Es sencillo comprobar que las funciones ¢1, ¢2, ¢3 son efectiva-
mente continuas en R. En cualquier caso y de la redaccién de este apartado
parece darse por supuesto que lo son. Veamos que forman un sistema libre.
Consideremos una combinacién lineal de estas funciones igualada a la fun-
cién cero, es decir A\1¢1 + Aogg + A3¢p3 = 0. Dando a x los valores 0,1, e
obtenemos:

A =0
AM+A=0
A1+ eds +er3 =0.
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de lo que se deduce que A\; = Ay = A3 = 0 y por tanto B es una familia
libre. Por otra parte de la definicién de ¢ se deduce inmediatamente que
¢ = ¢1 + ¢p2 — ¢3. Esto prueba que ¢ € E y ademads que las coordenadas de
¢ en Bson (1,1,—1).

2. La ecuacion matricial de f en la base B es:

() 2 -2 1 T
Ya | = 2 -3 2 o (1)
Y3 -1 2 0f [z3

Como det(M) = —3 # 0 tenemos que dim(ker f) =3 —rg(M) = 0, lo cual
implica que ker f = {0} y f es inyectiva. Por el teorema de las dimensiones
para aplicaciones lineales, dim(Imf) = 3 y f es sobreyectiva. En consecuen-
cia, f es automorfismo.

Si (21,22, 23)" son las coordenadas de ¢ en B entonces, usando (1) y que
las coordenadas de ¢ en B son (1,1, —1)! se ha de verificar:

1 2 =2 1| =1
1{=12 =3 2| [z
-1 -1 2 0] |[z3

Resolviendo obtenemos (z1,z2,73)! = (1/3,1/3,1/3) o de manera equiva-
lente ¢ = (1/3)(¢1 + ¢2 + ¢3). Queda por tanto:

1l—z—=xlog|x| . 1
p(z) = 3 | |Slw%0, p(0) = 3.

3. Operando obtenemos (M — I)(M + 3I) = 0 o bien M? + 2M — 31 = 0,
por tanto M? = 31 — 2M. Por otra parte:

1
M2+2M—3I:0<:>M(M+2I):3I<:>M<3(M+21)) =1

Se deduce pues que M~! = (1/3)(M + 2I). Veamos por induccién que si
n > 0 existen u,,v, € R tales que M"™ = u,I + v, M. Tenemos:

MO =T1=1I+0M, M'=0I +1M, M? =3I — 2M.

En consecuencia es cierto para n = 0,1, 2 verificindose ademaés para estos
valores de n que u, + v, = 1. Supongamos que es cierto para n, entonces:

M = (u, I + v, M)M = up, M + v, M? =
UM + v, (3] — 2M) = 3v, I + (uy, — 2v,) M.
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Existen pues up+1 = 3Un, Un41 = un — 20, tales que M+l = Up1d +vp1 M
cumpliéndose ademads ty11 + Vpt1 = 30y, + (up — 20p) = Uy + v, = 1.

Procedemos de andloga manera para M~* con k > 0: M~ = (2/3)I +
(1/3)M es decir, M~ = u_1I +v_1M con u_y +v_y = 1. Si M~% =
U_g + v_ M con u_i + v_j = 1 entonces:

2 1
M=t = M=M= = (u_p, +v_p M) <3I+ 3M> -
2u_g + 3v_ -
o k; v kl+u3kM:u_k—1I+U—k—1M’

en donde hemos usado M? = 31 —2M. Como u_j,_1+v_j_1 = u_p+v_j = 1,
podemos concluir que para todo n € Z existen nimeros reales u, y v, cuya
suma es constante e igual a 1 tales que M" = upI + v, M.

4. Efectuando la divisién euclidea de ™ entre 2 + 22 — 3 obtenemos:
2" = (2 4+ 22 — 3)q(z) +ax + B (o, BER). (2)

Sustituyendo = por M en (2), obtenemos M"™ = oM + 1. Para determinar
«a, B sustituimos x por las raices de x? 4+ 22 — 3, es decir por 1 y por —3,
obteniendo un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que resuelto,
proporciona los valores:

_1-(=3)" 34 (=3)"
a= , , B= A .
Obtenemos M™ en funcioén de n:
1—(=3)" 3y
M™ = (43) M+3+(43)I (n>0),

con lo cual quedan determinados u, y v, en funcién de n.

10.25. Un operador traspuesto en el espacio dual

Sea B ={p e Rjz]:grp<b}, F={peFE:p0 =pl) =0} fel
endomorfismo en E definido por:

ao+ar1r+agx? +azrd +asxt = ag+arx+ (a2 —ag)r? — (a1 +az — aqg)z.

y g la restriccién de f a F. Se pide:

1. Demostrar que F' es un espacio vectorial y hallar una base B de F.

2. Demostrar que f(F') C F'y hallar la matriz de g respecto de B.

3. Determinar unas bases de kerg e Im g.

4. Obtener la matriz ¢*, operador traspuesto de g, respecto de la base dual
de B, y hallar la imagen de 23 — x por la forma lineal g*(¢) siendo ¢ el
elemento de F* definido por ¢(p) = 2.
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(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solucién. 1. Dado que E es espacio vectorial y F' C F, bastara demostrar
que F' es subespacio de F. Usamos una conocida caracterizacion de subespa-
cios. (i) El polinomio nulo claramente pertenece a F. (ii) Para todo A\, u € R
vy p,q € F, se verifica

{(Ap+uq)(0)ZAp(0)+ufJ(0)=A-0+u-0=0
(Ap + pg)(1) = Ap(1) + pg(1) = A-0+p-0=0.

Es decir, Ap + ug € F. Concluimos que F' es subespacio de F. Hallemos una
base de F. Los polinomios p(r) = ag + a1z + asz? + azx® + aqz* de F son
los que cumplen p(0) = p(1) = 0. Por tanto:

(10:0
apg+ a1 + az +az +ag = 0.

peEF & { (1)
Tenemos asi unas ecuaciones cartesianas de F' respecto de la base candnica

B. de E. Su dimension es

10 000

dimF—dimE—rg[1 1111

} =5—-2=23.

Dando a las incégnitas libres aso, as, aq los valores de las filas de la matriz
identidad de orden 3, obtenemos una base de F' expresada en coordenadas
en B, :

{(0, =1, 1, 0, 0), (0, —1, 0, 1, 0), (0, —1, 0, 0, 1)}.

En consecuencia, una base de F es B = {—x + 22, —z + 2, —x + x4}.

2. Si un polinomio p(z) = ag + a1z + aszx? + azx® + asx* pertenece a F,
entonces satisface las condiciones (1). El transformado de p(z) por f es el
polinomio

q(r) = ap + a1 + (ag — a4)r?® — (a1 + az — aq)2>.
Se verifica ¢(0) = ap = 0, ¢(1) = 0 lo cual implica que f[p(z)] € F. Hemos
demostrado que f(F) C F, en consecuencia estd bien definida la restriccién
g : F — F. De acuerdo con la definicién de g :

g(—z +2?) = —z + 22
g(—z+23) = -z + 23
g(—x+2t) = -z —224+22% = —(—x +2%) +2(—x + 23).

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz A pedida:
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1 0 -1
A=10 1 2
00 O

3. La expresion matricial de g en la base B es

Y1 (1 0 —17] [x1
Y2 | = 0 1 2 T2
Y3 0 0 0] |3
Entonces,
1 0 —1 _561 0_ 1 — 10 =0
kerg= (0 1 2| |zo| = |0| & { tm o
0 0 0 2 0 To + 2x3 = 0.

La dimensién del nicleo es dim(ker g) = dim F' — rgA = 3 — 2 = 1. Dando
a x3 el valor 1 obtenemos una base de ker g en coordenadas con respecto de
B : {(-2,-2,1)}. Corresponde al vector de F :

—2(x —2%) —2(—zx +2%) + 1(—x + 2%) = —x + 222 — 223 + 2.

Es decir, una base de ker g es Byer g = {—z+ 212 — 223 + a:4}. El rango de A
es 2, y sus dos primeras columnas son linealmente independientes, por tanto
determinan una base de Im g en coordenadas en B. En consecuencia, una
base de la imagen de g es By, g = {—z + 2%, —z + 23}.

4. Por un conocido teorema, si M es la matriz de una aplicacién lineal
h:V — W en unas bases By y By, entonces la aplicacién lineal traspuesta
las bases h! : W* — V* es M'. En nuestro caso la matriz pedida es:

1 00
At=10 1 0
-1 2 0
Por definicién de aplicacién lineal traspuesta, g*(¢) = ¢ o g en consecuen-
cia (¢*(¢))(2® — x) = (¢ 0 g)(z® — z). Usando la expresién matricial de g
deducimos inmediatamente que g(z3 — z) = 2® — 2. Entonces,

(9'(¢)) (2 —2) = $(2° —2) =2° — 2 =6.

10.26. Interpolacién en el espacio dual

Sea V el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y de grado
menor o igual que 2. Se consideran las formas lineales fo, f1,fo : V — R
definidas por
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< fo,p(z) >=p(0), < fi,p(z) >=p'(0), < f2, p(z) >=p"(0).
Estas formas lineales son una base del espacio dual V*.
1. Encontrar una base de V' cuya dual sea la base { fo, f1, f2}. Encontrar un
polinomio ¢(z) (de V) tal que ¢(0) = 0!, ¢’(1) = 1!, ¢"(0) = 2.
2. Encontrar un polinomio r(z) (de V') tal que
r(0) = 0!
' (0) +r"(0) = 1! + 2!
r(0) +7'(0) +r"(0) = 0! + 1! + 2!
.Queda r(x) determinado univocamente por las condiciones anteriores? En
V', se consideran las formas lineales gg, g1, 92 : V — R definidas por

< go,p(z) >=p(0)
< g1,p(x) >=p'(0) + p"(0)
< g2,p(x) >= p(0) +p'(0) + p"(0).

., Son una base de V*7

Sea ahora E un espacio vectorial real de dimensiéon n+1y hg, b1, hs, ..., hn,
n+1 formas lineales en E, h; : E — R y sean zg, 21, 29, . . . , Zn, n+ 1 nlimeros
reales. Se denomina problema de interpolacion al siguiente:

Encontrar un elemento v de E tal que

< hg,v >= 29, < h1,v >= 21, < hg,v >= 29, ... < hp,v >= 2,

Asi pues, los los problemas de los apartados 1. y 2. son problemas de inter-
polacién.

3. Demostrar que una condicién suficiente para que un problema de in-
terpolacién tenga solucién y sea unica, para cada conjunto de numeros
20,721,722, ...,2n €s que las formas lineales hg, h1, hs, ..., h, sean una base
de E*. Indicacion: Expresar la posible solucién en la base de E cuya dual
€s ho, hl, hQ, ceey hn.

4. ;Esta condicién es también necesaria? Dar una demostraciéon o un con-
traejemplo.

En el espacio V' de los apartados 1. y 2. se considera la base sgo(z) = 1,
s1(z) =1+, so(z) =1+ 2 + 22

5. Calcular los determinantes

< fo,s0 > < fi1,50> < fa,50>| |<go,5 > <gi,5 > < g2,80 >
< fo,51> < fi,s1> < fa,81>|,|<go,51> <g1,51> <g2,51>|.
< fo,52> < fi,s2> < fa,80>| |<go,52> < g1,52> < g2,52>



Capitulo 10. Aplicaciones lineales

En el espacio E del apartado 3. se considera una base {eg,e1,ea,...,e,}.
Enunciar y demostrar una condicién necesaria y suficiente sobre el valor del
determinante

< hg,eg > ... <hp,eq>
A= : :
< hg,en> ... <hp,ep>

para que el problema de interpolacién tenga solucién tinica para cada con-
junto de nimeros zg, 21, - - -, Zn.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solucién. 1. Sea {po(z),p1(x),p2(z)} la base de V cuya dual es { fo, f1, f2}.
Por definicién de base dual se ha de verificar < f;, p;j(z) >= d;; (deltas de
Kronecker). Llamando pg(x) = a + bx + cz? tenemos

< fo,po(z) >=1 a=1
<f1,p0(56) >=0& b=20
< fa,po(x) >=0 2c¢=0.

Obtenemos pues po(x) = 1. Razonando de manera andloga para pi(x) y
p2(z), obtenemos pi(z) = z y pa(z) = 22/2. Sea ahora q(v) = a+ Sz +yz?,
imponiendo las condiciones dadas obtenemos @ = 8 = v = 1, es decir
q(z) =1+ + 22

2. Sea 7(r) = A + Bz + Cz%. Entonces

r(0) = 0! A=1
r'(0) +r7(0) = 11 + 2! &{ B+20=3
r(0)+7'(0)+7"(0) =01+ 11 +2! A+ B+2C =4.

Las soluciones del sistema son A =1, B =3 —2A, C = A con A € R. El
sistema es indeterminado, por tanto r(x) no estd univocamente determinado
por las condiciones dadas. Para A = 0 (por ejemplo) obtenemos uno de ellos:
r(z) =1+ 3z. Es claro que g2 = go + g1 lo cual implica que {go, g1, g2} no
es sistema libre y por tanto no es base de V.

3. Supongamos que B* = {hg,...,h,} es base de E* y consideremos la
base B = {ug,...,un} de E cuya dual B*. Consideremos el vector v =
2oug + . .. + zpuy,. Entonces, por definicién de base dual

< hg,v >=< hg, zoug + . .. + Zpun >= 2o

< v >=< Ay, 20U + . .. F+ ZpUp >= 2p.
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Esto implica que el problema de interpolacién tiene solucién para cada con-
junto de numeros zg,...,z,. Ademads, es unica pues si otro vector u =
Aoty + ... + Auy, fuera solucién, aplicando las condiciones < h;,u >= z;
obtenemos inmediatamente \; = z; para todo i =0,...,n, es decir u = v.

4. Veamos que la condicién también es necesaria. Supongamos que para todo
conjunto de nimeros zy, . . ., zn, €l problema de interpolacién tiene solucion.
Dado que dim E* = dim F = n+ 1, para demostrar que {hg,...,h,} es base
de E* basta demostrar que son linealmente independientes. Supongamos que

Xoho + ...+ A\hy = 0.

Para todo i = 0,...,n, elijamos (2, ...,2,) = Z; en donde Z; representa el
i-ésimo vector de la base canénica de R™*!. Por hipétesis existe un vector
v; € F tal que

< hg,v; >=0,< h1,v; >=0,...,< h;,v; >=1,...,< hy,v; >=0.

Entonces, < Aghg + ... + A\hyp,v; >= A\; = 0 para todo ¢ =0, ...,n, lo cual
demuestra que {hg,...,h,} es base de E.

5. Tenemos

<f0,50> <f1,50> <f2,80> 1 0 0
< fo,s1> < fi,81> < fa,s1 > =1
<f0,52> <f1,82> <f2,82> 1 1 2

—

=]
I

DO

< go,80 > < g1,80 > < g2,50 > 1 0 1
< go,81> <g1,81> < g2,851>| =11 2| =0.
< go,S2 > < 91,82 > < (g2,82 > 1 3 4

—_

Veamos que una condicion necesaria y suficiente para que el problema de in-
terpolacién tenga solucién tinica para cada conjunto de niimeros zg, 21, - - -, 2n
es que A # 0. Como consecuencia de los apartados 3. y 4., basta demostrar
que:

A #0< hg,...,h, son linealmente independientes.
=) Sea \oho + ...+ A\phy, = 0. Entonces

< Aohg+ ...+ Aphn,eg >=0
< Aho+ ...+ Ahn,en >=0

A < hg,eg>~+...+ Ay < hp,eqg >=0

A< hg,en >—+...+ Ay < hy,en, >=0.
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El determinante de la matriz del sistema homogéneo anterior es A = 0, por
tanto la tnica solucién es A\g = ... =\, = 0.

<) Por reduccién al absurdo. Si A # 0, existe una columna combinacién
lineal de las deméas. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que es la
ultima. Dado que las aplicaciones lineales estdn determinadas conociendo
los transformados de una base del espacio inicial, tenemos que h,, es de la
forma h,, = poho + ...+ pin—1hn—1y {ho,...,hn} no es base de E*.

10.27. Clasificacion de una familia de endomor-
fismos

Se consideran los homomorfismos f, de un espacio vectorial real E de di-
mension 3 definidos por las ecuaciones

fa(er) =e1 +ea + deg
fa(e2) = e1 + Xea +e3
faler) =er+ex+ )\263.

donde A € Ry B = {ey,e2,e3} es una base de E.

1. Clasificar en funcién de A los distintos endomorfismos f) indicando su
naturaleza. Para aquellos fy que no sean automorfismos, definir la imagen
y el nicleo. Para los que sean automorfismos, definir su inverso.

2. Dado el vector b = e1 + 2e5 + e3 disentir la existencia o no de solucién de
la ecuacién fy(x) = b.

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. de Caminos, UPM).

Solucién. 1. Trasponiendo coeficientes obtenemos la matriz Ay del endo-
morfismo f) respecto de la base B y la expresién matricial correspondiente.

1 1 1 Y1 T
A=11 X 1 s Y2 | = A)\ T2
Al )\2 Y3 I3

Hallemos dim(Imf)), es decir rg(Ay). Efectuando las transformaciones por
filas Fo — F1, F5 — AF} y luego F3+ F5 obtenemos la forma escalonada de la
matriz Ay :

11 1 1 1 1 1 1 1
Ay=11 X 1| ~]0 X=1 0 ~ 10 N=1 0
1 A2 0 1—X X2—)\ 0 0 A=)
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Primer caso: \>—\ = 0. Equivale a decir A = 0 0 A = 1. Para A = 0 tenemos
dim(Imfp) = rg(Ap) = 2 y por el teorema de las dimensiones para aplicacio-
nes lineales, dim(ker fy) = 1. Para A = 1 tenemos dim(Imf;) =rg(A4;) =1y
por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales, dim(ker f) = 2.

Sequndo caso: N> — X\ # 0. Equivale a decir A # 0 y A # 1. En este caso
tenemos dim(Imfy) = rg(Ay) = 3 y de nuevo, por el teorema de las dimen-
siones para aplicaciones lineales, dim(ker fy) = 0. Es decir, en este segundo
caso cada aplicacién f) es inyectiva y sobre, por tanto isomorfismo. Al ser
endomorfismo, es automorfismo.

Podemos pues concluir para la familia de endomorfismos dada, tenemos
automorfismos exactamente para A # 0 y A # 1. Definamos ahora el niicleo
y la imagen en los casos que no son automorfismos. Usando la expresion
matricial de f) obtenemos de forma inmediata unas ecuaciones cartesianas
del nicleo y unas ecuaciones paramétricas de la imagen:

T1+x9+23=0 Y1 =2x1 +x2 + 3
ker(fo) = 1 +x3=0 Im(fp) = yo=x1+x3 (z; €R),
x2 =0 Y3 = T2

Y1 =21 +x2 + x3
ker f1 {$1+$2—|—x3 =0 Im(fl) =0Y2=21 +22+ 23 (I’z GR).
Ys =21+ 22+ T3

Ahora encontramos facilmente unas bases de estos subespacios en coorde-
nadas con respecto de la base B :

Brer(fo) = {(=1,0,1)} , Brm(g) = {(1,1,0), (1,0,1)},
Bker(fl) N {( L1 0) ( 1,0, 1)} BIm (f1) :{( ) 71)}'

Es decir:

Bier(fo) = {—€1+ €3}, Bu(s) = {€1 + €2, €1+ es},
Byer(s1) = {—€1 + €2, —e1 +e3}, Buy(s) = {e1 +e2 +es}.

Por un conocido teorema, para cada automorfismo, es decir para cada A # 0
¥ A # 1 la matriz de su automorfismo inverso es (Ay)~!

2. La existencia de soluciones de la ecuacion fy(x) = b equivale a la existencia
de soluciones del sistema:

1 1 1 1 1
1 X 1 2| = |1
Al )\2 €T3 1
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Efectuando las transformaciones por filas Fo — Fy, F3 — AF} y luego F3+ Fy
obtenemos la forma escalonada del sistema:

11 1]1 11 1 1
I X 1|1 ]|~[0AXx=1 0
Al A1 [0 1—X XN =X|1-X
11 1 I
~10 Xx=1 0 0
0

Para A # 0y A # 1, el sistema es compatible y determinado y por tanto
la ecuacién tiene solucién tnica. Para A = 0, el sistema es incompatible y
la ecuacién no tiene solucién. Para A = 1, el sistema es indeterminado y la
ecuacién tiene infinitas soluciones.

10.28. Dos aplicaciones lineales

Sea FE el espacio vectorial de las funciones reales de una variable real que
son indefinidamente derivables, con las operaciones habituales de suma de
funciones y producto por ntimeros reales. Se consideran en E las aplicaciones
Z y D definidas por

I(f(z)) = /0 f(t) dt, D(f(a) = ().

a) Demostrar que Z y D son aplicaciones lineales de E en E.

b) Determinar DoZ —Z o D.

c¢) Hallar ker (Id —Z) y ker (Id — D), siendo Id la identidad en E.
d) (Existen la aplicacién inversa de Id — D?

Solucién. a) Sea f € E. Por el teorema fundamental del Célculo,

Lran =1 ([ @) = s,

Como f(x) es infinitamente derivable, también lo es Z (f(z)), y por tanto
Z(f(z)) € E. Es decir, Z : E — E esta bien definida. Veamos que es lineal.
Para todo A\, € Ry para todo f,g € F :

IO + ) = | AP0 + pg(t) di

- " r) di + g / " g(t) dt = XI(f) + uT(g).
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Si f € F, es infinitamente derivable luego también lo es f’(x), y por tanto
D(f(z)) € E. Es decir, D : E — E esté bien definida. Veamos que es lineal.
Para todo A\, u € Ry para todo f,g € E:

D(Af(x) + pg(x) = (Af(x) + pg(z))

= M) + ng'(x) = XD(f(2)) + pD(g()).
b) Para todo f(z) € E

(DoT —ToD)(f(x) = (DoT) (f(x)) — (ZoD)(f(x))
— DI (f(x))] ~Z[D(f —D</f dt) (/)

/f £ dt = f(x) — (f(x) - £(0)) = £(0).

En la dltima linea hemos aplicado la regla de Barrow.

¢) Tenemos:
f@) € ker (Id—T) < (Id—T) (f(z)) = 0 < f(= / £(#)

Derivando la dltima igualdad, obtenemos f’(z) = f(z), y por un sencillo
resultado de ecuaciones diferenciales, f(x) es necesariamente de la forma
f(z) = ke® con k € R. Ahora bien,

(Id — T) (he®) = he® — / ket di = ke® — k(e — 1) = k.
0
por tanto ha de ser k = 0. Concluimos que ker (Id —Z) = {0}.

Hallemos ahora el otro nucleo. Tenemos:
f(z) € ker (Id — D) & (Id — D) (f(x)) = 0 & f(z) — f'(z) =0,

y f(z) es necesariamente de la forma f(z) = ke® con k € R. Reciprocamente,
si f(z) = ke®, entonces (Id — D) (f(x)) = ke® — ke = 0 luego f(z) €
ker (Id — D). Por tanto,

ker (Id — D) = {f(x) = ke® : k € R}.

d) Dado que ker(Id — D) # {0}, la aplicacién Id — D no es inyectiva, luego
no tiene inversa.
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10.29. Endomorfismo en C sobre R

Sea C el espacio vectorial de los nimeros complejos respecto del cuerpo R
de los numeros reales. Se considera la aplicacion f : C — C definida para
todo z € C por f(z) = uz, en donde u = 1+ siendo ¢ la unidad imaginaria.

1. Demostrar que f es una aplicacién lineal.

2. Determinar la matriz asociada a f respecto de la base candnica {1,i}.

3. Determinar el nicleo y la imagen de f.

4. Determinar segtn el valor de n entero y positivo, la matriz de f™ respecto
de la base canonica.

5. Determinar la dimensién del espacio vectorial sobre R formado por todas
las aplicaciones lineales que son combinacién lineal de las ", es decir del
espacio vectorial F' = {}° _yanf" : an € R}

(Propuesto en examen, Algebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solucién. 1. Para cualquier par de escalares A, u € R y para cada par de
vectores z,w € C se verifica:

FAz + pw) = u(Az + pw)
= \uz + puw
= M(2) + uf (w).

Es decir, f es lineal.

2. Hallando los transformados por f de la base candnica obtenemos la matriz
A pedida:
f)y=14+di)l=1+1 |1 -1
{f(i):(l—i—i)i:—l—i—i A= )

3. Denotemos por (z1,22)" € R? a las coordenadas de un vector z € C y por
(y1,92)" € R? a las coordenadas de su transformado f(z). Entonces

h = L =1 m ékerf $1_$2:0é$1:$2:0.
Y2 1 1 )

x1+x9=0
Es decir, ker f = {0}. Usando el teorema de las dimensiones para aplica-
ciones lineales, tenemos dim C = dimker f + dimImf o equivalentemente
dimIm f = 2 lo cual implica Imf = C.

4. Lamatriz de f™ respecto de la base candnica es A™. Las primeras potencias
son:

A=A A2 = B _(ﬂ AP = [‘22 :;] LAt = [‘61 _ﬂ — 4.
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De lo cual deducimos

AP = —4A A% = (—4)%A AMFL — (_4)k A
A6 — —442 A0 — (—4)2A2 Ak+2 — (_4)kA2
AT = —4A3 ) AN = (—4)243 7 ) A3 = (—4)k A3
AP = (—4)21 (A2 =(-4)1 A = (—a)F1

para todo entero k > 0.

5. Fijada una base B en un espacio vectorial E de dimension n sobre el cuer-
po K, sabemos que la aplicacion entre el dlgebra End FE de los endomorfis-
mos sobre FE y el algebra de matrices K™"*™ que asocia a cada endomorfismo
f € End E su matriz con respecto a B, es un isomorfismo de algebras. En
consecuencia bastard hallar la dimensién del subespacio vectorial de R2?*2
dado por F1 = {3 cnyanA" : ap € R},

De los resultados del apartado 4. deducimos que este espacio estd generado
por el sistema de vectores {I, A, A3, A3}, es decir por los vectores

fto] o, 1 1] o [0 =21 5 [-2 -2
A e e L |

Xpresan Vi T n rden r noéni
Expresando estos vectores en coordenadas respecto de la base candnica de
R2*2 tenemos

1 0 0 1
dim F' = dim F} =rg (1) :; ; (1) = 2.
-2 -2 2 =2



Capitulo 11

Valores y vectores propios

11.1. Concepto de valor y vector propio

1. Se considera el endomorfismo f : R? — R? dado por

f I _ 2 2 1
xI9 1 3 T2 )
Analizar cuales de los siguientes vectores son vectores propios de f
v = (17 1)t? v = (_2a 1)t> w = (37 1)

2. Sea FE el espacio vectorial

E ={z:R — R : z es infinitamente derivable en R}.

Demostrar que para todo a € R, la funcién v(t) = e

endomorfismo
f:E—E, f(z(t)=2(t).

es vector propio del

3. En el espacio vectorial real E de los vectores libres del plano se considera
el endomorfismo f que rota cada vector x € E un angulo # = 90°. Demostrar

que f no tiene vectores propios.

4. Sea E # {0} un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Hallar los valores y

vectores propios de los endomorfismos
(a)0: E— FE, 0(x) =0 Vz € E (endomorfismo nulo).
(b) I:E— E, I(x) =z Vz € E (endomorfismo identidad).

5. Se considera la matriz

A= (a,beR).

St o O R
SR o
e oo
SIS NS S

379
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Comprobar que v = (1,1,1,1)! y v = (1,0,0,—1)! son vectores propios de
la matriz A.

6. Una matriz cuadrada A se dice que es involutiva si, y sélo si A% = I.
Demostrar que si A es valor propio de una matriz involutiva, entonces A = 1
oAl=—1.

7. Supongamos que z es un vector propio de un endomorfismo f : £ — FE,
asociado a un valor propio A. Demostrar que para todo entero n > 0, x
también es un vector propio de f™ correspondiente a A™.

Solucién. 1. Vector u:

2 2 1 4 1 .
flu) = <1 3> <1> = <4> =4 <1> = 4u, por tanto u es vector propio de
f asociado al valor propio A = 4.

Vector v :

2 2 -2 —2 -2 . .
f(v) = (1 3> ( 1 ) = ( 1 > =1 < 1 > = 1w, es decir v es vector propio
de f asociado al valor propio A = 1.

Vector w :

o= (2 2) (%) = (2. aora i,
(5)a(2) e r- s

No existe A € R satisfaciendo las condiciones anteriores, luego w no es vector
propio de f.

2. Para todo a € R la funcién v(t) = €™ es no nula y se verifica

f () =2'(t) = ae™ = av(t).

Es decir, v(t) = e es vector propio de f asociado al valor propio A = a.

3. Si z € F es no nulo, entonces f(x) es no nulo y estd en distinta direccién
que z. Esto implica que f(z) no es proporcional a z o equivalentemente
f(x) # Az para todo A € R. Es decir, f no tiene ni valores ni vectores pro-
pios.
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4. (a) Para todo z € E no nulo se verfica 0(z) = 0 = 0z, es decir todo vector
no nulo de E es valor propio del endomorfismo nulo asociado al tinico valor
propio A = 0.

(b) Para todo = € E no nulo se verifca I(x) = x = 1z, es decir todo vector
no nulo de F es valor propio del endomorfismo identidad asociado al tnico

valor propio A = 1.

5. Tenemos

a b b b1 a + 3b] 1
boa b b 1] la+3b| 1
Au=10 0 0 bl 1] T lawse| =@t30) (]

b b b oal |1 a+3b) 1
a b b b][1 a—7b] 1
b a b bl|oO 0 0
Av=1 0 aul o= o [Tl
b b b a —1 b—a_ —1

Es decir, u es vector propio de A correspondiente al valor propio A = a + 3b,
y v lo es correspondiente al A =a —b

6. Si A es valor propio de la matriz involutiva A, existe vector columna x no
nulo tal que Ax = Ax. Multiplicando por A :

A(Az) = AQ\x) = A%z = MN(Az) = Tz = A)z) = o = N

= (NM-1)z=0= AN-1=0=A=1vAi=-1
+
x#0

7. Tenemos que demostrar que f"(x) = A"z para todo entero n > 0. Apli-
camos el método de induccién.

Paso base. Por hipétesis, f(z) = Az, es decir f1(z) = Mz lo cual implica
que la propiedad es cierta para n = 1.

Paso de induccion. Se la propiedad cierta para n. Veamos que es cierta para
n+ 1. En efecto, usando la hipdtesis de induccién y que f™ (composicién de
aplicaciones lineales) es lineal:

F @) = £ (@) = Fe) = X () = A"Aa = A",

La féormula es cierta para n + 1.
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11.2. Primeras propiedades de los valores y vecto-
res propios

1. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensién finita n y f :
E — E un endomorfismo. Demostrar que si B es una base de E formada
por vectores propios de f, entonces la matriz de f en la base B es diagonal.

2. Sea F espacio vectorial sobre el cuerpo Ky f: E — E un endomorfismo.
Sea A valor propio de f. Demostrar que V), = {x € E : f(x) = Az} es
subespacio vectorial de F.

3. Sea F espacio vectorial sobre el cuerpo Ky f : E — E un endomorfismo
que admite m valores propios distintos A1, ..., A\p. Sea S = {x1,..., 2y} en
donde para cada ¢ = 1,...,m, x; es vector propio asociado a \;. Demostrar
que S es un sistema libre.

Solucién. 1. Sea B = {ej,e,...,e,} una base de E formada por vectores
propios de f. Por definicién de vector propio, existen escalares A1, Ao, ..., Ay
tales que

fler) = Ae

fe2) = Agea

flen) = Anen.

Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz de f en B :

A0 .00
0 X ... 0

N\ ) (matriz diagonal).
0 0 ... A\

2. Un vector x de E pertenece a V) siy sélo si f(x) = Az. Pero
f@y=X & f(z)—dax=0& (f —A)(x) =0 x € ker(f — \I),

y el nicleo de toda aplicacién lineal sabemos que es un subespacio del espa-
cio inicial.

3. El resultado es cierto para m = 1. En efecto, como x1 # 0 de la igualdad
arry = 0 se deduce a; = 0, luego S = {x1} es un sistema libre. Sea cierta
la propiedad para m — 1 y consideremos la igualdad

a1x1 + ...+ apxy, = 0. (1)
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Aplicando f a ambos miembros:

AT+ ..o+ ap ATy, = 0. (2)
Multiplicando la relacién (1) por A; :

Aoz + ..o+ AT, = 0. (3)
Restando a la igualdad (2) la (3) :

ag(Aa — A)za + ...+ (A — A1)z, = 0.
Por hipdtesis de induccién, {xa, ..., x,,} es sistema libre, por tanto:
as(Aa— A1) =0,...,a,(A\py — A1) =0.

Dado que los \; son distintos dos a dos, se verifica A; — A\; # 0 para todo
i =2,...,m, luego ag = ... = a,, = 0. Sustituyendo en (1) obtenemos
a1 = 0 y queda demostrada la propiedad para m.

11.3. Polinomio caracteristico

1. Sea F espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensién finita n. Sea A la
matriz de f respecto de una determinada base B de E. Demostrar que:

(a) A € K es valor propio de f < det(A—A) =0

(b) Si A € K es valor propio de f, entonces z € V) < (A — X)X =0 en
donde X es el vector de coordenadas de x en la base B.

2. Sea K un cuerpo y A, B € K™*" dos matrices semejantes. Demostrar que
Ay B tienen el mismo polinomio caracteristico.

3. Sea A € K™ y sea x(A) su polinomio caracteristico. Demostrar que:

x(\) = A% — (traza A)A+det A (sin=2),
X(A) = =23 + (traza A)N? — (Aq1 + Agg + Agz)\ +det A (sin = 3),

en donde A;; representa el adjunto del elemento a;; de la matriz A.
4. Sea A € K™ y sea x(A) su polinomio caracteristico. Demostrar que
XA = (=1)"A\" + (=1)" L(traza AN 4 ... 4 det A.

5. Sea f un endomorfismo sobre un espacio vectorial E' de dimension finita
sobre el cuerpo K. Sea \; valor propio de f. Demostrar que 1 < dim V), <
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m(A;), en donde m()\;) representa la multiplicidad de A como raiz del poli-
nomio caracteristico de f.

6. Sin efectuar previamente el producto, calcular el polinomio caracteristico
de la matriz AB, siendo

1 2
2 =2
21 -3 0 1
A=1|-1 3 B =
’ 1 1 -
3 0 0 2 2
0 4

7. Demostrar que una matriz cuadrada A y su traspuesta A’ tienen el mismo
polinomio caracteristico. ; Tienen los mismos vectores propios?

8. Hallar el polinomio caracteristico de la matriz

ay a2 ... Qp
A a; a ... Qp
ay a ... Qp
siendo aq, as, ... ,a, escalares.

9. Una matriz A = [a;;] cuadrada real de orden n se dice que es matriz de
Markov si y sélo si todos sus elementos a;; son mayores o iguales que 0 y la
suma de las componentes de cada columna de A es 1. Demostrar que A = 1
es valor propio de toda matriz de Markov.

Solucién. 1. (a) A € K es valor propio de f siy sélo si existe un € E no
nulo tal que f(x) = Az. Esto equivale a decir que existe un € E no nulo
tal que (f — M)z = 0, que a su vez equivale a decir que ker(f — \I) # {0}.
Dado que la matriz de f — Al en la base B es A— AI, su rango no es maximo,
que equivale a decir que det(A — AI) = 0.

(b) x € V) siysdlosi (f —Al)z = 0. Como la matriz de f — Al en la base B
es A — A, la condicién (f — M)z = 0 equivale a (A — AI)X = 0 en donde
X es el vector de coordenadas de x en la base B.

2. Si A y B son matrices semejantes, existe P € K" ™ invertible tal que
B = P~'AP. Entonces, usando conocidas propiedades de los determinantes:

xB(A) = |B = X|=|P*AP - A\P7'IP| = |P7}(A - \I)P|
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1

=|P7H|A = AI|IP| =
1P|

A= M|IP| = [A = M| = xa(\).
Es decir, A y B tienen el mismo polinomio caracteristico.

3. Una matriz genérica de orden 2 x 2 tiene la forma A = [Z Z} . Su

polinomio caracteristico es:

a— A\ b
XN =10 40

=X — (a+d))+ad — cd = N? — (traza A)\ + det A.

’—ad—d)\—a)\—i—)\z—cd

a b c
Una matriz genérica de orden 3x3 tiene la forma A = |d e f| . Aplicando
g h 1

la regla de Sarrus y agrupando términos semejantes en A :

a— A b c
XN =] d e=x f |=-N+(a+te+i))
g h 1— A

— [(ei — hf) + (ai — cg) + (ae — db)|]\ + aei + dhc + bfg — gec — hfa — dbi
= —\% 4 (traza A)N? — (A1 + Ago + Asz)\ + det A.

4. Una matriz genérica de orden n x n es de la forma:

a1l a2 ... Qip

a1 Qa2 ... Qa2n
A=

an1 QQp2 ... Qpn

Su polinomio caracteristico es:

all — A a1 e A1n
asy agy — A aAon
X(A) =
Anl an2 coo Qpp — A

En cada término de un determinante aparece exactamente uno de cada fila
y uno de cada columna. Un término es:

(an — /\)((122 — )\) e (ann — )\) (1)
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Cualquier otro término es de grado < n — 2 (por ejemplo, si interviniera
as1 no intervendria ni a;; — A ni agy — \). En consecuencia los términos de
grados n y n — 1 solamente aparecen en (1). Ahora bien

(a11 — )\)(CLQQ - )\) e (ann — )\) =
(=)™ A" + (=) MNay +ag + ...+ apn) N

Por otra parte, x(0) = det A con lo cual el término independiente de x(A)
es det A. Podemos concluir que:

X(A) = (=1)"A" + (=1)"L(traza A)A"" ! + ... 4 det A.

5. Dado que Vjy, # {0}, se verifica dim V), > 1. Sea m(\;) = k y supongamos
que la multiplicidad m(\;) fuera k+ 1. Por el teorema de la base incompleta
se podria formar una base B de F eligiendo los k + 1 primeros vectores de
Vy,- En tal base la matriz de f tendria la forma por cajas

| Aidgr M
a= [ )

siendo I41 la matriz identidad de orden k + 1. Ahora bien, el polinomio
caracteristico de A seria de la forma:

x(A) = (A= 1) Lg(N) con ¢(\) € K[A],

por lo que \; serfa raiz de multiplicidad mayor que k (contradiccién). Con-
cluimos pues que 1 < dim V), < m(X\;).

6. La matriz AB es de orden 5 x 5. Si Bx = 0 con = # 0 vector de R5,
entonces (AB)z = A(Bx) = 0 = Oz, luego x es vector propio de AB asociado
al valor propio A = 0. La dimensién del subespacio de Bz = 0 de R es
5—rg B=5-—2 =3, por tanto A = 0 es valor propio al menos triple de AB.
Por otra parte, BA es de orden 2 x 2. Si u es valor propio de BA, existe
v € R? no nulo tal que (BA)v = pv. Entonces,

BAv = pv = A(BA)v = A(uwv) = (AB)(Av) = p(Av).

Es decir, p es valor propio de AB si Av # 0. Operando obtenemos BA y sus
valores propios

7T =3

A=y

] , |BA—pul|=p? —Tu4+6=0< p =1, 4y =6 (simples).
Los correspondientes subespacios propios y unas bases de cada uno de ellos
son

6.751 — 31’2 =0
1= B ={v=(1,2)"},
21‘1 — T2 = 0,
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:c173:c2:0 T
Ve = Bg={w=(3,1)" }.
6 {2331—6932:0, 6 ={w=01")

Pero Av y Aw son no nulos, por tanto u; = 1 y uo = 6 son valores propios
de AB. Podemos concluir que el polinomio caracteristico de AB es

xap(\) = = A3\ =1)(A - 6).

7. Usando que el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta y
conocidas propiedades de la transposicién:

|A— M| =|(A— )| = |A" = \|.

Es decir, A y A! tienen el mismo polinomio caracteristico y como conse-
cuencia, los mismos valores propios. No es cierto en general que tienen los
mismos vectores propios, tomemos por ejemplo:

01
A= [O 0].
Tenemos:

17 o 1711 _[o]  [1] 11 Jo o][1] o 1
Aol =[5 o] b =[e] o L] o] = 1 o] o) = B #1[o)
para todo A € R, por tanto (1,0)* es vector propio de A pero no de A’.

8. El polinomio caracteristico de A es

al—/\ a9 Ay,
ay as — A ... an,
X(A\) =det(A—\I) =
al as an—)\

Restando a todas las filas (a partir de la segunda) la primera:

ar—A az ... ap

A A ... 0

XA =1 . :
A 0 ... =X\

Sumando a la primera fila todas las demas:

art+a+...4+a,—X a ... ap
0 - ... 0
xX(A) =
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Usando que el determinante de una matriz triangular es el producto de los
elementos de la diagonal principal:

XA = (a1 4+as + ...+ a, — N (=N)""1

9. Que X\ = 1 sea valor propio de una matriz A equivale a decir |A — 11| = 0.
SeaA = [a;;] matriz de Markov y hallemos |A — 11].

all — 1 a2 e A1n
a1 a2 — 1 ... a9,
A—11|=| .
Anl An2 cee Qpp — 1

Sumando a ultima fila la suma de todas las demas, queda:

a;n —1 a12 Gin
a1 CL22—1 aAon
(a1 + ...+ ap)—1 (a1 +...+an2)—1 ... (@1p+...+ap,) —1

Teniendo en cuenta que la suma de las componentes de cada columna es 1 :

CL11—1 ai2 ... Qp
as ax —1 ... ao

A-1|=| . "l =o0.
0 0 ... 0

Es decir, A = 1 es valor propio de A. Notemos que la condicién de ser los
elementos a;; mayores o iguales que 0 no ha sido necesaria.

11.4. Calculo de valores y vectores propios

1. Sea E un espacio vectorial real y f : E — E el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {uj,ua} es

2 2
4= [ : 3] |
(a) Calcular los valores propios de f.

(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.
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2. Sea F un espacio vectorial real y f : F — F el endomorfiamo cuya matriz
en una determinada base B = {uj,us} es

5 —1
A=)
(a) Calcular los valores propios de f.

(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.

3. Sea E un espacio vectorial y f : ¥ — E el endomorfismo cuya matriz en
una determinada base B = {uj,us} es

1 -1
A= .
Calcular los valores propios de f, los subespacios propios, sus dimensiones
y una base de cada uno de ellos en los casos:

(a) El cuerpo de escalares es R.
(b) El cuerpo de escalares es C.

4. Sea E un espacio vectorial real y f : E — FE el endomorfiamo cuya matriz
en una determinada base B = {u1, us, us} es

1 -3 3
A=13 -5 3
6 —6 4

(a) Calcular los valores propios de f.
(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.

5. Sea E = R?*2 el espacio vectorial real de las matrices de orden 2. Se
considera la aplicacion

f:E—FE, f(X)=X"(traspuesta de X).

a) Demostrar que f es lineal.

(b) Hallar la matriz A de f con respecto a la base canénica de E.

(c) Calcular los autovalores de f, los autoespacios, sus dimensiones y una
base de cada uno de ellos.

6. Determinar el endomorfismo h de R? que verifica las dos condiciones si-
guientes
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i) Los subespacios L[(1,0,1)] y el de ecuacién z1 — x2 + x3 = 0 son autoes-
pacios (subespacios propios).
i) h(0,0,1) = (1,0, 1).

Solucién. 1. (a) Valores propios de f :

2-A 2 ‘:/\2—5)\4—4:0{:))\:4\/)\:1(simples).

X(A) = ‘ 13-
(b) Subespacios propios:

-2 229 =
V4:{ T1 22 0, Vi=

1+ 229 =0
331—:62:0

1+ 229 = 0.

Al ser A = 4 valor propio simple, dimV, = 1 y una base de Vj (en coor-
denadas en B) es {(1,1)'}. Por tanto, una base de Vj es By, = {uj + ua}.
Razonando analogamente obtenemos By, = {—2u; + us}.

2. (a) Valores propios de f :

x(A):‘E’IA 3__1)\‘=>\2—8)\+16:0<:>()\—4)2:0<:>>\:4(doble).

(b) Subespacios propios:

_Jxr1—22=0 o
‘/4:{1‘1—1‘2—0 {:L'l ZL‘Q—O.
La dimensién de V4 es dimV, =2 —-1gA = [1 —-1] =2—-1=1y una
base de Vj en (coordenadas en B) es {(1,1)!}. Por tanto, una base de Vj es
BV4 = {U1 + UQ}.

3. (a) Valores propios de f :

‘1—)\ -1

_ 2 _ _ . .
5 _1_)\‘—)\ +1=0< X\ = =+i (simples).

Como las raices del polinomio caracteristico no son reales, se concluye que
f no tiene valores propios y como consecuencia no tiene vectores propios.
(b) Los valores propios son A = +i (simples). Los subespacios propios son

Vo= (1—i)x1—ib‘2:0 V. = (1+’i)l’1—3§‘2=0
P22+ (1= Dze =07 T 22y 4 (14 d)ap = 0.

Al ser A = i valor propio simple, dim V; = 1 y una base de V; (en coordena-
das en B) es {(1,1—14)'}, por tanto una base de V; es By, = {u1 + (1 —i)ua}.
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Razonando andlogamente obtenemos By, = {u1 + (1 +9)ua}.

4. (a) Valores propios

1-x -3 3 —2-X -3 3
3 —5-X 3 |=|-2-X -5-) 3
6 —6 44— 0 —6  4-A
—2-\ -3 3

= 0 —2-X 0 |[=(-2-XN?(A-)

0 —6  4-A

(hemos sumado a la primera columna la segunda y posteriormente hemos
restado a la segunda fila la primera). Los valores propios son A = 4 (simple)
y A = —2 (doble).

(b) Subespacios propios:

—3x1 —3x2+ 323 =0 3rx1 —3x2+ 323 =0
Vi=< 321 —929432x3=0, V.o=<3x1 —3x2+3x3=0
6x1 — 6220 =0 6x1 — 622 + 623 = 0.

Al ser A\ = 4 valor propio simple, dim Vj = 1 y una base de Vj (en coordena-
das en B) es {(1,1,2)}. Por tanto, una base de Vj es By, = {u1 +ua+2us}.
La dimension de V_5 es

3 -3 3
dimV.,=3-1g |3 -3 3| =3-1=2,
6 —6 6

y una base de Vj (en coordenadas en B) es {(1,1,0),(—1,0,1)}. Por tanto,
una base de V_g es By, = {u; + ug, —u; + us}.

5. (a) Para todo a, 8 € R, para todo X,Y € E y usando conocidas propie-
dades de la trasposicion:

f(aX +BY) = (aX + BY) = aX'+ BY! = af(X) + Bf(Y).

Es decir, f es lineal.
(b) Consideremos la base canénica B = {u1, ua, us,us} de E :

10 o 1 oo oo
= o0 T o o™ T 1 oo" ™M T o 1|

Hallando los transformados de los elementos de B y trasponiendo coeficientes
obtenemos la matriz A pedida:

f(ul) = Ul 1 0 0 O
f(’LLQ) = us 00 10
Flus)=w =01 0 0
flug) = uy 0 0 01
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(¢) Tenemos:

1-X2 0 0 0

- 1 0
0 =1 0 =(1-XN|1 =X 0
0 b0 0 0 1-2A
0 0 0 1-2x

— (1= NI = N2 = 1) = (A+ DA - 1)

Los valores propios o autovalores son A = —1 (simple) y A = 1 (triple). Los
autoespacios o subespacios propios son:

221 =0 0=0
_Jz14+22=0 _ J—m2t+x3=0
Vo = 1 +x9=0" Vi = 9 — 23 =0
224 =0 0=0.
Al ser A = —1 valor propio simple, dimV_; = 1 y una base de V_; (en

coordenadas en B) es {(0,1,—1,0)!}, por tanto una base de V_; es

B = -} = ] 1

La dimensién de V; es dimVy =4 —rg (A— 1) =4 —1 =3 y una base de
Vi (en coordenadas en B) es {(1,0,0,0)%,(0,1,1,0),(0,0,0,1)"}. Es decir,

Bvlz{ul,uQ+U3,U4}:{[(1) g}ﬁ’ (1)][8 (1)]}

6. Como L[(1,0,1] es subespacio propio, existe A € R tal que h(1,0,1) =
A(1,0,1).

Una base del subespacio de ecuacién z; —z2+2x3 = 0es {(1,1,0),(—1,0,1)},
por tanto existe u € R tal que

h(1,1,0) = u(1,1,0), h(=1,0,1) = u(—1,0,1).

Por otra parte,
1 01

rg | 1 1 0| =3,ie B=1{(1,0,1),(1,1,0),(—1,0,1)} es base de R?,
-1 0 1

y por tanto la matriz de h en B es D = diag(\, u, ). Usemos ahora la
condicién i7) para determinar \ y p

(Oa 07 1) = a1(1707 1) + 042(1, 17 O) + 043(—1,0, 1)
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a1 +ag —az3 =0 ap=1/2
= (%) =0 ©<{ar=0
o +az3=1 a3:1/2.

Las coordenadas de (0,0,1) en B son por tanto (1/2,0,1/2) y las de (1,0,1)
en B son evidentemente (1,0,0) Entonces,

A=2

A0 0] 12 [t
h(0,0,1)=(1,0,1) = [0 u of | 0| =10 @{
00 pu 0 p=0.

1/2

En consecuencia, h es el endomorfismo cuya matriz en la base B es D =
diag (2,0,0).

11.5. Endomorfismos diagonalizables

1. Sea F un espacio vectorial real y f : E — E el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {uj,us} es

2 2
e
(a) Estudiar si es diagonalizable.
(b) En caso afirmativo, encontrar una base de E formada por vectores pro-

pios de f y una matriz inverible P tal que P"'AP = D con D matriz
diagonal de valores propios.

2. Sea E un espacio vectorial real y f : E — E el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {uj,us} es

5 —1
—
(a) Estudiar si es diagonalizable.
(b) En caso afirmativo, encontrar una base de E formada por vectores pro-

pios de f y una matriz inverible P tal que P"'AP = D con D matriz
diagonal de valores propios.

3. Sea E un espacio vectorial y f : ' — E el endomorfismo cuya matriz en
una determinada base B = {uj,us2} es

A=l o)
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(a) Demostrar que no es diagonalizable si el cuerpo de escalares es R.

(b) Demostrar que es diagonalizable si el cuerpo de escalares es C, encontrar
una base de E formada por vectores propios de f y una matriz invertible P
tal que P~1AP = D con D matriz diagonal de valores propios.

4. Se considera la matriz:

1 -3 3
A= |3 -5 3
6 —6 4

Demostrar que es diagonalizable en R, encontrar una base de R3 formada
por vectores propios de A y una matriz invertible P tal que P~'AP = D
con D matriz diagonal de valores propios.

2 6 —15
5. Se considera la matriz: A = |1 1 =5 | . Demostrar que no es diago-
1 2 -6
nalizable en R.
6. Se consideran las matrices reales:
1 00 O 1 0 00
2 1 00 01 00
M= -1 3 2 0]’ N = -1 1 2 0
0 0 4 2 3 1 0 2

Para cada una de ellas, estudiar si es diagonalizable. En caso afirmativo ha-
llar una matriz diagonal semejante y la correspondiente matriz de paso.

7. Se considera la matriz:

3 -1 0
A= |6 -3 2
8 —6 5

(a) Demostrar que no es diagonalizable en R.
(b) Demostrar que es diagonalizable en C y hallar una matriz P € C3*3 tal
que P71AP = diag (A1, A2, A3) con A1, A2, A3 valores propios de A.

Solucién. 1. (a) Valores propios de f :

X(A):FIA 33)\‘:>\2—5)\+4:0<:>)\:4\/)\:1(simples).
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Existen dos valores propios reales y simples, en consecuencia f es diagona-
lizable.
(b) Subespacios propios:

Vi= {—2.271—{—2.1‘2 =0

_ 1+ 222 =0
1 —x9 =0,

Vi= x1 + 229 = 0.

Una base de Vj (en coordenadas en B) es {(1,1)!}. Por tanto, una base de
V4 es By, = {u1 + uz}. Andlogamente obtenemos By, = {—2uj + u2}. Una
base de E formada por vectores propios de f es

B" = {u1 + ug, —2u; + uz}.

La matriz P pedida es la matriz de cambio de B a B’, es decir

|1 =2 . -1 |40
P—[l 1},yseverlﬁcap AP_[O J.

2. (a) Valores propios de f :

><(A)=‘5IA 3__1>\‘=A2—8/\+16:0<:>(>\—4)2:0<:>)\:4(doble).

Existen dos valores propios reales. Subespacios propios:

_ Jr1—22=0 o
‘/4:{3:1_332:0 {1‘1 332—0.

La dimension de Vj; es dimVy = 2 —rgA = [1 —1] =2—1=1, menor que
la multiplicidad de A = 4, por tanto f no es diagonalizable.
(b) No ha lugar.

3. (a) Valores propios de f :

1—A -1
2 —-1-A

‘ =N4+1l=0c ) =i (simples).

No existen dos valores propios reales. En consecuencia, f no es diagonalizable
en R.

(b) Existen dos valores propios complejos y ademds son simples, por tanto
f es diagonalizable en C. Los subespacios propios son

V= (1—i)z1 —22=0 V.= (I+i)z1 —22=0
T 2$1+(—1—i)$2:0, T 21’1+(—1—|—i)l’2:0.
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Una base de V; (en coordenadas en B) es {(1,1—4)!}, por tanto una base de V;
es By, = {u1+ (1 —17)uz}. Andlogamente obtenemos By, = {u1 + (1+17)us}.
Una base de F formada por vectores propios de f es

B = {u1 + (1 — i)u2,u1 + (1 + Z)’LLQ}

La matriz P pedida es la matriz de cambio de B a B’, es decir

! 1 . 1 _le 0
P_[l—z' 1_'_Z,],ysevemﬁcaP AP_[O —i]'

4. Valores propios de A:

1-X -3 3 —2-X -3 3
3 —5-X 3 |=|-2-X -5-)X 3 |=
6 —6  4-) 0 —6  4-)

-2-)\ -3 3

0 —2-X 0 |=(-2-XN*4-N=0

0 —6  4-)

(hemos sumado a la primera columna la segunda y posteriormente hemos
restado a la segunda fila la primera). Los valores propios son por tanto
A = 4 (simple), y A = —2 (doble). La matriz A tiene tres valores reales
en R (repetidos o no). Por otra parte la dimensién del subespacio propio
asociado a A = 4 es 1 por ser A = 4 simple. La dimensién del subespacio
propio asociado a A = —2 es

3 -3 3
dimV. y=3-1g (A+2[)=3—-1g |3 —3 3| =3-1=2.
6 —6 6

Por tanto, A tiene tres valores propios reales y la dimension de cada subes-
pacio propio coincide con la multiplicidad del correspondiente valor propio:
A es diagonalizable en R. Las ecuaciones de los subespacios propios son

—3x1 —3x9 + 323 =0 3x1 —3x2+ 323 =0
Vi=< 321 — 929+ 323 =0 V_oo=< 321 — 329+ 323=0
6%1 — 6$2 = 0, 61’1 — 61’2 + 6£L'3 = 0,

y unas bases respectivas By = {(1,1,2)} y B_o = {(1,1,0),(—1,0,1)}. Tras-
poniendo obtenemos la correspondiente matriz P:

11 -1 4 0 0
P=1|1 1 0], yseverifica PTAP= |0 -2 0
2 0 1 0 0 -2
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5. Hallemos los valores propios de A. Para ello efectuamos la transformacién
F3 — F5 y a continuacién Cy + Cy :

2-\ 6 ~15 2-\ 6 —15
JA-X|=| 1 1-X -5 |=[1 14X -5
1 2 —6-A 0 14X —1-2)
2-X -9 —15
=/ 1 —44+)X -5 :(—1—A)‘2IA _4_3>\’
0 0 —1-X

= (=1 =N\ +2+1)=—-A+1DA+1)2=N+1)3%

El tinico valor propio de A es A\ = —1 (triple), por tanto A tiene tres valores
propios reales (repetidos o no). La dimensién del subespacio propio asociado
es:

La dimensién es menor que la multiplicidad, por tanto A no es diagonaliza-
ble en R

6. Polinomio caracteristico de M :

1-A 0 0 0
2 1-A 0 0
-1 3 2—-A 0
0 0 4 2—-A

M — M| = =(1-N)?*2-))>~

Los valores propios son A = 1 y A = 2, ambos dobles. La matriz M tiene por
tanto cuatro valores propios (repetidos o no). Los subespacios propios son:

2%1 =0 Qx_flng 0
i={-11+312+23=0 Ve = Lo
dzs+ 24 =0 %1+ 322 =0
3T dxs = 0.
La dimensién de V; es:
2 000
dmVi=4—rg(M—-1I)=4—-rg |[-1 3 1 0 =4-3=1
0 0 4 1
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La dimensién no coincide con la multiplicidad, es decir M no es diagonali-
zable. Polinomio caracteristico de IV :

1-A 0 0 0
0 1-A 0 0
-1 1 2-A 0
3 1 0 2—-A

IN — | = = (1-X)?%2-))>~%

Los valores propios son A =1y A = 2, ambos dobles. La matriz IV tiene por
tanto cuatro valores propios (repetidos o no). Los subespacios propios son:

—x1=0
V:{?:::lljx?jm?z_o(? Ve = —33:::—2:;2020
3z1 + 22 = 0.
La dimensién de V; es:
dmV; =4—rg (N—1)=4—rg {‘é 1 (1) (1)]_4—2_2
La dimensién de V5 es:
-1 0 0 0
dimVy=4—1rg (N -2I)=4—rg _2 _11 8 8 —4-2=2
3 1 .00

Para cada valor propio la dimensién coincide con la multiplicidad, luego N
es diagonalizable. Unas bases de V; y V5 son:

BVl = {(1707 11 _3)t7 (Oa 1) —1. - 1)t}7 BVQ = {(07 07 17 O)ta (07 07 07 1)t}

Por tanto, se verifica P~'AP = D siendo:

1 0 00 1 0 00
0 1 00 0100
P= 1 -1 1 0]’ D= 00 20
-3 -1 0 1 0 00 2
7. (a) Valores propios de A :
3—A -1 0
A-=X|=| 6 —3-X 2 |=-M4+5\2-9\+5.

8 —6 5—A
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Una raiz del polinomio caracteristico es A = 1. Usando la regla de Ruffini
obtenemos:

A=A = (1—X)(\ —4)\+5).

Resolviendo la ecuaciéon A2 — 4\ + 5 = 0, obtenemos A = 2 4 i. En conse-
cuencia, los valores propios de A son:

Al =1, Ao =2+1i, A3 =2 — i (simples).

La matriz A no tiene tres valores propios en R (repetidos o no), luego no es
diagonalizable en R.
(b) La matriz A tiene tres valores propios en C (repetidos o no). Ademas,
al ser todos los valores propios simples, es diagonalizable en C. Subespacios
propios:
2.%1 — T2 = 0
Vi, =< 621 —4ao + 223 =0
8x1 — 6xo 4+ 43 =0,

(I1—i)z1 —22=0 (I+d)x; —22=0
V)\z =< 621 + (—5 — i)$2 +2x3=0 V)\3 = 621 + (—5 + i).IQ +2x3=0
8r1 — 6z + (3 — i).??g =0, 8xr1 — 6xo + (3 + i)xg =0.

Unas bases respectivas son By = {(1,2,1)'}, By = {(i,1 +,2)!} y By =
{(—i,1 —1,2)'}. Las matrices pedidas son por tanto:

1 0 —
P=12 144 1—i|, D=diag(1,2+14,2—1)).
1 2 p

11.6. Potencia enésima de una matriz por diago-
nalizacién
1. Sea A una matriz cuadrada de orden m con elementos en un cuerpo K y

diagonalizable. Deducir la férmula para A™ en funcién de la correspondiente
matriz diagonal y la matriz de paso.

1 -3 3
2. Calcular la potencia enésima de la matriz A = |3 -5 3
6 —6 4

Solucién. 1. Al ser A diagonalizable, sabemos que existe una matriz in-
vertible P € K™*™ tal que P"'!AP = D siendo D = diag(A1,...,\m)
con \; los correspondientes valores propios de A. Despejando A obtenemos
A =PDP~ !y elevando a n:

A" = (PDP Y (PDPY...(PDP Y = PD"P L.
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2. Valores propios de A:

1-Xx -3 3 —2-X -3 3
3 —5-XA 3 |=|-2-X 5-) 3 |=
6 —6 44— 0 —6  4-A

—2-)\ -3 3

0 —2-X 0 |=(—2-X*4-)N)=0

0 —6  4-)

(hemos sumado a la primera columna la segunda y posteriormente hemos
restado a la segunda fila la primera). Los valores propios son por tanto
A = 4 (simple), y A = —2 (doble). La matriz A tiene tres valores reales
en R (repetidos o no). Por otra parte la dimensién del subespacio propio
asociado a A = 4 es 1 por ser A\ = 4 simple. La dimension del subespacio
propio asociado a A = —2 es

3 -3 3
dimV. y=3-1g (A+2[)=3—-r1g |3 —3 3| =3-1=2.
6 —6 6

Por tanto, A tiene tres valores propios reales y la dimension de cada subes-
pacio propio coincide con la multiplicidad del correspondiente valor propio:
A es diagonalizable en R. Las ecuaciones de los subespacios propios son

—3x1 — 322+ 3x3=0 3x1 —3x2+3x3=0
Vi = 31 — 9220+ 323 =0 Vo=<3x1 —3x0+323=0
6x1 — 6x2 =0, 6x1 — 622 + 623 = 0,

y unas bases respectivas By = {(1,1,2)} y B_2 = {(1,1,0),(—1,0,1)}. Tras-
poniendo obtenemos la correspondiente matriz P:

11 -1
P=111 o},
20 1
en consecuencia

11 —17 4 o 0 11 —17°"

A"=pPD"P'=11 1 0| |0 (=2 0 11 0

20 1/ ]0 0o (=2 |2 0 1

I ) L L () R G )

== | AT (Y 32 4 (-2

2.4n —2(=2)" —2.47 4 2(=2)"  2.47
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11.7. Teorema de Cayley-Hamilton

1. Verificar la validez del teorema de Cayley-Hamilton para la matriz

3 —1
A= [2 1] '
. . 4 2
2. Se considera la matriz A = {3 3] . Usando el teorema de Cayley-

Hamilton, expresar A~! como combinacién lineal de I y de A.

4 2

3 3} . Hallar su potencia enésima

3. Se considera la matriz A = [

(a) Por diagonalizacion.
(b) Usando el teorema de Cayley-Hamilton.

1
, calcular lim —A" (Propuesto en
n—+oco n

4. Dada la matriz real A = [_14 25]

-9 16
examen, Algebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solucion. 1. Polinomio caracteristico de A :

3—x -1
x(A)z‘ 5 1_)\‘:)\2—4/\+5.

Sustituyendo A por A :

X(A)_A2—4A+5I—[; :‘11]—4[;’ _11]+5[é (1)]_[8 8].

2. El polinomio caracteristico de A es

4-x 2
X()\):'g 3_)\‘:>\2—7)\+6.

Por el teorema de Cayley-Hamilton se verifica A? — 7A + 61 = 0, entonces
1
A2 —TA+6I=0= A(A-TI) = —6[@A<—6(A—7I)> =1.

1 7
Por definicién de matriz inversa se concluye que A~ = _EA + 6[ .

3. (a) Valores propios de A :

““A 2 ‘:)\2—7)\+6:O(:>)\:1v>\:6.

3 3—-A
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Los valores propios son reales y simples, en consecuencia A es diagonalizable
en R. Subespacios propios:

Vi = 3x1+229=0 Vi = —2x1+229=0
V=321 + 220 = 0, 6= 321 — 329 = 0.

Unas bases respectivas son By, = {(2,—3)} y By, = {(1,1)}. Una matriz P
invertible tal que P~*AP = D con D = diag (1,6) es por tanto:

p:[_é ﬂ

Entonces, A™ es

—1
n ormoe1 [ 2 111" 0] 2 1
e e | P | e

1] 243.6" —2+2-6"
T 5|-34+3-6" 3+2-67

(b) Consideremos el polinomio p(A) = A". Efectuando la divisién euclidea de
p(A) entre el polinomio caracteristico de A obtenemos un cociente ¢(\) y un
resto, que serd de grado a lo sumo 1 y por tanto de la forma r(\) = aX + b.
Queda por tanto:

A =c(A) (A2 —TA+6) +ar+b. (1)

Sustituyendo A por A en (1) y teniendo en cuenta que A% — 7A + 61 = 0
(teorema de Cayley-Hamilton) queda:

A" =aA 40l (2)

Para hallar los valores de a y b, sustituimos A por cada valor propio en la

igualdad (1):
l=a+b
6" = 6a + b.

1 1
Resolviendo el sistema obtenemos a = 5(6” —-1),b= 5(6 —6"). Usando
(2):
. 4 2] 1 10
A" =56 1)[3 3}“5(6 6)[0 1]

_1[ 2436 —2+2-6"
" 5|-34+3-6" 3+2-67
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4. Polinomio caracteristico de A:
X(A\) =det(A—AXI) =\ —tr(A)A+det A=) 22 +1=(\—1)%

El tinico valor propio de la matriz es por tanto A\ = 1 (doble). Facilmente
se comprueba que A no es diagonalizable. Usaremos el teorema de Cayley-
Hamilton. Efectuando la divisién euclidea de A™ entre x(\) obtenemos:

N =gMA=1)2+ar+8. (1)
Sustituyendo A por A en (1) y usando el teorema de Cayley-Hamilton
A" = q(AYN =12+ aA+ BTl =q(A) - 0+aA+ Bl =aA+ 3. (2)

Sustituyendo el valor propio A = 1 en (1) obtenemos 1 = a+ 3. Derivando la
igualdad (1): nA" ™1 = ¢/(A\)(A—1)2+2(X\ —1)g()\) + a. Sustituyendo en esta
ultima expresién de nuevo A = 1 obtenemos n = «, con lo cual § =1 — n.
Como consecuencia de (2):

T F T

B [—1571—1—1 25n, }

—In 15n+1
Por tanto
3 L 1 {-15m+1 25m =15 25
Jm oAt = i o [ —9n 15n+1] - [—9 15] '

11.8. Diagonalizaciéon segin parametros

1. Determinar los valores de o € R para los cuales es diagonalizable en R la
matriz
20+4 1—a —2a-—a?
A= 0 41—« 0
0 0 4 — o?
2. Determinar los valores de a y (3 reales para los cuales es diagonalizable
en R la matriz

5 0 0
A= 10 -1 pB| eR¥3,
3 0 «

3. Determinar los valores de a,b,c € R para los cuales es diagonalizable en
R la matriz

1
A= |0
0

O = Q

1
b
c
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4. Determinar los valores de m para los cuales no es diagonalizable en R la
matriz real

1 -2 =2
A=|-2 m 8
2 8 m
Solucién. 1. El polinomio caracteristico de A es
200 4+4 — A 1—« —20 — o
|A— M| = 0 4—a—A 0
0 0 4—a% -\

=2a+4-N@d—-a—-N{E—-a®-N).

Los valores propios de A son por tanto A\; = 2a+4, Ay =4—a y A3 = 4—a?.
Dado que los tres valores propios son reales, la matriz A serd diagonalizable si
y s0lo si la dimensién da cada subespacio propio coincide con la multiplicidad
del mismo. Determinemos que multiplicidades pueden aparecer.

Primer caso: A\ = Ao. Entonces, 2a+4 = 4 — «a es decir a = 0. En este caso
el tinico valor propio es A; = 4 (triple). La dimensién del subespacio propio
V4 asociado al valor propio 4 es:

010
dimV, =3 —-rg(A—4)=3—-1g|0 0 0| =3-1=2.
00 0

La dimensién no coincide con la multiplicidad, por tanto A no es diagonali-
zable.

Segqundo caso: A\; = \3. Entonces, 2a + 4 = 4 — o? es decir o? + 2o = 0.
Las soluciones de esta ecuacién son a« = 0y a = —2. El caso a = 0 ya
estd estudiado. Para o = —2 tenemos los valores propios A\; = 0 (doble)
y A2 = 6 (simple). Por ser 6 valor propio simple, dim V5 = 1. Hallemos la
dimensién de Vj :

dimVy=3—-1rg(A—-0])=3—1g

o O O
S o W
o O O

I

w

\

—

I

()

La matriz es por tanto diagonalizable.

Tercer caso: Ay = 3. Entonces, 4 — a = 4 — o es decir o® — a = 0.
Las soluciones de esta ecuacién son « = 0y o = 1. El caso a = 0 ya
estd estudiado. Para a = 1 tenemos los valores propios A\; = 6 (simple)
y A2 = 3 (doble). Por ser 6 valor propio simple, dim V5 = 1. Hallemos la
dimension de Vs :

2

0 -3
0 0]=3-1=2.
0 O

dimVs =3 —-rg(A—3[)=3—rg

O O Ww
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La matriz es diagonalizable.

Cuarto caso: A1 # Ao # A3 # A1. Es decir, los valores propios son distintos
dos a dos. Esto ocurre para a # 0 A a # —2 A « # 1. Los tres valores
propios son simples, y en consecuencia A es diagonalizable.

De todos los casos analizados concluimos que A es diiagonalizable si y sélo
si a # 0.

2. Polinomio caracteristico de A :

5— )\ 0 0
0 —1-A B |=06B=XN(=1=XN(a=2N).
3 0 a—A
Los valores propios son A\; =5, Ay = —1 y A3 = « (todos reales).
Primer caso: A1 = Ag. Equivale a 5 = —1, por tanto éste caso no ocurre.

Sequndo caso: \1 = \3. Equivale a 5 = «. Los valores propios son 5 (doble)
y —1 (simple). La dimensién de V_; es 1 por ser —1 simple. La dimensién

de V5 es

0 0 0
dimVs;=3—-rg (A—-5I)=3—-rg [0 —6 (| =3-2=1.
3 00

La dimensién no coincide con la multiplicidad, por tanto A no es diagonali-
zable.
Tercer caso: A2 = A3. Equivale a —1 = .. Los valores propios son 5 (simple)
y —1 (doble). La dimensién de Vs es 1 por ser 5 simple. La dimensién de
V_1es

6 0 O
dmV_1=3-rg(A+I)=3—-1rg [0 0
3 0 0

Si 8 =0 tenemos dimV_; =3 —1 = 2y A es diagonalizable. Si g # 0
tenemos dimV_; =3 -2 =1y A no es diagonalizable.
Podemos concluir:

(¢ #5) A (o # —1) : diagonalizable
a =5 : no diagonalizable
_ { £ =0: diagonalizable
@ B # 0: no diagonalizable.

3. Valores propios
1—A a 1

0 1-X b |=1-XN*(c=N=0sr=1Vi=c
0 0 c— A
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Los valores propios son todos reales.
Primer caso: ¢ = 1. En éste caso el tinico valor propio es A = 1 (triple).

dmV; =3—-1g(A—-1)=3—1g

o O O
oS O R

1
b| #3.
0

La dimensién no coincide con la multiplicidad y por tanto A no es diagona-
lizable.

Segundo caso: ¢ # 1. En éste caso, los valores propios son A = 1 (doble) y
A = ¢ (simple). La dimensién de V. es 1 por ser A\ = ¢ simple.

0 a 1
dimVi=3-1rg(A-I)=3—-1rg [0 0O b
0 0 c—1

Sia=0,dimV; =3—1=2y por tanto, A es diagonalizable. Si a # 0, al ser
¢ — 10 tenemos dimV; =3 — 2 =1y por tanto, A no es diagonalizable.
Podemos concluir:

A es diagonalizable < (¢ # 1) A (a = 0).

4. Sumando a la tercera fila la segunda y posteriormente, restando a la
segunda columna la tercera::

1—-A -2 -2 1—-A -2 -2
-2 m— A 8 = =2 m— A\ 8
2 8 m— A 0 m—A+8 m—A+38
1-A 0 -2
=| =2 m—X—8 8 =(m—X—28) 16A m__iw
0 0 m—A+8

=m-A=8)(m—-A+8)A-1)=0& A=m—-8)V(A=m+8) V(A=1).

Todos los valores propios son reales.
Primer caso: m — 8 = m + 8. Equivale a decir —8 = 8, es decir éste caso no
ocurre.

Segundo caso: m — 8 = 1. Equivale a m = 9 y los valores propios son A = 1
(doble) y A = 17 (simple). La dimensién de Vi7 es 1 por ser A = 17 simple.

0 -2 -2
dmV; =3-rg(A-I)=3—-1g |-2 8 8 |=3-2=1.
2 8 8
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La matriz A no es diagonalizable.

Tercer caso: m + 8 = 1. Equivale a m = —7 y los valores propios son A =1
(doble) y A = —15 (simple). La dimensién de V_j5 es 1 por ser A = —15
simple.

0 -2 =2
dmVp =3-rg(A-I)=3-1rg |-2 -8 8 |=3-2=1.
2 8 -8

La matriz A no es diagonalizable.

Cuarto caso: los valores propios son distintos dos a dos. Equivale a m # 9
y m # —7. En éste caso al ser los valore propios simples, la matriz es
diagonalizable. Podemos concluir que:

A no es diagonalizable < (m = 9) V (m = 7).

11.9. Suma y producto de valores propios

Se considera la matriz real

1 6
A= |5 3
6 4

w O ot

Hallar la suma y el producto de sus valores propios sabiendo que es diago-
nalizable.

Solucién. Por hipétesis, existe P € R3*3 invertible cumpliendo:

M 0 0
PlAP=D, con D=0 X 0],
0 0 X3

siendo A1, A2, A3 los valores propios de A. Como A y D son semejantes tienen,
segin sabemos, la misma traza y el mismo determinante. Por tanto:

M+ Ao+ A3 =traza D = traza A =5, \{ A3 =det D =det A = 71.

11.10.  Valores propios del endomorfismo inverso

Sea A un valor propio de un endomorfismo f : F — FE invertible.
(a) Demostrar que A # 0.
(b) Demostrar que 1/ es valor propio de f~1.
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(¢) Aplicacion: se considera la matriz
2 3
[
Hallar los valores y vectores propios de A~1.

Solucién. (a) Supongamos que fuera A = 0. Entonces existirfa un € E no
nulo tal que f(z) = 0z = 0. Es decir ker f no se reducirfa al vector nulo y
por tanto f no seria inyectiva. Esto es una contradiccién pues f es invertible
por hipétesis.

(b) Por hipétesis, existe 2 € E no nulo tal que f(x) = Az. Aplicando f~! a
ambos miembros y teniendo en cuenta que f~! es lineal:

fle) == 7 (f(x)) = [T a) = (F o f)(@) = A (2)

1
S Iz) =M YHa)=e=2fYa)= fi(z) = 3
Es decir, 1/ es valor propio de f~! y ademds, los correspondientes vectores

propios asociados a A para f y 1/\ para f~! coinciden.

(c) Como det A = —5 # 0, A representa un endomorfismo invertible en R?
con respecto de la base canénica, y la matriz del endomorfismo inverso en
tal base es justamente A~!. Valores propios de A :

‘2—)\ 3

— 2— - e = = — 1 S
3 2_)\‘—)\ AA-5=0&)A\1 =5V )\ 1 (simples).

Subespacios propios de A :

Vi = —3x1 +322=0 - 3z1 +3xz2 =0
M T 32y — 320 =0, A2 = 132, 4+ 329 = 0.

Unas bases respectivas son By, = {(1, i}y By,, ={(-1, 1)t}. Usando el
apartado anterior, concluimos que los valores propios de A~! son
1

y =5 = _17
M2 Ay

=
—
|
x|
|
ot =

vy unas bases de los correspondientes subespacios propios son

BVM - {(17 l)t}7 BVMQ - {(_17 1)t}'
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11.11. Diagonalizacion de un endomorfismo en
RQX?

Sea E = R?*? el espacio vectorial real de las matrices de orden 2. Se consi-
dera la aplicacién

f:E—=E, f(X)=X" (traspuesta de X).

(a) Demostrar que f es lineal.

(b) Hallar la matriz A de f con respecto a la base canénica de E.

(c) Calcular los autovalores de f, los autoespacios, sus dimensiones y una
base de cada uno de ellos.

Solucién. (a) Para todo «, 8 € R, para todo X,Y € E y usando conocidas
propiedades de la trasposicién:

flaX +BY) = (aX + BY) = aX' + BY" = af(X) + Bf(Y).

Es decir, f es lineal.
(b) Consideremos la base canénica B = {u1, ua, us,us} de E :

10 o 1 oo oo
0 00" T o o™ T 1 oo™ T o 1|

Hallando los transformados de los elementos de B y trasponiendo coeficientes
obtenemos la matriz A pedida:

f(ul)—ul 1 0 0O

f(UQ)—U3 A 0010

Flus) = 2= (0 1 0 0

flug) = ug 0 001

(¢) Tenemos:

e A0
OO B (TP VI S S
0 0 1—-2X

0 0 0 1-2)
=(1-N1-NN=1)=A\+1\-1)>°

Los valores propios o autovalores son A\ = —1 (simple) y A = 1 (triple). Los
autoespacios o subespacios propios son:
2%1 =0 0=0
1+ 29 =0 —x9+1x3=0
Vo= Vi =
! 1 +x9=0" ! To —x3 =20

2x4 =0 0=0.



11.12 Diagonalizacién de un endomorfismo en Ry[z]

Al ser A = —1 valor propio simple, dimV_; = 1 y una base de V_; (en
coordenadas en B) es {(0,1,—1,0)'}, por tanto una base de V_; es

Bry = -} ={| ] o

La dimensién de V; es dimV); =4 —rg (A— 1) =4 —1 =3y una base de
Vi (en coordenadas en B) es {(1,0,0,0)%,(0,1,1,0),(0,0,0,1)"}. Es decir,

By = {w b =g o] [0 o]y

11