
PROBLEMAS RESUELTOS DE
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9.32. Cambio de base en orbitales atómicos . . . . . . . . . . . . . 290
9.33. Intersección de subespacios de (Z7)4 . . . . . . . . . . . . . . 291
9.34. Espacio vectorial de las funciones definidas en un conjunto . . 293
9.35. Realificación de un espacio vectorial complejo . . . . . . . . . 294
9.36. Subespacios transversales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

10. Aplicaciones lineales 297
10.1. Concepto de aplicación lineal (1) . . . . . . . . . . . . . . . . 297
10.2. Concepto de aplicación lineal (2) . . . . . . . . . . . . . . . . 299
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11.21.Ĺımite de sucesión de puntos diagonalizando en C . . . . . . 425
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13.1. Concepto de forma bilineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 467

13.2. Espacio vectorial de las formas bilineales . . . . . . . . . . . . 469

13.3. Matriz de una forma bilineal . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470

13.4. Formas bilineales simétricas y antisimétricas . . . . . . . . . . 473

13.5. Suma directa de las formas bilineales simétricas y antisimétricas475

13.6. Formas bilineales: cambio de base . . . . . . . . . . . . . . . . 476

13.7. Diagonalización de formas bilineales simétricas . . . . . . . . 478
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13.17.Núcleo de una forma cuadrática . . . . . . . . . . . . . . . . 495
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Caṕıtulo 1

Conjuntos

1.1. Concepto de conjunto

1. Escribir por extensión A = {x : x es ráız de p(x) = x2 − 7x+ 12}.
2. Escribir por comprensión B = {3, 4, 5, 6, 7}.
3. Analizar si son iguales los siguientes pares de conjuntos

(a) A = {a, 2, 3}, B = {3, 3, 2, a}.
(b) C = {verde, rojo}, D = {x : x es color del arco iris}.

4. Escribir por comprensión los conjuntos

A = {−1,−3,−5,−7.− 9, . . .}, B = {4, 8, 12, 16, 20, . . .}.

5. Definir por extensión el conjunto S = {x ∈ R : x3 − x2 = 0}.
6. Sean a, b, c, d elementos de un conjunto X. Demostrar que {{a}, {a, b}} =
{{c}, {c, d}} si y solamente si a = c y b = d.

Solución. 1. Hallemos las ráıces de la ecuación dada

x =
7±
√

49− 48

2
=

7± 1

2
⇔ x = 4 o x = 3.

Es decir, A = {3, 4}.

2. Los elementos de B son los números naturales mayores o iguales que 3 y
menores o iguales que 7. Por tanto:

B = {x : x es número natural con 3 ≤ x ≤ 7}.

3. (a) Todo elemento que pertenece a A, pertenece a B y todo elemento que
pertenece a B, pertenece a A, lo cual implica que A = B. Nótese que es
irrelevante el que se repita la escritura de algún elemento.

1
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1.2 Inclusión de conjuntos. Conjunto vaćıo

(b) Todo elemento que pertenece a C, pertenece a D. Sin embargo, no to-
do elemento que pertenece a D pertenece a C (por ejemplo, el color azul).
Concluimos que C 6= D.

4. El conjunto A está formado por los números impares negativos y el B por
los múltiplos de 4 positivos, por tanto:

A = {x : x es entero impar negativo}, B = {x : x es múltiplo positivo de 4}.

5. Los elementos de S son los números reales que cumplen x3 − x2 = 0 o
de forma equivalente x2(x− 1) = 0, cuyas soluciones son x = 0, x = 1. Por
tanto S = {0, 1}.

6. Tenemos que demostrar

{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} ⇔ a = b y b = d.

⇐) Si a = b y c = d, trivialmente {{c}, {c, d}} = {{a}, {a, b}}
⇒) Por hipótesis

{{a}, {a, b}} = {{c}, {c, d}} . (1)

Analizamos dos casos:

Caso 1: a 6= b. En éste caso, {a} 6= {a, b}. Entonces, el conjunto de la derecha
en (1) ha de tener dos elementos, lo cual implica que c 6= d. Sólo se puede
verificar la igualdad (1) si {a} = {c} y {a, b} = {c, d}, por tanto a = c y
b = d.

Caso 2: a = b. En éste caso, {a} = {a, b}. Entonces, el conjunto de la derecha
en (1) ha de tener un único elemento, es decir ha de ser {c} = {c, d}. Esto
último implica que c = d.

1.2. Inclusión de conjuntos. Conjunto vaćıo

1. Se considera el conjunto A = {a, b, c}. Escribir todos los subconjuntos de
A.
2. Un subconjunto A de B se dice que es propio si existe al menos un ele-
mento de B que no pertenece a A. Escribir todos los subconjuntos propios
de M = {1, 2}.
3. Demostrar que el conjunto vaćıo es único.
4. Sea X un conjunto. Al conjunto ∅X = {x ∈ X : x 6= x} se le llama subcon-
junto vaćıo de X (y claramente no contiene elemento alguno). Demostrar
que para dos conjuntos cualesquiera X e Y se verifica ∅X = ∅Y .
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Caṕıtulo 1. Conjuntos

Solución. 1. El conjunto vaćıo y A son subconjuntos de A. Los subconjuntos
de A con un elemento son {a}, {b} y {c}, y con dos elementos son {a, b},
{a, c} y {b, c}. Por tanto, todos los subconjuntos de A son:

∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, A.

2. Los subconjuntos de M son ∅, {1}, {2} y M = {1, 2}. De la definición
dada, inmediatamente se deduce que los subconjuntos propios de M son ∅,
{1} y {2}.

3. Si ∅ y ∅′ son conjuntos vaćıos, se verifica ∅ ⊂ ∅′ y ∅′ ⊂ ∅, luego ∅ = ∅′.

4. Recordemos que si P y Q son dos proposiciones, P ⇒ Q significa ”no P y
Q”, en consecuencia, P : x ∈ ∅X (que es falso) implica Q : x ∈ ∅Y , es decir
∅X ⊂ ∅Y . De manera análoga, ∅Y ⊂ ∅X .

1.3. Relaciones de inclusión y pertenencia

Analizar cuales de las siguientes fórmulas son ciertas para todo conjunto A
(1) ∅ ∈ ∅. (2) ∅ ∈ {∅}. (3) ∅ ⊂ ∅. (4) ∅ ∈ A. (5) ∅ ⊂ A. (6) A ∈ A.
(7) A ∈ {A}. (8) A ⊂ A. (9) A ∈ P(A). (10) A ⊂ P(A).

Solución. (1) Falsa. ∅ no tiene elementos.
(2) Cierta. {∅} es un conjunto, y ∅ es elemento de {∅}.
(3) Cierta. El vaćıo está contenido en todo conjunto, en particular ∅ ⊂ ∅.
(4) Falsa. Basta considerar A = ∅ y aplicar el apartado (1).
(5) Cierta. El vaćıo está contenido en todo conjunto.
(6) Falsa. Basta considerar A = ∅ y aplicar el apartado (4).
(7) Cierta. {A} es un conjunto, y A es elemento de {A}.
(8) Cierta. Si x ∈ A, entonces x ∈ A.
(9) Cierta. Al ser A es subconjunto de A, se verifica A ∈ P(A).
(10) Falsa. Si A = {1} entonces P(A) = {∅, {1}}. Se verifica 1 ∈ A, pero
1 6∈ P(A). Por tanto A no está contenido en P(A).

1.4. Unión e intersección de conjuntos

1. Dados los conjuntos A = {a, b, c, 7, 4}, B = {b, 1, 5, c}, hallar A ∪ B y
A ∩B.
2. Demostrar que M = {0, 2} y B = {x : x ∈ R con x2 − 1 = 0}, son
conjuntos disjuntos.
3. Todos los alumnos de una clase que practican natación o atletismo o
ambos deportes, practican también tenis, natación o ambos deportes. Los
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1.5 Propiedades de la unión e intersección

que practican natación y atletismo practican también natación y tenis. ¿ Es
cierto que los que practican atletismo también practican tenis?

Solución. 1. De las definiciones de unión e intersección de conjuntos, de-
ducimos inmediatamente que: A ∪B = {a, b, c, 7, 4, 1, 5}, A ∩B = {b, c}.

2. Dos conjuntos A y B son disjuntos si A ∩ B = ∅, es decir si no tienen
elementos comunes. Los elementos del conjunto B son las soluciones de la
ecuación x2 − 1 = 0, es decir B = {−1, 1}, luego M ∩B = ∅. Por tanto, M
y B son disjuntos.

3. Denotemos por N,A, T a los conjuntos de los alumnos de la clase que
practica natación, atletismo y tenis respectivamente. La hipótesis todos los
alumnos de la clase que practican natación o atletismo o ambos deportes,
practican también tenis, natación o ambos deportes equivale a:

N ∪A ⊂ T ∪N (1).

La hipótesis los que practican natación y atletismo practican también nata-
ción y tenis equivale a:

N ∩A ⊂ N ∩ T (2).

El aserto los que practican atletismo también practican tenis equivale a:

A ⊂ T (3).

Veamos que se verifica (3), o equivalentemente que x 6∈ T ⇒ x 6∈ A. Tene-
mos:

x 6∈ T ⇒ x 6∈ T ∩N ⇒ (por (2)) x 6∈ N ∩A.

Dado que x 6∈ N ∩A, o bien ocurre x 6∈ A o bien x 6∈ N (o ambos).
Caso 1: x 6∈ A. Ya estaŕıa demostrado (3).
Caso 2: x 6∈ N . En éste caso, x 6∈ T ∪ N (por hipótesis x 6∈ T ) y por (1),
deducimos x 6∈ N ∪ A lo cual implica que x 6∈ A (pues x 6∈ N). Concluimos
pues que los que practican atletismo también practican tenis.

1.5. Propiedades de la unión e intersección

Demostrar las siguientes propiedades para conjuntos cualesquiera dados:
1. Asociativa de la unión: (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).
2. Asociativa de la intersección: (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).
3. Conmutativa de la unión: A ∪B = B ∪A.
4. Conmutativa de la intersección: A ∩B = B ∩A.
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Caṕıtulo 1. Conjuntos

5. Idempotentes de la unión y de la intersección: A ∪A = A, A ∩A = A.
6. Elemento ı́nfimo para la unión e intersección: A ∪ ∅ = A, A ∩ ∅ = ∅.
7. Distributiva de la intersección respecto de la unión: A ∩ (B ∪ C) = (A ∩
B) ∪ (A ∩ C).
8. Distributiva de la unión respecto de la intersección: A ∪ (B ∩ C) = (A ∪
B) ∩ (A ∪ C).
9. Leyes de simplificación: (a) (A ∪B) ∩A = A. (b) (A ∩B) ∪A = A.

Solución. 1. Quedará demostrada la igualdad si demostramos los conteni-
dos:

(A ∪B) ∪ C ⊂ A ∪ (B ∪ C). (1)

A ∪ (B ∪ C) ⊂ (A ∪B) ∪ C. (2)

Sea x ∈ (A∪B)∪C. Esto significa x ∈ A∪B o x ∈ C. Si ocurre lo primero,
será x ∈ A o x ∈ B. Si x ∈ A, será x ∈ A∪ (B ∪C); si x ∈ B será x ∈ B ∪C
y por tanto x ∈ A ∪ (B ∪ C). Por último, si x ∈ C, será x ∈ B ∪ C y por
tanto x ∈ A ∪ (B ∪ C). Hemos demostrado (1).

Sea x ∈ A∪ (B ∪C). Esto significa x ∈ A o x ∈ B ∪C. Si ocurre lo primero,
será x ∈ A ∪ B y por tanto x ∈ (A ∪ B) ∪ C. Si x ∈ B ∪ C, será x ∈ B o
x ∈ C. Si x ∈ B, será x ∈ A ∪ B y por tanto x ∈ (A ∪ B) ∪ C; si x ∈ C
será x ∈ (A ∪B) ∪ C. Hemos demostrado (2).

2. Sea x ∈ (A∩B)∩C. Esto significa x ∈ A∩B y x ∈ C y por tanto, x ∈ A y
x ∈ B y x ∈ C lo cual implica que x ∈ A y x ∈ B∩C, es decir x ∈ A∩(B∩C).

Sea x ∈ A∩ (B ∩C). Esto significa x ∈ A y x ∈ B ∩C y por tanto, x ∈ A y
x ∈ B y x ∈ C lo cual implica que x ∈ A∩B y x ∈ C, es decir x ∈ (A∩B)∩C.
Del doble contenido demostrado, concluimos que

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C).

3. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x ∈ A∪B. Esto significa que x ∈ A
o x ∈ B y, en cualquiera de los dos casos, x ∈ B ∪ A. Hemos demostrado
A ∪B ⊂ B ∪A.

Sea x ∈ B ∪A. Esto significa que x ∈ B o x ∈ A y, en cualquiera de los dos
casos, x ∈ A∪B. Hemos demostrado B∪A ⊂ A∪B. Podemos pues concluir
que A ∪B = B ∪A.

4. Sean A y B conjuntos arbitrarios. Sea x ∈ A∩B. Esto significa que x ∈ A
y x ∈ B lo cual implica que que x ∈ B y x ∈ A, es decir x ∈ B ∩A. Hemos
demostrado A ∩B ⊂ B ∩A.
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1.5 Propiedades de la unión e intersección

Sea x ∈ B ∩ A. Esto significa que x ∈ B y x ∈ A lo cual implica que que
x ∈ A y x ∈ B, es decir x ∈ A ∩ B. Hemos demostrado B ∩ A ⊂ A ∩ B.
Podemos pues concluir que A ∩B = B ∩A.

5. Sea A conjunto arbitrario. Si x ∈ A ∪A, será x ∈ A o x ∈ A, y en ambos
casos x ∈ A. Si x ∈ A, en virtud de la definición de unión, x ∈ A ∪ A.
Podemos pues concluir que A ∪A = A.

Si x ∈ A ∩ A, será x ∈ A y x ∈ A, y por tanto, x ∈ A. Si x ∈ A, en
virtud de la definición de intersección, x ∈ A ∩ A. Podemos pues concluir
que A ∩A = A.

6. Si x ∈ A∪ ∅ entonces x ∈ A o x ∈ ∅. Dado que el conjunto vaćıo no tiene
elementos, necesariamente x ∈ A. Si x ∈ A, por la definición de unión, se
cumple x ∈ A ∪ ∅. Es decir, A ∪ ∅ = A.

Un elemento x pertenece a A∩∅, si y sólo si x ∈ A y x ∈ ∅. Ningún elemento
x cumple las dos condiciones anteriores, por tanto A ∩ ∅ = ∅.

7. Veamos que A∩ (B ∪C) ⊂ (A∩B)∪ (A∩C). En efecto, x ∈ A∩ (B ∪C)
implica x ∈ A y x ∈ B ∪ C, es decir o bien x ∈ A y x ∈ B o bien x ∈ A y
x ∈ C. En el primer caso x ∈ A ∩ B y en el segundo x ∈ A ∩ C. En ambos
casos, x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

Veamos que (A∩B)∪(A∩C) ⊂ A∩(B∪C). En efecto, x ∈ (A∩B)∪(A∩C)
implica x ∈ A∩B o x ∈ A∩C. En el primer caso, x ∈ A y x ∈ B, por tanto
x ∈ A y x ∈ B∪C lo cual implica x ∈ A∩(B∪C). En el segundo caso, x ∈ A
y x ∈ C, por tanto x ∈ A y x ∈ B∪C lo cual implica también x ∈ A∩(B∪C).

8. Veamos que A∪ (B ∩C) ⊂ (A∪B)∩ (A∪C). En efecto, x ∈ A∪ (B ∩C)
implica x ∈ A o x ∈ B ∩ C. En el primer caso, x ∈ A ∪ B y x ∈ A ∪ C lo
cual implica x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪C). En el segundo caso, x ∈ B y x ∈ C. Es
decir, x ∈ A ∪B y x ∈ A ∪ C, lo cual implica x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C).

Veamos que (A∪B)∩(A∪C) ⊂ A∪(B∩C). En efecto, x ∈ (A∪B)∩(A∪C)
implica x ∈ A ∪ B y x ∈ A ∪ C. Si x ∈ A, entonces x ∈ A ∪ (B ∩ C). Si
x 6∈ A, al pertenecer a A ∪B y a A ∪ C, necesariamente x ∈ B y x ∈ C. Es
decir, x ∈ B ∩ C y por tanto, x ∈ A ∪ (B ∩ C).

9. (a) Si x ∈ (A ∪ B) ∩ A, entonces x ∈ A ∪ B y x ∈ A lo cual implica
trivialmente que x ∈ A. Si x ∈ A, entonces x ∈ A ∪ B y x ∈ A lo cual
implica x ∈ (A ∪B) ∩A.

(b) Si x ∈ (A ∩ B) ∪ A, entonces x ∈ A ∩ B o x ∈ A, y en ambos casos,
x ∈ A. Si x ∈ A, entonces x ∈ (A ∩B) ∪A.
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Caṕıtulo 1. Conjuntos

1.6. Cardinal de la unión de tres conjuntos

Sea M un conjunto finito (es decir, con un número finito de elementos). Se
denota por card M , por #(M) o bien por |A| al cardinal de M . Sean ahora
A,B,C tres conjuntos finitos. Demostrar las fórmulas:

(a) |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
(b) |A∪B ∪C| = |A|+ |B|+ |C| − |A∩B| − |A∩C| − |B ∩C|+ |A∩B ∩C|.
(c) Aplicación. Calcular cuantos números naturales menores o iguales que
1000 existen que no sean múltiplos no de 3, ni de 5, ni de 7.

Solución. (a) Si escribimos |A|+ |B| estamos contando dos veces cada ele-
mento de A ∩B, en consecuencia |A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
(b) Usando las propiedad asociativa de la unión, el apartado (a) y la propie-
dad distributiva de la intersección respecto de la unión:

|A ∪B ∪ C| = |(A ∪B) ∪ C| = |A ∪B|+ |C| − |A ∪B) ∩ C|
= |A|+ |B| − |A ∩B|+ |C| − |(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)|. (1)

Usando el apartado (a) y las propiedades asociativa e idempotente de la
intersección:

|(A ∩ C) ∪ (B ∩ C)| = |A ∩ C|+ |B ∩ C| − |(A ∩ C) ∩ (B ∩ C)|
= |A ∩ C|+ |B ∩ C| − |A ∩B ∩ C|. (2)

Usando (1) y (2) queda:

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.

(c) Llamemos A3, A5 y A7 los conjuntos de los múltiplos de 3, 5 y 7 respec-
tivamente y que son menores o iguales que 1000. Entonces, A3∩A5, A3∩A5,
A5 ∩A7, y A3 ∩A5 ∩A7 son respectivamente los conjuntos cuyos elementos
son los múltiplos de 15, 21, 35 y 105 respectivamente y que son menores o
iguales que 1000. Tenemos:

1000 = 3 · 333 + 1

1000 = 5 · 200

1000 = 7 · 142 + 6

⇒


|A3| = 333

|A5| = 200

|A7| = 142,
1000 = 15 · 66 + 10

1000 = 21 · 47 + 13

1000 = 35 · 28 + 20

⇒


|A3 ∩A5| = 66

|A5 ∩A7| = 47

|A5 ∩A7| = 28,

1000 = 105 · 9 + 55⇒ |A3 ∩A5 ∩A7| = 9.
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1.7 Partes de un conjunto, complementario y diferencia

Aplicando la fórmula del cardinal de la unión de tres conjuntos

|A3 ∪A5 ∪A7| = 333 + 200 + 142− 66− 47− 28 + 9 = 543.

El conjunto A3 ∪ A5 ∪ A7 está formado por los múltiplos de 3, o de 5, o de
7 y que son menores o iguales que 1000. Nos piden por tanto el cardinal de
(A3 ∪A5 ∪A7)c . Entonces,

|(A3 ∪A5 ∪A7)c| = 1000− 543 = 457

es el cardinal de los números naturales menores o iguales que 1000 existen
que no son múltiplos ni de 3, ni de 5, ni de 7.

1.7. Partes de un conjunto, complementario y di-
ferencia

1. Dado U = {a, b, c, d}, determinar P(U).
2. Determinar los conjuntos P(∅), P (P(∅)) , P (P (P(∅))) .
3. En P(Q), determinar Zc y Z− N.
4. Sea A = {a1, . . . , an} un conjunto con n elementos. Hallar el número de
elementos de P(A).
5. Dados dos conjuntos A y B su diferencia simétrica se define como el
conjunto A∆B = (A−B) ∪ (B −A). Demostrar que se verifica la igualdad

A∆B = (A ∪B)− (A ∩B).

6. Para dos conjuntos A y B demostrar que A = (A ∩ B) ∪ (A − B) y que
es una representación de A como unión de conjuntos disjuntos.
7. Siendo A,B,C subconjuntos de un conjunto universal U, demostrar que
A− (B − C) = (A−B) ∪ (A ∩ C)
8. Demostrar que existe un único A ∈ P(C) tal que para todo X ∈ P(C),
se verifica A∆X = X∆A = X.

Solución. 1. Escribamos los subconjuntos de U atendiendo a su número de
elementos:
Con 0 elementos: ∅. Con 1 elemento: {a}, {b},{c},{d}. Con 2 elementos:
{a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c},{b, d}, {c, d}. Con 3 elementos: {a, b, c}, {a, b, d},
{a, c, d}, {b, c, d}. Con 4 elementos: U . Por tanto

P(U) = { ∅, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c},
{b, d}, {c, d}, {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d}, {b, c, d}, U }.
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Caṕıtulo 1. Conjuntos

2. Claramente P(∅) = {∅} y P (P(∅)) = {∅, {∅}}. Para hallar con más clari-
dad P (P (P(∅))), podemos considerar un conjunto U = {a, b} y determinar
P(U) :

P(U) = {∅, {a}, {b}, {a, b}} .

Ahora, basta sustituir a por ∅ y b por {∅} :

P (P (P(∅))) = {∅, {∅}, {{∅}}, {∅, {∅}}} .

3. Zc está formado por los elementos de Q que no están en Z, es decir por
los números racionales que no son enteros. Por tanto:

Zc = {x ∈ Q : x no es fracción entera}.

Z− N está formado por los elementos de Z que no están en N, es decir por
los números enteros negativos

Z− N = {−1,−2,−3, . . .}.

4. Contemos los subconjuntos de A, atendiendo al número de elementos.
Hay 1 =

(
n
0

)
subconjuntos con 0 elementos (el conjunto vaćıo). Hay n =

(
n
1

)
subconjuntos con 1 elemento,

(
n
2

)
con dos elementos, ... ,

(
n
k

)
con k elementos,

... , 1 =
(
n
n

)
con n elementos (el conjunto A). Sumando y aplicando la fórmula

del binomio de Newton obtenemos el cardinal de P(A) :

card P(A) =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ . . .+

(
n

n

)
=

(
n

0

)
1n · 10 +

(
n

1

)
1n−1 · 11 +

(
n

2

)
1n−2 · 12 + . . .+

(
n

n

)
10 · 1n

= (1 + 1)n = 2n = 2card A.

5. Demostremos el doble contenido. Tenemos:

x ∈ A∆B ⇒ x ∈ (A−B) ∪ (B −A)⇒


x ∈ A−B

o
x ∈ B −A

⇒


x ∈ A y x 6∈ B

o
x ∈ B y x 6∈ A

⇒


x ∈ A ∪B y x 6∈ A ∩B

o
x ∈ A ∪B y x 6∈ A ∩B

⇒ x ∈ (A ∪B)− (A ∩B).

Es decir, A∆B ⊂ (A ∪B)− (A ∩B). Por otra parte:

x ∈ (A ∪B)− (A ∩B)⇒


x ∈ A ∪B

y
x 6∈ A ∩B

⇒
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1.7 Partes de un conjunto, complementario y diferencia


Caso 1. x ∈ A⇒ x 6∈ B ⇒ x ∈ A−B

y
Caso 2. x ∈ B ⇒ x 6∈ A⇒ x ∈ B −A

⇒ x ∈ (A−B) ∪ (B −A).

Es decir, (A ∪B)− (A ∩B) ⊂ A∆B.

6. Para demostrar la igualdad dada, podemos demostrar el doble contenido.
Sin embargo, optaremos por considerar A y B contenidos en otro conjunto U
que hace el papel de universal (por ejemplo, U = A ∪B). Entonces, usando
conocidas propiedades:

(A ∩B) ∪ (A−B) = (A ∩B) ∪ (A ∩Bc)

= A ∩ (B ∪Bc) = A ∩ U = A.

Por otra parte:

(A ∩B) ∩ (A−B) = (A ∩B) ∩ (A ∩Bc)

= (A ∩A) ∩ (B ∩Bc) = A ∩ ∅ = ∅.

Es decir, la unión es disjunta.

7. Usando las propiedades del complementario y la propiedad distributiva
de la intersección respecto de la unión:

A− (B − C) = A ∩ (B − C)c = A ∩ (B ∩ Cc)c = A ∩ (Bc ∪ (Cc)c)

= A ∩ (Bc ∪ C) = (A ∩Bc) ∪ (A ∩ C) = (A−B) ∪ (A ∩ C).

8. La diferencia simétrica ∆ es operación conmutativa. En efecto:

A∆X = A ∪X −A ∩X = X ∪A−X ∩A = X∆A.

por tanto, el problema equivale a demostrar que existe un único A ∈ P(C)
tal que para todo X ∈ P(C), se verifica A∆X = X.

Unicidad. Si tal A existe, se ha de cumplir A∆X = X para todo X ∈ P(C),
en particular para X = C. Pero

A∆C = C ⇔ A ∪ C −A ∩ C = C ⇔ C −A = C,

y la última igualdad solamente se verifica si A = ∅.
Existencia. Si A = ∅, se verifica

A∆X = ∅∆X = ∅ ∪X − ∅ ∩X = X − ∅ = X.

Queda pues demostrada la propiedad requerida.
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Caṕıtulo 1. Conjuntos

1.8. Propiedades del complementario

En P(U) demostrar:
1. ∅c = U, U c = ∅.
2. (Ac)c = A.
3. (a) (A ∪ B)c = Ac ∩ Bc, (b) (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc (Leyes de Morgan). 4.
A ⊂ B ⇒ Bc ⊂ Ac.
5. (a) A ∪Ac = U. (b) A ∩Ac = ∅.

Solución. 1. Tenemos ∅c = {x ∈ U : x 6∈ ∅}. Pero todo elemento x ∈ U no
pertenece a ∅, en consecuencia ∅c = U . Tenemos U c = {x ∈ U : x 6∈ U}.
Pero ningún elemento x puede a la vez pertenecer y no pertenecer a U , en
consecuencia U c = ∅.

2. Por una parte, x ∈ (Ac)c ⇒ x 6∈ Ac = {y ∈ U : y /∈ A} ⇒ x ∈ A, es
decir, (Ac)c ⊂ A. Por otra, x ∈ A⇒ x 6∈ Ac ⇒ x ∈ (Ac)c, es decir A ⊂ (Ac)c.

3. (a) Demostramos directamente la igualdad escribiendo equivalencias:

x ∈ (A∪B)c ⇔ x 6∈ A∪B ⇔ x 6∈ A y x 6∈ B ⇔ x ∈ Ac y x ∈ Bc ⇔ x ∈ Ac∩Bc.

(b) Análogamente:

x ∈ (A∩B)c ⇔ x 6∈ A∩B ⇔ x 6∈ A o x 6∈ B ⇔ x ∈ Ac o x ∈ Bc ⇔ x ∈ Ac∪Bc.

4. Si x ∈ Bc, entonces x 6∈ B. Como por hipótesis A ⊂ B, se verifica x 6∈ A,
es decir x ∈ Ac.

5. (a) Los conjuntos A y Ac están contenidos en U por las definiciones de
conjunto universal y de complementario. Por tanto, si x ∈ A ∪ Ac, o bien
x ∈ A o bien x ∈ Ac y en ambos casos x ∈ U. Es decir, A ∪ Ac ⊂ U . Si
x ∈ U , o bien x ∈ A, o bien x 6∈ A. De forma equivalente, o bien x ∈ A o
bien x ∈ Ac lo cual implica que x ∈ A ∪Ac . Es decir, U ⊂ A ∪Ac.
(b) Tenemos las equivalencias

x ∈ A ∩Ac ⇔ x ∈ A y x ∈ Ac ⇔ x ∈ A y x 6∈ A.

No existe elemento alguno x tal que x ∈ A y x 6∈ A, lo cual implica que
A ∩Ac = ∅.

1.9. Simplificaciones en las partes de un conjunto

1. Siendo A,B,C subconjuntos de un conjunto universal U, determinar el
complementario del conjunto (A ∪Bc ∪ Cc) ∩ (A ∪B ∪ Cc).
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1.10 Producto cartesiano

2. Demostrar que (A ∩B) ∪ (Ac ∩B) ∪ (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩Bc) es el conjunto
universal.
3. Simplificar la expresión [(A ∩B) ∩ C] ∪ [(A ∩B) ∩ Cc] ∪ (Ac ∩B).

Solución. 1. Llamemos D al conjunto dado. Usando reiteradamente las
leyes de Morgan y la propiedad (M c)c = M :

Dc = (A ∪Bc ∪ Cc)c ∪ (A ∪B ∪ Cc)c = (Ac ∩B ∩ C) ∪ (Ac ∩Bc ∩ C).

Reagrupando y usando la propiedad distributiva de la intersección respecto
de la unión:

Dc = [(Ac ∩ C) ∩B] ∪ [(Ac ∩ C) ∩Bc]

= (Ac ∩ C) ∩ (B ∪Bc) = (Ac ∩ C) ∩ U = Ac ∩ C.

2. Llamemos C al conjunto dado. Por la propiedad asociativa de la unión:

C = [(A ∩B) ∪ (Ac ∩B)] ∪ [(A ∩Bc) ∪ (Ac ∩Bc)] .

Aplicando la propiedad distributiva de la intersección respecto de la unión:

C = [(A ∪Ac) ∩B] ∪ [(A ∪Ac) ∩Bc] .

Por último, llamando U al conjunto universal, y aplicando conocidas pro-
piedades del complementario:

C = (U ∩B) ∪ (U ∩Bc) = B ∪Bc = U.

3. Llamemos D al conjunto dado y U al universal. Aplicando la propiedad
distributiva de la intersección respecto de la unión:

[(A ∩B) ∩ C] ∪ [(A ∩B) ∩ Cc]

= (A ∩B) ∩ (C ∪ Cc) = (A ∩B) ∩ U = A ∩B.

Es decir, D = (A∩B)∪ (Ac∩B). Usando de nuevo la propiedad distributiva
de la intersección respecto de la unión:

D = (A ∪Ac) ∩B = U ∩B = B.

1.10. Producto cartesiano

1. Dados A = {a, b} y B = {1, 2} determinar A×B y B ×A.
2. Dados A = {1, 2} , B = {a} , C = {1, 3} determinar A×B×C. 3. Demos-
trar que A′ ⊂ A,B′ ⊂ B ⇒ A′ ×B′ ⊂ A×B.
4. Demostrar que A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C).
5. Demostrar que A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C).

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 1. Conjuntos

Solución. 1. De acuerdo con la definición de producto cartesiano:

A×B = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2)}, B ×A = {(1, a), (2, a), (1, b), (2, b)}.

2. De acuerdo con la definición de producto cartesiano de varios conjuntos

A×B × C = {(1, a, 1), (1, a, 3), (2, a, 1), (2, a, 3)}.

3. Sea (a, b) ∈ A′ × B′. Por definición de producto cartesiano, a ∈ A′ y
b ∈ B′. Como por hipótesis A′ ⊂ A y B′ ⊂ B, también a ∈ A y b ∈ B lo
cual implica que (a, b) ∈ A×B.

4. Tenemos las equivalencias:

(a, b) ∈ A× (B ∪ C)⇔ a ∈ A y b ∈ B ∪ C ⇔ a ∈ A y (b ∈ B o b ∈ C)
⇔ (a ∈ A y b ∈ B) o (a ∈ A y b ∈ C)⇔ (a, b) ∈ A×B o (a, b) ∈ A× C

⇔ (a, b) ∈ (A×B) ∪ (A× C),

lo cual demuestra la igualdad dada.

5. Tenemos las equivalencias:

(a, b) ∈ A× (B ∩ C)⇔ a ∈ A y b ∈ B ∩ C ⇔ a ∈ A y (b ∈ B y b ∈ C)
⇔ (a ∈ A y b ∈ B) y (a ∈ A y b ∈ C)⇔ (a, b) ∈ A×B y (a, b) ∈ A× C

⇔ (a, b) ∈ (A×B) ∩ (A× C),

lo cual demuestra la igualdad dada.

1.11. Unión e intersección generalizadas

1. Se considera el conjunto de ı́ndices J = {j : j es letra vocal}. Escribir los
conjuntos que componen la familia indexada {Aj}. Escribir de otra manera
∪jAj y ∩jAj .

2. Sea I = [0, 1] y, para cada i ∈ I, sea Ai = [0, i]. Determinar A1/3 ∪ A2/3

y A1/3 ∩A2/3.

3. Sea Bn = (0, 1/n), donde n ∈ N∗ = {1, 2, 3, . . .}. Hallar:

(i) B4 ∪B9. (ii) B5 ∩B8. (iii) Bs ∪Bt.
(iv) Bs ∩Bt. (v)

⋃
i∈A⊂N∗ Bi. (vi)

⋂
i∈N∗ Bi.

4. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {Ai} y para cualquier
conjunto B se verifica B ∪ (∩iAi) = ∩i(B ∪ Ai) (propiedad distributiva de
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1.11 Unión e intersección generalizadas

la unión respecto de la intersección).

5. Demostrar que para cualquier clase de conjuntos {Ai} y para cualquier
conjunto B se verifica B ∩ (∪iAi) = ∪i(B ∩ Ai) (propiedad distributiva de
la intersección respecto de la unión).

6. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {Ai} de un universal
U , se verifica la ley de Morgan: (∪iAi)c = ∩iAci .

7. Demostrar que para cualquier clase de subconjuntos {Ai} de un universal
U se verifica la ley de Morgan: (∩iAi)c = ∪iAci .

Solución. 1. Los conjuntos que forman la familia indexada son Aa, Ae, Ai,
Ao y Au. Podemos escribir

∪jAj = Aa ∪Ae ∪Ai ∪Ao ∪Au ∩j Aj = Aa ∩Ae ∩Ai ∩Ao ∩Au.

2. Tenemos A1/3 = [0, 1/3] y A2/3 = [0, 2/3], por tanto

A1/3 ∪A2/3 = [0, 2/3] = A2/3 , A1/3 ∩A2/3 = [0, 1/3] = A1/3.

3. (i) Como 4 < 9, se verifica 1/9 < 1/4 y por tanto (0, 1/9) ⊂ (0, 1/4).
Esto implica por la definición de los Bn que B9 ⊂ B4, en consecuencia
B4 ∪B9 = B4.

(ii) Como 5 < 8, se verifica 1/8 < 1/5 y por tanto (0, 1/8) ⊂ (0, 1/5).
Esto implica por la definición de los Bn que B8 ⊂ B5, en consecuencia
B5 ∩B8 = B8.

(iii) Llamemos m = mı́n{s, t}. Entonces, 1/s ≤ 1/m y 1/t ≤ 1/m, lo cual
implica que Bs ⊂ Bm y Bt ⊂ Bm. Además, o bien s = m o bien t = m, es
decir Bs = Bm o Bt = Bm. En consecuencia, Bs ∪Bt = Bm.

(iv) Llamemos M = máx{s, t}. Entonces, 1/M ≤ 1/s y 1/M ≤ 1/t lo cual
implica que BM ⊂ Bs y BM ⊂ Bt. Además, o bien s = M o bien t = M , es
decir Bs = BM o Bt = BM . En consecuencia, Bs ∩Bt = BM .

(v) Llamemos a = mı́n{i : i ∈ A}. Entonces, 1/i ≤ 1/a y 1/i ≤ 1/a para
todo i ∈ A lo cual implica que Bi ⊂ Ba para todo i ∈ A. Además, Aa es uno
de los Ai. En consecuencia,

⋃
i∈A⊂N∗ Bi = Aa.

(vi) Si x ∈
⋂
i∈N∗ Bi, entonces x ∈ Bi para todo i ∈ N∗, es decir 0 < x < 1/i

para todo i ∈ N∗. Ahora bien, ĺımi→∞ 1/i = 0 con lo cual existe i0 ∈ N∗
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Caṕıtulo 1. Conjuntos

tal que 0 < 1/i0 < x. Esto quiere decir que x 6∈ Bi0 y por tanto no puede
estar en la intersección de todos los Bi. De ésta contradicción deducimos
que

⋂
i∈N∗ Bi = ∅.

4. Veamos el contenido de izquierda a derecha:

x ∈ B ∪ (∩iAi)⇒ (x ∈ B) o (x ∈ ∩iAi)⇒ (x ∈ B) o (x ∈ Ai ∀i)

⇒
{
x ∈ B ∪Ai ∀i si x ∈ B
x ∈ B ∪Ai ∀i si x ∈ Ai ∀i

⇒ x ∈ ∩i(B ∪Ai).

Veamos el otro contenido:

x ∈ ∩i(B ∪Ai)⇒ x ∈ B ∩Ai ∀i⇒
{
x ∈ B ∪ (∩iAi) si x ∈ B
x ∈ Ai ∀i si x 6∈ B{

x ∈ B ∪ (∩iAi) si x ∈ B
x ∈ ∩iAi si x 6∈ B ⇒ x ∈ B ∪ (∩iAi).

5. Por una parte:

x ∈ B ∩ (∪iAi)⇒ (x ∈ B) y (x ∈ ∪iAi)

⇒ (x ∈ B) y (∃i0 : x ∈ Ai0)⇒ x ∈ B ∩Ai0 ⇒ x ∈ ∪i(B ∩Ai)

es decir, B ∩ (∪iAi) ⊂ ∪i(B ∩Ai). Veamos ahora la otra inclusión:

x ∈ ∪i(B ∩Ai)⇒ ∃i0 : x ∈ B ∩Ai0

⇒ ∃i0 : x ∈ B y x ∈ Ai0 ⇒ x ∈ B y x ∈ ∪iAi ⇒ x ∈ B ∩ (∪iAi),

es decir, ∪i(B ∩Ai) ⊂ B ∩ (∪iAi). Hemos demostrado la igualdad dada.

6. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:

x ∈ (∪iAi)c ⇔ x 6∈ ∪iAi ⇔ x 6∈ Ai ∀i⇔ x ∈ Aci ∀i⇔ x ∈ ∩iAci .

Es decir, (∪iAi)c = ∩iAci .

7. Para todo x elemento de U tenemos las equivalencias:

x ∈ (∩iAi)c ⇔ x 6∈ ∩iAi ⇔ ∃i : x 6∈ Ai ⇔ ∃i : x ∈ Aci ⇔ x ∈ ∪iAci ,

es decir, (∩iAi)c = ∪iAci .
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1.12 Función caracteŕıstica

1.12. Función caracteŕıstica

Sea X un conjunto y M ⊂ X. La función caracteŕıstica de M se define como
la función 1M : X → {0, 1}

1M (x) =

{
1 si x ∈M
0 si x /∈M.

Demostrar que para todo A,B subconjuntos de X se verifica:
(i) 1A = 1B ⇔ A = B
(ii) 1Ac = 1− 1A.
(iii) 1A∩B = 1A · 1B.
(iv) 1A∪B = 1A + 1B − 1A · 1B.
(v) 1A∆B = 1A + 1B − 2 · 1A · 1B.

Solución. (i) ⇒) Si x ∈ A, entonces 1A(x) = 1. Por hipótesis, 1A = 1B,
luego 1B(x) = 1 lo cual implica que x ∈ B. Hemos demostrado que A ⊂ B.
Razonamiento análogo para B ⊂ A.
⇐) Por hipótesis A = B. Si x ∈ A = B, entonces 1A(x) = 1B(x) = 1. Si
x 6∈ A = B, entonces 1A(x) = 1B(x) = 0. Como 1A(x) = 1B(x) para todo
x ∈ X, concluimos que 1A = 1B.

(ii) Tenemos:

x ∈ A⇒ x 6∈ Ac ⇒ 1A(x) = 1 y 1Ac(x) = 0⇒ 1Ac(x) = 1− 1A(x)
x 6∈ A⇒ x ∈ Ac ⇒ 1A(x) = 0 y 1Ac(x) = 1⇒ 1Ac(x) = 1− 1A(x).

Como 1Ac(x) = 1− 1A(x) para todo x ∈ X, concluimos que 1Ac = 1− 1A.

(iii) Se verifica:

x ∈ A ∩B ⇒ x ∈ A y x ∈ B ⇒ 1A∩B(x) = 1 y 1A(x) = 1 y 1B(x) = 1.

Es decir, si x ∈ A ∩B entonces, 1A∩B(x) = 1A(x)1B(x). Por otra parte,

x /∈ A ∩B ⇒ x /∈ A o x /∈ B ⇒ 1A∩B(x) = 0 y (1A(x) = 0 o 1B(x) = 0) .

Por tanto, si x /∈ A ∩ B, también 1A∩B(x) = 1A(x)1B(x). Concluimos que
1A∩B = 1A · 1B.

(iv) Si x ∈ A∪B, entonces 1A∪B(x) = 1. Según los distintos casos tenemos:

x ∈ A ∩B ⇒ 1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) = 1 + 1− 1 · 1 = 1
x ∈ A y x /∈ B ⇒ 1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) = 1 + 0− 1 · 0 = 1
x /∈ A y x ∈ B ⇒ 1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) = 0 + 1− 0 · 1 = 1.
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Caṕıtulo 1. Conjuntos

Si x /∈ A ∪B, entonces 1A∪B(x) = 0. Dado que x /∈ A y x /∈ B :

1A(x) + 1B(x)− 1A(x) · 1B(x) = 0 + 0− 0 · 0 = 0.

Por tanto, ∀x ∈ X se verifica 1A∪B(x) = 1A(x) + 1B(x) − 1A(x) · 1B(x) lo
cual implica que 1A∪B = 1A + 1B − 1A · 1B.

(v) Para todo x ∈ X se verifica 1∅(x) = 0 pues x /∈ ∅. Es decir, 1∅ = 0
(función nula). Por los apartados (iii) y (iv), 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B y si
A ∩B = ∅ queda 1A∪B = 1A + 1B.

La diferencia simétrica A∆B es igual a (A−B)∪ (B−A) siendo ésta unión
disjunta, por tanto

1A∆B = 1A−B + 1A−B = 1A∩Bc + 1B∩Ac = 1A · 1Bc + 1B · 1Ac
= 1A · (1− 1B) + 1B · (1− 1A) = 1A + 1B − 2 · 1A · 1B.

1.13. Asociatividad de la diferencia simétrica

Sean A,B,C subconjuntos de un conjunto universal X. Usando propiedades
de la función caracteŕıstica, demostrar la propiedad asociativa de la diferen-
cia simétrica, es decir (A∆B)∆C = A∆(B∆C).

Solución. Para cualquier par de subconjuntos M y N de X, sabemos que
M = N si y sólo si 1M = 1N . Bastará pues demostrar que

1(A∆B)∆C = 1A∆(B∆C). (1)

Sabemos también que

1M∆N = 1M + 1N − 2 · 1M · 1N .

Desarrollemos separadamente 1(A∆B)∆C y 1A∆(B∆C) :

1(A∆B)∆C = 1(A∆B) + 1C − 2 · 1(A∆B) · 1C
= 1A + 1B − 2 · 1A · 1B + 1C − 2 (1A + 1B − 2 · 1A · 1B) · 1C

= 1A + 1B + 1C − 2 · 1A · 1B − 2 · 1A · 1C − 2 · 1B · 1C + 4 · 1A · 1B · 1C .

1A∆(B∆C) = 1A + 1(B∆C) − 2 · 1A · 1(B∆C)

= 1A + 1B + 1C − 2 · 1B · 1C − 2 · 1A (1B + 1C − 2 · 1B · 1C)
= 1A + 1B + 1C − 2 · 1A · 1B − 2 · 1A · 1C − 2 · 1B · 1C + 4 · 1A · 1B · 1C .

Se verifica (1), por tanto (A∆B)∆C = A∆(B∆C).
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1.14 Partes de uniones e intersecciones

1.14. Partes de uniones e intersecciones

Sea {Ai : i ∈ I} una familia de subconjuntos de un conjunto E. Demostrar
que:
(a) P

(⋂
i∈I Ai

)
=
⋂
i∈I P(Ai).

(b)
⋃
i∈I P(Ai) ⊂ P

(⋃
i∈I Ai

)
.

(c) Poner un contraejemplo que demuestre que en general no se verifica la
igualdad en el apartado (b).

Solución. (a) Tenemos las equivalencias:

A ∈ P
(⋂

i∈I Ai
)
⇔ A ⊂

⋂
i∈I Ai ⇔ A ⊂ Ai ∀i ∈ I

⇔ A ∈ P(Ai) ∀i ∈ I ⇔ A ∈
⋂
i∈I P(Ai),

es decir, P
(⋂

i∈I Ai
)

=
⋂
i∈I P(Ai).

(b) Tenemos las implicaciones:

A ∈
⋃
i∈I P(Ai)⇒ ∃i0 ∈ I : A ∈ P(Ai0)

⇒ A ⊂ Ai0 ⇒ A ⊂
⋃
i∈I Ai ⇒ A ∈ P

(⋃
i∈I Ai

)
,

lo cual demuestra la inclusión pedida.

(c) Elijamos E = {a, b}, A1 = {a}, A2 = {b}. Entonces:

P(A1) = {∅, {a}} , P(A2) = {∅, {b}}
P(A1 ∪A2) = P({a, b}) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}

y P(A1) ∪ P(A2) 6= P(A1 ∪A2).

1.15. Cardinales de las σ-álgebras contables

Sea A una σ-álgebra contable en X, es decir card (A) ≤ ℵ0. Entonces, A es
finita. Además, existe un n natural tal que card (A) = 2n.

Solución. Definimos en X la siguiente relación:

x ∼ y ⇔ (A ∈ A ∧ y ∈ A)⇒ x ∈ A.

Es decir x ∼ y si y sólo si todo conjunto medible que contiene a y también
contiene a x. Veamos que esta relación es de equivalencia en X.
(a) Reflexiva. Si un conjunto medible contiene a x, trivialmente contiene a
x, es decir x ∼ x.
(b) Simétrica. Sea x ∼ y. Si ocurriera y 6∼ x, existiŕıa un B ∈ A tal que
x ∈ B, y ∈ Bc. Ahora bien, Bc ∈ A, y ∈ Bc y x 6∈ Bc lo cual contradice la
hipótesis x ∼ y.
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Caṕıtulo 1. Conjuntos

(c) Transitiva. Supongamos x ∼ y e y ∼ z Si A es medible y contiene a z,
entonces también contiene a y por ser y ∼ z. Por contener a y, y ser x ∼ y
también contiene a x. Es decir, x ∼ z.

Veamos ahora que la clase [x] a la que pertenece un elemento x de X es:

[x] =
⋂
{A : A ∈ A ∧ x ∈ A}. (1)

En efecto, si u ∈ [x], entonces u ∼ x con lo cual todo A medible que
contiene a x también contiene a u y por tanto u ∈

⋂
{A : A ∈ A ∧ x ∈ A}.

Rećıprocamente, si u ∈
⋂
{A : A ∈ A ∧ x ∈ A}, todo conjunto medible que

contiene a x también contiene a u y por tanto, u ∼ x o equivalentemente,
u ∈ [x]. Esto demuestra (1). Por otra parte, es claro que para todo A ∈ A
se verifica:

A =
⋃
{x∈A}

[x]. (2)

Por hipótesis, A es σ-álgebra contable lo cual implica por (1) que las clases
de equivalencia de ∼ pertenecen a A. Veamos ahora que el número de clases
de equivalencia [xi] es finito.
En efecto, si fuera infinito tendŕıa que ser necesariamente numerable y por
formar estas clases una partición, X =

⋃
k∈N[xk] (unión disjunta). Cada par

de subconjuntos distintos N1, N2 de N daŕıan lugar a los conjuntos distintos
de A : A1 =

⋃
i∈N1

[xi] y A2 =
⋃
j∈N2

[xj ]. Esto implicaŕıa que el cardinal de

A seŕıa al menos 2ℵ0 lo cual es absurdo por ser A numerable.

Sea pues C = {[a1], . . . , [an]} el conjunto formado por todas las clases de
equivalencia. Por (2), todo elemento de A es unión de clases de equivalencia
y cada par de subconjuntos distintos C1, C2 de C dan lugar a los conjuntos
distintos de A : B1 =

⋃
i∈N1

[ai] y B2 =
⋃
j∈N2

[aj ]. Es decir, el número de
elementos de A es

card (A) = card (P(C)) = 2card (C) = 2n.
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1.15 Cardinales de las σ-álgebras contables
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Caṕıtulo 2

Relaciones

2.1. Concepto de relación binaria

1. Analizar si son reflexivas las relaciones en A = {a, b, c} :

R = {(a, a), (b, b), (c, c), (b, a)}, S = {(a, b), (b, b), (c, a)}.

2. Analizar si son simétricas las relaciones:
a) En el conjunto de las rectas del plano, rRs ⇔ r es perpendicular a s.
b) En Z, xRy ⇔ x ≤ y.

3. Analizar si son transitivas las relaciones:
a) En Z, xRy ⇔ x ≤ y.
b) En A = {1, 2, 3}, R = {(1, 2), (2, 3), (1, 1)}.

4. Analizar si son antisimétricas las relaciones:
a) En Z, xRy ⇔ x ≤ y.
b) En R, xRy ⇔ |x| = |y| .

5. En el conjunto P(U) (partes de U), se define la relación ARB ⇔ A ⊂ B.
Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica,
transitiva, antisimétrica.

6. En el conjunto R se define la relación xRy ⇔ |x| = |y| . Estudiar cuales
de las siguientes propiedades cumple: reflexiva, simétrica, transitiva, anti-
simétrica.

7. Sea R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (2, 1), (1, 2), (2, 3)} una relación definida en
A = {1, 2, 3, 4}. Estudiar cuales de las siguientes propiedades cumple: refle-
xiva, simétrica, transitiva, antisimétrica.

21
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2.2 Relaciones de equivalencia (1)

Solución. 1. La relación R es reflexiva pues para todo x ∈ A se verifica
xRx. Sin embargo, la relación S no es reflexiva pues por ejemplo a 6 Ra.

2. a) Es simétrica, pues si r es perpendicular a s entonces s es perpendicular
a r. Es decir, rRs. implica sRr.

b) No es simétrica, pues por ejemplo 0R1, pero 1 6 R0.

3. a) Es transitiva pues si xRy e yRz, entonces x ≤ y e y ≤ z y por tanto
x ≤ z. Es decir xRz.

b) No es transitiva pues por ejemplo 1R2, 2R3, y 1 6 R3.

4. a) Es antisimétrica pues si xRy e yRx, entonces x ≤ y e y ≤ x y por
tanto x = y.
b) No es antisimétrica, pues por ejemplo (−1)R1, 1R(−1) y sin embargo,
−1 6= 1.

5. Reflexiva. Se cumple, pues para todo A ∈ P(U) se verifica A ⊂ A.
Simétrica. No se verifica, si A ⊂ B con A 6= B, entonces B 6⊂ A.
Transitiva. Se cumple, si A ⊂ B y B ⊂ C, entonces A ⊂ C.
Antisimétrica. Se cumple, si A ⊂ B y B ⊂ A entonces A = B.

6. Reflexiva. Se cumple, pues para todo x ∈ R se verifica |x| = |x|.
Simétrica. Se cumple, pues si |x| = |y| entonces |y| = |x|.
Transitiva. Se cumple, pues si |x| = |y| y |y| = |z| entonces |x| = |z|.
Antisimétrica. No se verifica, por ejemplo | − 1| = |1|, |1| = | − 1| y sin
embargo −1 6= 1.

7. Reflexiva. No se verifica, pues 4 6 R4.
Simétrica. No se verifica, pues 2R3 pero 3 6 R2.
Transitiva. No se verifica, pues 1R2 y 2R3 pero 1 6 R3.
Antisimétrica. No se verifica, pues 1R2, 2R1 pero 1 6= 2.

2.2. Relaciones de equivalencia (1)

A. En R se define la relación aRb⇔ a2 − b2 = a− b.
(a) Demostrar que R es relación de equivalencia.
(b) Determinar la clase a la que pertenece 5.
(c) Determinar el conjunto cociente R/R.

B. En el conjunto E = R×R se define la relación: (x, y)R(z, t)⇔ x2 +y2 =
z2 + t2. Demostrar que R es relación de equivalencia y determinar el con-
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Caṕıtulo 2. Relaciones

junto cociente E/R.

C. En el conjunto R de los números reales se considera la relación de equi-
valencia xRy ⇔ |x| = |y|. Determinar el conjunto cociente A/R.

Solución. A. (a) Reflexiva. Para todo a ∈ R se verifica a2− a2 = a− a, en
consecuencia aRa.
Simétrica. Para todo a, b ∈ R :

aRb⇒ a2 − b2 = a− b⇒ b2 − a2 = b− a⇒ bRa.

Transitiva. Para todo a, b, c ∈ R :{
aRb
bRc

⇒
{
a2 − b2 = a− b
b2 − c2 = b− c ⇒ (sumando) a2 − c2 = a− c⇒ aRc.

La relación R es por tanto de equivalencia.

(b) La clase a la que pertenece 5 es:

C[5] = {x ∈ R : xR5} = {x ∈ R : x2 − 52 = x− 5}.

Resolvemos la ecuación:

x2 − 52 = x− 5⇔ (x+ 5)(x− 5) = (x− 5)

⇔ (x+ 5)(x− 5)− (x− 5) = 0

⇔ (x− 5)(x+ 4) = 0⇔ x = 5 o x = −4.

La clase pedida es por tanto C[5] = {5,−4}.

(c) Sea a ∈ R. La clase a la que pertenece a es:

C[a] = {x ∈ R : xRa} = {x ∈ R : x2 − a2 = x− a}.

Resolvemos la ecuación:

x2 − a2 = x− a⇔ (x+ a)(x− a) = (x− a)

⇔ (x+ a)(x− a)− (x− a) = 0

⇔ (x− a)(x+ a− 1) = 0⇔ x = a o x = 1− a.

Es decir, C[a] = {a, 1− a}, y el conjunto cociente es:

R/R = {{a, 1− a} : a ∈ R} .
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2.3 Relaciones de equivalencia (2)

Nótese que cada clase tiene dos elementos, salvo en el caso a = 1 − a (es
decir, a = 1/2) que sólo tiene un elemento: C[1/2] = {1/2}.

B. Reflexiva. Para todo (x, y) ∈ E se verifica x2 + y2 = x2 + y2, en conse-
cuencia (x, y)R(x, y).
Simétrica. Para todo (x, y), (z, t) ∈ E :

(x, y)R(z, t)⇒ x2 + y2 = z2 + t2 ⇒ z2 + t2 = x2 + y2 ⇒ (z, t)R(x, y).

Transitiva. Para todo (x, y), (z, t), (u, v) ∈ E :{
(x, y)R(z, t)
(z, t)R(u, v)

⇒
{
x2 + y2 = z2 + t2

z2 + t2 = u2 + v2

⇒ x2 + y2 = u2 + v2 ⇒ (x, y)R(u, v).

La relación R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (x0, y0) ∈ E fijo. La clase a la que pertenece (x0, y0) es:

C[(x0, y0)] = {(x, y) ∈ E : (x, y)R(x0, y0)} = {(x, y) ∈ E : x2+y2 = x2
0+y2

0}.

Dado que x2
0 + y2

0 ≥ 0, la clase C[(x0, y0)] representa una circunferencia de
centro el origen y radio r =

√
x2

0 + y2
0. En consecuencia,

E/R = {Cr : r ≥ 0} (Cr circunf. de centro (0, 0) y radio r).

Nótese que para r = 0, la circunferencia consta de un único punto: el (0, 0).

C. Sea a ∈ R. La clase de equivalencia determinada por a es:

[a] = {x ∈ R : xRa} = {x ∈ R : |x| = |a|} = {−a, a}

por tanto, el conjunto cociente es: A/R = {{−a, a} : a ∈ R} .

2.3. Relaciones de equivalencia (2)

A. Sea X el conjunto de todas funciones de R en R. Dadas x(t), y(t) ∈ X
se define la relación:

x(t)Ry(t)⇔ ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
= 0.

Demostrar que R es una relación de equivalencia.

B. En el conjunto E = R × R se define la relación (x, y)R(z, t) ⇔ x = z.
Demostrar que R es relación de equivalencia e identificar geométricamente
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Caṕıtulo 2. Relaciones

el conjunto cociente E/R.

C. Sea X el conjunto de las aplicaciones de R en R. Dadas x, y ∈ X se define
la relación xRy ⇔ ∃c > 0 : x(t) = y(t) para |t| < |c|. Demostrar que R es
una relación de equivalencia.

Solución. A. Reflexiva. Para todo x(t) ∈ X se verifica:

ĺım
t→0

x(t)− x(t)

t2
= ĺım

t→0

0

t2
= ĺım

t→0
0 = 0,

es decir, x(t)Rx(t).

Simétrica. Para todo x(t), y(t) ∈ X se verifica:

x(t)Ry(t)⇒ ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
= 0⇒ ĺım

t→0

y(t)− x(t)

t2

= − ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
= −0 = 0⇒ y(t)Rx(t).

Transitiva. Para todo x(t), y(t), z(t) ∈ X se verifica:

{
x(t)Ry(t)
y(t)Rz(t)

⇒


ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
= 0

ĺım
t→0

y(t)− z(t)
t2

= 0,

lo cual implica:

ĺım
t→0

x(t)− z(t)
t2

= ĺım
t→0

x(t)− y(t) + y(t)− z(t)
t2

= ĺım
t→0

x(t)− y(t)

t2
+ ĺım
t→0

y(t)− z(t)
t2

= 0 + 0 = 0⇒ x(t)Rz(t).

La relación R es por tanto de equivalencia.

B. Reflexiva. Para todo (x, y) ∈ E se verifica x = x, en consecuencia
(x, y)R(x, y).
Simétrica. Para todo (x, y), (z, t) ∈ E :

(x, y)R(z, t)⇒ x = z ⇒ z = x⇒ (z, t)R(x, y).

Transitiva. Para todo (x, y), (z, t), (u, v) ∈ E :{
(x, y)R(z, t)
(z, t)R(u, v)

⇒
{
x = z
z = u

⇒ x = u⇒ (x, y)R(u, v).
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2.4 Relaciones de orden

La relación R es por tanto de equivalencia. Determinemos una clase genérica,
para ello elijamos (x0, y0) ∈ E fijo. La clase a la que pertenece (x0, y0) es:

C[(x0, y0)] = {(x, y) ∈ E : (x, y)R(x0, y0)} = {(x, y) ∈ E : x = x0}.

La clase C[(x0, y0)] representa la recta vertical r : x = x0, por tanto podemos
identificar A/R como el conjunto cuyos elementos son las rectas verticales
del plano.

C. Reflexiva. Para toda x ∈ X se verifica trivialmente x(t) = x(t) para todo
x ∈ R, en particular para |t| < c siendo c > 0 cualquiera. Es decir, xRx.
Simétrica. Para todo x, y ∈ X se verifica:

xRy ⇒ ∃c > 0 : x(t) = y(t) para |t| < |c|
⇒ y(t) = x(t) para |t| < |c| ⇒ yRx.

Transitiva. Para todo x, y, z ∈ X se verifica:{
xRy
yRz

⇒
{
∃c1 > 0 : x(t) = y(t) para |t| < |c1|
∃c2 > 0 : y(t) = z(t) para |t| < |c2|.

Esto implica que x(t) = z(t) si |t| < |c| siendo c = mı́n{|c1|, |c2|}, es decir
xRz. La relación R es por tanto de equivalencia.

2.4. Relaciones de orden

1. Demostrar que en el conjunto R de los números reales, la relación xRy si
y sólo si x ≤ y, es de orden.

2. Demostrar que en el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U, la
relación XRY si y sólo si X ⊂ Y, es de orden.

3. En el conjunto R de los números reales se define la relación xRy ⇔
x3 ≤ y3. Demostrar que R es relación de orden.

4. En el conjunto Z de los números enteros se define la relación xRy ⇔
x2 ≤ y2. Analizar si R es relación de orden.

5. En el conjunto N∗ = {1, 2, 3, . . .} se define la relación xRy⇔ x divide a y.
Demostrar que R es relación de orden.

6. En Z, se define la relación xRy ⇔ x = 5y. Analizar si es relación de orden.
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Caṕıtulo 2. Relaciones

7. En el conjunto Z de los números enteros se define la relación xRy, si y
sólo si, existe un número entero no negativo n tal que y − x = 2n. Analizar
si R es relación de orden.

8. Sea A un conjunto y R el conjunto de todas las relaciones binarias en A.
Se define en R la relación R ≤ S ⇔ (xRy ⇒ xSy (∀x, y ∈ A)) . Demostrar
que ≤ es relación de orden en R.

Solución. 1. En efecto, para todo x ∈ R se verifica x ≤ x (reflexiva). Si
x ≤ y e y ≤ x, entonces x = y (antisimétrica). Si x ≤ y e y ≤ z, entonces
x ≤ z (transitiva).

2. Demostrar que en el conjunto P(U) de las partes de un conjunto U, la
relación XRY si y sólo si X ⊂ Y, es de orden.

3. (i) Reflexiva. Para todo x ∈ R se verifica x3 ≤ x3, es decir xRx. (ii)
Antisimétrica. Para todo x, y ∈ R :{

xRy
yRx

⇒
{
x3 ≤ y3

y3 ≤ x3 ⇒ x3 = y3 ⇒ 3
√
x3 = 3

√
y3 ⇒ x = y.

(iii) Transitiva. Para todo x, y, z ∈ R :{
xRy
yRz

⇒
{
x3 ≤ y3

y3 ≤ z3 ⇒ x3 ≤ z3 ⇒ xRz.

4. (i) Reflexiva. Para todo x ∈ Z se verifica x2 ≤ x2, es decir xRx.
(ii) Antisimétrica. No se verifica. En efecto, se cumple (−1)2 ≤ 12 y 12 ≤
(−1)2, es decir (−1)R1 y 1R(−1). Sin embargo, −1 6= 1. Concluimos que R
no es relación de orden.

5. El que x divida a y equivale a decir que existe k ∈ N∗ tal que y = kx.
(i) Reflexiva. Para todo x ∈ R se verifica x = 1x, es decir xRx.
(ii) Antisimétrica. Para todo x, y ∈ N∗ :{

xRy
yRx

⇒
{
∃k ∈ N∗ : y = kx
∃r ∈ N∗ : x = ry

⇒ xy = krxy ⇒ kr = 1.

Ahora bien, como k, r son naturales, ha de ser necesariamente k = r = 1 y
por tanto x = y.
(iii) Transitiva. Para todo x, y, z ∈ N∗ :{

xRy
yRz

⇒
{
∃k ∈ N∗ : y = kx
∃r ∈ N∗ : z = ry

⇒ z = (rk)x.
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2.5 Máximo, mı́nimo, cotas

Dado que rk ∈ N∗, se verifica xRz. Concluimos que R es relación de orden.

6. Elijamos (por ejemplo) x = 1. Entonces, 1 6= 5 · 1, es decir 1 6 R1. No se
cumple la propiedad reflexiva, por tanto R no es relación de orden.

7. (i) Reflexiva. Para todo x ∈ R se verifica x− x = 2 · 0, es decir xRx.
(ii) Antisimétrica. Para todo x, y ∈ R :{

xRy
yRx

⇒
{
∃n entero no negativo : y − x = 2n
∃m entero no negativo : x− y = 2m

⇒ 0 = 2(n+m).

La igualdad 2(n + m) = 0 implica n + m = 0. Ahora bien, como n,m son
enteros no negativos, ha de ser necesariamente n = m = 0 y por tanto x = y.
(iii) Transitiva. Para todo x, y, z ∈ R :{

xRy
yRz

⇒
{
∃n entero no negativo : y − x = 2n
∃m entero no negativo : z − y = 2m

⇒ z − x = 2(n+m).

Dado que n + m es entero no negativo, se verifica xRz. Concluimos que R
es relación de orden.

8. Reflexiva. Para todo R ∈ R, trivialmente se verifica xRy ⇒ xRy para
todo x, y ∈ A. Es decir, R ≤ R.
Antisimétrica. Sean R,S ∈ R tales que R ≤ S y S ≤ R. Entonces, para
todo x, y ∈ A se verifican las implicaciones xRy ⇒ xSy y xSy ⇒ xRy. Por
tanto, para todo x, y ∈ A se verifica xRy ⇔ xSy, lo cual implica R = S.
Transitiva. Sean R,S, T ∈ R. Entonces, para todo x, y ∈ A se verifica:{

R ≤ S
S ≤ T ⇒

{
xRy ⇒ xSy
xSy ⇒ xTy

⇒ (xRy ⇒ xTy)⇒ R ≤ T.

Concluimos que ≤ es relación de orden en R.

2.5. Máximo, mı́nimo, cotas

1. En N = {0, 1, 2, . . .} con el orden usual ≤, hallar, caso de existir los ele-
mentos mı́nimo y máximo.
2. En Z− = {. . . ,−3,−2,−1} con el orden usual ≤, hallar, caso de existir
los elementos mı́nimo y máximo.
3. En Z con el orden usual ≤, hallar, caso de existir los elementos mı́nimo
y máximo.
4. En A = {3, 7, 8, 12} con el orden usual ≤, hallar, caso de existir los ele-
mentos mı́nimo y máximo.
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Caṕıtulo 2. Relaciones

5. En R con el orden usual, determinar las cotas superiores e inferiores de
B = (0, 1]. ¿ Está B acotado?
6. Sea el conjunto A = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} con la relación de orden x ≤ y
⇔ x divide a y. Se pide:

(a) Analizar la existencia de máximo y mı́nimo en A.
(b) Determinar las cotas superiores e inferiores de B = {6, 9}.

7. Dado U = {a, b, c}, se establece en P(U) la relación de orden inclusión.
Se pide:

(a) Analizar la existencia de máximo y mı́nimo en P(U).
(b) Determinar las cotas superiores e inferiores del subconjunto de

P(U) : B = {{a}, {a, b}}

Solución. 1. De acuerdo con las definiciones de elemento mı́nimo y máxi-
mo, 0 es elemento mı́nimo y no existe elemento máximo.

2. De acuerdo con las definiciones de elemento mı́nimo y máximo, −1 es
elemento máximo y no existe elemento mı́nimo.

3. De acuerdo con las definiciones de elemento mı́nimo y máximo, no existe
ninguno de ellos.

4. De acuerdo con las definiciones de elemento mı́nimo y máximo, 3 es ele-
mento mı́nimo y 12 es elemento máximo.

5. De acuerdo con las definiciones de cota superior e inferior, las cotas su-
periores son todos los números reales ≥ 1 y las inferiores, todos los números
reales ≤ 0. Dado que existen cotas superiores e inferiores, B está acotado
superior e inferiormente, por tanto está acotado.

6. (a) No existe elemento en A que divida a todos los de A, por tanto no
existe mı́nimo. Tampoco existe elemento en A que sea dividido por todos
los de A, por tanto no existe máximo.
(b) El único elemento a de A que cumple a ≤ 6 y a ≤ 9 es a = 3, en conse-
cuencia 3 es la única cota inferior de B. Por otra parte, no existen elementos
a en A que cumplan 6 ≤ a y 8 ≤ a, en consecuencia B no tiene cotas supe-
riores.

7. (a) Para todo X elemento de P(U), se verifica ∅ ⊂ X, y X ⊂ U , por
tanto ∅ es elemento mı́nimo y U es elemento máximo.
(b) Los elementos de P(U) que están contenidos en todos los de B, son ∅ y
{a} (cotas inferiores de B). Los elementos de P(U) que contienen a todos
los de B, son {a, b} y U (cotas superiores de B).
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2.6 Supremo, ı́nfimo, maximales y minimales

2.6. Supremo, ı́nfimo, maximales y minimales

1. En R con el orden usual, determinar ı́nf (0, 1] y sup (0, 1].
2. En R con el orden usual, determinar ı́nf (−∞, 2) y sup (−∞, 2).
3. En R con el orden ≤ usual, calcular:

1) sup{1/x : x ∈ [1, 2]}. 2) ı́nf{1/x : x ∈ (1, 2)}.
3) sup{1/x : x > 0}. 4) ı́nf{1/x : x ∈ [0, 2]}.

4. Dado U = {a, b, c}, se establece en P(U) la relación de orden inclusión.
Se pide:

(a) Hallar los elementos maximales de P(U)− {U}.
(b) Hallar los elementos minimales de P(U)− {∅}.

5. Demostrar que si un conjunto tiene supremo (́ınfimo), entonces es único.
6. Sea S ⊂ R un subconjunto acotado de R. Demostrar que a = supS si y
sólo si a ≥ x, ∀x ∈ S y además ∀ ε > 0, ∃x0 ∈ S, tal que x0 > a− ε.
7. Sea el conjunto S = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} con la relación de orden x ≤ y
⇔ x divide a y. Se pide:

(a) Hallar los elementos maximales y minimales.
(b) Hallar los subconjuntos de S totalmente ordenados.

Solución. 1. El conjunto de las cotas inferiores de (0, 1] es (−∞, 0], y el
máximo de este último conjunto es 0, por tanto ı́nf(0, 1] = 0. El conjunto de
las cotas superiores de (0, 1] es [1,+∞), y el mı́nimo de este último conjunto
es 1, por tanto sup(0, 1] = 1.

2. No existen cotas inferiores de (−∞, 2), por tanto no existe ı́nf(−∞, 2).
El conjunto de las cotas superiores de (−∞, 2) es [2,+∞), y el mı́nimo de
este último conjunto es 2, por tanto sup(−∞, 2) = 2.

3. 1) Cuando x recorre el intervalo [1, 2], 1/x recorre el [1/2, 1], por tanto el
extremo superior es 1 (mı́nima de las cotas superiores).
2) Cuando x recorre el intervalo (1, 2), 1/x recorre el (1/2, 1), por tanto el
extremo inferior es 1/2 (máxima de las cotas inferiores).
3) Cuando x recorre el intervalo (0,+∞), 1/x recorre el (0,+∞), por tanto
no existe extremo superior.
4) Como consecuencia de lo dicho en 3), el extremo inferior es 0 (máxima
de las cotas inferiores).

4. (a) Tenemos P(U) − {U} = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}} . De
acuerdo con la definición, los elementos maximales de P(U)− {U} son:

{a, b}, {a, c}, {b, c}.
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Caṕıtulo 2. Relaciones

(b) Tenemos P(U)−{∅} = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, U} .De acuerdo
con la definición, los elementos minimales elementos de P(U)− {U} son:

{a}, {b}, {c}.

5. Sea A un conjunto con una relación de orden ≤, y sea B ⊂ A. Si existen
dos supremos de B, e y e′, entonces tanto e como e′ son cotas superiores de
B. Por ser e la menor de ellas, e ≤ e′ y por ser e′ la menor de ellas, e′ ≤ e.
Por la propiedad antisimétrica, e = e′. Análoga demostración para el ı́nfimo.

6. Si a = supS, a es cota superior de S y por tanto, a ≥ x para todo x ∈ S.
Por otra parte, si no ocurriera que ∀ ε > 0, ∃x0 ∈ S tal que x0 > a − ε,
entonces, existiŕıa un ε0 > 0 tal que x ≤ a − ε0 para todo x ∈ S. Esto
implicaŕıa que a − ε0 < a seŕıa cota superior de S lo cual contradice que a
es la menor de las cotas superiores de S.

Rećıprocamente, supongamos que a ≥ x, ∀x ∈ S y además ∀ ε > 0, ∃x0 ∈ S,
tal que x0 > a − ε. La primera condición implica que a es cota superior de
S. Es además la menor de todas ellas. En efecto, si b < a fuera cota superior
de S, eligiendo ε = a − b > 0 existiŕıa x0 ∈ S tal que x0 > a − (a − b) = b,
lo cual contradice que b es cota superior de A.

7. (a) Un elemento M ∈ S es maximal si y sólo si, no existe elemento x ∈ S
con x 6= M tal que M ≤ x. Es decir, son los elementos M de S que no tienen
múltiplos en S distintos de M. Claramente son los elementos 6, 7, 8, 9 y 10.
Un elemento m ∈ S es minimal si y sólo si, no existe elemento x ∈ S con
x 6= m tal que x ≤ m. Es decir, son los elementos m de S que no tienen
divisores en S distintos de m. Claramente son los elementos 3, 4, 5 y 7.
(b) De acuerdo con la definición de orden total, los subconjuntos de S total-
mente ordenados son:

{a} : a ∈ S, {3, 6}, {3, 9}, {4, 8}, {5, 10}.

Es claro que no hay subconjuntos de S con tres elementos totalmente orde-
nados, lo cual implica que ya hemos escrito todos.

2.7. Orden total, buen orden

1. En N∗ = {1, 2, 3, . . .} se considera la relación de orden x ≤ y ⇔ x divide
a y. Analizar si es de orden total. ¿Es buen orden?
2. En Z, se define la relación: xRy ⇔ x = yn para algún n entero positivo.
Demostrar que es relación de orden. ¿Es buen orden?
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2.7 Orden total, buen orden

3. Demostrar que todo buen orden es un orden total.
4. Sea (R,≤) el conjunto ordenado de los números reales con el orden usual
≤ . En C = R× R se define la relación:

(x1, y1)R(x2, y2)⇔
{

si x1 6= x2 entonces x1 < x2

si x1 = x2 entonces y1 ≤ y2.

(a) Demostrar que R es una relación de orden sobre C.
(b) Demostrar que R es una relación de orden total sobre C.

5. ¿Existe un conjunto parcialmente ordenado que posea un único elemento
maximal y que sin embargo este no sea máximo?

Solución. 1. Se verifica 2 6≤ 3 y 3 6≤ 2, es decir ≤ no es orden total, en
consecuencia tampoco es buen orden.

2. Reflexiva. Para todo x ∈ Z se verifica x = x1, es decir xRx.
Antisimétrica. Para todo par de elementos x, y ∈ Z :{

xRy
yRx

⇒
{
x = yn (n entero positivo)
y = xm (m entero positivo)

⇒ x = xnm.

Si x 6= 0, entonces ha de ser necesariamente mn = 1 lo cual implica m =
n = 1 y por tanto x = y. Si x = 0, entonces y = 0m = 0. Es decir, en
cualquier caso x = y.
Transitiva. Para toda terna de elementos x, y, z ∈ Z :{

xRy
yRz

⇒
{
x = yn (n entero positivo)
y = zm (m entero positivo)

⇒ x = znm.

Dado que mn es entero positivo, se cumple xRz. Hemos demostrado que R
es relación de orden en Z.

No es relación de orden total, basta elegir los elementos de Z, 2 y 3. Cla-
ramente 2 6= 3k para todo k entero positivo y 3 6= 2k para todo k entero
positivo. Entonces, 2 6 R3 y 3 6 R2. Como consecuencia, no es buen orden.

3. Si ≤ es buen orden en A, todo subconjunto de A distinto del vaćıo tiene
elemento mı́nimo. Sean x, y dos elementos de A, entonces {x, y} tiene ele-
mento mı́nimo. Si el mı́nimo es x, se verifica x ≤ y, y si es y, se verifica
y ≤ x. Es decir, ≤ es orden total.

4. (a) Reflexiva. Para todo (x, y) ∈ C se verifica x = x e y ≤ y, lo cual
implica (x, y)R(x, y).
Antisimétrica. Sean (x1, y1) y (x2, y2), elementos de C con (x1, y1)R(x2, y2)
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Caṕıtulo 2. Relaciones

y (x2, y2)R(x1, y1). Si x1 = x2, entonces y1 ≤ y2 e y2 ≤ y1. Es decir, x1 = x2

e y1 = y2, luego (x1, y1) = (x2, y2). No puede ocurrir x1 6= x2, pues en caso
contrario x1 < x2 y x2 < x1 (absurdo).
Transitiva. Sean (x1, y1), (x2, y2) y (x3, y3) elementos de C tales que (x1, y1)R(x2, y2)
y (x2, y2)R(x3, y3). Tenemos,

x1 = x2 ⇒ y1 ≤ y2 ⇒
{
x2 = x3 ⇒ y2 ≤ y3

x2 6= x3 ⇒ x2 < x3

⇒
{
x1 = x3 ∧ y1 ≤ y3

x1 6= x3 ∧ x1 < x3
⇒
{

(x1, y1)R(x3, y3)
(x1, y1)R(x3, y3).

Es decir, si x1 = x2, en cualquier caso ocurre (x1, y1)R(x3, y3). Analicemos
ahora el caso x1 6= x2.

x1 6= x2 ⇒ x1 < x2 ⇒
{
x2 = x3 ⇒ x1 < x3

x2 6= x3 ⇒ x2 < x3

⇒
{
x1 < x3

x1 < x3
⇒
{

(x1, y1)R(x3, y3)
(x1, y1)R(x3, y3).

Es decir, si x1 6= x2, en cualquier caso ocurre (x1, y1)R(x3, y3). Concluimos
pues que R es relación de orden en C.

(b) Sean (x1, y1), (x2, y2) elementos de C. Puede ocurrir x1 = x2 o x1 6= x2.
Si x1 = x2, o bien y1 ≤ y2 o bien y2 ≤ y1, lo cual implica que o bien
(x1, y1)R(x2, y2), o bien (x2, y2)R(x1, y1).

Si x1 6= x2, o bien x1 < x2 o bien x2 < x1, lo cual implica que o bien
(x1, y1)R(x2, y2), o bien (x2, y2)R(x1, y1). Hemos demostrado que R es rela-
ción de orden total en C.

5. Śı, existe. Consideremos en A = (0, 1] ∪ [2, 3) el orden{
x ≤A y ⇔ x ≤ y si x, y ∈ (0, 1]
x ≤A y ⇔ x ≤ y si x, y ∈ [2, 3),

en donde ≤ representa el orden usual. Entonces, 1 es el único elemento
maximal de A, pero no es máximo.

2.8. Diagramas de Hasse

1. Consideremos el conjunto A = {1, 2, 3, 4} con la relación de orden ≤ usual.
Dibujar el correspondiente diagrama de Hasse.
2. En A = {a, b, c, d, e, f} se considera la relación de orden definida por el
diagrama de Hasse:

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



2.8 Diagramas de Hasse

a b

c

def

(a) Analizar la existencia de máximo y mı́nimo.
(b) Determinar los elementos maximales y minimales.
(c) Determinar los subconjuntos de A con tres elementos totalmente

ordenados.
3. En el conjunto A = {a, b, c, d} se considera la relación:

≤= {(a, a), (a, b), (b, b), (b, d), (a, c), (c, c), (c, d), (a, d), (d, d)} .

(a) Demostrar que ≤ es relación de orden en A.
(b) Dibujar el diagrama de Hasse de la relación.
(c) Analizar si ≤ es un orden total.
(d) Determinar, si existen, los elementos máximo y mı́nimo.

Solución. 1. Claramente es:

1

2

3

4

2. (a) No existe elemento de A mayor o igual que todos los demás, ni existe
elemento de A menor o igual que todos los demas, por tanto no existe ni
máximo ni mı́nimo.
(b) Los elementos maximales de A son d, e y f, pues son aquellos para los
cuales no hay ninguno mayor. Los elementos minimales de A son a b, pues
son aquellos para los cuales no hay ninguno menor.
(c) De acuerdo con la definición de orden total, los subconjuntos de A con
tres elemento y totalmente ordenados son:

{a, c, f}, {a, c, e}, {a, c, d}, {b, c, f}, {b, c, e}, {b, c, d}.

3. (a) El lector comprobará de forma sencilla que se verifican las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva.
(b) El diagrama de Hasse de ≤ es:
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Caṕıtulo 2. Relaciones

a

b

d

c

(c) No es relación de orden total, pues c 6≤ b y b 6≤ c.
(d) Para todo x ∈ A, se verifica a ≤ x y x ≤ d, por tanto a es elemento
mı́nimo y d, máximo.

2.9. Relación de equivalencia en R[x]

Sea R[x] el conjunto de los polinomios p(x) en la indeterminada x y con
coeficientes reales. En R[x] se define la relación:

p1(x)Rp2(x)⇔ ∃q(x) ∈ R[x] : p2(x)− p1(x) = q(x)(x2 + 1).

(a) Demostrar que R es relación de equivalencia.
(b) Demostrar que cada clase admite un representante de grado < 2.
(c) Encontrar dicho representante para la clase definida por el polinomio
p(x) = x3 + x2 + 3x+ 4.
(d) Determinar el conjunto cociente R[x]/R.

Solución. (a) Reflexiva. Para todo p(x) ∈ R[x] se verifica p(x)−p(x) = 0 =
0(x2 + 1), por tanto p(x)Rp(x).
Simétrica. Para todo p1(x), p2(x) ∈ R[x] se verifica:

p1(x)Rp2(x)⇔ ∃q(x) ∈ R[x] : p2(x)− p1(x) = q(x)(x2 + 1)
⇒ p1(x)− p2(x) = (−q(x))(x2 + 1)⇒ p2(x)Rp1(x).

Transitiva. Para todo p1(x), p2(x), p3(x) ∈ R[x] :{
p1(x)Rp2(x)
p2(x)Rp3(x)

⇒
{
∃q(x) ∈ R[x] : p2(x)− p1(x) = q(x)(x2 + 1)
∃h(x) ∈ R[x] : p3(x)− p2(x) = h(x)(x2 + 1)

⇒ (sumado) p3(x)− p1(x) = (q(x) + h(x))(x2 + 1).

Como q(x) + h(x) ∈ R[x], se verifica p1(x)Rp3(x).

(b) Sea p(x) ∈ R[x], efectuando la división eucĺıdea de p(x) entre x2 + 1
obtenemos un cociente q(x) y un resto r(x) de grado < 2. Es decir:

p(x) = q(x)(x2 + 1) + r(x) , grad r(x) < 2.

Ahora bien, p(x) − r(x) = q(x)(x2 + 1), lo cual implica p(x)Rr(x). Esto
demuestra que cada clase admite un representante de grado < 2.
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2.10 Tres relaciones en N

(c) Efectuando la división eucĺıdea de p(x) = x3 + x2 + 3x+ 4 entre x2 + 1,
obtenemos inmediatamente el resto r(x) = 2x+ 3. Por tanto:

C[x3 + x2 + 3x+ 4] = C[2x+ 3].

(d) Toda clase de equivalencia tiene un representante de grado < 2. Además,
si dos polinomios r1(x) y r2(x) de grados < 2 están relacionados, estos han
de coincidir. En efecto, r1(x)Rr2(x) quiere decir que

r2(x)− r1(x) = q(x) para algún q(x) ∈ R[x]. (∗)

Dado que r2(x) − r1(x) es de grado < 2, ha de ser q(x) = 0 para que se
verifique la igualdad (∗), y como consecuencia r1(x) = r2(x). Concluimos que
el conjunto cociente es: R[x]/R = {C[ax + b] : a, b ∈ R}, y el representante
de cada clase con grado < 2 es único.

2.10. Tres relaciones en N

En el conjunto N de los números naturales (0 6∈ N) se definen las siguientes
relaciones:
a) La relación R tal que aRb⇔ a es divisible por b
b) La relación S tal que aSb⇔ a+ b es múltiplo de 2
c) La relación T tal que aTb⇔ ab es múltiplo de 2
Se pide:
1. Estudiar si las relaciones R,S, T tienen las propiedades reflexiva, transi-
tiva, simétrica, o antisimétrica.
2. Señalar cual o cuales de las relaciones R,S y T son de equivalencia o de
orden.
3. Para las posibles relaciones de equivalencia señalar las clases de equiva-
lencia; para las posibles de orden, ind́ıquese si se trata de una relación de
orden parcial o total.

(Examen Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. a) Analicemos las propiedades de la relación R :
(i) Reflexiva. Para todo a ∈ N se verifica a = 1a lo cual implica que a es
divisible por a, es decir R es reflexiva.
(ii) Simétrica. Elijamos a = 2, b = 1, entonces se verifica aRb, pero no que
bRa, por tanto R no es simétrica.
(iii) Transitiva. Sean a, b, c ∈ N tales que aRb y bRc. Entonces existen
p, q ∈ N tales que a = pb y b = qc lo cual implica que a = pqc con pq ∈ N o
lo que es lo mismo, aRc y en consecuencia R es transitiva.
(iv) Antisimétrica. Si a, b ∈ N cumplen aRb y bRa, entonces existen p, q ∈ N
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Caṕıtulo 2. Relaciones

tales que a = pb y b = qa lo cual implica que a = pqa. Necesariamente es
pq = 1 y al ser p, q naturales, p = q = 1, de lo cual se deduce a = b. La
relación R es antisimétrica.

b) Propiedades de la relación S :
(i) Reflexiva. Para todo a ∈ N se verifica a + a = 2a lo cual implica que a
es múltiplo de 2, es decir S es reflexiva.
(ii) Simétrica. Si aSb entonces a+ b es múltiplo de 2. Como b+ a = a+ b,
también b+ a es múltiplo de 2, es decir bSa. La relación S es simétrica.
(iii) Transitiva. Sean a, b, c ∈ N tales que aSb y bSc. Entonces existen
p, q ∈ N tales que a+b = 2p y b+c = 2q lo cual implica que a+c = 2(p+q−b),
y por tanto aSc. La relación S es transitiva.
(iv) Antisimétrica. Para a = 1, b = 3 tenemos aSb, bSa y sin embargo a 6= b.
La relación S no es antisimétrica.

c) Propiedades de la relación T :
(i) Reflexiva. Para a = 1 tenemos aa = 1, que no es múltiplo de 2. La
relación T no es es reflexiva.
(ii) Simétrica. Si aSb entonces ab es múltiplo de 2. Como ba = ab, también
ba es múltiplo de 2, es decir bTa. La relación T es simétrica.
(iii) Transitiva. Para a = 3, b = 2, c = 5 se verifica aTb y bTc, sin embargo
no se verifica aTc. La relación T no es transitiva.
(iv) Antisimétrica. Para a = 1, b = 2 tenemos aTb, bTa y sin embargo a 6= b.
La relación T no es antisimétrica.
Concluimos que R es exactamente reflexiva, antisimétrica y transitiva; S
exactamente reflexiva, simétrica y transitiva y T exactamente simétrica.

2. Del apartado anterior, concluimos que R es relación de orden, S es de
equivalencia, y T no es ni de orden ni de equivalencia.

3. Para a = 2, b = 3 no se verifica ni aRb ni bRa, es decir R es relación de
orden parcial. Las clases de equivalencia de los elementos 1 y 2 asociadas a
la relación S son:

[1] = {1, 3, 5, 7, . . .} , [2] = {2, 4, 6, 8, . . .}.

Dado que [1] ∪ [2] = N, las únicas clases de equivalencia son [1] y [2]. El
conjunto cociente es por tanto N/S = {[1] [2]}.

2.11. Finura de las relaciones de orden

Sea E un conjunto y Ω el conjunto de todas las relaciones de orden definidas
en E. Diremos que la relación de orden ŵ es mas fina que la relación w si y
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2.11 Finura de las relaciones de orden

sólo si (∀x, y ∈ E)(x w y ⇒ x ŵ y)
a) Sea E = N, compárese la finura de las dos relaciones siguientes: x w1 y
⇔ x | y y x w2 y ⇔ x ≤ y,
b) Demuéstrese que la relación ser más fina que definida en Ω, es una relación
de orden.
c) Compruébese la existencia de un máximo en Ω para ésta relación de
orden.
d) Sea E un conjunto de dos elementos. Constrúyase el conjunto de todas
las relaciones de orden en E y ordénese por finura.

(Examen Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución.

a) Se verifica x w1 y ⇒ x | y ⇒ ∃p ∈ N : y = px⇒ x ≤ y ⇒ x w2 y, lo cual
implica que w2 es más fina que w1.
b) Denotemos por ≤∗ la relación en Ω ser más fina que, es decir

w1 ≤∗ w2 ⇔ [(∀x, y ∈ E)(x w2 y ⇒ x w1 y)].

(i) Reflexiva. Para cada par de elementos x, y ∈ E y para cada w ∈ Ω se
verifica trivialmente x w y ⇒ x w y, es decir w ≤∗ w.
(ii) Antisimétrica. Se verifica:{

w1 ≤∗ w2

w2 ≤∗ w1
⇒
{

(∀x, y ∈ E)(x w2 y ⇒ x w1 y)
(∀x, y ∈ E)(x w1 y ⇒ x w2 y)

⇒ (∀x, y ∈ E)(x w1 y ⇔ x w2 y)

⇒ w1 = w2.

(iii) Transitiva. Se verifica:{
w1 ≤∗ w2

w2 ≤∗ w3
⇒
{

(∀x, y ∈ E)(x w2 y ⇒ x w1 y)
(∀x, y ∈ E)(x w3 y ⇒ x w2 y)

⇒ (∀x, y ∈ E)(x w3 y ⇒ x w1 y)

⇒ w1 ≤∗ w3.

Concluimos que ≤∗ es relación de orden en Ω.
c) Sea w0 ∈ Ω la relación de orden identidad, es decir x w0 y ⇔ x = y. Si
w ∈ Ω, al ser w relación de orden verifica la propiedad reflexiva, por tanto
x w x para todo x ∈ E. Entonces:

x w0 y ⇒ x = y ⇒ x w y ⇒ w ≤∗ w0.

En consecuencia, w0 es elemento máximo en Ω para ≤∗.
d) Sea E = {a, b} con a 6= b. Es claro que sólo existen tres relaciones de
orden en E :
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Caṕıtulo 2. Relaciones


w0 : a w0 a , b w0 b
w1 : a w1 a , b w1 b , a w1 b
w2 : a w2 a , b w2 b , b w2 a.

Por tanto Ω = {w0, w1, w2} y ordenado por finura seŕıa w1 <
∗ w0 y w1 <

∗

w0.
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Caṕıtulo 3

Funciones

3.1. Concepto de función

1. Se consideran los conjuntos A = {1, 2, 3, 4} y B = {x, y, z, u, v, w}. Sea la
aplicación f : A → B la aplicación dada por f(1) = x, f(2) = z, f(3) = u,
f(4) = x.
(i) Hallar los originales de cada elemento de B.
(ii) Hallar la imagen de f .
(iii) Hallar el grafo de f .

2. Se considera la función f : R → R que asigna a cada número real su
cuadrado, es decir f(x) = x2.
(i) Hallar f(0), f(1) y f(−1).
(ii) Determinar los originales de 9.
(iii) Hallar Im f .
(iv) Determinar el grafo de f .

3. Se considera la función f : R→ R:

f(x) =

{
2x si x ≥ 0
−1 si x < 0

(i) Hallar f(0), f(2), f(−1) y f(−2).
(ii) Determinar los originales de −1 y los de 7.
(iii) Hallar Im f .
(iv) Determinar el grafo de f.

Solución. 1. (i) x tiene dos originales, el 1 y el 4; z tiene un original, el 2;
u tiene un original, el 3. Los elementos v y w no tienen originales.
(ii) Im f = {x, z, u}.

41
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3.2 Composición de funciones

(iii) Γ(f) = {(1, x), (2, z), (3, u), (4, x)}.

2. (i) Tenemos f(0) = 02 = 0, f(1) = 12 = 1 y f(−1) = (−1)2 = 1.
(ii) Los originales de 9 son los números reales x que cumplen f(x) = x2 es
decir, los que cumplen x2 = 9, y estos son 3 y −3.
(iii) Para todo x ∈ R se verifica f(x) = x2 ≥ 0. Por otra parte, si y ≥ 0,

el número real
√
y satisface f

(√
y
)

=
(√
y
)2

= y, lo cual implica que todo
número real ≥ 0 pertenece a Im f . Es decir, Im f = [0,+∞).
(iv) El grafo de f es Γ(f) = {(x, x2) : x ∈ R}.

3. (i) De acuerdo con la definición de f , f(0) = 2 · 0 = 0, f(2) = 2 · 2 = 4,
f(−1) = −1 y f(−2) = −1.
(ii) Todo número real negativo x cumple f(x) = −1 y por tanto es original
de −1. Si x ≥ 0, f(x) = 2x es positivo y no puede ser original de −1. En con-
secuencia los originales de −1 son los números del intervalo (−∞, 0). Los úni-
cos posibles originales x de 7 han de ser no negativos es decir f(x) = 2x = 7
con lo cual x = 7/2.
(iii) Cuando x recorre los números reales no negativos, 2x recorre también
los reales no negativos. Además, −1 es la imagen de cualquier real no nega-
tivo, por tanto Im f = [0,+∞)∪{−1}. (iv) De acuerdo con la definición de
f , su grafo es

Γ(f) = {(x, 2x) : x ≥ 0} ∪ {(x,−1) : x < 0}.

3.2. Composición de funciones

1. Las funciones f : R→ R, g : R→ R están definidas por:

f(x) =

{
3x− 7 si x > 2
x2 − 2|x| si x ≤ 2

, g(x) = 2x+ 3.

Calcular:
(i) f(−2). (ii) g(−1). (iii) f(3). (iv) (g ◦ f)(1). (v) (f ◦ g)(2). (vi) (f ◦ f)(4).

2. Las funciones f : R→ R, g : R→ R están definidas por f(x) = x2 − 1 y
g(x) = 2x+ 5. Determinar

g ◦ f, f ◦ g, f ◦ f, g ◦ g.

3. Demostrar la propiedad asociativa de la composición de aplicaciones, es
decir si f : A→ B, g : B → C y h : C → D, entonces (h◦g)◦f = h◦ (g ◦f).

Solución. 1. Usando la definición de composición:
(i) f(−2) = (−2)2 − 2| − 2| = 4− 4 = 0.
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Caṕıtulo 3. Funciones

(ii) g(−1) = 2(−1) + 3 = 1.
(iii) f(3) = 3 · 3− 7 = 2.
(iv) (g ◦ f)(1) = g (f(1)) = g

(
12 − 2 · | − 1|

)
= g(−1) = 2(−1) + 3 = 1.

(v) (f ◦ g)(2) = f (g(2)) = f (2 · 2 + 3) = f(7) = 3 · 7− 7 = 14.
(vi) (f ◦ f)(4) = f (f(4)) = f (3 · 4− 7) = f(5) = 3 · 5− 7 = 8.

2. Usando la definición de composición:
(g ◦ f)(x) = g (f(x)) = g

(
x2 − 1

)
= 2(x2 − 1) + 5 = 2x2 + 3.

(f ◦ g)(x) = f (g(x)) = f (2x+ 5) = (2x+ 5)2 − 1 = 4x2 + 20x+ 24.
(f ◦ f)(x) = f (f(x)) = f

(
x2 − 1

)
= (x2 − 1)2 − 1 = x4 − 2x2.

(g ◦ g)(x) = g (g(x)) = g (2x+ 5) = 2(2x+ 5) + 5 = 4x+ 15.

3. Para todo a ∈ A se verifica

((h ◦ g) ◦ f) (a) = (h ◦ g) (f(a)) = h (g (f(a))) .

(h ◦ (g ◦ f)) (a) = h ((g ◦ f)(a)) = h ((g (f(a))) .

Es decir, (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

3.3. Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyec-
tivas

1. Sea A un conjunto no vaćıo y la aplicación f : A → P(A) dada por
f(a) = {a}. Estudiar si es inyectiva y/o sobreyectiva.

2. Sea A un conjunto no vaćıo y la aplicación f : P(A) → P(A) dada por
f(X) = Xc. Estudiar si biyectiva.

3. Demostrar que la aplicación f : R→ R dada por f(x) = 2x+5 es biyectiva.

4. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son sobreyec-
tivas.

(a) f : R→ R, f(x) = x3.
(b) g : R→ R, g(x) = x2.
(c) h : R→ [0,+∞), h(x) = x2.
(d) i : Z→ Q, i(x) = x.

5. Determinar si las siguientes aplicaciones son inyectivas y si son sobreyec-
tivas.

(a) f : R→ R, f(x) = ex.
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3.3 Aplicaciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

(b) g : [0,+∞)→ [1,+∞), g(x) = x2 + 1.

6. Sean f : A→ B y g : B → C dos aplicaciones. Demostrar que:
(i) Si f y g son sobreyectivas, entonces g ◦ f es sobreyectiva.
(ii) Si f y g son inyectivas, entonces g ◦ f es inyectiva.
(iii) Si f y g son biyectivas, entonces g ◦ f es biyectiva.

Solución. 1. Se verifica f(a) = f(b) ⇒ {a} = {b} ⇒ a = b, luego f es
inyectiva. No es sobreyectiva pues no existe x ∈ A tal que f(x) = ∅ ∈ P(A).

2. Se verifica

f(X) = f(Y )⇒ Xc = Y c ⇒ (Xc)c = (Y c)c ⇒ X = Y,

luego f es inyectiva. Por otra parte, para todo Y ∈ P(A) se verifica f (Y c) =
(Y c)c = Y, por tanto f es sobreyectiva. Concluimos que f es biyectiva.

3. Para todo x1, x2 ∈ R :

f(x1) = f(x2)⇒ 2x1 + 5 = 2x2 + 5⇒ 2x1 = 2x2 ⇒ x1 = x2,

es decir f es inyectiva.
Sea y ∈ R genérico. Entonces, ∃x ∈ R : f(x) = y ⇔ ∃x ∈ R : 2x+ 5 = y. La

última ecuación tiene la solución x =
y − 5

2
∈ R. La aplicación es sobreyec-

tiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

4. (a) Para todo x1, x2 ∈ R :

f(x1) = f(x2)⇒ x3
1 = x3

2 ⇒
3

√
x3

1 = 3

√
x3

2 ⇒ x1 = x2,

es decir f es inyectiva. Sea y ∈ R genérico. Entonces,

∃x ∈ R : f(x) = y ⇔ ∃x ∈ R : x3 = y.

La última ecuación tiene la solución x = 3
√
y ∈ R. La aplicación es sobreyec-

tiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

(b) Se verifica g(1) = g(−1) = 1, es decir g no es inyectiva. Por otra parte,
no existe x ∈ R tal que g(x) = x2 = −1, por tanto tampoco es sobreyectiva.

(c) Se verifica h(1) = h(−1) = 1, es decir h no es inyectiva. Sea y ∈ [0,+∞)
genérico. Entonces, ∃x ∈ R : h(x) = y ⇔ ∃x ∈ R : x2 = y. Dado que y ≥ 0,
la última ecuación tiene solución, en concreto las soluciones x = ±√y ∈ R.
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Caṕıtulo 3. Funciones

La aplicación es sobreyectiva.

(d) Para todo x1, x2 ∈ Z : i(x1) = i(x2) ⇒ x1 = x2, es decir, i es inyectiva.
Elijamos por ejemplo y = 1/2 ∈ Q. Entonces,

∃x ∈ Z : i(x) = 1/2⇔ ∃x ∈ Z : x = 1/2.

Pero 1/2 6∈ Z, es decir i no es sobreyectiva.

5. (a) Para todo x1, x2 ∈ R :

f(x1) = f(x2)⇒ ex1 = ex2 ⇒ ex1/ex2 = 1

⇒ ex1−x2 = 1⇒ x1 − x2 = 0⇒ x1 = x2,

es decir f es inyectiva. La función exponencial f(x) = ex solamente toma
valores positivos, en consecuencia f no es sobreyectiva.

(b) Para todo x1, x2 ∈ [0,+∞) :

f(x1) = f(x2)⇒ x2
1 + 1 = x2

2 + 1⇒ x2
1 = x2

2.

Dado que x1 y x2 son ≥ 0, ha de ser x1 = x2.. Es decir, f es inyectiva. Sea
y ∈ [1,+∞) genérico. Entonces

∃x ∈ [0,+∞) : f(x) = y ⇔ ∃x ∈ [0,+∞) : x2 + 1 = y.

Como y ≥ 1, y−1 ≥ 0 y la última ecuación tiene la solución x = +
√
y − 1 ∈

[0,+∞). La aplicación es sobreyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.

6. (i) Sea c ∈ C. Como g es sobreyectiva, ∃b ∈ B tal que c = g(b). Como f
es sobreyectiva, ∃a ∈ A tal que b = g(a). Entonces, (g ◦ f)(a) = g(f(a)) =
g(b) = c, por tanto g ◦ f es sobreyectiva.

(ii) Sean a1, a2 ∈ A. Entonces,

(g ◦ f)(a1) = (g ◦ f)(a2)⇒ g (f(a1)) = g (f(a2)) .

Como g es inyectiva, se verifica f(a1) = f(a2). Pero f es también inyectiva,
por tanto a1 = a2. Concluimos que g ◦ f es inyectiva.

(iii) Es consecuencia inmediata de los apartados anteriores.
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3.4 Aplicación identidad, aplicación inversa

3.4. Aplicación identidad, aplicación inversa

1. Demostrar que la aplicación f : R → R dada por f(x) = −3x + 2 es
biyectiva y determinar f−1.
2. Demostrar que la aplicación f : R → R dada por f(x) = −x3 + 4 es
biyectiva y determinar f−1.
3. Sea f : A→ B biyectiva. Demostrar que
(i) f−1 es biyectiva.
(ii) IB ◦ f = f = f ◦ IA.
(iii) f−1 ◦ f = IA, f ◦ f−1 = IB.

Solución. 1. Para todo x1, x2 ∈ R :

f(x1) = f(x2)⇒ −3x1 + 2 = −3x2 + 2⇒ −3x1 = −3x2 ⇒ x1 = x2,

es decir, f es inyectiva. Sea y ∈ R genérico. Entonces,

∃x ∈ R : f(x) = y ⇔ ∃x ∈ R : −3x+ 2 = y.

La última ecuación tiene la solución x =
2− y

3
∈ R. La aplicación es so-

breyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.Por definición de aplicación

inversa, f−1(y) = x si y = f(x), por tanto f−1(y) =
2− y

3
, que equivale a:

f−1(x) =
2− x

3
.

2. Para todo x1, x2 ∈ R :

f(x1) = f(x2)⇒ −x3
1 + 4 = −x3

2 + 4⇒ x3
1 = x3

2 ⇒
3

√
x3

1 = 3

√
x3

2 ⇒ x1 = x2,

es decir, f es inyectiva. Sea y ∈ R genérico. Entonces

∃x ∈ R : f(x) = y ⇔ ∃x ∈ R : −x3 + 4 = y.

La última ecuación tiene la solución x = 3
√

4− y ∈ R. La aplicación es
sobreyectiva. Concluimos pues que f es biyectiva.Por definición de aplicación
inversa, f−1(y) = x si y = f(x), por tanto f−1(y) = 3

√
4− y, que equivale a:

f−1(x) = 3
√

4− x.

3. (i) Sean y1, y2 ∈ B. Existen x1, x2 ∈ A tales que f(x1) = y1, f(x2) = y2,
lo cual equivale a f−1(y1) = x1, f

−1(y2) = x2. Entonces:

f−1(y1) = f−1(y2)⇒ x1 = x2 ⇒ f(x1) = f(x2)⇒ y1 = y2
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Caṕıtulo 3. Funciones

es decir, f−1 es inyectiva. Sea x ∈ A y llamemos y = f(x). Por definición de
inversa, x = f−1(y) y por tanto f−1 es sobreyectiva. Concluimos que f−1 es
biyectiva.
(ii) Tenemos

A
f−→ B

IB−→ B

y además para todo x ∈ A : (IB ◦ f)(x) = IB (f(x)) = f(x). lo cual implica
IB ◦ f = f. Por otra parte

A
IA−→ A

f−→ B

y además para todo x ∈ A : (f ◦ IA)(x) = f (IA(x)) = f(x). lo cual implica
f ◦ IA = f.

(iii) Tenemos A
f−→ B

f−1

−→ A. Sea x ∈ A y llamemos y = f(x). Entonces,
(f−1 ◦ f)(x) = f−1 (f(x)) = f−1(y) = x, lo cual implica f−1 ◦ f = IA.

Por otra parte B
f−1

−→ A
f−→ B. Sea y ∈ B y sea x ∈ A tal que y = f(x).

Entonces, (f◦f−1)(y) = f
(
f−1(y)

)
= f(x) = y, lo cual implica f◦f−1 = IB.

3.5. Imágenes directas e inversas

1. Consideremos X = {1, 2, 3, 4}, Y = {a, b, c}, la aplicación f : X → Y
dada por

f(1) = a, f(2) = a, f(3) = c, f(4) = c,

y los conjuntos A = {1, 3} y B = {a, b}. Determinar f(A) y f−1(B).

2. Sea f : R→ R dada por f(x) = x2. Determinar

(i) f−1 ({36}) . (ii) f−1 ({−25}) . (iii) f−1 ({x : x ≤ 0}) .
(iv) f−1 ({x : 25 ≤ x ≤ 36}) . (v) f−1 ({x : x ≥ 0})

3. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A1 y A2 de X se verifica:

(i) f (A1 ∪A2) = f (A1) ∪ f (A2) .

(ii) f (A1 ∩A2) ⊂ f (A1) ∩ f (A2) .

Dar un contraejemplo que demuestre que en general

f (A1 ∩A2) 6= f (A1) ∩ f (A2) .

4. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos B1 y B2 de Y se verifica:

(i) f−1 (B1 ∪B2) = f−1 (B1) ∪ f−1 (B2) .

(ii) f−1 (B1 ∩B2) = f−1 (B1) ∩ f−1 (B2) .
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3.5 Imágenes directas e inversas

5. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que si {Ai} es cualquier
colección de subconjuntos de X, se verifica:

(i) f
(⋃

Ai

)
=
⋃
f (Ai) .

(ii) f
(⋂

Ai

)
⊂
⋂
f (Ai) .

6. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que si {Bi} es cualquier
colección de subconjuntos de Y , se verifica:

(i) f−1
(⋃

Bi

)
=
⋃
f−1 (Bi) .

(ii) f−1
(⋂

Bi

)
=
⋂
f−1 (Bi) .

7. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos A1 y A2 de X se verifica:

(i) f (A1 −A2) ⊃ f (A1)− f (A2) .

(ii) A1 ⊂ A2 ⇒ f (A1) ⊂ f (A2) .

8. Sea f : X → Y una aplicación. Demostrar que para cualquier par de
subconjuntos B1 y B2 de Y se verifica:

(i) f−1 (B1 −B2) = f−1 (B1)− f−1 (B2) .

(ii) B1 ⊂ B2 ⇒ f−1 (B1) ⊂ f−1 (B2) .

9. Sea f : X → Y una aplicación. Sean A ⊂ X y B ⊂ Y . Demostrar que:

(i) A ⊂ f−1 (f(A)) . (ii) B ⊃ f
(
f−1(B)

)
.

10. Sea f : X → Y una aplicación. Sabemos que para cualquier par de sub-
conjuntos A1 y A2 de X se verifica f (A1 ∩A2) ⊂ f (A1)∩f (A2) . Demostrar
que si f es inyectiva entonces, se verifica la igualdad.

Solución. 1. De acuerdo con las definiciones de imagen directa e inversa,

f(A) = {a, c}, f−1(B) = {1, 2}.

Nota. No debe confundirse la aplicación f−1 que existe solamente si f : X →
Y es biyectiva, con f−1(B) que existe siempre, sea f biyectiva o no.

2. Aplicando la definición de imagen inversa:
(i) f−1 ({36}) = {x ∈ R : f(x) = x2 = 36} = {−6, 6}.
(ii) f−1 ({−25}) = {x ∈ R : f(x) = x2 = −25} = ∅.
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Caṕıtulo 3. Funciones

(iii) f−1 ({x : x ≤ 0}) = {x ∈ R : f(x) = x2 ≤ 0} = {0}.
(iv) f−1 ({x : 25 ≤ x ≤ 36}) = {x ∈ R : f(x) = x2 ∈ [25, 36]} = [5, 6] ∪
[−6,−5].
(v) f−1 ({x : x ≥ 0}) = {x ∈ R : f(x) = x2 ≥ 0} = R.

3. (i) Demostremos el contenido de izquierda a derecha. Si y ∈ f (A1 ∪A2) ,
entonces y = f(x) para algún x ∈ A1 ∪ A2. Si x ∈ A1, entonces y ∈ f (A1) ,
si x ∈ A2, entonces y ∈ f (A2). En cualquier caso y ∈ f (A1) ∪ f (A2) .

Veamos ahora el contenido de derecha a izquierda. Si y ∈ f (A1) ∪ f (A2),
entonces y ∈ f (A1) o y ∈ f (A2) . Si y ∈ f (A1), existe x1 ∈ A1 tal que
y = f(x1), si y ∈ f (A2), existe x2 ∈ A2 tal que y = f(x2). En el pri-
mer caso x1 ∈ A1 ∪ A2 y en el segundo, x2 ∈ A1 ∪ A2. En cualquier caso,
y ∈ f (A1 ∪A2) .

(ii) Si y ∈ f (A1 ∩A2) , entonces existe x ∈ A1 ∩ A2, tal que y = f(x).
Como x ∈ A1 y x ∈ A2, se verifica y ∈ f (A1) e y ∈ f (A2) . Es decir,
y ∈ f (A1) ∩ f (A2) .

Veamos que en general no se verifica la igualdad, para ello elijamos X =
{a, b}, Y = {c}, A1 = {a}, A2 = {b} y la aplicación f : X → Y dada por
f(a) = f(b) = c. Entonces,

f (A1 ∩A2) = f(∅) = ∅, f (A1) ∩ f (A2) = {c} ∩ {c} = {c},

es decir f (A1 ∩A2) 6= f (A1) ∩ f (A2) .

4. (i) Tenemos las equivalencias:

x ∈ f−1 (B1 ∪B2)⇔ f(x) ∈ B1 ∪B2 ⇔ f(x) ∈ B1 o f(x) ∈ B2

⇔ x ∈ f−1 (B1) o x ∈ f−1 (B2)⇔ x ∈ f−1 (B1) ∪ f−1 (B2) .

Es decir, f−1 (B1 ∪B2) = f−1 (B1) ∪ f−1 (B2) .
(ii) De manera análoga:

x ∈ f−1 (B1 ∩B2)⇔ f(x) ∈ B1 ∩B2 ⇔ f(x) ∈ B1 y f(x) ∈ B2

⇔ x ∈ f−1 (B1) y x ∈ f−1 (B2)⇔ x ∈ f−1 (B1) ∩ f−1 (B2) .

Por tanto, f−1 (B1 ∩B2) = f−1 (B1) ∩ f−1 (B2) .

5. (i) Demostremos el contenido de izquierda a derecha. Si y ∈ f (
⋃
Ai) ,

entonces y = f(x) para algún x ∈
⋃
Ai. Por definición de unión, existe un

ı́ndice i0 tal que x ∈ Ai0 lo cual implica que y ∈ f (Ai0) y de nuevo por
definición de unión, y ∈

⋃
f (Ai) .
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3.5 Imágenes directas e inversas

Veamos ahora el contenido de derecha a izquierda. Si y ∈
⋃
f (Ai), entonces

existe un ı́ndice i0 tal que y ∈ f (Ai0) lo cual implica que existe x ∈ Ai0 tal
que y = f(x). Pero x ∈

⋃
Ai, luego y ∈ f (

⋃
Ai) .

(ii) Si y ∈ f (
⋂
Ai) , entonces existe x ∈

⋂
Ai, tal que y = f(x). Como

x ∈ Ai para todo i, se verifica y ∈ f (Ai) para todo i, es decir y ∈
⋂
f (Ai) .

6. (i) Tenemos las equivalencias:

x ∈ f−1
(⋃

Bi

)
⇔ f(x) ∈

⋃
Bi ⇔ ∃i0 : f(x) ∈ Bi0 ⇔ ∃i0 : x ∈ f−1 (Bi0)

⇔ ∃i0 : f(x) ∈ Bi0 ⇔ ∃i0 : x ∈ f−1 (Bi0)⇔ x ∈
⋃
f−1 (Bi) .

Es decir, f−1 (
⋃
Bi) =

⋃
f−1 (Bi) .

(ii) De manera análoga:

x ∈ f−1
(⋂

Bi

)
⇔ f(x) ∈

⋂
Bi ⇔ f(x) ∈ Bi ∀i⇔ x ∈ f−1 (Bi) ∀i

⇔ f(x) ∈ Bi ∀i⇔ x ∈ f−1 (Bi) ∀i⇔ x ∈
⋂
f−1 (Bi) .

Es decir, f−1 (
⋂
Bi) =

⋂
f−1 (Bi) .

7. (i) Sea y ∈ f (A1)−f (A2) . Esto implica que y ∈ f (A1) y que y /∈ f (A2).
Equivalentemente, existe x1 ∈ A1 tal que y = f(x1) y para todo x ∈ A2,
y 6= f(x), lo cual implica además que x1 /∈ A2. Es decir, y = f(x1) con
x1 ∈ A1 −A2 y por tanto y ∈ f (A1 −A2) .

(ii) Sea y ∈ f(A1). Entonces, y = f(x) con x ∈ A1. Como A1 ⊂ A2, x
también pertenece a A2 y por tanto, y ∈ f (A2) .

8. (i) Tenemos las equivalencias:

x ∈ f−1(B1 −B2)⇔ f(x) ∈ B1 −B2 ⇔ f(x) ∈ B1 y f(x) /∈ B2

⇔ x ∈ f−1(B1) y x /∈ f−1(B2)⇔ x ∈ f−1(B1)− f−1(B2).

Es decir, f−1 (B1 −B2) = f−1 (B1)− f−1 (B2) .

(ii) Si x ∈ f−1(B1), entonces f(x) ∈ B1. Pero B1 ⊂ B2, lo cual implica que
f(x) ∈ B2 y por tanto x ∈ f−1(B2).
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Caṕıtulo 3. Funciones

9. (i) Sea x ∈ A. Entonces, f(x) ∈ f(A) y por definición de imagen inversa,
x ∈ f−1 (f(A)) .

(ii) Sea y ∈ f
(
f−1(B)

)
. Esto implica que y = f(x) para algún x ∈ f−1(B).

Pero x ∈ f−1(B) equivale a f(x) ∈ B. Por tanto y = f(x) ∈ B.

10. Si y ∈ f (A1) ∩ f (A2), entonces y ∈ f (A1) e y ∈ f (A2) , es decir existe
x1 ∈ A1 tal que y = f(x1) y existe x2 ∈ A2 tal que y = f(x2). Pero f es
inyectiva, lo cual implica que x1 = x2. Por tanto x1 ∈ A1 ∩ A2, en conse-
cuencia y ∈ f (A1 ∩A2) .

Es decir, f (A1) ∩ f (A2) ⊂ f (A1 ∩A2) , y por tanto f (A1) ∩ f (A2) =
f (A1 ∩A2) .

3.6. Biyección entre (−1, 1) y R

Demostrar que la siguiente función es biyectiva y determinar su inversa

f : (−1, 1)→ R, f(x) =
x

1− |x|
.

Solución. La función está bien definida pues si x ∈ (−1, 1), entonces |x| < 1
y el denominador 1− |x| no se anula. Veamos que es inyectiva.

f(x1) = f(x2)⇒ x1

1− |x1|
=

x2

1− |x2|
. (1)

Tomando módulos queda |x1|
1−|x1| = |x2|

1−|x2| o bien, |x1| − |x1||x2| = |x2| −
|x1||x2| lo cual implica |x1| = |x2|, y consecuentemente 1 − |x1| = 1 − |x2|.
Sustituyendo en (1), queda x1 = x2.
Veamos que f es sobreyectiva. Podemos expresar f(x) en la forma:

f(x) =


x

1− x
si x ∈ [0, 1)

x

1 + x
si x ∈ (−1, 0).

Si y ≥ 0, entonces igualando y = x
1−x obtenemos x = y

1+y ∈ [0, 1). Si y < 0,

entonces igualando y = x
1+x obtenemos x = y

1−y ∈ (−1, 0). Es decir, para
todo y ∈ R existe x ∈ (−1, 1) tal que y = f(x) y por tanto, f es sobreyectiva.
Al ser f biyectiva tiene inversa, siendo su expresión:

f−1(y) =


y

1 + y
si y ≥ 0

y

1− y
si y < 0,
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3.7 Aplicación involutiva

o bien

f−1(x) =


x

1 + x
si x ≥ 0

x

1− x
si x < 0,

que la podemos expresar en la forma:

f−1(x) =
x

1 + |x|
.

3.7. Aplicación involutiva

Sea A un conjunto. Se dice que la aplicación f : A → A es involutiva si,
y sólo si f ◦ f = IA. Determinar los valores de a y b reales para que la
aplicación f : R→ R, f(x) = ax+ b sea involutiva.

Solución. Tenemos las equivalencias

f involutiva⇔ f ◦ f = IR ⇔ (f ◦ f)(x) = IR(x) ∀x ∈ R

⇔ (f ◦ f)(x) = IR(x) ∀x ∈ R⇔ f [f(x)] = x ∀x ∈ R

⇔ f [ax+ b] = x ∀x ∈ R⇔ a(ax+ b) + b = x ∀x ∈ R

⇔ (a2 − 1)x+ b(a+ 1) = 0 ∀x ∈ R⇔

{
a2 = 1

b(a+ 1) = 0.

Resolviendo obtenemos (a = −1) ∨ (a = 1 ∧ b = 0).

3.8. Factorización canónica de la función seno

Efectuar la factorización canónica de la aplicación f : R→ R, f(x) = sen x.

Solución. La relación de equivalencia ∼ asociada a la aplicación f es s ∼ t
⇔ f(s) = f(t), o bien s ∼ t ⇔ sen s = sen t. Determinemos R/ ∼ . Una
clase genérica es:

[x] = {s ∈ R : s ∼ x} = {s ∈ R : f(s) = f(x)} = {s ∈ R : sen s = sen x}.

Observemos que existe un único valor vx en el intervalo [−π/2, π/2] de forma
que sen x = sen vx. Es decir, la clase de equivalencia [x] viene determinada
por el número vx, lo cual permite identificar R/ ∼ con [−π/2, π/2]. Por otra
parte, Im f = [−1, 1]. La factorización canónica de f es por tanto

R f−−−−→ R
n ↓ ↑ i

[−π/2, π/2]
g−−→ [−1, 1]


n(x) = vx

g (vx) = sen vx

i(y) = y.
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Caṕıtulo 3. Funciones

Comprobemos que se verifica f = i ◦ g ◦ n. En efecto, para todo x ∈ R,

(i ◦ g ◦ n)(x) = (i ◦ g)(vx) = i(sen vx) = sen vx = sen x = f(x).
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Caṕıtulo 4

Grupos

4.1. Concepto de grupo

1. Demostrar de manera esquemática que (Z,+), (Q,+), (R,+) y (C,+) son
grupos abelianos en donde + representa en cada caso la suma habitual.

2. Demostrar de manera esquemática que el conjunto de las matrices reales
de ordenes m× n (denotado por Mm×n(R) o bien por Rm×n) es grupo abe-
liano, siendo + la suma habitual de matrices.

3. En el conjunto de los números reales se define las operación x∗y = x+y+4.
Demostrar que (R, ∗) es grupo abeliano.

4. Demostrar que el conjunto R \ {0} de los números reales no nulos con la
operación · producto habitual es un grupo abeliano.

5. Sea G el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n invertibles.
Demostrar de manera esquemática que (G, ·) es grupo, siendo · la operación
usual producto de matrices. ¿Es abeliano?

6. Sea R[x] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y coeficientes
reales. Demostrar de manera esquemática que (R[x],+) es grupo abeliano,
en donde + representa la suma habitual de polinomios.

7. En el conjunto de los números reales R se define la operación ∗ mediante
x ∗ y = 3

√
x3 + y3. Demostrar que (R, ∗) es un grupo abeliano.

8. En G = Z× Z se define la ley de composición interna ∗ mediante

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1 + (−1)y1x2, y1 + y2).

55
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4.1 Concepto de grupo

Probar que ley ∗ confiere a G estructura de grupo no abeliano.

9. a) Demostrar que sobre R la ley interna definida por x∗y = x+y−xy, es
conmutativa, asociativa y que admite elemento neutro. ¿Es (R, ∗) un grupo?
b) Calcular x ∗ x ∗ . . . ∗ x︸ ︷︷ ︸

n

.

10. Estudiar si (Q \ {0}, ∗) es grupo siendo a ∗ b =
ab

7
.

Solución. 1. Efectivamente, la suma de enteros es un entero. La suma de
enteros es asociativa. Para todo entero x se verifica x+ 0 = 0 + x = x, por
tanto e = 0 ∈ Z es elemento neutro. Para todo x entero, −x se satisface
x+ (−x) = (−x) + x = 0, es decir todo entero tiene simétrico x′ = −x ∈ Z.
Además, sabemos que la suma de enteros es conmutativa y por tanto (Z,+)
es grupo abeliano.
Razonando de manera análoga, deducimos que (Q,+), (R,+) y (C,+) son
grupos abelianos.

2. La suma de dos matrices de órdenes m×n es otra matriz de orden m×n.
La suma de matrices es asociativa. Para toda matriz A de orden m × n se
verifica A + 0 = 0 + A = A, siendo 0 la matriz nula de m × n, por tanto 0
es elemento neutro. Para toda matriz A de orden m × n, la matriz −A de
orden m × n verifica A + (−A) = (−A) + A = 0, es decir todo elemento A
de Mm×n(R) tiene simétrico, siendo este, −A.
Además, sabemos que la suma de matrices es conmutativa y por tanto
(Mm×n(R),+) es grupo abeliano.

3. La operación ∗ es claramente interna. Para x, y, z números reales cuales-
quiera se verifica

(x ∗ y) ∗ z = (x+ y + 4) ∗ z = x+ y + 4 + z + 4 = x+ y + z + 8.

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y + z + 4) = x+ y + z + 4 + 4 = x+ y + z + 8.

Es decir, la operación es asociativa. Para x, y números reales cualesquiera
se verifica

x ∗ y = x+ y + 4 = y + x+ 4 = y ∗ x,

por tanto la operación es conmutativa. En consecuencia, el número real e
es neutro para la operación ∗ si y sólo si e ∗ x = x para todo x ∈ R. Esto
equivale a e+x+4 = x, es decir e = −4 es elemento neutro para la operación
∗. Debido a la conmutatividad, un x ∈ R tiene elemento simétrico x′ ∈ R si
y sólo si x ∗ x′ = e o bien si x+ x′ + 4 = −4. Existe por tanto x′ para cada
x siendo éste x′ = −8− x.
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Caṕıtulo 4. Grupos

4. El producto de números reales no nulos es no nulo. El producto de reales
tiene la propiedad asociativa. Se verifica 1·x = x·1 = x para todo x ∈ R\{0}
y por tanto e = 1 es elemento neutro. Si x es real no nulo, entonces 1/x es
real no nulo y se verifica x · (1/x) = (1/x) · x = 1, por tanto x′ = 1/x es
elemento simétrico de x. Además el producto de reales es conmutativo.

5. Interna. Si A y B pertenecen a G entonces A y B son invertibles es decir,
detA 6= 0 y detB 6= 0. Dado que det(AB) = (detA)(detB) 6= 0 concluimos
que AB es invertible y por tanto, pertenece a G.

Asociativa. Es una conocida propiedad del producto de matrices.

Elemento neutro. La matriz identidad I real de orden n es invertible (det I =
1 6= 0) y cumple AI = IA = A para toda A ∈ G, por tanto existe elemento
neutro.

Elemento simétrico. Dada A ∈ G se verifica detA−1 = (detA)−1 6= 0, es
decir A−1 ∈ G y A−1A = A−1A = I, por tanto todo A ∈ G tiene elemento
simétrico.Es decir, (G, ·) es grupo.

No es abeliano porque en general no se verifica la propiedad conmutativa del
producto de matrices, incluso para matrices invertibles. Basta tomar como
contraejemplo:

A =

[
1 1
0 1

]
, B =

[
1 0
1 1

]
.

Ambas matrices son invertibles, sin embargo AB 6= BA como inmediata-
mente se comprueba.

6. Interna. La suma de dos elementos de R[x] es claramente un elemento de
R[x].

Asociativa. Es una conocida propiedad de la suma de polinomios.

Existencia de elemento neutro. El polinomio

e(x) = 0 + 0x+ 0x2 + . . .+ 0xn + . . .

satisface

p(x) + e(x) = e(x) + p(x) = p(x)

para todo p(x) ∈ R[x].

Existencia de elemento simétrico. Dado

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n + . . . ∈ R[x],

el polinomio −p(x) = −a0 − a1x− a2x
2 + . . .− anxn − . . . ∈ R[x] satisface

p(x) + (−p(x)) = (−p(x)) + p(x) = e(x).
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4.1 Concepto de grupo

Conmutativa. Es una conocida propiedad de la suma de polinomios.

7. (a) Interna. Para todo par de números reales x, y la suma x3 + y3 es un
número real. Además, la ráız cúbica de un número real es un número real
único. Por tanto, la operación ∗ es interna.
(b) Asociativa. Para todo x, y, z números reales se verifica

(x ∗ y) ∗ z = ( 3
√
x3 + y3) ∗ z = 3

√
( 3
√
x3 + y3)3 + z3 = 3

√
x3 + y3 + z3.

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ ( 3
√
y3 + z3) = 3

√
x3 + ( 3

√
y3 + z3)3 = 3

√
x3 + y3 + z3.

Es decir, la operación ∗ es asociativa.
(c) Elemento neutro. Para todo x ∈ R se verifica

x ∗ 0 = 3
√
x3 + 03 =

3
√
x3 = x , 0 ∗ x = 3

√
03 + x3 =

3
√
x3 = x.

Por tanto, 0 es el elemento neutro de la operación ∗.
(d) Elemento simétrico. Para todo x ∈ R se verifica

x ∗ (−x) = 3
√
x3 + (−x)3 = 3

√
x3 − x3 = 3

√
0 = 0,

(−x) ∗ x = 3
√

(−x)3 + x3 = 3
√
−x3 + x3 = 3

√
0 = 0.

Todo x ∈ R tiene elemento simétrico, siendo éste −x.
(e) Conmutativa. Para todo par de números reales x, y :

x ∗ y = 3
√
x3 + y3 = 3

√
y3 + x3 = y ∗ x.

La operación es conmutativa. Concluimos que (R, ∗) es un grupo abeliano.

8. Claramente ∗ es una ley de composición interna. Veamos que cumple la
propiedad asociativa. Por un parte
[(x1, y1) ∗ (x2, y2)] ∗ (x3, y3) = (x1 + (−1)y1x2 , y1 + y2) ∗ (x3, y3) =
(x1 + (−1)y1x2 + (−1)y1+y2x3 , y1 + y2 + y3).
Por otra
(x1, y1) ∗ [(x2, y2) ∗ (x3, y3)] = (x1, y1) ∗ (x2 + (−1)y2x3 , y2 + y3) =
(x1 + (−1)y1(x2 + (−1)y2x3) , y1 + y2 + y3).

Dado que x1 +(−1)y1(x2 +(−1)y2x3) = x1 +(−1)y1x2 +(−1)y1+y2x3 conclui-
mos que la operación ∗ es asociativa. Veamos que existe elemento neutro.
En efecto, (e1, e2) ∈ G es elemento neutro si y sólo si para todo (x, y) ∈ G
se verifica

(x, y) ∗ (e1, e2) = (e1, e2) ∗ (x, y) = (x, y),

o equivalentemente

(x+ (−1)ye1 , y + e2) = (e1 + (−1)e2x , e2 + y) = (x, y).
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Caṕıtulo 4. Grupos

Esta igualdad se verifica para (e1, e2) = (0, 0), que es por tanto el elemento
neutro de la ley de composición interna ∗. Veamos ahora que todo elemento
(x, y) ∈ G tiene elemento simétrico. En efecto, (x′, y′) es simétrico de (x, y)
si y sólo si

(x, y) ∗ (x′, y′) = (x′, y′) ∗ (x, y) = (0, 0),

o equivalentemente

(x+ (−1)yx′ , y + y′) = (x′ + (−1)y
′
x , y′ + y) = (0, 0). (1)

De y+y′ = 0 deducimos y′ = −y y de x+(−1)yx′ = 0 que x′ = −(−1)−yx o
bien x′ = (−1)1−yx. Para estos valores de x′ e y′ se verifican las igualdades
(1). Concluimos que todo elemento (x, y) ∈ G tiene simétrico, siendo este

(x, y)−1 = (x′, y′) = ((−1)1−yx , −y).

Hemos demostrado que (G, ∗) es grupo. No es abeliano pues por ejemplo

(1, 0) ∗ (0, 1) = (1 + (−1)0 · 0 , 0 + 1) = (1, 1).
(0, 1) ∗ (1, 0) = (0 + (−1)1 · 1 , 1 + 0) = (−1, 1).

9. a) Tenemos y ∗x = y+x−yx = x+y−xy = x∗y, por tanto la operación
es conmutativa. Por otra parte

(x ∗ y) ∗ z = (x+ y − xy) ∗ z = (x+ y − xy) + z − (x+ y − xy)z

= x+ y − xy + z − xz − yz + xyz.

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y + z − yz) = x+ y + z − yz − x(y + z − yz)

= x+ y + z − yz − xy − xz + xyz.

Es decir, la operación es asociativa. Veamos que existe elemento neutro e
para ∗. Efectivamente, e es elemento neutro para ∗ si y sólo si x∗e = e∗x = x
para todo x ∈ R, o equivalentemente x+ e− xe = x para todo x ∈ R. Cla-
ramente e = 0 cumple la igualdad anterior.Sea ahora x ∈ R, entonces existe
simétrico x′ simétrico de x si y sólo si x∗x′ = x′∗x = 0 o bien x+x′−xx′ = 0
o bien x′(1 − x) = −x. Si x 6= 1 entonces existe x′ = x/(x − 1). Si x = 1
tenemos la relación x′ · 0 = −1 y por tanto no existe x′. Concluimos que
(R, ∗) no es un grupo.

b) Tenemos:

x ∗ x = x+ x− x2 = 2x− x2 = 1− (1− x)2,

x ∗ x ∗ x = (2x− x2) ∗ x = 2x− x2 + x− (2x− x2)x
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4.1 Concepto de grupo

= 3x− 3x2 + x3 = 1− (1− x)3.

Lo anterior sugiere la fórmula

x ∗ x ∗ . . . ∗ x︸ ︷︷ ︸
n

= 1− (1− x)n. (1)

Vamos a demostrarla por inducción. La fórmula hemos visto que es cierta
para n = 2. Sea cierta para n. Entonces

x ∗ x ∗ . . . ∗ x︸ ︷︷ ︸
n+1

= (x ∗ x ∗ . . . ∗ x︸ ︷︷ ︸
n

) ∗ x

= 1− (1− x)n + x− [1− (1− x)n]x

= 1− (1− x)n+ 6 x− 6 x+ x(1− x)n

= 1− (1− x)n(1− x) = 1− (1− x)n+1,

es decir la fórmula (1) es cierta para n+ 1.

10. Interna. El producto de dos números racionales no nulos es un número
racional no nulo y 1/7 es un racional no nulo, en consecuencia se verifica la
propiedad interna.

Asociativa. Para a, b, c elementos de Q \ {0}:

(a ∗ b) ∗ c =
ab

7
∗ c =

ab
7 c

7
=
abc

49
,

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ bc
7

=
a bc7
7

=
abc

49
.

Se cumple.

Elemento neutro. e ∈ Q \ {0} es elemento neutro si y sólo si a ∗ e = e ∗a = a
para todo a ∈ Q \ {0} o equivalentemente si y sólo si

ae

7
=
ea

7
= a ∀a ∈ Q \ {0},

relaciones que se verifican para e = 7.

Elemento simétrico. Sea a ∈ Q \ {0}, entonces a′ ∈ Q \ {0} es simétrico de
a si y sólo si a ∗ a′ = a′ ∗ a = 7 o equivalentemente si y sólo si

aa′

7
=
a′a

7
= 7,
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Caṕıtulo 4. Grupos

relaciones que se verifican para a′ = 49/a. Hemos demostrado que (Q\{0}, ∗)
es grupo.

Es además abeliano pues para a, b elementos de Q \ {0}:

a ∗ b =
ab

7
=
ba

7
= b ∗ a.

4.2. Primeras propiedades de los grupos

1. Sea (G, ∗) un grupo. Demostrar que:

(i) El elemento neutro e es único.

(ii) Para cada x ∈ G su simétrico x′ es único.

(iii) Para cada x ∈ G se verifica (x′)′ = x (es decir, el simétrico del simétrico
de un elemento es el elemento).

(iv) Para cualquier par de elementos x, y de G se verifica (x ∗ y)′ = y′ ∗ x′
(es decir, el simétrico del operado de dos elementos es el operado de los
simétricos cambiado de orden).

(v) Todos elemento a de G es regular, es decir:

a ∗ b = a ∗ c⇒ b = c, b ∗ a = c ∗ a⇒ b = c.

2. Sea (G, ∗) un grupo. Escribir la propiedad (x ∗ y)′ = y′ ∗ x′ en notaciones
aditiva y multiplicativa.
3. Sea un grupo (G, ·) tal que para todo x ∈ G se verifica x2 = e. Demostrar
que el grupo es abeliano.
4. Sobre un grupo multiplicativo abeliano, resolver la ecuación xabxc = bxa.
5. Sobre un grupo multiplicativo cualquiera, hallar una solución de la ecua-
ción xax = bba−1.

Solución. 1. (i) Supongamos que existieran dos elementos neutros e y e′.
Por ser e neutro se verifica e ∗ e′ = e′ y por ser e′ neutro, e ∗ e′ = e. En
consecuencia e = e′.

(ii) Supongamos que x tuviera dos simétricos x′ y x′′, entonces se verificaŕıa

x ∗ x′ = x′ ∗ x = e, x ∗ x′′ = x′′ ∗ x = e.

Las igualdades anteriores implican x ∗ x′ = x ∗ x′′. Entonces,

x ∗ x′ = x ∗ x′′ ⇒ x′ ∗ (x ∗ x′) = x′ ∗ (x ∗ x′′)⇒

(x′ ∗ x) ∗ x′ = (x′ ∗ x) ∗ x′′ ⇒ e ∗ x′ = e ∗ x′′ ⇒ x′ = x′′.
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4.2 Primeras propiedades de los grupos

Es decir, para cada x ∈ G su simétrico x′ es único.

(iii) Tenemos (x′)∗(x′)′ = e y por otra parte x′ ∗x = e. Dado que el simétri-
co de x′ es único se concluye que (x′)′ = x.

(iv) Se verifica

(x ∗ y) ∗ (y′ ∗ x′) = x ∗ (y ∗ y′) ∗ x′ = x ∗ e ∗ x′ = x ∗ x′ = e.

Como el simétrico de cada elemento es único se concluye que (x∗y)′ = y′∗x′.

(v) Si a ∗ b = a ∗ c, operando a la izquierda por el simétrico a′ de a:

a′ ∗ (a ∗ b) = a′ ∗ (a ∗ c)⇒ (a′ ∗ a) ∗ b = (a′ ∗ a) ∗ c

⇒ e ∗ b = e ∗ c⇒ b = c.

Si b ∗ a = c ∗ a, operando a la derecha por el simétrico a′ de a obtenemos de
manera análoga b = c.

2. Si al grupo lo denotamos por (G,+) la propiedad se escribe

−(x+ y) = (−y) + (−x),

o bien −(x+ y) = −x− y. Si al grupo lo denotamos por (G, ·) la propiedad
se escribe (xy)−1 = y−1x−1.

3. Sean x, y elementos de G, por hipótesis se verifica

(xy)2 = e, x2 = e, y2 = e.

Esto implica (xy)2 = x2y2 o equivalentemente xyxy = xxyy. Como los ele-
mentos de un grupo son regulares a la derecha y a la izquierda, se deduce
yx = xy. Es decir, el grupo es abeliano.

4. Dado que el grupo es abeliano, la ecuación dada equivale a xcxab = xab.
Dado que los elementos de un grupo son regulares, queda xc = e, con lo
cual, x = c−1.

5. Multiplicando ambos miembros por a a la derecha, queda (xa)(xa) = bb.
Basta por tanto elegir x tal que xa = b. En consecuencia, una solución de
la ecuación dada es x = ba−1.
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Caṕıtulo 4. Grupos

4.3. Subgrupos

1. Demostrar el teorema de caracterización de subgrupos:
Sea (G, ∗) un grupo y H ⊂ G. Entonces, H es subgrupo de G si y sólo si se
verifican las condiciones
(i) H 6= ∅.
(ii) Para todo x ∈ H y para todo y ∈ H se verifica x ∗ y′ ∈ H.

2. Demostrar que el conjunto H de los enteros pares es un subgrupo de
(Z,+).

3. En R2 se define la operación + de la siguiente manera:

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

(i) Demostrar que (R2,+) es grupo.
(ii) Demostrar que H1 = {(α, 0) : α ∈ R} y H2 = {(0, β) : β ∈ R} son
subgrupos de R2.
(iii) Demostrar que H1 ∪ H2 no es subgrupo de R2 (esto prueba que en
general la unión de subgrupos de un grupo, no es subgrupo del mismo).

4. Sea (G, ∗) un grupo. Demostrar que {e} y G son subgrupos de G.
Nota. A estos dos subgrupos se les llama subgrupos impropios, a los demás
subgrupos de G se les llama subgrupos propios.

5. Sea (G, ∗) un grupo y sean H1 y H2 subgrupos de G. Demostrar que
H1 ∩H2 es subgrupo de G.

6. Sea el grupo (G, ·) y sea {Hj : j ∈ J} una familia de subgrupos de G.
Demostrar que

⋂
j∈J Hj es subgrupo de G.

7. Sea m entero, y sea (m) = {x ∈ Z : x es múltiplo de m}. Demostrar que
(m) es subgrupo de (Z,+).

8. Demostrar que los únicos subgrupos de Z son los de la forma (m) con m
entero.

Solución. 1. Si H es subgrupo de G el neutro e de G pertenece a H y
por tanto H 6= ∅. Si x e y son elementos de H, el simétrico y′ de y perte-
nece a H por ser (H, ∗) grupo. Por la interna de ∗ en H se verifica x∗y′ ∈ H.

Rećıprocamente, supongamos que se verifica (i) y (ii). Veamos que H es
subgrupo de G. Como H 6= ∅ sea z ∈ H. Por (ii) se verifica e = z ∗ z′ ∈ H,
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4.3 Subgrupos

es decir el neutro pertenece a H. Si x ∈ H, por (ii) se verifica x′ = e∗x′ ∈ H,
es decir para todo elemento de H su simétrico pertenece a H. Si x, y son
elementos de H, y′ ∈ H y por (ii) se verifica x ∗ y = x ∗ (y′)′ ∈ H, es decir ∗
es interna en H. Dado que la propiedad asociativa se cumple en G, también
se verifica en H.
Concluimos que H es subgrupo de G.

2. (i) El elemento neutro e = 0 pertenece a H pues es número par.
(ii) Sean x, y ∈ H, entonces x∗y′ = x+(−y) = x−y ∈ H, pues la diferencia
de números pares es un número par.

3. (i) 1. Interna. Claramente se cumple pues la suma de dos números reales
es un número real.
2. Asociativa. Usando la propiedad asociativa de la suma en R:

[(x1, x2) + (y1, y2)] + (z1, z2) = (x1 + y1, x2 + y2) + (z1, z2)

= ((x1 + y1) + z1, (x2 + y2) + z2) = (x1 + (y1 + z1), x2 + (y2 + z2))

= (x1, x2) + (y1 + z1, y2 + z2) = (x1, x2) + [(y1, y2) + (z1, z2)] .

3. Elemento neutro. El elemento e = (0, 0) de R2 claramente cumple e+x =
x+ e = x para todo x = (x1, x2) ∈ R2

4. Elemento simétrico. Para todo x = (x1, x2) ∈ R2 el elemento x′ =
(−x1,−x2) de R2 satisface x + x′ = x′ + x = e. Hemos demostrado que
(R2,+) es grupo. Además, es abeliano debido a que la suma en R es con-
mutativa.

(ii) Claramente e = (0, 0) ∈ H1. Por otra parte, dos elementos de H1 son de
la forma (α1, 0) y (α2, 0), entonces:

(α1, 0) + (α2, 0)′ = (α1, 0) + (−α2, 0) = (α1 − α2, 0) ∈ H1.

Concluimos que H1 es subgrupo de R2. De manera totalmente análoga se
demuestra que H2 también lo es.

(iii) El elemento (1, 0) pertenece a H1 y el (0, 1) a H2. Es decir (1, 0) y (0, 1)
son elementos de H1 ∪H2. Sin embargo,

(1, 0) + (0, 1) = (1, 1) 6∈ H1 ∪H2.

No se verifica la propiedad interna en H1 ∪H2, en consecuencia H1 ∪H2 no
es subgrupo de R2.
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Caṕıtulo 4. Grupos

4. Se verifica e ∈ {e} ⊂ G y e ∗ e′ = e ∈ {e}, por tanto {e} es subgrupo
de G. Dado que por hipótesis (G, ∗) es grupo y G ⊂ G, se deduce que G es
subgrupo de G.

5. (i) Dado que H1 y H2 son subgrupos de G, el elemento neutro e de G
pertenece a H1 y a H2, en consecuencia e ∈ H1 ∩H2.

(ii) Si x e y pertenen a H1 ∩H2, entonces x ∈ H1, x ∈ H2, y ∈ H1, y ∈ H2.
Como H1 y H2 son subgrupos de G se verifica que x∗y′ pertenece a H1 y a H2

(teorema de caracterización de subgrupos), en consecuencia x∗y′ ∈ H1∩H2.
Concluimos que H1 ∩H2 es subgrupo de G.

6. Usamos el teorema de caracterización de subgrupos.

(i) Dado que Hj es subgrupo de G para todo j, el elemento neutro e perte-
nece a Hj para todo j y por tanto e ∈

⋂
j∈J Hj .

(ii) Sean x e y elementos de
⋂
j∈J Hj . Esto implica que xy−1 ∈ Hj pa-

ra todo j por ser Hj es subgrupo de G para todo j. En consecuencia,
xy−1 ∈

⋂
j∈J Hj . Concluimos que

⋂
j∈J Hj es subgrupo de G

7. Se verifica 0 = 0m, por tanto 0 es múltiplo de m, es decir 0 ∈ (m). Sean
x, y ∈ (m), entonces x = km e y = sm para ciertos enteros k y s. Ahora
bien, x− y = (k− s)m siendo k− s entero, lo cual implica que x− y ∈ (m).
Por el teorema de caracterización de subgrupos, concluimos que (m) es sub-
grupo de (Z,+).

8. Sabemos que para todo m entero, (m) es subgrupo de Z. Veamos que estos
son los únicos. En efecto, sea H ⊂ Z subgrupo de Z. Si H = {0}, entonces
H = (0). Si H 6= {0} existe algún entero positivo en H, (pues si n ∈ H,
−n ∈ H). Llamemos m al menor de los enteros positivos que pertenecen a
H. Demostremos que H = (m).

(i) (m) ⊂ H. Si x ∈ (m), entonces x = km con k entero, es decir o bien
m = 0 si k = 0, o bien x = m + . . . + m (k sumandos si k > 0), o bien
x = (−m) + . . . + (−m) (−k sumandos si k < 0). Como m ∈ H y H es
subgrupo, en cualquier caso x ∈ H.

(ii) H ⊂ (m). Si h ∈ H, efectuando la división eucĺıdea de h entre m :

h = qm+ r, 0 ≤ r < m,

con q, r enteros. Entonces, r = h− qm pertenece a H, lo cual implica por la
elección de m (mı́nimo positivo en H) que r = 0, o sea r = qm ∈ (m).
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4.4 Tabla de Cayley

4.4. Tabla de Cayley

1. Construir la tabla de Cayley del grupo G = {1,−1} con la operación
producto usual de números.
2. Sea G = {1,−1, i,−i} en donde i representa la unidad imaginaria. Se
considera la operación · producto habitual de números complejos. Construir
la correspondiente tabla de Cayley, y demostrar que (G, ·) es grupo abeliano.
3. Sea G = {f1, f2, f3, f4} el conjunto de las aplicaciones de R − {0} en
R− {0} definidas mediante:

f1(x) = x , f2(x) =
1

x
, f3(x) = −x , f4(x) = −1

x
.

Construir la correspondiente tabla de Cayley para la operación ◦ composi-
ción de aplicaciones. Demostrar que (G, ◦) es un grupo.
4. Sea G = {a, b, c} y la operación · en G cuya tabla de Cayley es

· a b c

a a b c
b b c a
c c a b

Determinar su elemento neutro, si éste existe y el inverso de cada elemento
caso de existir.

Solución. 1. La tabla de Cayley es:

· 1 −1

1 1 −1
− 1 1 1

2. La tabla de Cayley de la operación es

· 1 −1 i −i
1 1 −1 i −i
− 1 −1 1 −i i
i i −i −1 1
− i −i i 1 −1

lo cual prueba que la operación es interna. Por otra parte, sabemos que el
producto de números complejos es operación asociativa y conmutativa., y
el número 1 es elemento neutro de la operación.Por último y simplemente
observando la tabla de Cayley, verificamos que todo elemento de G tiene
inverso en G : 1−1 = 1, (−1)−1 = −1, i−1 = −i, (−i)−1 = i.
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Caṕıtulo 4. Grupos

3. Usando la definición de composición de aplicaciones, fácilmente construi-
mos la tabla de Cayley. Por ejemplo:

(f3 ◦ f4) (x) = f3 [f4(x)] = f3

(
−1

x

)
= −

(
−1

x

)
=

1

x
⇒ f3 ◦ f4 = f2,

etc. Obtendŕıamos la tabla:

◦ f1 f2 f3 f4

f1 f1 f2 f3 f4

f2 f2 f1 f4 f3

f3 f3 f4 f1 f2

f4 f4 f3 f2 f1

La operación es claramente interna y sabemos que la composición de aplica-
ciones es asociativa. El elemento f1 de G satisface fi ◦ f1 = f1 ◦ fi para todo
i = 1, 2, 3, 4, por tanto es elemento neutro. Además, todo fi tiene elemento
inverso, siendo f−1

i = fi para todo i = 1, 2, 3, 4. Concluimos que (G, ◦) es
un grupo (además conmutativo, como fácilmente se observa).

4. Se verifica aa = aa = a, ab = ba = b, ac = ca = c, en consecuencia, a
es elemento neutro para la operación dada. Por otra parte

aa = aa = a⇒ a−1 = a.

bc = cb = a⇒ b−1 = c y c−1 = b.

4.5. Generadores de un grupo

1. Sea (G, ·) un grupo y S un subconjunto no vaćıo de G.. Sea 〈S〉 el con-
junto de todos los elementos de G que son producto de un número finito de
elementos de tal manera que cada factor es o bien un elemento de S o bien
el inverso de un elemento de S. Demostrar que:
(i) 〈S〉 es subgrupo de G (según sabemos, se le llama subgrupo generado
por S).
(ii) 〈S〉 contiene a S y es el menor de todos los subgrupos de G que contie-
nen a S.

2. Sea (G, ·) un grupo y S un subconjunto no vaćıo de G. Demostrar que
〈S〉 =

⋂
Hi en donde {Hi} es la familia de todos los subgrupos de G que

contienen a S.

3. Sea el grupo (C,+) con la operación + usual. Determinar 〈S〉, siendo
S = {1, i}.
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4.6 Grupos ćıclicos

Solución. 1. (i) El elemento neutro e de G pertenece a 〈S〉, ya que, por ser
S 6= ∅, existe a ∈ S luego e = aa−1 ∈ 〈S〉. Si a, b ∈ 〈S〉 entonces

a = a1a2 . . . an, b = b1b2 . . . bm.

en donde los ai y los bj o sus simétricos son elementos de S. Por otra parte

ab−1 = a1a2 . . . anb
−1
m . . . b−1

2 b−1
1 .

Por hipótesis, para cada i, o bien ai o bien a−1
i está en S. Por hipótesis, para

cada j, o bien bj o bien b−1
j está en S, es decir o bien b−1

j está en S o bien

(b−1
j )−1 = bj está en S. Esto implica que ab−1 ∈ 〈S〉 y como consecuencia
〈S〉 es sungrupo de G.

(ii) Si a ∈ S entonces a = a en donde a ∈ S, es decir a ∈ 〈S〉, por tanto
S ⊂ 〈S〉.

Sea H subgrupo de G con S ⊂ H. Si a ∈ 〈S〉, a es de la forma a = a1a2 . . . an
y para cualquier i, o bien ai ∈ S o bien a−1

i ∈ S. Como los elementos
de S están en H y H es subgrupo, para cada i, o bien ai ∈ H o bien
(a−1
i )−1 = ai ∈ H y por la interna en H, se verifica a ∈ H. Hemos demos-

trado que 〈S〉 ⊂ H y por tanto 〈S〉 es el menor de todos los subgrupos de
G que contienen a S.

2. Dado que S ⊂ Hi para todo i, se verifica que S ⊂
⋂
Hi. Como la inter-

sección de cualquier familia de subgrupos de G es subgrupo de G tenemos
que

⋂
Hi es un subgrupo de G que contiene a S.

Si un subgrupo de G contiene a S, éste será un Hj de la familia {Hi} y por
tanto

⋂
Hi ⊂ Hj . Es decir,

⋂
Hi es el menor de todos los subgrupos de G

que contienen a S y por tanto 〈S〉 =
⋂
Hi.

3. La operación + de complejos es conmutativa. Los simétricos de 1 e i son
respectivamente −1 y −i. De la definición de 〈S〉 deducimos inmediatamente
que 〈S〉 = {m+ni : m,n ∈ Z}. Es decir, 〈S〉 está formado por los elementos
de C que tienen partes real e imaginaria enteras.

4.6. Grupos ćıclicos

1. Se considera el grupo G = {1,−1} con la operación · producto habitual
de números. Demostrar que el grupo es ćıclico.
2. Se considera el grupo G = {1,−1, i,−i} (i es unidad imaginaria) con
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Caṕıtulo 4. Grupos

la operación · producto habitual de números complejos. Demostrar que el
grupo es ćıclico.
3. Demostrar que (Z,+) es ćıclico (+ es la suma habitual).
4. Demostrar que todo grupo ćıclico es conmutativo.
5. Demostrar que todo subgrupo de un grupo ćıclico es ćıclico.

Solución. 1. Sabemos que un grupo es ćıclico si y sólo si está genera-
do por un único elemento. Se verifica (−1)0 = 1, (−1)1 = −1. Es decir,
G = {(−1)n : n ∈ Z}, lo cual implica que G es ćıclico y que −1 es un gene-
rador de G.

2. Se verifica i0 = 1, i1 = i, i2 = −1, i3 = −i. Es decir, G = {in : n ∈ Z}, lo
cual implica que G es ćıclico y que i es uno de sus generadores. Fácilmente
se comprueba que −i es también generador de G.

3. Todo elemento m ∈ Z se puede escribir en la forma m = m1, lo cual
implica que 1 es generador de Z.

4. Sea (G, ·) un grupo ćıclico y sea a ∈ G un generador de G. Sean x, y ∈ G,
entonces x = an e y = am para ciertos enteros n y m. Se verifica:

xy = anam = an+m = am+n = aman = yx.

5. Sea (G, ·) un grupo ćıclico y sea a un generador de G. Sea H un subgrupo
de G. Si H = {e}, entonces H = 〈e〉, con lo cual H es ćıclico.

Sea ahora H 6= {e}. Como H ⊂ G, entonces ak ∈ H para algún k > 0
entero. Llamemos m al menor de todos esos k y sea b = am.

Veamos que H = 〈b〉, lo cual demostrará que H es ćıclico. Claramente
〈b〉 ⊂ H, pues b ∈ H y H es subgrupo de G.

Si x ∈ H, entonces al ser a generador de H, x es de la forma x = an con n
entero. Efectuando la división eucĺıdea de n entre m :

n = mq + r (0 ≤ r < m).

Entonces, x = an = amq+r = amqar = bqar. Pero ar = x(bq)−1 pertenece
a H (pues x y b pertenecen al subgrupo H). Como m es el mı́nimo de los
enteros positivos k que cumplen ak ∈ H, ha de ser necesariamente r = 0. Es
decir, x = bq lo cual implica que H ⊂ 〈b〉, y por tanto H es ćıclico.
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4.7 Subgrupos normales

4.7. Subgrupos normales

A. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo de G. Se definen en G las relaciones:

xRy ⇔ xy−1 ∈ H, xSy ⇔ x−1y ∈ H.

1. Demostrar que R y S son relaciones de equivalencia en G.
2. Determinar los conjuntos cocientes G/R y G/S.
3. Demostrar que H es subgrupo normal si y sólo si R = S.

B. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que H es normal
⇔ ∀g ∈ G ∀h ∈ H se verifica ghg−1 ∈ H.

C. Se considera el conjunto

G =

{[
a b
0 1

]
: a, b ∈ R, a 6= 0

}
.

i) Demostrar que (G, ·) es un grupo, en donde · representa el producto usual
de matrices.
ii) Demostrar que H = {M ∈ G : a = 1} es subgrupo normal de G (Pro-
puesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).

Solución. A. 1. Veamos que R es relación de equivalencia:

Reflexiva. Para todo x ∈ G se verifica xx−1 = e ∈ H, es decir xRx.

Simétrica. Para todo x, y ∈ G :

xRy ⇒ xy−1 ∈ H ⇒ (H subgrupo ) (xy−1)−1 ∈ H

⇒ (y−1)−1x−1 ∈ H ⇒ xy−1 ∈ H ⇒ yRx.

Transitiva. Para todo x, y, z ∈ G :{
xRy
yRz

⇒
{
xy−1 ∈ H
yz−1 ∈ H

⇒ (H subgrupo ) (xy−1)(yz−1) = xz−1 ∈ H ⇒ xRz.

De manera análoga se demuestra que S es relación de equivalencia en G.

2. Determinemos los elementos de G/R. Si g ∈ G, la clase de equivalencia a
la que pertenece g es:

[g] = {x ∈ G : xRg} = {x ∈ G : xg−1 ∈ H},
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Caṕıtulo 4. Grupos

es decir x ∈ [g] si y sólo si xg−1 = h para algún h ∈ H, o equivalentemente,
x = hg para algún h ∈ H. Por tanto [g] = Hg.De manera análoga se demues-
tra que la clase de equivalencia a la que pertenece g para la relación S es gH.

3. Las relaciones R y S son iguales equivale a decir que para todo g ∈ G, su
clase de equivalencia para la relación R es igual a su clase de equivalencia
para la relación S. Esto equivale a gH = Hg para todo g ∈ G, que a su vez
equivale a decir que el subgrupo H es normal.

B. ⇒) Sean g ∈ G y h ∈ H cualesquiera. Entonces, gh ∈ gH. Pero por
hipótesis gH = Hg, por tanto gh = h1g para algún h1 ∈ G. Esto implica
ghg−1 = h1 ∈ H.
⇐) Sea g ∈ G genérico. Veamos que gH = Hg, lo cual demostrará que
H es normal. En efecto, si x ∈ gH, entonces x = gh para algún h ∈ H.
Multiplicando a la derecha por g−1 queda xg−1 = ghg−1, que pertenece a
H por hipótesis. Es decir, xg−1 = h1 para algún h1 ∈ H, lo que equivale a
decir x = h1g ∈ Hg. Hemos demostrado que gH ⊂ Hg. De manera análoga
se demuestra que Hg ⊂ gH.

C. i) Interna. Multipliquemos dos matrices genéricas de G:[
a b
0 1

] [
a′ b′

0 1

]
=

[
aa′ ab′ + b
0 1

]
.

Por hipótesis a y a′ son no nulos, por tanto aa′ es no nulo lo cual implica
que el producto de dos matrices de G pertenece a G. Asociativa. Se cumple
en general para matrices cuadradas del mismo orden, en particular para las
matrices de G. Elemento neutro. Para a = 1, b = 0 obtenemos la matriz
identidad I de orden 2, que satisface AI = IA = A para toda matriz de G.
Es decir existe elemento neutro siendo éste la matriz identidad I. Elemento

inverso. Sea A =

[
a b
0 1

]
. Su inversa es la matriz

A−1 =

[
1/a −b/a
0 1

]
,

que claramente pertenece a G y satisface AA−1 = A−1A = I. Es decir, todo
elemento de G posee inverso en G. Concluimos que (G, ·) es un grupo.

ii) La matriz identidad I de orden 2 (es decir, el elemento neutro de G)
pertenece a H. Por otra parte,[

1 b
0 1

] [
1 b′

0 1

]−1

=

[
1 b
0 1

] [
1 −b′
0 1

]
=

[
1 b− b′
0 1

]
∈ H,
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4.8 Centro de un grupo

es decir H es subgrupo de G. Veamos que es subgrupo normal. Efectivamente
para matrices genéricas A ∈ G y M ∈ H tenemos

AMA−1 =

[
a b
0 1

] [
1 m
0 1

] [
1/a −b/a
0 1

]
=

[
1 am
0 1

]
∈ H.

4.8. Centro de un grupo

Si (G, ·) es un grupo, se define el centro de G denotado por Z(G) como

Z(G) = {z ∈ G : gz = zg , ∀g ∈ G},

es decir, como el conjunto de los elementos de G que conmutan con todos
los de G. Demostrar que Z(G) es subgrupo normal de G.

Solución. 1 ∈ Z(G) pues g1 = 1g para todo g ∈ G. Sean ahora g1, g2 ∈
Z(G) y g ∈ Z(G). Entonces

g(g1g
−1
2 ) = (gg1)g−1

2 = (g1g)g−1
2 = g1(gg−1

2 ).

Como g2 ∈ Z(G) se verifica g2g
−1 = g−1g2, y tomando inversos gg−1

2 = g−1
2 g.

Por tanto

g(g1g
−1
2 ) = g1(g−1

2 g) = (g1g
−1
2 )g,

es decir g1g
−1
2 ∈ Z(G), en consecuencia Z(G) es subgrupo de G.

Veamos que es normal. Si g ∈ G y h ∈ Z(G) se verifica gh = hg y por
tanto h = g−1hg. Entonces, h = g−1hg ∈ Z(G) lo cual implica que Z(G) es
normal.

4.9. Subgrupo normal y centro

En G = Z× Z se define la ley de composición interna ∗ mediante

(x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1 + (−1)y1x2, y1 + y2).

Se pide:
(a) Probar que ley ∗ confiere a G estructura de grupo no abeliano.
(b) Demostrar que el subconjunto H = {(x, y) ∈ G : y = 0} es un subgrupo
normal de G.
(c) Hallar el centro de G.
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Caṕıtulo 4. Grupos

Solución. (a) Claramente ∗ es una ley de composición interna. Veamos que
cumple la propiedad asociativa. Por un parte:

[(x1, y1) ∗ (x2, y2)] ∗ (x3, y3) = (x1 + (−1)y1x2 , y1 + y2) ∗ (x3, y3)

= (x1 + (−1)y1x2 + (−1)y1+y2x3 , y1 + y2 + y3).

Por otra:

(x1, y1) ∗ [(x2, y2) ∗ (x3, y3)] = (x1, y1) ∗ (x2 + (−1)y2x3 , y2 + y3)

= (x1 + (−1)y1(x2 + (−1)y2x3) , y1 + y2 + y3).

Dado que x1 +(−1)y1(x2 +(−1)y2x3) = x1 +(−1)y1x2 +(−1)y1+y2x3 conclui-
mos que la operación ∗ es asociativa. Veamos que existe elemento neutro.
En efecto, (e1, e2) ∈ G es elemento neutro si y sólo si para todo (x, y) ∈ G
se verifica (x, y) ∗ (e1, e2) = (e1, e2) ∗ (x, y) = (x, y), o equivalentemente

(x+ (−1)ye1 , y + e2) = (e1 + (−1)e2x , e2 + y) = (x, y).

Esta igualdad se verifica para (e1, e2) = (0, 0), que es por tanto el elemento
neutro de la ley de composición interna ∗. Veamos ahora que todo elemento
(x, y) ∈ G tiene elemento simétrico. En efecto, (x′, y′) es simétrico de (x, y)
si y sólo si (x, y) ∗ (x′, y′) = (x′, y′) ∗ (x, y) = (0, 0), o equivalentemente

(x+ (−1)yx′ , y + y′) = (x′ + (−1)y
′
x , y′ + y) = (0, 0). (1)

De y+y′ = 0 deducimos y′ = −y y de x+(−1)yx′ = 0 que x′ = −(−1)−yx o
bien x′ = (−1)1−yx. Para estos valores de x′ e y′ se verifican las igualdades
(1). Concluimos que todo elemento (x, y) ∈ G tiene simétrico, siendo este

(x, y)−1 = (x′, y′) = ((−1)1−yx , −y).

Hemos demostrado que (G, ∗) es grupo. No es abeliano pues por ejemplo

(1, 0) ∗ (0, 1) = (1 + (−1)0 · 0 , 0 + 1) = (1, 1),

(0, 1) ∗ (1, 0) = (0 + (−1)1 · 1 , 1 + 0) = (−1, 1).

(b) Veamos que H es un subgrupo de G. En efecto, (0, 0) ∈ H lo cual implica
que H 6= ∅. Sean (x1, 0) y (x2, 0) elementos de H, entonces,

(x1, 0) ∗ (x2, 0)−1 = (x1, 0) ∗ ((−1)1−0x2 , −0) = (x1, 0) ∗ (−x2, 0)

= (x1 + (−1)0 · (−x2) , 0 + 0) = (x1 − x2, 0) ∈ H.

Veamos que H es normal. Sean (g1, g2) ∈ G y (h, 0) ∈ H entonces

(g1, g2) ∗ (h, 0) ∗ (g1, g2)−1 = (g1 + (−1)g2h , g2) ∗ ((−1)1−g2g1 , −g2).
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4.10 Grupo cociente

Al operar obtenemos un elemento de la forma (m, 0) con m ∈ Z, el cual
pertenece a H. Concluimos que H es subgrupo normal de G.

(c) El centro Z(G) de un grupo G está formado por los elementos del grupo
que conmutan con todos los del grupo. En nuestro caso:

Z(G) = {(a, b) ∈ G : (a, b) ∗ (x, y) = (x, y) ∗ (a, b) ∀(x, y) ∈ G}.

Tenemos que hallar por tanto los elementos (a, b) ∈ G que cumplen{
a+ (−1)bx = x+ (−1)ya

b+ y = y + b

para todo x y para todo y enteros. La segunda igualdad se cumple para todo
b y para todo y enteros. La segunda la podemos expresar en la forma

[1− (−1)y]a = [1− (−1)b]x. (2)

Si a 6= 0, haciendo x = a queda (−1)y = (−1)b. Esta última igualdad no se
cumple para y = b+ 1, lo cual implica que necesariamente ha de ser a = 0.
Para a = 0 la igualdad (2) se transforma en [1− (−1)b]x = 0, igualdad que
se verifica para todo x entero si y sólo si 1 = (−1)b es decir, si b es par.

Hemos demostrado que si (a, b) es un elemento del centro de G, necesaria-
mente es de la forma (0, 2k) con k entero. Es también suficiente que tenga
esa forma. En efecto, para todo (x, y) ∈ G :

(0, 2k) ∗ (x, y) = (0 + (−1)2kx , 2k + y) = (x, 2k + y).
(x, y) ∗ (0, 2k) = (x+ (−1)y · 0 , 2k + y) = (x, y + 2k).

Concluimos que (0, 2k) ∈ Z(G) y por tanto Z(G) = {0} × (2Z).

4.10. Grupo cociente

1. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo de G. Demostrar que:
(i) La relación en G : xRy ⇔ xy−1 ∈ H es de equivalencia.
(ii) Si H es subgrupo normal, para todo g ∈ G la clase de equivalencia a la
que pertenece g es gH.

2. Sea (G, ·) un grupo y H un subgrupo normal de G. Demostrar que G/H
es grupo con la operación (aH)(bH) = (ab)H ∀a, b ∈ G.
3. Demostrar que i2πZ = {i2πk : k ∈ Z} es un subgrupo del grupo aditivo
de los números complejos. Determinar el grupo cociente C/i2πZ.
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Caṕıtulo 4. Grupos

Solución. 1. (i) Reflexiva. Para todo x ∈ G se verifica xx−1 = e ∈ H, es
decir xRx.
Simétrica. Para todo x, y ∈ G :

xRy ⇒ xy−1 ∈ H ⇒ (H subgrupo ) (xy−1)−1 ∈ H

⇒ (y−1)−1x−1 ∈ H ⇒ xy−1 ∈ H ⇒ yRx.

Transitiva. Para todo x, y, z ∈ G :{
xRy
yRz

⇒
{
xy−1 ∈ H
yz−1 ∈ H

⇒ (H subgrupo ) (xy−1)(yz−1) = xz−1 ∈ H ⇒ xRz.

(ii) Determinemos los elementos de G/R. Si g ∈ G, la clase de equivalencia
a la que pertenece g es:

[g] = {x ∈ G : xRg} = {x ∈ G : xg−1 ∈ H},

es decir x ∈ [g] si y sólo si xg−1 = h para algún h ∈ H, o equivalentemente,
x = hg para algún h ∈ H. Por tanto [g] = Hg. Ahora bien, como H es
normal, también [g] = gH.

2. Lo primero que tenemos que demostrar es que la operación dada en G/H
está bien definida. Es decir, tenemos que demostrar que si aH = a1H y
bH = b1H, entonces

(aH)(bH) = (a1H)(b1H). (1)

Esto es claro, si no no ocurriera (1), la operación en G/H dependeŕıa del
representante elegido para cada clase, y no de la clase en śı.
Supongamos pues que aH = a1H y bH = b1H. Esto implica que aa−1

1 ∈ H
y bb−1

1 ∈ H, o equivalentemente aa−1
1 = h1 y bb−1

1 = h2 con h1 y h2 en H.
Entonces,

(ab)(a1b1)−1 = abb−1
1 a−1

1 = ah2a
−1
1 ∈ H ( pues H es normal)

⇒ (ab)H = (a1b1)H ⇒ (aH)(bH) = (a1H)(b1H).

Interna. Claramente, el producto de dos elementos cualesquiera de G/H es
un elemento de G/H.
Asociativa. Para todo aH, bH, cH ∈ G/H y teniendo en cuenta la propiedad
asociativa en G :

(aH) [(bH)(cH)] = (aH) ((bc)H) = (a(bc))H

= ((ab)c)H = ((ab)H) (cH) = [(aH)(bH)] (cH).

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



4.11 Grupo de clases residuales

Elemento neutro. El elemento eH de G/H satisface para todo aH ∈ G/H :

(aH)(eH) = (ae)H = aH, (eH)(aH) = (ea)H = aH,

por tanto eH = H es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para todo aH ∈ G/H, el elemento a−1H ∈ G/H satis-
face:

(aH)(a−1H) = (aa−1)H = eH,

(a−1H)(aH) = (a−1a)H = eH,

por tanto todo aH ∈ G/H tiene elemento simétrico, siendo este a−1H. Con-
cluimos que G/H es grupo con la operación dada.

3. El neutro del grupo aditivo de los numeros complejos es 0 = i2π ·0 ∈ i2πZ.
Si i2πk e i2πk′ son dos elementos de i2πZ,

i2πk − i2πk′ = i2π(k − k′) con k − k′ ∈ Z,

lo cual implca que i2πk − i2πk′ ∈ i2πZ. Esto demuestra que i2πZ es sub-
grupo del grupo aditivo de los números complejos.

Dado que (C,+) es comutativo, cualquier subgrupo es normal y por tanto
está definido el grupo cociente C/i2πZ = {z + i2πZ : z ∈ C}, siendo la
operación suma en este grupo:

(z + i2πZ) + (w + i2πZ) = (z + w) + i2πZ.

4.11. Grupo de clases residuales

1. Construir la tabla de Cayley de Z/(3) = {0, 1, 2} .
2. Construir las tablas de Cayley de (Z2,+) y (Z4,+).

3. Construir la tabla de Cayley de (Z6,+). Escribir el opuesto de cada ele-
mento.

4. Construir la tabla de Cayley de (Z5,+). Escribir el opuesto de cada ele-
mento.

Solución. 1. Dado que a + b es c, siendo c resto de la división eucĺıdea de
a+ b entre 3 :

+ 0 1 2

0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1
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Caṕıtulo 4. Grupos

Los correspondientes elementos opuestos son:

−0 = 0, −1 = 2, −2 = 1.

2. Usando la conocida forma de sumar clases, las correspondientes tablas
son:

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

3. Usando la conocida forma de sumar clases:

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

Los correspondientes opuestos son:

−0 = 0, −1 = 5, −2 = 4, −3 = 3, −4 = 2, −5 = 1.

4. Usando la conocida forma de sumar clases:

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

Los correspondientes opuestos son:

−0 = 0, −1 = 4, −2 = 3, −3 = 2, −4 = 1.

4.12. Homomorfismos de grupos

1. Demostrar que la aplicación f : R → R, f(x) = ax con a ∈ R fijo es
homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R,+).
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4.12 Homomorfismos de grupos

2. Demostrar que la aplicación f : R → R, f(x) = ax con a > 0 real fijo es
homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R− {0}, ·).

3. Se considera la aplicación f : R→ R dada por f(x) = a+x con a número
real fijo. Analizar si f es homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R,+).

4. Sea R+ el conjunto de los números reales positivos. Se considera la aplica-
ción f : R+ → R dada por f(x) = log x. Demostrar que f es homomorfismo
entre los grupos (R+, ·) y (R,+).

5. Sea f : G → G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·). Sea e
el neutro de G y e′ el neutro de G′. Demostrar que,
(i) f(e) = e′.
(ii) Para todo x ∈ G se verifica f(x−1) = (f(x))−1.

6. Demostrar que la composición de homomorfismos de grupos es un homo-
morfismo.

7. Sea R+ el conjunto de los números reales positivos. En G = R+ × R+ se
define la operación (x, y) ∗ (z, u) = (xz, yu).
(i) Demostrar que (G, ∗) es grupo abeliano.
(ii) Demostrar que la aplicación: f : G→ R, f(x, y) = log(xy) es homomor-
fismo entre los grupos (G, ∗) y (R,+).

Solución. 1. En efecto, para todo x, y ∈ R se verifica:

f(x+ y) = a(x+ y) = ax+ ay = f(x) + f(y).

2. En efecto, para todo x, y ∈ R se verifica:

f(x+ y) = ax+y = axay = f(x) · f(y).

3. Tenemos que analizar si se verifica f(x+ y) = f(x) + f(y) para todo x, y
elementos de R. Tenemos:

f(x+ y) = a+ (x+ y), f(x) + f(y) = (a+ x) + (a+ y).

Ahora bien, f(x + y) = f(x) + f(y) ⇔ a + x + y = 2a + x + y ⇔ a = 2a
⇔ a = 0. Es decir, f es homomorfismo entre los grupos (R,+) y (R,+), si
y sólo si a = 0.

4. Para todo x, y elementos de R+ se verifica:

f(xy) = log(xy) = log x+ log y = f(x) + f(y),
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Caṕıtulo 4. Grupos

es decir f es homomorfismo entre los grupos (R+, ·) y (R,+).

5. (i) Elijamos un x ∈ G cualquiera. Tenemos f(x) = f(xe) = f(x)f(e).
Esto implica que f(x) e′ = f(x)f(e). Como todos los elementos de un grupo
son regulares, se deduce que f(e) = e′.

(ii) Para todo x ∈ G, se verifica e′ = f(e) = f(xx−1) = f(x)f(x−1). Es de-
cir, el inverso de f(x) es f(x−1), que equivale a escribir (f(x))−1 = f(x−1).

6. Sean (G, ·), (G′, ·), (G′′, ·) tres grupos y f : G → G′, g : G′ → G′′

homomorfismos. Entonces, para todo x, y elementos de G :

(g ◦ f)(xy) = g[f(xy)] = g[f(x) f(y)]

= g[f(x)] g[f(y)] = [(g ◦ f)(x)] [(g ◦ f)(y)],

es decir g ◦ f es homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′′, ·).

7. (i) Interna. Se verifica pues el producto de números reales positivos es un
número real positivo.

Asociativa. Para todo (x, y), (z, u), (v, w) elementos de G se verifica:

(x, y) ∗ [(z, u) ∗ (v, w)] = (x, y) ∗ (zv, uw) = (x(zv), y(uw))

= ((xz)v, (yu)w) = (xz, yu) ∗ (v, w) = [(x, y) ∗ (z, u)] ∗ (u, v).

Conmutativa. Para todo (x, y), (z, u) elementos de G se verifica:

(x, y) ∗ (z, u) = (xz, yu) = (zx, uy) = (z, u) ∗ (x, y).

Elemento neutro. Para todo (x, y) ∈ G se verifica (x, y) ∗ (1, 1) = (x, y), por
tanto (1, 1) ∈ G es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para todo (x, y) ∈ G se verifica (x, y) ∗ (1/x, 1/y) =
(1, 1), por tanto (1/x, 1/y) ∈ G es elemento simétrico de (x, y). Concluimos
que (G, ∗) es grupo abeliano.

(ii) Para todo (x, y), (z, u) elementos de G se verifica:

f [(x, y) ∗ (z, u)] = f(xz, yu) = log(xzyu)

= log(xy) + log(zu) = f(x, y) + f(z, u),

lo cual implica que f es homomorfismo entre los grupos (G, ∗) y (R,+).

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



4.13 Núcleo e imagen de un homomorfismo de grupos

4.13. Núcleo e imagen de un homomorfismo de
grupos

1. Sea (R∗, ·) el grupo multiplicativo de los números reales no nulos. Demos-
trar que f : R∗ → R∗, f(x) = x2 es homomorfismo entre los grupos (R∗, ·)
y (R∗, ·). Determinar ker f e Im f.

2. Sea f : G → G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·). De-
mostrar que ker f es subgrupo normal de G.

3. Sea f : G → G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·). De-
mostrar que Im f es subgrupo de G′.

Solución. 1. Para todo x, y ∈ R∗, se verifica f(xy) = (xy)2 = x2y2 =
f(x)f(y), por tanto, f es homomorfismo entre los grupos (R∗, ·) y (R∗, ·). El
elemento neutro del grupo dado es el número real 1, en consecuencia:

ker f = {x ∈ R∗ : f(x) = 1} = {x ∈ R∗ : x2 = 1} = {−1, 1}.

Si un elemento x′ pertenece a Im f entonces, x′ = f(x) = x2 para cierto
x ∈ R∗, lo cual implica que x′ > 0 y por tanto Im f ⊂ (0,+∞). Rećıpro-
camente, sea x′ ∈ (0,+∞). Entonces, x′ = f(

√
x′) siendo

√
x′ ∈ R∗, luego

(0,+∞) ⊂ Im f. Es decir, Im f = (0,+∞).

2. Sabemos que si f : G → G′ es un homomorfismo de grupos, entonces
f(e) = e′, siendo e y e′ los elementos neutros de G y G′ respectivamente,
por tanto e ∈ ker f. Si x, y ∈ ker f, entonces, f(x) = f(y) = e′. Usando que
el transformado del inverso es el inverso del transformado:

f(xy−1) = f(x)f(y−1) = f(x)(f(y))−1

= e′(e′)−1 = e′e′ = e′ ⇒ xy−1 ∈ ker f.

Por el teorema de caracterización de subgrupos, deducimos que ker f es
subgrupo de G. Veamos ahora que ker f es normal. En efecto, Para todo
g ∈ G y para todo h ∈ ker f :

f(ghg−1) = f(g)f(h)f(g−1) = f(g)e′(f(g))−1

= f(g)(f(g))−1 = e′ ⇒ ghg−1 ∈ ker f,

es decir ker f es normal.

3. Sabemos que si f : G → G′ es un homomorfismo de grupos, entonces
f(e) = e′, siendo e y e′ los elementos neutros de G y G′ respectivamente,
por tanto e′ ∈ Im f. Si x′, y′ ∈ Im f, entonces, x′ = f(x) e y′ = f(y) para

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 4. Grupos

ciertos x, y ∈ G. Usando que el transformado del inverso es el inverso del
transformado:

x′(y′)−1 = f(x)(f(y))−1 = f(x)f(y−1)

= f(xy−1)⇒ x′(y′)−1 ∈ Im f.

Por el teorema de caracterización de subgrupos, deducimos que Im f es sub-
grupo de G′.

4.14. Clasificación de homomorfismos de grupos

1. Sea f : G→ G′ un homomorfismo de grupos. Demostrar que f es mono-
morfismo ⇔ ker f = {e}, siendo e el neutro de G.

2. Clasificar los siguientes homomorfismos:
(i) f : R→ R, f(x) = ax ( a ∈ R fijo ), entre los grupos (R,+) y (R,+).
(ii) g : R+ → R, g(x) = log x. entre los grupos (R+, ·) y (R,+).

3. Clasificar los siguientes homomorfismos:
(i) f : R→ R, f(x) = ex, entre los grupos (R,+) y (R− {0}, ·)
(ii) g : R → R+, g(x) = ex, entre los grupos (R,+) y (R+, ·) (R+ es el
conjunto de los reales positivos).

Solución. 1. ⇒) Supongamos que fuera ker f 6= {e}. Entonces, existiŕıa
x ∈ G con x 6= e tal que f(x) = e′ (elemento neutro de G′). Pero f(e) = e′,
con lo cual f no seŕıa inyectiva (absurdo).
⇐) Para todo x, y elementos de G :

f(x) = f(y)⇒ f(x)(f(y))−1 = e′ ⇒ f(x)f(y−1) = e′ ⇒ f(xy−1) = e′

⇒ xy−1 ∈ ker f = {e} ⇒ xy−1 = e⇒ x = y ⇒ f es inyectiva.

2. (i) Si a = 0, el núcleo es ker f = {x ∈ R : 0x = 0} = R 6= {0}, por tanto
f no es inyectiva. Tampoco es sobreyectiva pues Im f = {0} 6= R.
Si a 6= 0, entonces ker f = {x ∈ R : ax = 0} = {0}, por tanto f es inyectiva.
Dado x′ ∈ R, tenemos x′ = f(x′/a), es decir f es sobreyectiva. Concluimos
que en este caso, f es isomorfismo (además, automorfismo).
(ii) El núcleo es ker g = {x ∈ R+ : log x = 0} = {1}. Como se reduce al ele-
mento neutro de (R,+), g es inyectiva. La imagen de la función logaŕıtmica
sabemos que R, por tanto g es sobreyectiva. Concluimos que f es isomorfis-
mo.

3. (i) El núcleo es ker f = {x ∈ R : ex = 1} = {0}. Como se reduce al ele-
mento neutro de (R,+), f es inyectiva. La imagen de la función exponencial
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4.15 Descomposición canónica de un homomorfismo de grupos

sabemos que es el conjunto de los números reales positivos R+, por tanto f
no es sobreyectiva. Concluimos que f es monomorfismo.
(ii) De los razonamientos del apartado anterior, concluimos que g es isomor-
fismo.

4.15. Descomposición canónica de un homomor-
fismo de grupos

A. Sea f : G → G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·).
Demostrar que:
1. n : G→ G/ ker f, n(x) = x ker f es epimorfismo.
2. g : G/ ker f → Im f, g(x ker f) = f(x) es isomorfismo.
3. i : Im f → G′, i(x) = x es monomorfismo.
4. f = i ◦ g ◦ n.

B. Sea (R∗, ·) el grupo multiplicativo de los números reales no nulos y f :
R∗ → R∗ la aplicación f(x) = x2. Se pide:
1. Demostrar que f es un homomorfismo de grupos.
2. Hallar ker f e Im f .
3. Determinar el conjunto cociente R∗/ ker f .
4. Efectuar la descomposición canónica de f .

(Propuesto en examen, ETS de Ing. Agrónomos, UPM).

Solución. A. 1. Como ker f es subgrupo normal de G, está definido el grupo
cociente G/ ker f. Para todo x, y elementos de G :

n(xy) = (xy) ker f = (x ker f) (y ker f)) = n(x) n(y),

es decir n es homomorfismo. Por otra parte, todo elemento x ker f es x ker f =
n(x), luego n es sobreyectiva. Concluimos que n es epimorfismo.
2. Veamos que la aplicación g está bien definida, es decir que g(x ker f) no
depende del representante sino de la clase en śı. En efecto, supongamos que
x ker f = y ker f, entonces xy−1 ∈ ker f que equivale a f(xy−1) = e′ (neutro
de G′). Pero:

f(xy−1) = e′ ⇔ f(x)f(y−1) = e′ ⇔ f(x) (f(y))−1 = e′ ⇔ f(x) = f(y),

es decir g(x ker f) = g(y ker f).
Veamos que g es homomorfismo. Para todo x ker f, y ker f elementos de
G/ ker f :

g[(x ker f) (y ker f)] = g[(xy) ker f ] = f(xy) = f(x)f(y) = (x ker f) (y ker f).
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Caṕıtulo 4. Grupos

Veamos que g es monomorfismo. El núcleo de g es:

ker g = {x ker f ∈ G/ ker f : g(x ker f) = f(x) = e′} = {ker f} = {e ker f},

es decir el núcleo de g se reduce a elemento neutro de G/ ker f lo cual implica
que g es inyectiva.
Veamos que g es epimorfismo. En efecto, si x′ ∈ Im f, entonces x′ = f(x)
para algún x ∈ G, luego x′ = g(x ker f). Esto implica que g es sobreyectiva.
Concluimos que g es isomorfismo.
3. Para todo x, y elementos de Im f, i(x+ y) = x+ y = i(x) + i(y) es decir,
i es homomorfismo. Ademas, i(x) = i(y) implica x = y, luego i es inyectiva.
4. Para todo x ∈ G, (i ◦ g ◦ n)(x) = (i ◦ g)(x ker f) = i(f(x)) = f(x), por
tanto, i ◦ g ◦ n = f.

B. 1. Se verifica f(xy) = (xy)2 = x2y2 = f(x)f(y) para todo par de números
reales no nulos x e y lo cual implica que f es homomorfismo de grupos.
2. Aplicando las definiciones de núcleo e imagen:

ker f = {x ∈ R∗ : f(x) = 1} = {x ∈ R∗ : x2 = 1} = {−1, 1},

Im f = {y ∈ R∗ : ∃x ∈ R∗ con y = x2} = (0,+∞).

3. Sea a ∈ R∗. La clase [a] a la que pertenece a está formada por los elementos
x ∈ R∗ tales que xa−1 ∈ ker f es decir, los que cumplen f(ax−1) = x2a−2 = 1
o de forma equivalente, los que cumplen x2 = a2. Por tanto, [a] = {−a, a}.
En consecuencia:

R∗/ ker f = {[a] : a ∈ R∗} = {{−a, a} : a ∈ R∗} .

4. Sabemos que el epimorfismo natural n : R∗ → R∗/ ker f está definido
mediante n(a) = [a], el isomorfismo canónico g : R∗/ ker f → Im f por
g([a]) = f(a) y el monomorfismo canónico i : Im f → R∗ por i(y). La
factorización canónica de f es por tanto:

R∗ f−−−−→ R∗
n ↓ ↑ i

R∗/ ker f
g−−→ Im f


f(a) = a2

n(a) = {−a, a}
g({−a, a}) = a2

i(y) = y,

siendo el diagrama anterior es conmutativo (f = i◦g ◦n) como sabemos por
un conocido teorema. Efectivamente, para todo a ∈ R∗ :

(i ◦ g ◦ n)(a) = (i ◦ g)({−a, a}) = i(a2) = a2 = f(a),

lo cual implica f = i ◦ g ◦ n.
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4.16 Grupo de las partes con la diferencia simétrica

4.16. Grupo de las partes con la diferencia simétri-
ca

Sea U un conjunto. Demostrar que (P(U),∆) es un grupo conmutativo, en
donde ∆ representa la operación diferencia simétrica de conjuntos.

Solución. Interna. Para todo A,B elementos de P(U) se verifica

A∆B = (A−B) ∪ (B −A) ∈ P(U).

Asociativa. Se vio la demostración en el caṕıtulo de Conjuntos.

Conmutativa. Para todo A,B elementos de P(U) se verifica:

A∆B = (A−B) ∪ (B −A) = (B −A) ∪ (A−B) = B∆A.

Elemento neutro. Para todo elemento A de P(U) se verifica:

A∆∅ = (A− ∅) ∪ (∅ −A) = A ∪ ∅ = A,

por tanto ∅ es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para todo elemento A de P(U) se verifica:

A∆A = (A−A) ∪ (A−A) = ∅ ∪ ∅ = ∅.

Es decir, todo elemento A de P(U) tiene simétrico, siendo este el propio A.
Concluimos que (P(U),∆) es un grupo conmutativo.

4.17. Tres igualdades en un grupo

Sea (G, ·) un grupo. Supongamos que existe un entero k tal que para cua-
lesquiera que sean a y b pertenecientes a G se verifica

(ab)k−1 = ak−1bk−1, (ab)k = akbk, (ab)k+1 = ak+1bk+1.

Demostrar que (G, ·) es abeliano.

(Propuesto en examem, Álgebra, ETS Ing. Agrónomos, UPM ).

Solución. Usando las relaciones (ab)k−1 = ak−1bk−1 y (ab)k = akbk :

(ab)k−1 = ak−1bk−1 = a−1akbkb−1 = a−1(ab)kb−1

= a−1(ab)(ab) . . . (ab)b−1 = (ba)(ba) . . . (ba) = (ba)k−1.
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Caṕıtulo 4. Grupos

Usando las relaciones (ab)k = akbk y (ab)k+1 = ak+1bk+1 :

(ab)k = akbk = a−1ak+1bk+1b−1 = a−1(ab)k+1b−1

= a−1(ab)(ab) . . . (ab)b−1 = (ba)(ba) . . . (ba) = (ba)k.

Por la igualdad (ab)k−1 = (ba)k−1 :{
(ab)k = (ab)k−1(ab)

(ba)k = (ba)k−1(ba) = (ab)k−1(ba)

y por la igualdad (ab)k = (ba)k, tenemos (ab)k−1(ab) = (ab)k−1(ba). Por la
propiedad cancelativa de los grupos concluimos que ab = ba para cuales-
quiera que sean a y b pertenecientes a G, es decir (G, ·) es abeliano.

4.18. Grupo no ćıclico

(a) Sea G = {f1, f2, f3, f4} el conjunto de las aplicaciones de R − {0} en
R− {0} definidas mediante:

f1(x) = x , f2(x) =
1

x
, f3(x) = −x , f4(x) = −1

x
.

Demostrar que G es un grupo con la operación composición de aplicaciones.
Verificar que no es grupo ćıclico.

(b) Demostrar que las cuatro sustituciones

i =

(
1 2 3 4
1 2 3 4

)
, r =

(
1 2 3 4
2 1 4 3

)
,

s =

(
1 2 3 4
3 4 1 2

)
, t =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)
,

forman un grupo isomorfo al grupo del apartado anterior.

(Propuesto en hojas de problemas, ETS Ing. Agrónomos, UPM).

Solución. (a) Usando la definición de composición de aplicaciones (g ◦
f)(x) = g(f(x)) obtenemos fácilmente la tabla de Cayley de la operación

◦ f1 f2 f3 f4

f1 f1 f2 f3 f4

f2 f2 f1 f4 f3

f3 f3 f4 f1 f2

f4 f4 f3 f2 f1
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4.19 Grupo de funciones matriciales

La operación ◦ es interna enG. Sabemos que es asociativa en general, luego lo
es en nuestro caso. Claramente f1 es elemento neutro. Para todo i = 1, 2, 3, 4
se verifica fi ◦ fi = f1 lo cual implica que todo fi tiene elemento simétrico
f−1
i siendo f−1

i = fi. Concluimos que (G, ◦) es grupo. Es además conmuta-
tivo debido a la simetŕıa de la tabla. El elemento neutro f1 tiene orden 1 y
los restantes elementos, orden 2. Es decir, no hay ningún elemento de orden
4 y por tanto, (G, ◦) no es ćılico.

(b) Usando la definición de producto de sustituciones obtenemos fácilmente
la tabla de Cayley de la operación

· i r s t

i i r s t

r r i t s

s s t i r

t t s r i

Llamando S = {i, r, s, t}, definimos la aplicación φ : G→ S mediante

φ(f1) = i , φ(f2) = r , φ(f3) = s , φ(f4) = t.

La aplicación φ es biyectiva, y un simple observación de las anteriores tablas
de Cayley muestra que se verifica φ(fi ◦ fj) = φ(fi) · φ(fj) para todo i, j =
1, 2, 3, 4. Se concluye que (S, ·) es grupo y que φ es isomorfismo entre (G, ◦)
y (S, ·).

4.19. Grupo de funciones matriciales

Sea M el conjunto de las matrices reales 2 × 3. Sea F el conjunto de las
aplicaciones fAB : M → M definidas por fAB(X) = AX + B donde A es
una matriz invertible 2× 2 y B una matriz 2× 3.

1. Calcular (fA2B2 ◦ fA1B1)(X), y concluir probando que la composición de
aplicaciones es una ley de composición interna en F.

2. Comprobar que la aplicación identidad i : M → M se puede considerar
perteneciente a F ¿para qué matrices concretas A y B es fAB = I? Demos-
trar que i es el elemento unidad de F.

3. Enunciar y demostrar la propiedad asociativa. Dar un contraejemplo para
demostrar que no se cumple la propiedad conmutativa. Es decir, encontrar
cuatro matrices para las cuales fA2B2 ◦ fA1B1 6= fA1B1 ◦ fA2B2 .
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Caṕıtulo 4. Grupos

4. Demostrar que cada elemento de F tiene inverso en F. Si fCD es el inverso
de fAB, calcular C y D en términos de A y B. Aplicación al cálculo del
inverso de fAB cuando

A =

[
2 1
1 1

]
, B =

[
1 0 2
0 −1 1

]
.

5. Sea la aplicación h : F → R∗ (grupo multiplicativo de R − {0}) definido
por h(fAB) = detA. ¿Es h un homomorfismo de grupos? Se considera el
subconjunto F1 de F formado por las fAB tales que detA = 1 ¿Es F1

subgrupo de F? En caso afirmativo, ¿es F1 subgrupo normal?

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Usando la definición de composición de aplicaciones:

(fA2B2 ◦ fA1B1)(X) = fA2B2 [fA1B1(X)] = fA2B2(A1X +B1) =
A2(A1X +B1) +B2 = (A2A1)X + (A2B1 +B2) = fA2A1,A2B1+B2(X).

Dado que A2A1 es matriz real 2 × 2 invertible (producto de invertibles)
y A2B1 + B2 es matriz real 2 × 3, se concluye que fA2B2 ◦ fA1B1 ∈ M es
decir, la composición de aplicaciones es una ley de composición interna en F.

2. Eligiendo I la matriz identidad real de orden 2× 2 (que es invertible) y 0
la matriz nula real de orden 2× 3 obtenemos fI,0(X) = IX + 0 = X = i(X)
para toda matriz X ∈ M es decir, i = fI,0 ∈ F. La función i es el elemento
unidad de f pues para toda fAB de F tenemos:

(fAB ◦ i)(X) = fAB[i(X)] = fAB(X)⇒ fAB ◦ i = fAB.
(i ◦ fAB)(X) = i[fAB(X)] = fAB(X)⇒ i ◦ fAB = fAB.

3. La propiedad asociativa en F se enuncia de la siguiente manera:

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h) ∀f, g, h ∈ F.

Veamos que es cierta. En efecto, para todo X ∈M se verifica

((f ◦ g) ◦ h)(X) = (f ◦ g)(h(X)) = f(g(h(X))) =
f((g ◦ h)(X)) = (f ◦ (g ◦ h))(X).

Veamos que no es cierta la propiedad conmutativa. De lo demostrado en el
primer apartado deducimos que

fA2B2 ◦ fA1B1 = fA2A1,A2B1+B2 , fA1B1 ◦ fA2B2 = fA1A2,A1B2+B1 .

Elijamos por ejemplo
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4.19 Grupo de funciones matriciales

A1 =

[
1 0
0 −1

]
, A2 =

[
0 1
1 0

]
, B1 = B2 = 0 , X =

[
0 0 0
1 0 0

]
,

entonces

A2A1 =

[
0 −1
1 0

]
, A1A2 =

[
0 1
−1 0

]
, A2B1 +B2 = A1B2 +B1 = 0

(fA2B2 ◦ fA1B1)(X) =

[
0 −1
1 0

] [
0 0 0
1 0 0

]
=

[
−1 0 0

0 0 0

]
,

(fA1B1 ◦ fA2B2)(X) =

[
0 1
−1 0

] [
0 0 0
1 0 0

]
=

[
1 0 0
0 0 0

]
,

por tanto no se cumple la propiedad conmutativa.

4. Sea fAB ∈ F. Entonces fCD es inverso de fAB si y sólo si se verifica
fAB ◦ fCD = fCD ◦ fAB = fI,0. Por lo demostrado en el primer apartado,
esto equivale a fAC,AD+B = fCA,CB+D = fI,0, y para que esto se cumpla
basta que se verifique{

AC = CA = I
AD +B = CB +D = 0.

(1)

Como A es invertible, eligiendo C = A−1 se verifica AC = CA = I. De la
igualdad AD + B = 0 deducimos que D = −A−1B. Pero para esta D, se
verifica CB+D = A−1B−A−1B = 0. Es decir, el sistema (1) tiene solución
y por tanto el inverso (fAB)−1 de fAB es (fAB)−1 = fA−1,−A−1B. Para el
elemento concreto dado, fácilmente obtenemos

C = A−1 =

[
1 −1
−1 2

]
, D = −A−1B =

[
−1 −1 −1

1 2 0

]
.

5. Veamos que h es homomorfismo de grupos. En efecto para cualquier par
de elementos fA2B2 y fA1B1 de F se verifica

h(fA2B2 ◦ fA1B1) = h(fA2A1,A2B1+B2) = det(A2A1) =
(detA2)(detA1) = h(fA2B2)h(fA1B1).

Veamos que F1 es subgrupo de F. Como det I = 1 se verifica que fI,0 ∈ F1

es decir, F1 6= ∅. Sean ahora dos elementos fA2B2 y fA1B1 de F1. De los
apartados primero y cuarto deducimos

fA2B2 ◦ (fA1B1)−1 = fA2B2 ◦ f−A−1
1 , −A−1

1 B1
= fA2A

−1
1 , −A2A

−1
1 B1+B2

.

Pero det(A2A
−1
1 ) = (detA2)(detA−1

1 ) = (detA2)(detA1)−1 = 1 · 1 = 1. Es
decir, se verifica fA2B2 ◦ (fA1B1)−1 ∈ F1 y por tanto podemos concluir que
F1 es subgrupo de F.
Por una conocida caracterización, para demostrar que F1 es subgrupo normal
de F basta demostrar que para todo fAB ∈ F y para todo fMN ∈ F1 se
verifica fAB ◦ fMN ◦ (fAB)−1 ∈ F1. De los apartados anteriores:
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Caṕıtulo 4. Grupos

fAB◦fMN◦(fAB)−1 = fAM, AN+B◦fA−1, −A−1B = fAMA−1, −AMA−1B+AN+B.

Por hipótesis detA 6= 0 y detM = 1, por tanto

det(AMA−1) = (detA)(detM)(detA−1) = (detA)(detA)−1 = 1,

es decir fAB ◦ fMN ◦ (fAB)−1 ∈ F1 de lo que se concluye que F1 es subgrupo
normal de F.

4.20. Conjunto, grupo y aplicación

Se consideran los objetos matemáticos siguientes:
a) Un conjunto E.
b) Un grupo multiplicativo G con elemento unidad e.
c) Una aplicación ϕ : G× E → E que satisface
(i) ∀a, b ∈ G ∀x ∈ E ϕ(ab, x) = ϕ(a, ϕ(b, x)).
(ii) ∀x ∈ E ϕ(e, x) = x.

Se pide:
1. Demostrar que si F ⊂ E entonces GF = {a ∈ G : ϕ(a, x) = x ∀x ∈ F}
constituye un subgrupo de G.
2. Demostrar que GF1∪F2 = GF1 ∩GF2 .
3. Comprobar que la relación binaria en E

xRy ⇔ ∃a ∈ G : ϕ(a, x) = y
es de equivalencia.

(Propuesto en hojas de problemas, Álgebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solución. 1. Usamos la conocida caracterización de subgrupos. Por la con-
dición (ii), ϕ(e, x) = x para todo x ∈ F ⊂ E, es decir e ∈ GF y por tanto
GF 6= ∅. Sean ahora a, b ∈ GF y veamos que ab−1 ∈ GF . Como b ∈ GF , se
verifica ϕ(b, x) = x para todo x ∈ F , en consecuencia y usando (i):

x = ϕ(e, x) = ϕ(b−1b, x) = ϕ(b−1, ϕ(b, x)) = ϕ(b−1, x) ∀x ∈ F,

por tanto y teniendo en cuenta que a ∈ F se verifica para todo x ∈ F :

ϕ(ab−1, x) = ϕ(a, ϕ(b−1, x)) = ϕ(a, x) = x ∀x ∈ F,

lo cual implica que ab−1 ∈ GF . Concluimos que GF es subgrupo de G.

2. Tenemos

a ∈ GF1 ∪GF2 ⇔ ϕ(a, x) = x ∀x ∈ F1 ∪ F2

⇔ (ϕ(a, x) = x ∀x ∈ F1) ∧ (ϕ(a, x) = x ∀x ∈ F2)
⇔ (a ∈ GF1) ∧ (a ∈ GF2)⇔ a ∈ GF1 ∩GF2 ,
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4.21 Relación y operaciones en el plano

es decir GF1∪GF2 = GF1 ∩GF2 .

3. Para todo x ∈ E se verifica ϕ(e, x) = x es decir, xRx. La relación es
reflexiva. Supongamos que xRy, entonces existe a ∈ G tal que ϕ(a, x) = y.
Se verifica

x = ϕ(e, x) = ϕ(a−1a, x) = ϕ(a−1, ϕ(a, x)) = ϕ(a−1, y),

lo cual implica yRx, es decir la relación es simétrica. Por otra parte{
xRy
yRz

⇒
{
∃a ∈ G : ϕ(a, x) = y
∃b ∈ G : ϕ(b, y) = z

⇒ z = ϕ(b, ϕ(a, x)) = ϕ(ba, x)

⇒ xRz,

lo cual implica que la relación es transitiva. Concluimos que R es relación
de equivalencia.

4.21. Relación y operaciones en el plano

En el conjunto de los puntos del plano π referidos a un par de ejes rectan-
gulares XOY se consideran: a) La ley de composición A ∗B = M siendo M
el punto de corte de la paralela por A a OX con la paralela por B a OY . b)
La relación binaria P ∼ Q⇔ las coordenadas de P y Q suman lo mismo.
Se establece la aplicación f : π → R2 de forma que al punto P (x, y) le
corresponde el par (x3, y3) de R2. Se define en R2 la ley de composición
(a, b) ◦ (c, d) = (a, d). Se pide:
1. ¿Es ∗ asociativa?
2. ¿Hay neutro en π para ∗?
3. ¿Es ∼ una relación de equivalencia? Si lo es, ¿cuáles son las clases de
equivalencia?
4. ¿Es ∼ compatible con ∗? Si lo es, ¿cuál es la ley inducida en el conjunto
cociente?
5. ¿Es f un isomorfismo entre las estructuras (π, ∗) y (R2, ◦)?

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Aeronaúticos, UPM).

Solución. 1. Sean A = (a1, a2) y B(b1, b2), por una simple consideración
geométrica deducimos que (a1, a2) ∗ (b1, b2) = (b1, a2).

A(a1, a2)

B(b1, b2)

M(b1, a2)

Y

X
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Caṕıtulo 4. Grupos

La operación ∗ es asociativa pues

[(a1, a2) ∗ (b1, b2)] ∗ (c1, c2) = (b1, a2) ∗ (c1, c2) = (c1, a2),
(a1, a2) ∗ [(b1, b2) ∗ (c1, c2)] = (a1, a2) ∗ (c1, b2) = (c1, a2).

2. Sea (e1, e2) un elemento fijo de π. Si es elemento neutro para la operación
∗ se ha de verificar

(a1, a2) ∗ (e1, e2) = (a1, a2) ∀(a1, a2) ∈ π,
(e1, e2) ∗ (a1, a2) = (a1, a2) ∀(a1, a2) ∈ π.

Equivalentemente (e1, a2) = (a1, e2) = (a1, a2) ∀(a1, a2) ∈ π. Por tanto se
ha de verificar e1 = a1 y e2 = a2. No existe pues elemento neutro para la
operación ∗ pues (e1, e2) ha de ser elemento fijo.

3. Veamos que ∼ es una relación de equivalencia. (a) Para todo P (x, y) de
π se verifica x+ y = x+ y lo cual implica que ∼ es reflexiva. (b) P (x, y) ∼
Q(z, t)⇒ x+ y = z + t⇒ z + t = x+ y ⇒ Q(z, t) ∼ P (x, y) lo cual implica
que ∼ es simétrica.

(c)

{
P (x, y) ∼ Q(z, t)
Q(z, t) ∼ R(u, v)

⇒
{
x+ y = z + t
z + t = u+ v

⇒ x+ y = u+ v ⇒

P (x, y) ∼ R(u, v),

lo cual implica que ∼ es transitiva.

Hallemos las clases de equivalencia. Sea A(a1, a2) ∈ π, la clase de equivalen-
cia a la que pertenece A es [A] = {(x, y) ∈ π : x+y = a1 +a2}. Es decir, [A]
está formada por los puntos de la recta que pasa por A y tiene pendiente
−1. Los elementos del conjunto cociente π/ ∼ son exactamente las rectas
del plano de pendiente −1.

Y

X

π/ ∼

B

A

[A]

[B]

4. La relación ∼ no es compatible con la operación ∗. En efecto tenemos por
ejemplo (0, 0) ∼ (−1, 1) y (0, 1) ∼ (1, 0) sin embargo

(0, 0) = (0, 0) ∗ (0, 1) 6∼ (−1, 1) ∗ (1, 0) = (1, 1).
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4.22 Grupo de aplicaciones afines

5. Veamos si f es isomorfismo entre las estructuras (π, ∗) y (R2, ◦). Tenemos

f [(a, b) ∗ (c, d)] = f [(c, b)] = (c3, b3)
f [(a, b)] ◦ f [(c, d)] = (a3, b3) ◦ (c3, d3) = (a3, d3).

No es homomorfismo, en consecuencia tampoco es isomorfismo.

4.22. Grupo de aplicaciones afines

Sea C el conjunto de las aplicaciones fab : R → R definidas por fab(x) =
ax+ b, con a, b números reales.
Determinar una condición necesaria y suficiente que han de satisfacer los
coeficientes a y b para que C sea grupo respecto de la composición de apli-
caciones. Comprobar que en este caso en efecto C es grupo. ¿ Es abeliano?

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. Para todo par de elementos fab y fcd de C se verifica

(fab ◦ fcd)(x) = fab[fcd(x)] = fab(cx+ d)

= a(cx+ d) + b = acx+ ad+ b = fac,ad+b(x),

es decir la operación composición es interna en C. También es asociativa por
una conocida propiedad. La aplicación f1,0(x) = x es la aplicación identidad
en C y por tanto elemento neutro para la composición. Es decir, (C, ◦) es
un semigrupo con elemento neutro sin ninguna restricción para a, b reales.
Un elemento fab tiene elemento simétrico fa′b′ en (C, ◦) si y sólo si

fab ◦ fa′b′ = fa′b′ ◦ fab = f1,0,

o de forma equivalente, si y sólo si{
aa′ = 1

ab′ + b = 0
∧
{

a′a = 1
a′b+ b′ = 0.

Para que exista a′ ha de ser necesariamente a 6= 0 y en este caso a′ = 1/a.
La relación ab′ + b = 0 se cumple para b′ = −b/a. Además, en este caso se
verifica la relación a′b+ b′ = (1/a)b− b/a = 0. Hemos demostrado que una
condición necesaria para que (C, ◦) sea grupo es que a 6= 0. Esta condición
es también suficiente, pues la operación ◦ en

C1 = {fab : R→ R : a ∈ R− {0}, b ∈ R}

es claramente interna, asociativa, tiene elemento neutro f1,0 ∈ C1 y todo
fab ∈ C1 tiene elemento simétrico f1/a,−b/a ∈ C1. Este grupo no es conmu-
tativo pues eligiendo (por ejemplo) los elementos f12, f20 de C1 :{

f12 ◦ f20 = f2,2

f20 ◦ f12 = f2,4
⇒ f12 ◦ f20 6= f20 ◦ f12.
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Caṕıtulo 4. Grupos

4.23. Centro de un grupo de matrices

Demostrar que el conjunto H de matrices de la forma

X =

1 x z
0 1 y
0 0 1

 x, y, z ∈ R,

forma un grupo con la operación producto de matrices. Calcular su centro.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).

Solución. Veamos que H es un subgrupo del grupo multiplicativo G forma-
do por las matrices invertibles 3×3. Toda matriz X de H tiene determinante
no nulo, en consecuencia, H ⊂ G. Claramente H 6= ∅, por tanto basta de-
mostrar que para todo par de matrices X,Y de H se verifica XY −1 ∈ H.
Denotemos

X =

1 x z
0 1 y
0 0 1

 , Y =

1 x′ z′

0 1 y′

0 0 1

 .
Entonces,

XY −1 =

1 x z
0 1 y
0 0 1

1 −x′ x′y′ − z′
0 1 −y′
0 0 1


=

1 x− x′ y′(x′ − x) + z − z′
0 1 y − y′
0 0 1

 ∈ H.
Si A ∈ Z(H) (centro de H) será de la forma:

A =

1 a c
0 1 b
0 0 1

 (a, b, c ∈ R),

es decir

A ∈ Z(H)⇔ XA = AX ∀X ∈ H ⇔

1 a+ x c+ bx+ z
0 1 b+ y
0 0 1


=

1 x+ a z + ay + c
0 1 y + b
0 0 1

⇔ bx = ay ∀x, y ∈ R⇔ a = b = 0.

El centro de H es por tanto

Z(H) = { A =

1 0 c
0 1 0
0 0 1

 : c ∈ R }.
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4.24 Conmutador y subgrupo derivado

4.24. Conmutador y subgrupo derivado

Dados dos elementos x, y pertenecientes a un grupo G, se llama conmutador
de los elementos dados y se representa por [x, y] al elemento de G definido
por

[x, y] = x−1y−1xy.

Demostrar que:

1. El inverso de un conmutador es un conmutador.
2. El conjugado de un conmutador es un conmutador.
3. El subgrupo de G engendrado por los conmutadores de todos los pares
de elementos de G es normal (se denomina subgrupo derivado de G y se
representa por D(G)).
4. Una condición necesaria y suficiente para que G sea abeliano es que el
subgrupo derivado se reduzca al elemento neutro, es decir D(G) = {e}.

(Prropuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Caminos, UPM).

Solución. 1. Sea [x, y] un conmutador. Usando (ab)−1 = b−1a−1 y (a−1)−1 =
a :

[x, y]−1 = (x−1y−1xy)−1 = y−1x−1yx = [y, x].

Es decir, [x, y]−1 es un conmutador.

2. Sea [x, y] un conmutador. Veamos que g[x, y]g−1 es un conmutador para
todo g ∈ G. En efecto:

g[x, y]g−1 = g(x−1y−1xy)g−1 = gx−1g−1gy−1g−1gxg−1gyg−1

= (gxg−1)−1(gyg−1)−1(gxg−1)(gyg−1) = [gxg−1, gyg−1].

3. Sean g ∈ G, h ∈ D(G), tenemos que demostrar que ghg−1 ∈ D(G). Todo
elemento h de G es producto de conmutadores y de sus inversos. Por el
apartado 1, el inverso de un conmutador es un conmutador, lo que implica
que h = c1 · c2 . . . · cp, siendo c1, c2, . . . , cp conmutadores. Tenemos:

ghg−1 = g(c1 · c2 · . . . · cp)g−1 = (gc1g
−1)(gc2g

−1) . . . (gcpg
−1).

Ahora bien, por el apartado 2, los elementos c′i = gcig
−1 son conmutadores

es decir, ghg−1 es producto de conmutadores y por tanto pertenece a D(G).

4. Sea G abeliano, entonces para todo par de elementos x, y ∈ G se verifica:

[x, y] = x−1y−1xy = (x−1x)(y−1y) = ee = e,

lo cual implica que D(G) = {e}.
SeaD(G) = {e} y sean x, y ∈ G. Entonces [x, y] ∈ D(G) es decir, x−1y−1xy =
e. Equivalentemente y−1xy = x o bien yx = xy es decir, G es abeliano
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Caṕıtulo 4. Grupos

4.25. Grupo construido por biyección

Sea R+ el conjunto de los números reales estrictamente positivos y con-

sidérese la aplicación f : R+ → R definida por f(x) =
x

x+ 1
.

1. Hallar C = f(R+) y razónese si f : R+ → C es biyección o no.
2. Si fn = f ◦ f ◦ . . . ◦ f (n veces), determinar fn(R+) y

⋂
n∈N f

n(R+).
3. Obtener una operación ⊗ en C tal que considerando a R+ con su estruc-
tura de grupo multiplicativo, f sea un homomorfismo de grupos (obtener lo
más simplificado posible el valor de y1 ⊗ y2 para y1, y2 ∈ C). ¿ Quién es el
neutro para ⊗?

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Aeronaúticos, UPM).

Solución. 1. Se verifica f(x) > 0 y f(x) = x/(x+1) < 1 para todo x ∈ R+,
es decir C ⊂ (0, 1). Veamos que también (0, 1) ⊂ C. Efectivamente, para
y ∈ (0, 1) tenemos

y = f(x)⇔ y =
x

x+ 1
⇔ yx+ y = x

⇔ x(y − 1) = −y ⇔ x =
y

1− y
.

Como y/(1−y) ∈ R+, todo y ∈ (0, 1) es de la forma y = f(x) con x ∈ R+, es
decir (0, 1) ⊂ C. Concluimos que C = (0, 1), lo cual implica que f : R+ → C
es sobreyectiva. Veamos que también es inyectiva. Efectivamente:

f(x1) = f(x2)⇒ x1

x1 + 1
=

x2

x2 + 1
⇒ x1x2 + x1 = x1x2 + x2 ⇒ x1 = x2,

por tanto f : R+ → C = (0, 1) es biyección.

2. Tenemos

f2(x) = (f ◦ f)(x) = f(f(x)) = f

(
x

x+ 1

)
=

x
x+1
x
x+1 + 1

=
x
x+1
2x+1
x+1

=
x

2x+ 1
,

f3(x) = (f ◦ f2)(x) = f(f2(x)) = f

(
x

2x+ 1

)
=

x
2x+1
x

2x+1 + 1
=

x

3x+ 1
.

Los cálculos anteriores sugieren que fn(x) = x/(nx + 1). Veamos que se
verifica, aplicando el método de inducción. En efecto, la fórmula es cierta
para n = 1. Supongamos que es cierta para un n natural. Entonces

fn+1(x) = (f ◦ fn)(x) = f(fn(x)) = f

(
x

nx+ 1

)
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4.25 Grupo construido por biyección

=
x

nx+1
x

nx+1 + 1
=

x

(n+ 1)x+ 1
,

lo cual implica que también es cierta para n+ 1. Cuando x→ 0+ se verifica
fn(x) → 0 y cuando x → +∞, fn(x) → 1/n. Por otra parte, (fn)′(x) =
1/(nx + 1)2 > 0 para todo x ∈ R+, lo cual sugiere que fn(R+) = (0, 1/n).
Veamos que esto es cierto aplicando métodos exclusivamente algebraicos.
Por una parte{

0 < fn(x)

fn(x) <
1

n

⇔

 0 <
x

nx+ 1
x

nx+ 1
<

1

n

⇔
{

0 < x
nx < nx+ 1

⇔
{

0 < x
0 < 1,

y las dos últimas desigualdades se verifican trivialmente cuando x ∈ R+. He-
mos demostrado que fn(R+) ⊂ (0, 1/n). Por otra parte (0, 1/n) ⊂ fn(R+).
En efecto, para y ∈ (0, 1/n) tenemos

y = fn(x)⇔ y =
x

nx+ 1
⇔ nyx+ y = x

⇔ x(ny − 1) = −y ⇔ x =
y

1− ny
.

Como 0 < y < 1/n se verifica que y/(1−ny) ∈ R+, es decir todo y ∈ (0, 1/n)
es de la forma y = fn(x) con x ∈ R+ y por tanto (0, 1/n) ⊂ fn(R+).
Veamos ahora que

⋂
n∈N f

n(R+) = ∅. En efecto, si existiera z ∈
⋂
n∈N(0, 1/n)

tendŕıa que ser necesariamente z > 0. Dado que 1/n→ 0 cuando n→ +∞,
existe n0 natural tal que 1/n0 < z, es decir z no perteneceŕıa al intervalo
(0, 1/n0) lo cual es absurdo.

3. Hemos visto que f : R+ → (0, 1) definida por f(x) = x/(x + 1) es una
biyección. Para que f sea homomorfismo entre los grupos (R+, ·) y ((0, 1),⊗)
es necesario y suficiente que se verifique

f(x1x2) = f(x1)⊗ f(x2) ∀x1∀x2 ∈ R+. (1)

Denotando y1 = f(x1), y2 = f(x2) tenemos y1 = x1/(x1 + 1) e y2 =
x2/(x2 + 1) o bien x1 = y1/(1− y1) y x2 = y2/(1− y2). Podemos escribir la
relación (1) en la forma

y1 ⊗ y2 = f(x1x2) =
x1x2

x1x2 + 1

=

y1y2
(1−y1)(1−y2)
y1y2

(1−y1)(1−y2) + 1
· y1y2

2y1y2 − y1 − y2 + 1
.

Dado que f es homomorfismo de grupos, transforma el elemento neutro
del grupo (R+, ·) que es 1 en el neutro e del grupo ((0, 1),⊗). Por tanto
e = f(1) = 1/2.
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Caṕıtulo 5

Anillos y cuerpos

5.1. Concepto de anillo

1. Demostrar (de manera esquemática) que (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·) y
(C,+, ·) son anillos conmutativos y unitarios en donde + y · representan en
cada caso la suma y el producto habituales.

2. Sea R[x] el conjunto de los polinomios en la indeterminada x y coeficientes
reales. Demostrar (esquemáticamente) que (R[x],+, ·) es anillo conmutativo
y unitario en donde + y · representan la suma y producto habituales.

3. Sea Rn×n el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n. Demos-
trar (esquemáticamente) que (Rn×n+, ·) es anillo unitario y no conmutativo,
siendo + y · las operaciones usuales suma y producto de matrices.

4. Sea A el conjunto de los números enteros pares. Demostrar que (A,+, ·)
es anillo conmutativo y no unitario en donde + y · representan la suma y
producto habituales de números enteros.

5. En el conjunto de los números reales se definen las operaciones

x ∗ y = x+ y + 4, x ◦ y = xy + 4x+ 4y + 12.

Demostrar que (R, ∗, ◦) es anillo conmutativo.

6. En el conjunto P = {2x : x ∈ Z} se definen las operaciones + habitual y ◦,
definida mediante a◦b = 2ab. Demostrar que (P,+, ◦) es anillo conmutativo
y no unitario.
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5.1 Concepto de anillo

7. En el conjunto Z se definen las operaciones:

a ∗ b = a+ b− 1, a ◦ b = a+ b− ab.

Demostrar que (Z, ∗, ◦) es anillo conmutativo con elemento unidad.

8. Demostrar que en un anillo A con elemento unidad, la conmutatividad de
la suma se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

Solución. 1. Vimos que (Z,+) es grupo abeliano. Por otra parte, el pro-
ducto de enteros es un entero y el producto de enteros sabemos que tiene
las propiedades asociativa y distributiva. En consecuencia, (Z,+, ·) es anillo.
Dado que el producto de enteros tiene la propiedad conmutativa y que el
número 1 es su elemento neutro, concluimos que (Z,+, ·) es anillo conmuta-
tivo y unitario.

De manera análoga, deducimos que (Q,+, ·), (R,+, ·) y (C,+, ·) son anillos
conmutativos y unitarios.

2. Vimos que (R[x],+) es grupo abeliano. Por otra parte, el producto de
elementos de R[x] es un elemento de R[x]. El producto de estos polinomios
según sabemos tienen las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva
y además el polinomio e(x) = 1 es elemento neutro para el producto.
Concluimos que (R[x],+, ·) es anillo conmutativo y unitario.

3. La suma es claramente interna y cumple según sabemos las propiedades
asociativa y conmutativa. La matriz nula 0 es elemento neutro y dada A, su
elemento simétrico es −A. Es decir, (Rn×n,+) es grupo abeliano.
Según sabemos, el producto es operación interna, asociativa y distributiva
respecto de la suma. Además, la matriz identidad I de orden n es elemento
neutro para el producto. Concluimos que (Rn×n,+, ·) es anillo unitario.

No es conmutativo porque en general no se verifica la propiedad conmutativa
para el producto de matrices, basta tomar como contraejemplo:

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0 0
1 0

]
.

Tenemos

AB =

[
1 0
0 0

]
, BA =

[
0 0
0 1

]
,

es decir AB 6= BA.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

4. El número cero es par pues 0 = 2 · 0, por tanto, 0 ∈ A. Si a, b son enteros
pares se verifica a = 2k y b = 2s con k, s enteros. Esto implica

a− b = 2k − 2s = 2(k − s), siendo k − s entero,

es decir x− y ∈ A. Hemos demostrado que A es subgrupo del grupo aditivo
Z y en consecuencia es grupo. Como la suma de enteros es conmutativa,
(A,+) es grupo conmutativo.

De nuevo, para a, b ∈ A tenemos

ab = (2k)(2s) = 2(2ks), siendo 2ks entero,

es decir el producto es operación interna en A. Como la operación producto
de enteros es asociativa, conmutativa y distributiva respecto de la suma, con-
cluimos que (A,+, ·) es anillo conmutativo. No es unitario, pues por ejemplo
no existe ningún número par e tal que 2e = 2.

5. Vimos en un ejercicio anterior que (R, ∗) es grupo abeliano. Veamos ahora
que (R, ◦) es semigrupo.
Interna. Claramente se cumple pues la suma y producto de números reales
es un número real.
Asociativa. Se cumple pues:

(x ◦ y) ◦ z = (xy + 4x+ 4y + 12) ◦ z
= xyz + 4xz + 4yz + 12z + 4xy + 16x+ 16y + 48 + 4z + 12

= xyz + 4(xy + xz + yz) + 16(x+ y + z) + 60.

x ◦ (y ◦ z) = x ◦ (yz + 4y + 4z + 12)

= xyz + 4xy + 4xz + 12x+ 4x+ 4yz + 16y + 16z + 48 + 12

= xyz + 4(xy + xz + yz) + 16(x+ y + z) + 60.

La operación ◦ es claramente conmutativa. Esto implica que esta operación
es distributiva respecto de ∗ si y sólo si se verifica x◦(y∗z) = (x◦y)∗(x◦z).
Se cumple, pues:

x ◦ (y ∗ z) = x ◦ (y + z + 4)

= xy + xz + 4x+ 4x+ 4y + 4z + 16 + 12

= xy + xz + 4(2x+ y + z) + 28,

(x ◦ y) ∗ (x ◦ z) = (xy + 4x+ 4y + 12) ∗ (xz + 4x+ 4z + 12)

= xy + 4x+ 4y + 12 + xz + 4x+ 4z + 12 + 4

= xy + xz + 4(2x+ y + z) + 28.
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5.1 Concepto de anillo

Concluimos que (R, ∗, ◦) es anillo conmutativo.

6. 1) Veamos que (P,+) es grupo abeliano; para ello basta demostrar que P
es subgrupo del grupo aditivo de los números enteros. Efectivamente, dado
que 0 = 2·0, se verifica que 0 ∈ P. Por otra parte, si a, b ∈ P, entonces a = 2x
y b = 2y para ciertos enteros x e y, lo cual implica a−b = 2x−2y = 2(x−y)
siendo x− y ∈ Z, luego a− b ∈ P.

2) Veamos que (P, ◦) es semigrupo.
Interna. Sean a, b ∈ P, entonces a = 2x y b = 2y para ciertos enteros x e y,
lo cual implica a ◦ b = 2(2x)(2y) = 2(4xy) siendo 4xy ∈ Z, luego a ◦ b ∈ P.
Asociativa. Se verifica, pues para todo a, b, c ∈ P :

a ◦ (b ◦ c) = a ◦ (2bc) = 2a(2bc) = 4abc.

(a ◦ b) ◦ c = (2ab) ◦ c = 2(2ab)c = 4abc.

3) Veamos que la operación ◦ es distributiva respecto de la operación +.
Dado que ◦ es conmutativa, bastará demostrar que para todo a, b, c ∈ P se
verifica a ◦ (b+ c) = (a ◦ b) + (a ◦ c). En efecto:

a ◦ (b+ c) = 2a(b+ c).

(a ◦ b) + (a ◦ c) = 2ab+ 2ac = 2a(b+ c).

Concluimos que (P,+, ◦) es anillo conmutativo. No es unitario, pues si exis-
tiera elemento neutro e para la operación ◦, entonces:

a ◦ e = 2ae = a, ∀a ∈ P.

Eligiendo (por ejemplo) a = 2, se tendŕıa 4e = 2, es decir e = 1/2. Pero
1/2 /∈ P.

7. 1) Veamos que (Z, ∗) es grupo abeliano.
Interna. Se verifica, pues la suma de números enteros es un número entero.
Asociativa. Se verifica, pues para todo a, b, c ∈ Z :

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (b+ c− 1) = a+ b+ c− 2.

(a ∗ b) ∗ c = (a+ b− 1) ∗ c = a+ b+ c− 2.

Conmutativa. Se verifica, pues para todo a, b ∈ Z :

a ∗ b = a+ b− 1 = b+ a− 1 = b ∗ a.

Elemento neutro. El número 1 satisface para todo a ∈ Z :

a ∗ 1 = 1 ∗ a = a+ 1− 1 = a.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

en consecuencia, 1 ∈ Z es elemento neutro para la operación ∗.
Elemento simétrico. Para todo a ∈ Z, el número 2− a ∈ Z satisface:

a ∗ (2− a) = (2− a) ∗ a = a+ 2− a− 1 = 1.

por tanto todo a ∈ Z tiene simétrico, siendo este, 2 − a. Concluimos que
(Z, ∗, ◦) es grupo abeliano.

2) Veamos que (Z, ◦) es semigrupo.
Interna. Se verifica, pues la suma y producto de números enteros es un
número entero.
Asociativa. Se verifica, pues para todo a, b, c ∈ Z :

a ◦ (b ◦ c) = a ◦ (b+ c− bc)
= a+ b+ c− bc− a(b+ c− bc)
= a+ b+ c− bc− ab− ac+ abc.

(a ◦ b) ◦ c = (a+ b− ab) ◦ c
= a+ b− ab+ c− (a− b− ab)c
= a+ b− ab+ c− ac− bc+ abc.

Concluimos que (Z, ◦) es semigrupo. Ademas es conmutativo pues:

a ◦ b = a+ b− ab = b+ a− ba = b ◦ a.

3) Veamos que la operación ◦ es distributiva respecto de la operación ∗.
Dado que ◦ es conmutativa, bastará demostrar que para todo a, b, c ∈ Z se
verifica a ◦ (b ∗ c) = (a ◦ b) ∗ (a ◦ c). En efecto:

a ◦ (b ∗ c) = a ◦ (b+ c− 1)

= a+ b+ c− 1− a(b+ c− 1)

= 2a+ b+ c− ab− ac− 1.

(a ◦ b) ∗ (a ◦ c) = (a+ b− ab) ∗ (a+ c− ac)
= (a+ b− ab) + (a+ c− ac)− 1

= 2a+ b+ c− ab− ac− 1.

Concluimos que (Z,+, ◦) es anillo conmutativo. Además es unitario, pues el
número 0 ∈ Z satisface para todo a ∈ Z :

a ◦ 0 = 0 ◦ a = a+ 0− 0a = a,

es decir 0 ∈ Z es elemento unidad del anillo.
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5.2 Anillo de sucesiones

8. Para todo a, b elementos de A, y usando la propiedad distributiva de dos
maneras distintas:

(1 + 1)(a+ b) = 1(a+ b) + 1(a+ b)

= a+ b+ a+ b. (1)

(1 + 1)(a+ b) = (1 + 1)a+ (1 + 1)b

= 1a+ 1a+ 1b+ 1b

= a+ a+ b+ b. (2)

Igualando (1) y (2), queda a+b+a+b = a+a+b+b. Teniendo en cuenta que
en un grupo todos los elementos son regulares, deducimos que b+a = a+ b.

5.2. Anillo de sucesiones

Se considera el conjunto S de las sucesiones x de números reales, es decir

x = (x1, x2, x3, . . .), xn ∈ R ∀n = 1, 2, 3, . . . ,

escritas abreviadamente por x = (xn). Se definen en S las operaciones:

(xn) + (yn) = (xn + yn), (xn) · (yn) = (xnyn).

Demostrar que (S,+, ·) es un anillo conmutativo y unitario.

Solución. 1) Veamos que (S,+) es grupo abeliano.
Interna. Dado que la suma de dos números reales es un número real, la suma
de dos elementos de S pertenece a S.
Asociativa. Para todo x = (xn), y = (yn), z = (zn) elementos de S y
aplicando la propiedad asociativa de la suma de números reales:

(x+ y) + z = ((xn) + (yn)) + (zn) = (xn + yn) + (zn) = ((xn + yn) + zn)

= (xn + (yn + zn)) = (xn) + (yn + zn) = (xn) + ((yn) + (zn)) = x+ (y + z).

Elemento neutro. La sucesión 0 = (0), cuyos términos son todos nulos, es
elemento neutro para la suma de sucesiones, pues para todo x = (xn) ∈ S :

x+ 0 = (xn + 0) = (xn) = x.

0 + x = (0 + xn) = (xn) = x.

Elemento simétrico. Dada x = (xn) ∈ S, la sucesión −x = (−xn) es elemento
simétrico de x, pues:

x+ (−x) = (xn + (−xn)) = (0) = 0.

(−x) + x = ((−xn) + xn) = (0) = 0.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Conmutativa. Para todo x = (xn), y = (yn) elementos de S y usando la
propiedad conmutativa de la suma de números reales:

x+ y = (xn) + (yn) = (xn + yn) = (yn + xn) = (yn) + (xn) = y + x.

2) Veamos que (S, ·) es semigrupo.
Interna. Dado que el producto de dos números reales es un número real, el
producto de dos elementos de S pertenece a S.
Asociativa. Para todo x = (xn), y = (yn), z = (zn) elementos de S y
aplicando la propiedad asociativa del producto de números reales:

(xy)z = ((xn)(yn)) (zn) = (xnyn)(zn) = ((xnyn)zn) =

(xn(ynzn)) = (xn)(ynzn) = (xn) ((yn)(zn)) = x(yz).

Además, el semigrupo es conmutativo, pues para todo x = (xn), y = (yn)
elementos de S y usando la propiedad conmutativa del producto de números
reales:

xy = (xn)(yn) = (xnyn) = (ynxn) = (yn)(xn) = yx.

3) Veamos que la operación producto es distributiva respecto de la suma.
Dado que el producto en S es conmutativo, bastará demostrar que para todo
x, y, z elementos de S se verifica x(y + z) = xy + xz.
En efecto, para todo x = (xn), y = (yn), z = (zn) elementos de S y
aplicando la propiedad distributiva del producto respecto de la suma de
números reales:

x(y + z) = (xn) ((yn) + (zn)) = (xn)(yn + zn) = (xn(yn + zn)) =

(xnyn + xnzn) = (xnyn) + (xnzn) = (xn)(yn) + (xn)(zn) = xy + xz.

Concluimos que (S,+, ·) es un anillo conmutativo. Es además unitario, pues
la sucesión 1 = (1) cuyos términos son todos iguales 1, es elemento neutro
para la suma de sucesiones, ya que para todo x = (xn) ∈ S :

x1 = (xn1) = (xn) = x.

1x = (1xn) = (xn) = x.

5.3. Producto directo de anillos

Para n entero positivo, sean A1, . . . , An anillos. En el producto cartesiamo
A = A1 × · · · ×An, se definen las operaciones:

(a1, . . . , an) + (b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn),

(a1, . . . , an) · (b1, . . . , bn) = (a1b1, . . . , anbn).

Demostrar que (A,+, ·) es un anillo (se le llama producto directo de los
anillos dados).
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5.3 Producto directo de anillos

Solución. 1) Veamos que (A,+) es grupo abeliano.
Interna. Dado que la suma de dos elementos de cada anillo Ai es un elemento
de Ai, la suma de dos elementos de A pertenece a A.
Asociativa. Para todo (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn), (z1, . . . , zn) ∈ A y usando
la propiedad asociativa de la suma de los elementos de cada anillo Ai :

(x1, . . . , xn) + [(y1, . . . , yn) + (z1, . . . , zn)]

= (x1, . . . , xn) + (y1 + z1, . . . , yn + zn)

= (x1 + (y1 + z1), . . . , xn + (yn + zn))

= ((x1 + y1) + z1, . . . , (xn + yn) + zn))

= (x1 + y1, . . . , xn + yn) + (z1, . . . , zn)

= [(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)] + (z1, . . . , zn).

Conmutativa. Para todo (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ A y usando la propie-
dad conmutativa de los elementos de los anillos Ai :

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

= (y1 + x1, . . . , yn + xn) = (y1, . . . , yn) + (x1, . . . , xn).

Elemento neutro. Para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ A el elemento de A, 0 =
(0, . . . , 0) satisface:

0 + x = x+ 0 = (x1, . . . , xn) + (0, . . . , 0)

= (x1 + 0, . . . , xn + 0) = (x1, . . . , xn) = x.

Elemento simétrico. Para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ A, el elemento de A,
−x = (−x1, . . . ,−xn) satisface:

(−x) + x = x+ (−x) = (x1, . . . , xn) + (−x1, . . . ,−xn)

= (x1 + (−x1), . . . , xn + (−xn)) = (0, . . . , 0) = 0.

2) Veamos que (A, ·) es grupo semigrupo.
Interna. Dado que el producto de dos elementos de cada anillo Ai es un
elemento de Ai, el producto de dos elementos de A pertenece a A.
Asociativa. Para todo (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn), (z1, . . . , zn) ∈ A y usando
la propiedad asociativa del producto de los elementos de cada anillo Ai :

(x1, . . . , xn) · [(y1, . . . , yn) · (z1, . . . , zn)] = (x1, . . . , xn) · (y1z1, . . . , ynzn)

= (x1(y1z1), . . . , xn(ynzn)) = ((x1y1)z1, . . . , (xnyn)zn)

= (x1y1, . . . , xnyn) · (z1, . . . , zn) = [(x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn)] · (z1, . . . , zn).

3) Veamos que la operación . es distributiva respecto de la operación +.
Para todo (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn), (z1, . . . , zn) ∈ A y usando la propiedad
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

distributiva del producto respecto de la suma en cada anillo Ai :

(x1, . . . , xn) · [(y1, . . . , yn) + (z1, . . . , zn)] = (x1, . . . , xn) · (y1 + z1, . . . , yn + zn)

= (x1(y1 + z1), . . . , xn(yn + zn)) = (x1y1 + x1z1, . . . , xnyn + xnzn)

= (x1y1, . . . , xnyn) + (x1z1, . . . , xnzn)

= (x1, . . . , xn) · (y1, . . . , yn) + (x1, . . . , xn) · (z1, . . . , zn).

[(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)] · (z1, . . . , zn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn) · (z1, . . . , zn)

= ((x1 + y1)z1, . . . , (xn + yn)zn) = (x1z1 + y1z1, . . . , xnzn + ynzn)

= (x1z1, . . . , xnzn) + (y1z1, . . . , ynzn)

= (x1, . . . , xn) · (z1, . . . , zn) + (y1, . . . , yn) · (z1, . . . , zn).

Concluimos que (A,+, ·) es un anillo.

5.4. Propiedades de los anillos

1. Sea (A,+, ·) un anillo y a, b elementos de A. Desarrollar (a+ b)2. Simpli-
ficar las expresión resultante cuando A sea conmutativo.

2. Sea A un anillo. Demostrar que cualesquiera que sean a, b, c ∈ A y lla-
mando [a, b] = ab− ba, se verifica:

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0.

3. Sea (A,+, ·) un anillo. Demostrar que:
1) a0 = 0a = 0, ∀a ∈ A.
2) (−a)b = a(−b) = −(ab), ∀a, b ∈ A.
3) (−a)(−b) = ab, ∀a, b ∈ A.

Solución. 1. Usando la propiedad distributiva:

(a+ b)2 = (a+ b)(a+ b) = (a+ b)a+ (a+ b)b = a2 + ba+ ab+ b2.

Si el anillo es conmutativo, ab = ba y queda (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.

2. Desarrollando cada uno de los términos:

[a, [b, c]] = a[b, c]− [b, c]a

= a(bc− cb)− (bc− cb)a
= abc− acb− bca+ cba. (1)

[b, [c, a]] = b[c, a]− [c, a]b

= b(ca− ac)− (ca− ac)b
= bca− bac− cab+ acb. (2)
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5.5 Grupo multiplicativo de las unidades

[c, [a, b]] = c[a, b]− [a, b]c

= c(ab− ba)− (ab− ba)c

= cab− cba− abc+ bac. (3)

Sumando las expresiones (1), (2) y (3), y cancelando términos:

[a, [b, c]] + [b, [c, a]] + [c, [a, b]] = 0.

3. 1) Se verifica aa = a(a + 0) = aa + a0, es decir aa − aa = a0 y de aqúı,
a0 = 0. Para la igualdad 0a = 0 se procede de manera análoga.

2) Se verifica (−a)b+ab = (−a+a)b = 0b = 0, es decir (−a)b = −(ab). Para
la igualdad a(−b) = −(ab) se procede de manera análoga.

3) Usando la propiedad anterior y que el simétrico (opuesto en este caso)
del simétrico de un elemento es el propio elemento:

(−a)(−b) = −(a(−b)) = −(−(ab)) = ab.

5.5. Grupo multiplicativo de las unidades

1. Determinar las unidades (o elementos invertibles) del anillo Z.

2. Determinar las unidades del anillo Rn×n. de las matrices reales cuadradas
de orden n.

3. Demostrar que si u es unidad de un anillo unitario A, entonces el elemento
v que cumple uv = vu = 1 es único.

4. Determinar las unidades del anillo (R[x],+, ·).

5. Determinar las unidades del anillo S de las sucesiones de números reales.

6. Sea (A,+, ·) un anillo unitario. Demostrar que:
1) El elemento unidad 1 es una unidad.
2) Si u y v son unidades, entonces uv es una unidad, y se verfica

(uv)−1 = v−1u−1.
3) Si u es una unidad, entonces, u−1 es una unidad, y se verifica

(u−1)−1 = u.
4) Si U es el conjunto formado por todas las unidades de A, entonces

(U, ·) es un grupo.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Solución. 1. Claramente, las unidades de Z son 1 y −1.

2. De acuerdo con la definición de unidad, los elementos invertibles de Rn×n
son justamente las matrices invertibles.

3. En efecto, si existiera otro v′ cumpliendo uv′ = v′u = 1, entonces:

uv = 1⇒ v′(uv) = v′1⇒ (v′u)v = v′ ⇒ 1v = v′ ⇒ v = v′.

Al elemento v se le designa por u−1.

4. Si u(x) = k 6= 0 es polinomio constante no nulo, entonces es unidad pues
el polinomio v(x) = 1/k satisface u(x)v(x) = v(x)u(x) = 1. Veamos que los
polinomios constantes no nulos (es decir, los polinomios de grado 0), son las
únicas unidades de R[x].

En efecto, sea u(x) ∈ R[x] un polinomio distinto de una constante no nula.
Si u(x) = 0, entonces u(x)v(x) = 0 para todo v(x) ∈ R[x], y por tanto u(x)
no es unidad. Si u(x) es polinomio de grado ≥ 1 entonces, para cualquier
polimomio v(x) ∈ R[x], o bien u(x)v(x) = 0 si v(x) = 0, o bien el grado de
u(x)v(x) es ≥ 1 si v(x) 6= 0. Es decir, u(x) no es unidad. Concluimos que el
conjunto U de las unidades de R[x] es:

U = {u(x) ∈ R[x] : gradou(x) = 0}.

5. Sea (xn) ∈ S. Dado que S es conmutativo, (xn) es una unidad si y sólo si,
existe (yn) ∈ S tal que (xn)(yn) = (1). Esto equivale a decir que xnyn = 1
para todo n = 1, 2, . . . , que a su vez equivale a decir que xn 6= 0 para todo
n = 1, 2, . . . . Por tanto, el conjunto U de las unidades de S es:

U = {(xn) ∈ S : xn 6= 0 ∀n = 1, 2, . . .}.

6. 1) Se verifica 1 · 1 = 1 · 1 = 1, lo cual implica que 1 es una unidad.

2) Si u y v son unidades, existen los elementos u−1 y v−1 de A tales que
uu−1 = u−1u = 1, vv−1 = v−1v = 1, por tanto,

(uv)(v−1u−1) = u(vv−1)u−1 = u1u−1 = uu−1 = 1,

(v−1u−1)(uv) = v−1(u−1u)v = v−11v = v−1v = 1,

es decir uv es unidad y (uv)−1 = v−1u−1.

3) Si u es unidad, existe el elemento u−1 de A tal que uu−1 = u−1u = 1. Es
decir, el elemento u−1 satisface la definición de unidad, y además su (u−1)−1
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5.6 Anillo de los enteros de Gauss

es precisamente u, es decir (u−1)−1 = u.

4) Efectivamente, (U, ·) es grupo.

Interna. Según 2), el producto de dos elementos de U, pertenece a U.

Asociativa. La operación · es acociativa en A, por tanto lo es en U.

Elemento neutro. Según 1), el elemento unidad 1 es una unidad, por tanto
es elemento neutro de (U, ·) al verificar u1 = 1u para todo u ∈ U.
Elemento simétrico. Si u ∈ U, y según 3) existe u−1 ∈ U tal que uu−1 =
u−1u = 1.

5.6. Anillo de los enteros de Gauss

Sea Z[i] = {a + bi : a ∈ Z, b ∈ Z} con las operaciones usuales de suma y
producto de complejos. Se pide:
A) Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario (se llama anillo de
los enteros de Gauss).
B) Hallar todos los elementos invertibles de Z[i].

Solución. A) (a) Veamos que (Z[i],+) es grupo abeliano. Como Z[i] ⊂ C y
(C,+) es grupo abeliano, bastará demostrar que Z[i] es subgrupo de C.
(i) Claramente 0 + 0i ∈ Z[i], por tanto Z[i] 6= ∅.
(ii) Para cada par de elementos a+ bi y c+ di de Z[i] :

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i,

y dado que a, b, c, d son enteros, también lo son a− c y b− d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[i]. Concluimos que (Z[i],+) es grupo
abeliano.

(b) Veamos que (Z[i], ·) es semigrupo.

(i) Interna. Para cada par de elementos a+ bi y c+ di de Z[i] :

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i,

y como a, b, c, d son enteros, también lo son ac− bd y ad+ bc lo cual implica
que el producto anterior pertenece a Z[i].
(ii) Asociativa. La operación producto es asociativa en C, por tanto lo es en
Z[i]. Hemos demostrado que (Z[i], ·) es semigrupo. Es además conmutativo
pues el producto es conmutativo en C.

(c) La operación · es distributiva respecto la operación +. Efectivamente,
lo es en C, por tanto en Z[i]. Hemos demostrado que (Z[i],+, ·) es anillo
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

conmutativo. Es también unitario pues 1 = 1 + 0i ∈ Z[i].

B) Un elemento a + bi ∈ Z[i] no nulo es invertible si y sólo si existe un
a′ + b′i ∈ Z[i] no nulo tal que (a + bi)(a′ + b′i) = 1. Tomando módulos al
cuadrado, obtenemos (a2 + b2)(a′2 + b′2) = 1.

Como los dos factores anteriores son enteros positivos, ha de ser necesaria-
mente a2 +b2 = 1 o equivalentemente a = ±1 ∧ b = 0 o a = 0 ∧ b = ±1. Es
decir, los únicos posibles elementos invertibles de Z[i] son 1,−1, i,−i. Pero
estos elementos son invertibles al cumplirse:

1 · 1 = 1, (−1) · (−1) = 1, i · (−i) = 1, (−i) · i = 1.

El conjunto de las unidades de Z[i] es por tanto

U = {1,−1, i,−i}.

5.7. Anillo de clases residuales

Para los siguientes anillos, construir sus tablas de Cayley de la suma y el
producto, y determinar el inverso de cada elemento cuando éste exista.

a) Z3. b) Z4. c) Z6, d) Z2.

Solución. a) Tenemos Z3 = {0, 1, 2} y las correspondientes tablas de Cayley
son:

+ 0 1 2

0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

· 0 1 2

0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

Los opuestos e inversos son:

x 0 1 2

− x 0 2 1

x 0 1 2

x−1 6 ∃ 1 2

b) Tenemos Z4 = {0, 1, 2, 3} y las correspondientes tablas de Cayley son:

+ 0 1 2 3

0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

· 0 1 2 3

0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1
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5.8 Anillos de integridad

Los opuestos e inversos son:

x 0 1 2 3

− x 0 3 2 1

x 0 1 2 3

x−1 6 ∃ 1 6 ∃ 3

c) Tenemos Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5} y las correspondientes tablas de Cayley son:

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2 3 4 5 0 1
3 3 4 5 0 1 2
4 4 5 0 1 2 3
5 5 0 1 2 3 4

· 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

Los opuestos e inversos son:

x 0 1 2 3 4 5

− x 0 5 4 3 2 1

x 0 1 2 3 4 5

x−1 6 ∃ 1 6 ∃ 6 ∃ 6 ∃ 5

d) Tenemos Z2 = {0, 1} y las correspondientes tablas de Cayley son:

+ 0 1

0 0 1
1 1 0

· 0 1

0 0 0
1 0 1

Los opuestos e inversos son:

x 0 1

− x 0 1

x 0 1

x−1 6 ∃ 1

5.8. Anillos de integridad

1. Determinar los divisores de cero del anillo Z6.
2. Estudiar si el anillo M2(R) es de integridad.
3. Estudiar si el anillo conmutativo y unitario S de las sucesiones de números
reales es un dominio de integridad.
4. Demostrar que en un anillo unitario, las unidades (es decir, los elementos
invertibles) no son divisores de cero.
5. Sea m > 1 entero. Demostrar que: Zm es dominio de integridad ⇔ m es
primo.
6. Sea A un dominio de integridad y a ∈ A un elemento para el que existe
un n entero positivo tal que an = 0. Demostrar que a = 0.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Solución. 1. La tabla de Cayley del producto es:

· 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5
2 0 2 4 0 2 4
3 0 3 0 3 0 3
4 0 4 2 0 4 2
5 0 5 4 3 2 1

de la cual deducimos que los divisores de cero son 2, 3 y 4.

2. Elijamos los elementos de M2(R): M = N =

[
0 1
0 0

]
. Entonces,

MN =

[
0 1
0 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Existen divisores de cero, por tanto M2(R) no es anillo de integridad.

3. Elijamos los elementos de S :

x = (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .) ,

y = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .) .

Entonces, xy = 0 y sin embargo, x 6= 0 e y 6= 0. Existen divisores de cero,
por tanto S no es dominio de integridad.

4. Si a es unidad del anillo, existe a−1 elemento del anillo tal que aa−1 =
a−1a = 1. Si a fuera divisor de cero, existiŕıa b 6= 0 en el anillo tal que ab = 0
o bien ba = 0 Si fuera ab = 0 :

ab = 0⇒ a−1(ab) = a−10⇒ (a−1a)b = 0⇒ 1b = 0⇒ b = 0,

lo cual es una contradicción. Análogo razonamiento si fuera ba = 0.

5. ⇒) Si m no fuera primo, entonces, m = rs con r, s enteros tales que
1 < r < m y 1 < s < m. Esto implicaŕıa r̄ · s̄ = m̄ = 0̄ siendo r̄ 6= 0̄ y s̄ 6= 0̄.
Existiŕıan divisores de cero, en contradicción con la hipótesis de ser Zm de
integridad.

⇐) Supongamos que Zm = {0̄, 1̄, 2̄, . . . , m− 1} tuviera divisores de cero,
es decir que existieran elementos r̄ y s̄ de Zm no nulos tales que r̄ · s̄ = 0̄.
Esto implicaŕıa que m divide a rs.
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5.9 Subanillos

Ahora bien, dado que r < m y m es primo, r y m son primos entre śı, y al
dividir m a rs y ser primo con r, m divide a s (por tanto s̄ = 0̄), lo cual es
absurdo pues hemos supuesto s̄ 6= 0̄.

6. Llamemosm al menor de todos los enteros positivos n que cumplen an = 0.
Supongamos que fuera a 6= 0. Entonces, al ser A dominio de integridad, la
igualdad am = aam−1 = 0 implica que am−1 = 0, en contradicción con la
elección de m.

5.9. Subanillos

1. Sea (A,+, ·) un anillo y sea B un subconjunto no vaćıo de A. Demostrar
que:

B es subanillo de A⇔

{
(i) a, b ∈ B ⇒ a− b ∈ B
(ii) a, b ∈ B ⇒ ab ∈ B.

2. Demostrar que el subconjunto (m) de todos los múltiplos del número
entero m es un subanillo de Z.
3. Demostrar que el conjunto B = {a + b

√
2 : x, y ∈ Z} es un subanillo del

anillo R.
4. Se considera el conjunto de matrices:

A = {
[
x y
−y x

]
: x, y ∈ R}.

Demostrar que A es un subanillo del anillo usual M2(R) de las matrices
cuadradas reales de orden 2.

5. Demostrar que el conjunto B de las sucesiones acotadas de números reales
es un subanillo del anillo S de las sucesiones de números reales.

Solución. 1. ⇒) Si B es subanillo de A, entonces B 6= ∅ pues 0 ∈ B.
Además, B es subgrupo aditivo de A, luego se cumple (i). Como la opera-
ción producto es interna en B, se cumple (ii).

⇐) De B 6= ∅ y (i), se deduce que (B.+) es subgrupo de (A,+) y además
abeliano por serlo (A,+), es decir, (B.+) es grupo abeliano. De (ii) se deduce
que la operación producto es interna en B, y además, es asociativa en B por
serlo en A, lo cual implica que (B, ·) es semigrupo.

Por último, se cumple la propiedad distributiva en B al cumplirse en A.
Concluimos que (B,+, ·) es anillo, y por tanto B es subanillo de A.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

2. Dado que 0 = 0 ·m, el número cero es múltiplo de m, lo cual implica que
(m) 6= ∅. Si a, b ∈ (m), entonces a = rm y b = sm para ciertos enteros r y
s. Entonces,

a− b = (r − s)m, ab = (rsm)m.

Como r − s y rsm son enteros, a − b y ab son múltiplos de m, es decir
a− b ∈ (m) y ab ∈ (m), lo cual demuestra que (m) es un subanillo de Z.

3. Claramente, B 6= ∅ y B ⊂ R. Para todo a + b
√

2, c + d
√

2 elementos de
B :

(a+ b
√

2)− (c+ d
√

2) = (a− c) + (b− d)
√

2.

(a+ b
√

2)(c+ d
√

2) = ac+ 2bd+ (ad+ bc)
√

2.

Dado que la suma, resta y producto de enteros es entero, la diferencia y pro-
ducto de elementos de B, pertenece a B. Concluimos que B es un subanillo
del anillo R.

4. Para x = y = 0, obtenemos la matriz nula de M2(R), y por tanto A es
distinto del vaćıo. Consideremos dos matrices genéricas de A :

M =

[
x y
−y x

]
, N =

[
x′ y′

−y′ x′

]
.

Calculemos M −N y MN :

M −N =

[
x− x′ y − y′
−(y − y′) x− x′

]
.

MN =

[
xx′ − yy′ xy′ + yx′

−(xy′ + yx′) xx′ − yy′
]
.

Claramente, M +N y MN son matrices de A. Concluimos que A es subani-
llo de M2(R).

5. Recordamos que una sucesión x = (xn) de números reales está acotada
si y sólo si, existe M > 0 tal que |xn| ≤ M para todo n. Veamos que
efectivamente B es subanillo de S.
(i) La sucesión nula 0 = (0) está acotada, por tanto 0 ∈ B.
(ii) Si x = (xn), y = (yn) son elementos de B, son sucesiones acotadas, es
decir:

∃M > 0 : |xn| ≤M ∀n,
∃K > 0 : |yn| ≤ K ∀n,

entonces |xn − yn| = |xn + (−yn)| ≤ |xn|+ |−yn| = |xn|+ |yn| ≤ M +K lo
cual implica que x− y está acotada, por tanto x− y ∈ B.
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5.10 Homomorfismos de anillos

(iii) Si x = (xn), y = (yn) son elementos de B, entonces |xnyn| = |xn| |yn| <
MK, ∀n, lo cual implica que xy está acotada, por tanto xy ∈ B.
Concluimos que B es subanillo de S. Es además conmutativo (pues S lo es),
y unitario al ser 1 = (1) sucesión acotada.

5.10. Homomorfismos de anillos

1. Sea f : A → B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que ker f es
subanillo de A.
2. Sea f : A → B, un homomorfismo de anillos. Demostrar que Im f es
subanillo de B.

3. Se considera el anillo A = {
[
x y
−y x

]
: x, y ∈ R}. Demostrar que es un

isomorfismo entre anillos, la aplicación f : C→ A dada por

f(x+ iy) =

[
x y
−y x

]
.

4. Demostrar que la siguiente aplicación es epimorfismo de anillos:

f : R[x]→ R, f(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = a0.

5. En R2 se consideran las operaciones:

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′),

(x, y) · (x′, y′) = (xx′, yy′).

Es fácil demostrar (y no se pide en este problema), que R2 es un anillo con las
anteriores operaciones. Para a, b números reales fijos, se define la aplicación
φ : F(R,R)→ R2, φ(f) = (f(a), f(b)). Demostrar que φ es homomorrfismo
de anillos y determinar kerφ.

Solución. 1. Dado que ker f es exactamente el núcleo entre los grupos
aditivos (A,+) y (B,+), ker f es subgrupo aditivo de A, luego se verifica
ker f 6= ∅ y a− a′ ∈ ker f , ∀a, a′ ∈ ker f. Por otra parte, ∀a, a′ ∈ ker f :

f(aa′) = f(a)f(a′) = 0 · 0 = 0,

lo cual implica que aa′ ∈ ker f. Del teorema de caracterización de subanillos,
concluimos que ker f es subanillo de A.

2. Dado que Im f es exactamente la imagen entre los grupos aditivos (A,+)
y (B,+), Im f es subgrupo aditivo de B, luego se verifica Im f 6= ∅ y b−b′ ∈
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Im f , ∀b, b′ ∈ Im f. Por otra parte, si b, b′ ∈ Im f, entonces b = f(a) y
b′ = f(a′) para ciertos a, a′ ∈ A. Entonces,

bb′ = f(a)f(a′) = f(aa′)⇒ bb′ ∈ Im f.

Del teorema de caracterización de subanillos, concluimos que Im f es subani-
llo de B.

3. Para cualquier par de números complejos x+ iy, x′ + iy′ :

f [(x+ iy) + (x′ + iy′)] = f [(x+ x′) + (y + y′)i] =

[
x+ x′ y + y′

−(y + y′) x+ x′

]
=

[
x y
−y x

]
+

[
x′ y′

−y′ x′

]
= f(x+ iy) + f(x′ + iy′).

f [(x+ iy)(x′ + iy′)] = f [(xx′ − yy′) + (xy′ + yx′)i] =[
xx′ − yy′ xy′ + yx′

−(xy′ + yx′) xx′ − yy′
]

=

[
x y
−y x

] [
x′ y′

−y′ x′

]
= f(x+ iy)f(x′ + iy′).

Concluimos que f es homomorfismo entre los anillos C y A. Su núcleo es:

ker f = {x+ iy ∈ C : f(x+ iy) =

[
x y
−y x

]
=

[
0 0
0 0

]
} = {0 + 0i} = {0},

por tanto f es inyectiva. Por último, cualquier elemento de A se puede
expresar en la forma: [

x y
−y x

]
= f(x+ iy),

es decir f es sobreyectiva. Hemos demostrado pues que f es un isomorfismo
entre los anillos C y A y C.

4. Para cualquier par de elementos de R[x], p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n y

q(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bmx
m se verifica:

f [p(x) + q(x)] = f [(a0 + b0) + (a1 + b1)x+ · · · ]
= a0 + b0 = f [p(x)] + f [q(x)].

f [p(x)q(x)] = f [a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ · · · ]
= a0b0 = f [p(x)]f [q(x)].

Concluimos que f es homomorfismo entre los anillos R[x] y R. Es además
epimorfismo, pues cualquier número real dado a0 se puede expresar en la
forma a0 = f(a0), es decir f es sobreyectiva.
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5.11 Ideales de un anillo

5. Para todo par de funciones f, g ∈ F(R,R) :

φ(f + g) = ((f + g)(a), (f + g)(b)) = (f(a) + g(a), f(b) + g(b))

= (f(a), f(b)) + (g(a), g(b)) = φ(f) + φ(g),

φ(f · g) = ((f · g)(a), (f · g)(b)) = (f(a)g(a), f(b)g(b))

= (f(a), f(b)) · (g(a), g(b)) = φ(f) · φ(g),

es decir φ es homomorfismo entre los anillos F(R,R) y R2. El núcleo de φ
es

kerφ = {f ∈ F(R : φ(f) = (f(a), f(b)) = (0, 0)},

por tanto, está formado por las funciones de F(R,R) que se anulan si-
multáneamente en a y b.

5.11. Ideales de un anillo

1. Sea m entero y (m) = {x ∈ Z : x es múltiplo de m}. Demostrar que (m)
es ideal de Z.
2. Demostrar que el núcleo de un homomorfismo de anillos es un ideal del
anillo inicial.
3. Demostrar que todo ideal de un anillo es subanillo del mismo.
4. Sea R un anillo conmutativo y unitario y a1, . . . , an elementos de R. Se
define

(a1, . . . , an) = {r1a1 + · · · rnan : ri ∈ R}

a) Demostrar que (a1, . . . , an) es ideal de R
b) Demostrar que es el menor de entre todos los ideales de R que con-

tienen a {a1, . . . , an}. Nota. A (a1, . . . , an) se le llama ideal generado por
{a1, . . . , an}.
5. Suma de ideales. Sean I, J ideales de un anillo A. Se define la suma de I
y J de la forma:

I + J = {x ∈ A : x = i+ j con i ∈ I, j ∈ J}.

Demostrar que I + J es ideal de A.
6. Intersección de ideales. Sean I, J ideales de un anillo A. Demostrar que
I ∩ J es ideal de A.

Solución. 1. Se verifica 0 = 0m, por tanto 0 es múltiplo de m, es decir
0 ∈ (m), y por tanto (m) 6= ∅. Sean x, y ∈ (m), entonces x = km e y = sm
para ciertos enteros k y s. Ahora bien, x− y = (k− s)m siendo k− s entero,
lo cual implica que x− y ∈ (m). Por último, para todo a ∈ Z, x ∈ (m) :

xa = ax = a(km) = (ak)m⇒ xa = ax ∈ (m).
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Concluimos que (m) es ideal de Z.

2. Sea f : A → B un homomorfismo de anillos. Sabemos que ker f es sub-
grupo aditivo de A, por tanto ker f 6= ∅ y para todo x, y ∈ I se verifica
x− y ∈ I. Por otra parte, ∀a ∈ A y ∀x ∈ I :

f(ax) = f(a)f(x) = f(a) · 0 = 0⇒ ax ∈ ker f.

f(xa) = f(x)f(a) = 0 · f(a) = 0⇒ xa ∈ ker f.

Concluimos que ker f es ideal de A.

3. Sea A un anillo e I un ideal de A. Entonces I 6= ∅ y x− y ∈ I para todo
x, y ∈ I. Por otra parte, al cumplirse ax ∈ I y xa ∈ I para todo a ∈ A, x ∈ I,
también se cumple yx ∈ I xy ∈ I para todo y ∈ I, x ∈ I.
Por el teorema de caracterización de subanillos, concluimos que I es subani-
llo de A.

4. a) Se verifica 0 = 0a1 + · · · 0an, por tanto 0 ∈ (a1, . . . , an) 6= ∅. Si x e y
son elementos de (a1, . . . , an),

x = r1a1 + · · · rnan, ri ∈ R,
y = r′1a1 + · · · r′nan, r′i ∈ R.

Entonces, x− y = (r1 − r′1)a1 + · · · (rn − r′n)an con ri − r′i ∈ R, luego

x− y ∈ (a1, . . . , an).

Si r ∈ R entonces rx = (rr1)a1 + · · · (rrn)an con rri ∈ R, luego rx ∈
(a1, . . . , an).

b) Para todo ai se verifica ai = 0a1 + · · ·+ 1ai + · · ·+ 0an, por tanto

{a1, . . . , an} ⊂ (a1, . . . , an).

Sea ahora un ideal I de R que contiene a {a1, . . . , an}. Entonces, si x ∈
(a1, . . . , an), al ser de la forma x = r1a1 + · · · rnan con ri ∈ R y los ai ∈ I,
necesariamente x ∈ I por ser I ideal. Es decir, (a1, . . . , an) ⊂ I.

5. Como I, J son ideales de A, son subanillos de este, por tanto 0 pertenece
a ambos, con lo cual 0 = 0 + 0 ∈ I + J. Es decir, I + J 6= ∅. Si x, y ∈ I + J,
entonces x = i1 + j1 con i1 ∈ I, j1 ∈ J e y = i2 + j2 con i2 ∈ I, j2 ∈ J.
Entonces,

x− y = (i1 + j1)− (i2 + j2) = (i1 − i2) + (j1 − j2),
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5.12 Ideal de las sucesiones acotadas

y al ser I, J ideales, i1 − i2 ∈ I y j1 − j2 ∈ J, luego x− y ∈ I + J.
Si a ∈ A y x ∈ I + J :

ax = a(i1 + j1) = ai1 + aj1,

xa = (i1 + j1)a = i1a+ j1a,

y al ser I, J ideales, ai1 e i1a pertenecen a I, y aj1 y j1a pertenecen a J,
luego ax y xa pertenecen a I + J.

6. Como I, J son ideales de A, son subanillos de este, por tanto 0 pertenece
a ambos, es decir I ∩ J 6= ∅.
Si x, y ∈ I ∩ J, entonces x − y pertenece a I y a J por ser ideales, luego
x− y ∈ I ∩ J. Si a ∈ A y x ∈ I ∩ J, entonces ax y xa pertenecen a I y a J
por ser ideales, luego ax ∈ I ∩ J y xa ∈ I ∩ J.

5.12. Ideal de las sucesiones acotadas

Demostrar que el conjunto N de las sucesiones reales nulas, es decir de ĺımite
0, es un ideal del anillo B de las sucesiones acotadas de números reales.

Solución. Sabemos que toda sucesión convergente está acotada, por tanto
N ⊂ B. La sucesión nula 0 = (0) tiene ĺımite 0, por tanto 0 ∈ N , es decir
N 6= ∅. Si x = (xn) e y = (yn) son elementos de N , entonces (xn) → 0
e (yn) → 0 lo cual implica por conocidas propiedades de los ĺımites que
x− y = (xn − yn)→ 0, luego x− y ∈ N .

Por último, si a = (an) ∈ B y (xn) ∈ N , entonces (an) está acotada y (xn) es
una sucesión nula. Por una conocida propiedad de los ĺımites, ax = (anxn)
es sucesión nula, luego ax ∈ N .
Concluimos que N es ideal de B.

5.13. Ideal bilátero f(I)

Siendo f : A → A′ un homomorfismo de anillos e I un ideal bilátero de A,
demostrar que f(I) es un ideal bilátero de f(A) (subanillo de A′).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Arquitectura, UPM).

Solución. Sean y1, y2 elementos de f(I). Entonces existen x1, x2 elemen-
tos de I tales que y1 = f(x1), y2 = f(x2). Teniendo en cuenta que f es
homomorfismo:

y1 − y2 = f(x1)− f(x2) = f(x1 − x2).
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Al ser I ideal de A se verifica x1 − x2 ∈ I, en consecuencia y1 − y2 ∈ f(I).
Sean ahora b ∈ f(A) e y ∈ f(I). Entonces, existen elementos a ∈ A, x ∈ I
tales que b = f(a) e y = f(x). Teniendo en cuenta que f es homomorfismo:

by = f(a)f(x) = f(ax) , yb = f(x)f(a) = f(xa).

Por hipótesis, I es un ideal bilátero de A lo cual implica que tanto ax como
xa pertenecen a I. Se deduce pues que by e yb pertenecen a f(I). Concluimos
que f(I) es ideal bilátero de f(A).

5.14. Anillo cociente

Sea (A,+, ·) un anillo, e I un ideal de A. Demostrar que A/I = {a+ I : a ∈
A} es un anillo con las operaciones:

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I, (a+ I) · (b+ I) = ab+ I.

Demostrar también que si A es conmutativo (unitario), entonces A/I es
conmutativo (unitario).

Solución. 1) (A/I,+, ·) es grupo abeliano. En efecto, como I es un subgru-
po aditivo de A, y la operación + es conmutativa, I es subgrupo normal de
A, y según sabemos A/I = {a + I : a ∈ A} es un grupo (además abeliano)
con la operación +, (a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I.

2) (A/I, ·) es semigrupo. Lo primero que tenemos que demostrar es que
la operación producto está bien definida en A/I, es decir que el producto
depende de las clases en śı, y no del representante que elijamos de las mismas.
Equivalentemente, tenemos que demostrar que:

a+ I = a′ + I y b+ I = b′ + I ⇒ ab+ I = a′b′ + I.

En efecto, si a+ I = a′ + I y b+ I = b′ + I, entonces a′ ∈ a+ I y b′ ∈ b+ I,
o sea a′ = a+ x, b′ = b+ y para ciertos x, y ∈ I. Ahora bien,

a′b′ = (a+ x)(b+ y) = ab+ xb+ ay + xy.

Como I es ideal, la suma xb+ay+xy pertenece a I, y por tanto a′b′ ∈ ab+I,
luego a′b′ + I = ab+ I. Queda pues demostrado que la operación producto
está bien definida en A/I.

Interna. Por la propia definición, el producto de dos elementos de A/I es un
elemento de A/I.
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5.15 Descomposición canónica de un homomorfismo de anillos

Asociativa. Para a+ I, b+ I, c+ I elementos cualesquiera de A/I, y usando
la propiedad asociativa del producto en A :

[(a+ I)(b+ I] (c+ I) = (ab+ I)(c+ I) = (ab)c+ I.

= a(bc) + I = (a+ I)(bc+ I) = (a+ I) [(b+ I)(c+ I)] .

3) En A/I el producto es distributivo respecto de la suma. En efecto, para
a + I, b + I, c + I elementos cualesquiera de A/I, y usando la propiedad
distributiva en A :

(a+ I) [(b+ I) + (c+ I] = (a+ I) [(b+ c) + I] = a(b+ c) + I =

(ab+ ac) + I = (ab+ I) + (ac+ I) = (a+ I)(b+ I) + (a+ I)(c+ I).

[(a+ I) + (b+ I] (c+ I) = [(a+ b) + I] (c+ I) = (a+ b)c+ I =

(ac+ bc) + I = (ac+ I) + (bc+ I) = (a+ I)(c+ I) + (b+ I)(c+ I).

Concluimos que (A/I,+, ·) es anillo. Por último, si A es conmutativo, para
a+ I, b+ I, elementos cualesquiera de A/I :

(a+ I)(b+ I) = ab+ I = ba+ I = (b+ I)(a+ I)

luego A/I es conmutativo. Si A es unitario con elemento unidad 1, para todo
elemento a+ I de A/I :

(a+ I)(1 + I) = a · 1 + I = a+ I, (1 + I)(a+ I) = 1 · a+ I = a+ I,

es decir A/I es unitario con elemento unidad 1 + I.

5.15. Descomposición canónica de un homomor-
fismo de anillos

Sea f : G→ G′ un homomorfismo entre los grupos (G, ·) y (G′, ·). Demostrar
que,
1. n : G→ G/ ker f, n(x) = x ker f es epimorfismo.
2. g : G/ ker f → Im f, g(x ker f) = f(x) es isomorfismo.
3. i : Im f → G′, i(x) = x es monomorfismo.
4. El siguiente diagrama es conmutativo:

G
f−−−−→ G′

n ↓ ↑ i
G/ ker f

g−−→ Im f

es decir, f = i ◦ g ◦ n.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Solución. 1. Como ker f es un ideal de A, está definido el anillo cociente
A/ ker f. Para todo a, a′ elementos de A :

n(a+ a′) = (a+ a′) + ker f = (a+ ker f) + (a′ + ker f) = n(a) + n(a′)

n(aa′) = (aa′) + ker f = (a+ ker f)(a′ + ker f) = n(a)n(a′),

es decir n es homomorfismo de anillos. Por otra parte, todo elemento a+ker f
es a+ ker f = n(a), luego n es sobreyectiva. Concluimos que n es epimorfis-
mo de anillos.

2. (a) Veamos que la aplicación g está bien definida, es decir que g(a+ker f)
no depende del representante sino de la clase en śı. En efecto, supongamos
que a+ker f = a′+ker f, entonces a−a′ ∈ ker f, que equivale a f(a−a′) = 0.
Pero f(a−a′) = 0⇔ f(a)−f(a′) = 0⇔ f(a) = f(a′), es decir g(a+ker f) =
g(a′ + ker f).
(b) Veamos que g es homomorfismo de anillos. Para todo a+ker f, a′+ker f
elementos de A/ ker f :

g[(a+ ker f) + (a′ + ker f)] = g[(a+ a′) + ker f ] = f(a+ a′)

= f(a) + f(a′) = g(a+ ker f) + g(a′ + ker f).

g[(a+ ker f)(a′ + ker f)] = g[(aa′) + ker f ] = f(aa′)

= f(a)f(a′) = g(a+ ker f)g(a′ + ker f).

(c) Veamos que g es monomorfismo. El núcleo de g es:

ker g = {a+ ker f ∈ A/ ker f : g(a+ ker f) = f(a) = 0}
= {ker f} = {0 + ker f},

es decir el núcleo de g se reduce a elemento neutro de A/ ker f lo cual implica
que g es inyectiva.
(d) Veamos que g es epimorfismo. En efecto, si b ∈ Im f, entonces b = f(a)
para algún a ∈ A, luego b = g(a+ker f). Esto implica que g es sobreyectiva.
Concluimos que g es isomorfismo.

3. Para todo b, b′ elementos de Im f :

i(b+ b′) = b+ b′ = i(b) + i(b′), i(bb′) = bb′ = i(b)i(b′),

es decir i es homomorfismo de anillos. Ademas, i(b) = i(b′) implica b = b′,
luego i es inyectiva.

4. Para todo a ∈ A se verifica (i◦g◦n)(a) = (i◦g)(a+ker f) = i(f(a)) = f(a),
por tanto, i ◦ g ◦ n = f.
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5.16 Concepto de cuerpo

5.16. Concepto de cuerpo

1. Determinar los elementos invertibles de Z11 y deducir que es un cuerpo.
2. Demostrar que K = {x + y

√
3 : x, y ∈ Q} con las operaciones usuales

suma y producto de números reales, es un cuerpo.
3. Demostrar que cualquier intersección de subcuerpos de un cuerpo K es
subcuerpo de K.
4. Demostrar que todo cuerpo es dominio de integridad.
5. Demostrar que los únicos ideales de un cuerpo K son {0} y K.
6. Demostrar que en un cuerpo K, la ecuación ax = b con a, b ∈ K y a 6= 0
tiene siempre solución única.

Solución. 1. Usando la conocida forma de multiplicar en los anillos Zm :

1 · 1 = 1, 2 · 6 = 6 · 2 = 1, 3 · 4 = 4 · 3 = 1,

5 · 9 = 9 · 5 = 1, 7 · 8 = 8 · 1 = 1, 10 · 10 = 1.

Por tanto, todo elemento no nulo de Z11 = {0, 1, 2, . . . , 10} tiene inverso. Al
ser Z11 anillo conmutativo y unitario, es cuerpo.

2. 1) Veamos que K es subanillo de R, con lo cual estará demostrado que K
es anillo. Claramente, K 6= ∅, y para x+ y

√
3, x′ + y′

√
3 elementos de K :

(x+ y
√

3)− (x′ + y′
√

3) = (x− x′) + (y − y′)
√

3,

(x+ y
√

3)(x′ + y′
√

3) = (xx′ + 3yy′) + (yx′ + xy′)
√

3,

y dado que la suma y producto de números racionales es un número racio-
nal concluimos que la diferencia y el producto de elementos de K está en K.
Por el teorema de caracterización de subanillos, K es subanillo. Es además
conmutativo por serlo R, y unitario pues 1 = 1 + 0

√
3 ∈ K.

2) Veamos que todo elemento no nulo de K tiene inverso en K. Primeramente,
demostremos que en K ocurre:

x+ y
√

3 = u+ v
√

3⇔ x = u e y = v. (1)

⇐) Esta implicación es trivial.
⇒) Si x+ y

√
3 = u+ v

√
3, entonces (x− u) = (v − y)

√
3. No puede ocurrir

v − y 6= 0, pues en tal caso,
√

3 = (x− u)/(v − y) y llegaŕıamos al absurdo
de que

√
3 seŕıa racional. Por tanto, necesariamente v = y lo cual implica

x− u = 0, o sea x = u.
Sea ahora x + y

√
3 ∈ K no nulo. Veamos que existe x′ + y′

√
3 ∈ K tal que

(x+ y
√

3)(x′ + y′
√

3) = 1 = 1 + 0
√

3.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Por (1), la igualdad anterior equivale al sistema:{
xx′ + 3yy′ = 1
yx′ + xy′ = 0.

(2)

El determinante de la matriz del sistema anterior en las incógnitas x′ e y′ es
x2− 3y2. No puede ser x2− 3y2 = 0, pues si y = 0, entonces x = 0 (absurdo
pues x+ y

√
3 es no nulo), y si y 6= 0, entonces

√
3 = x/y (absurdo pues

√
3

no es racional).
Por la regla de Cramer, el sistema (2) tiene solución, luego x + y

√
3 tiene

inverso. Hemos demostrado que K es cuerpo.

3. Sea {Ki} una familia de subcuerpos de K y H =
⋂
iKi. Se verifica 0 ∈ Ki

para todo i, luego 0 ∈ H 6= ∅. Si x, y ∈ H, entonces x ∈ Ki, y ∈ Ki para
todo i y por ser Ki subgrupo aditivo de K para todo i, también x− y ∈ Ki

para todo i, en consecuencia x− y ∈ H. Por tanto H es subgrupo aditivo de
K (además conmutativo por serlo K).
Veamos ahora queH∗ = H−{0} es subgrupo multiplicativo de K∗ = K−{0}.
Se verifica 1 ∈ Ki para todo i, luego 1 ∈ H∗ 6= ∅. Si x, y ∈ H∗, entonces
x, y ∈ Ki − {0}, para todo i y por ser Ki − {0} subgrupo multiplicativo de
K∗ para todo i, también xy−1 ∈ Ki para todo i, en consecuencia xy−1 ∈ H∗.
Por tanto H∗ es subgrupo aditivo de K∗ (además conmutativo por serlo K∗).

4. Si K es cuerpo, es anillo conmutativo y unitario, por tanto basta demostrar
que no existen divisores de cero. Sea a ∈ K con a 6= 0 y supongamos que
existe b ∈ K tal que ab = 0. Tenemos:

ab = 0⇒ a−1(ab) = a−10⇒ (a−1a)b = 0⇒ 1b = 0⇒ b = 0,

es decir no existen divisores de cero, luego K es dominio de integridad.

5. Sea I ⊂ K un ideal de K. Si I = {0}, ya está demostrado. Si I 6= {0},
existe x ∈ I con x 6= 0. Entonces, todo a ∈ K se puede expresar en la forma:

a = 1a = x−1xa = (x−1a)x.

Como I es ideal, a ∈ I, y por tanto K ⊂ I. Esto, junto con I ⊂ K demuestra
que I = K.

6. Efectivamente, si x es solución de la ecuación ax = b, entonces:

ax = b⇒ a−1ax = a−1b⇒ 1x = a−1b⇒ x = a−1b,

es decir la única posible solución es x = a−1b. Pero este elemento de K es
efectivamente solución de la ecuación, pues a(a−1b) = aa−1b = 1b = b.
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5.17 Cuerpos Zp

Nota. En un cuerpo, al elemento a−1b (que es igual a ba−1), se le acostumbra
a representar por b/a.

5.17. Cuerpos Zp
1. Resolver en el cuerpo Z7 la ecuación 2x+ 5 = 3.
2. Resolver en el cuerpo Z5 las ecuaciones:

(a) x2 + x+ 3 = 0. (b) x3 + 2x2 + 4x+ 3 = 0.

3. Resolver en Z5 el sistema

{
2x+ 3y = 2
x+ 2y = 4.

4. Sabiendo que el conocido método de los adjuntos para calcular la inversa
de una matriz real cuadrada, es también válido para todo cuerpo, hallar en

Z7 la inversa de la matriz A =

[
2 3
1 4

]
.

5. Demostrar que todo dominio de integridad con un número finito de ele-
mentos es un cuerpo.

Solución. 1. Sumando 2 a ambos miembros de la ecuación, queda 2x+0 = 5,
es decir, 2x = 5. Multiplicando por 4 ambos miembros, queda 1x = 6, es
decir x = 6.

2. (a) Llamemos p(x) = x2 + x+ 3. Posibles ráıces: 0, 1, 2, 3, 4. Tenemos:

p(0) = 3, p(1) = 1 + 1 + 3 = 0, p(2) = 4 + 2 + 3 = 4.

p(3) = 4 + 3 + 3 = 0, p(4) = 1 + 4 + 3 = 3.

Las soluciones de la ecuación son x = 1, x = 3.
(b) Llamemos p(x) = x3 +2x2 +4x+3. Posibles ráıces: 0, 1, 2, 3, 4. Tenemos:

p(0) = 3, p(1) = 1 + 2 + 4 + 3 = 0, p(2) = 3 + 3 + 3 + 3 = 2.

p(3) = 2 + 3 + 2 + 3 = 0, p(4) = 4 + 2 + 1 + 3 = 0.

Las soluciones de la ecuación son x = 1, x = 3, x = 4.

3. Sea (x, y) solución del sistema. Multiplicando a la segunda igualdad por
2 : {

2x+ 3y = 2
2x+ 4y = 3.

Restando a la segunda igualdad la primera, obtenemos y = 1. Sustituyendo
en x+2y = 4, queda x = 4−2 = 2. Es decir, si (x, y) es solución del sistema,
necesariamente (x, y) = (2, 1). Veamos que efectivamente es solución:{

2 · 2 + 3 · 1 = 4 + 3 = 2
2 + 2 · 1 = 2 + 2 = 4.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Concluimos que la única solución del sistema es (x, y) = (2, 1).

4. Determinante de A : detA = 2·4−1·3 = 1−3 = 1+4 = 5 6= 0. Traspuesta

de A : At =

[
2 1
3 4

]
. Adjunta de A : AdjA =

[
4 −3
−1 2

]
=

[
4 4
6 2

]
. Inversa

de A : A−1 =
1

5

[
4 4
6 2

]
= 3

[
4 4
6 2

]
=

[
5 5
4 6

]
.

Comprobemos el resultado:

AA−1 =

[
2 3
1 4

] [
5 5
4 6

]
=

[
3 + 5 3 + 4
5 + 2 5 + 3

]
=

[
1 0
0 1

]
= I

5. Sea A = {a1, . . . , an} un dominio de integridad con un número finito de
elementos. Dado que A es anillo conmutativo y unitario, para demostrar
que A es cuerpo, bastará demostrar que todo elemento no nulo de A tiene
elemento inverso. En efecto, sea ai elemento no nulo de A y consideremos
los productos: aia1, aia2, . . . , aian. Se verifica:

aiaj = aiak ⇔ aiaj − aiak = 0⇔ ai(aj − ak) = 0.

Como ai 6= 0 y A es dominio de integridad, aj − ak = 0, luego aj = ak. Esto
implica que los productos mencionados son distintos dos a dos, o equivalen-
temente, A = {aia1, aia2, . . . , aian}.
Uno de los anteriores elementos aial ha de ser igual a 1, o sea ai es invertible.
Concluimos que A es un cuerpo.

5.18. Caracteŕıstica de un cuerpo

1. Determinar las caracteŕısticas de los cuerpos Q, R, C y Zp (p primo).

2. Demostrar que la caracteŕıstica de un cuerpo, o es infinito, o es un número
primo.

Solución. 1. Recordemos que si K un cuerpo con elemento unidad e. Pueden
ocurrir dos casos:

(a) Que exista un número natural n > 0 tal que:

ne = e+ e+ · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n)

= 0

(b) Que no exista número natural n > 0 tal que:

ne = e+ e+ · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n)

= 0

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



5.19 Homomorfismos entre cuerpos

En el primer caso, se llama caracteŕıstica de K al menor número natural
p tal que pe = 0. En el segundo caso, decimos que K tiene caracteŕıstica
infinito (algunos autores dicen que tiene caracteŕıstica 0).

En Q, no existe entero positivo n tal que 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n)

= 0, por tanto la

caracteŕıstica de Q es ∞. Análogo resultado para R y C.
De la definición de suma en el cuerpo Zp, deducimos de manera inmediata
que su caracteŕıstica es p.

2. Supongamos que la caracteŕıstica de K es el número natural p. Si p fuera
compuesto, p = mn con 1 < m < p y 1 < n < p naturales. Como m y n
son menores que p, se verificaŕıa me 6= 0 y ne 6= 0. Como K es dominio de
integridad, (me)(ne) 6= 0. Ahora bien,

(me)(ne) = (e+ e+ · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
m)

) (e+ e+ · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n)

)

= e+ e+ · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
mn)

= (mn)e = pe.

Seŕıa pe 6= 0 en contradicción con la hipótesis de ser p la caracteŕıstica de
K.

5.19. Homomorfismos entre cuerpos

Sea f : K→ L un homomorfismo de cuerpos. Demostrar que:
a) f(0) = 0 y f(−a) = −f(a), ∀a ∈ K.
b) f(1) = 1 y f(a−1) = f(a)−1, ∀a ∈ K, a 6= 0.
c) Im f es un subcuerpo de L.
d) f es inyectivo.

Solución. Recordamos que si (K,+, ·), (L,+, ·) son dos cuerpos, una apli-
cación f : K → L se dice que es homomorfismo entre cuerpos, si y sólo si
f es un homomorfismo entre los anillos (K,+, ·) y (L,+, ·) con imagen no
trivial, es decir Im f 6= {0}.

a) Se deduce del hecho de ser f un homomorfismo entre los grupos aditivos
de K y de L.

b) Se deduce del hecho de ser f un homomorfismo entre los grupos multipli-
cativos de K∗ = K− {0} y de L∗ = L− {0}.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

c) f es un homomorfismo entre los anillos K y L, por tanto Im f es un
subanillo de L, y al ser L anillo conmutativo, también lo es Im f. Además
1 = f(1) ∈ Im f, luego Im f es también unitario.
Falta demostrar que para todo b ∈ Im f con b 6= 0, su inverso b−1 pertenece
a Im f. En efecto, si b ∈ Im f con b 6= 0, entonces b = f(a) para algún a 6= 0
en K (si fuera a = 0, f(a) seŕıa 0). Por tanto, b−1 = f(a)−1 = f(a−1) ∈ Im f.

d) f es un homomorfismo entre los anillos K y L, por tanto ker f es un
ideal de K. Al ser K un cuerpo, sus únicos ideales son {0} y K. Si fuera
ker f = K, entonces f seŕıa el homomorfismo nulo, o sea Im f = {0}, en
contradicción con la definición de homomorfismo entre cuerpos. Ha de ser
por tanto ker f = {0}, lo cual implica que f es inyectivo.

5.20. Anillo según parámetro

En el conjunto de los números reales se definen las operaciones

x ∗ y = x+ y + 4 , x ◦ y = xy + λx+ λy + 12,

con λ ∈ R. Hallar λ para que (R, ∗, ◦) sea anillo.

(Propuesto en hojas de problemas, Álgebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solución. Veamos que (R, ∗) es grupo abeliano. La operación ∗ es clara-
mente interna. Para x, y, z números reales cualesquiera se verifica

(x ∗ y) ∗ z = (x+ y + 4) ∗ z = x+ y + 4 + z + 4 = x+ y + z + 8,

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y + z + 4) = x+ y + z + 4 + 4 = x+ y + z + 8.

Es decir, la operación es asociativa. Para x, y números reales cualesquiera
se verifica

x ∗ y = x+ y + 4 = y + x+ 4 = y ∗ x,

por tanto la operación es conmutativa. En consecuencia, el número real e
es neutro para la operación ∗ si y sólo si e ∗ x = x para todo x ∈ R. Esto
equivale a e+x+4 = x, es decir e = −4 es elemento neutro para la operación
∗. Debido a la conmutatividad, un x ∈ R tiene elemento simétrico x′ ∈ R si
y sólo si x ∗ x′ = e o bien si x+ x′ + 4 = −4. Existe por tanto x′ para cada
x siendo éste x′ = −8− x.
La operación ◦ claramente es interna. Veamos si es asociativa.

(x ◦ y) ◦ z = (xy + λx+ λy + 12) ◦ z
= xyz + λxz + λyz + 12z + λxy + λ2x+ λ2y + 12λ+ λz + 12,
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5.21 Anillo y grupo de matrices

x ◦ (y ◦ z) = x ◦ (yz + λy + λz + 12)

= xyz + λxy + λxz + 12x+ λx+ λyz + λ2y + λ2z + 12λ+ 12.

Las dos funciones polinómicas anteriores solamente difieren en los coeficiente
de x y de z. Igualando estos obtenemos λ2 = 12 +λ y 12 +λ = λ2. Es decir,
la operación ◦ es asociativa si y sólo si λ2−λ−12 = 0 relación que se verifica
para λ = 4 o λ = −3.

La operación ◦ es claramente conmutativa. Esto implica que esta operación
es distributiva respecto de ∗ si y sólo si se verifica x◦(y∗z) = (x◦y)∗(x◦z).
Tenemos

x ◦ (y ∗ z) = x ◦ (y + z + 4)

= xy + xz + 4x+ λx+ λy + λz + 4λ+ 12,

(x ◦ y) ∗ (x ◦ z) = (xy + λx+ λy + 12) ∗ (xz + λx+ λz + 12)

= xy + λx+ λy + 12 + xz + λx+ λz + 12 + 4.

Las dos funciones polinómicas anteriores solamente difieren en el coeficiente
de x y en el término constante. Igualando estos obtenemos 4 + λ = 2λ y
4λ + 12 = 28. Es decir, la operación ◦ es asociativa si y sólo si λ = 4.
Concluimos que (R, ∗, ◦) es anillo si y sólo si λ = 4.

5.21. Anillo y grupo de matrices

Dada una matriz M ∈Mn(R) se consideran los siguientes subconjuntos:

M = {A ∈Mn(R) : AM = MA}
N = {A ∈Mn(R) : AM = MA y A regular}
Se pide:

1. Analizar si (M,+, ·) es un anillo.

2. Analizar si (N , ·) es un grupo.

3. Si es n = 2 y M =

[
4 1
−1 2

]
, hallar M y N .

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Aeronáuticos, UPM).

Solución. 1. Sabemos que (Mn(R),+, ·) es un anillo y ademásM⊂Mn(R).
Veamos si M es subanillo de Mn(R) con lo cual estará demostrado que es
anillo. Usaremos la conocida caracterización de subanillos.

(a) Como 0M = M0, se verifica 0 ∈M es decir, M 6= ∅.
(b) Sean A,B ∈M, entonces:

(A−B)M = AM −BM = MA−MB = M(A−B)⇒ AB ∈M.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

(c) Sean A,B ∈M, entonces:

(AB)M = A(BM) = A(MB) = (AM)B

= (MA)B = M(AB)⇒ AB ∈M.

En consecuencia, (M,+, ·) es un anillo.

2. Sabemos que el conjunto de GLn(R) de las matrices cuadradas de orden
n y con determinante no nulo es grupo con la operación producto usual
(grupo lineal). Como N ⊂ GLn(R), para demostrar que N es grupo bas-
tará demostrar que es un subgrupo del grupo lineal. Usaremos la conocida
caracterización de subgrupos.
(a) Como IM = MI = M siendo I regular, se verifica I ∈ N es decir,
N 6= ∅.
(b) Sean A,B ∈ N . Entonces B es invertible y BM = MB, por tanto

BM = MB ⇒M = B−1MB ⇒MB−1 = B−1M.

Como A ∈ N , A es invertible y AM = MA. Entonces

(AB−1)M = A(B−1M) = A(MB−1)

= (AM)B−1 = (MA)B−1 = M(AB−1).

Dado que A y B−1 son invertibles, también lo es el producto AB−1. Hemos
demostrado que AB−1 ∈ N . Por tanto N es subgrupo de GLn(R) y como
consecuencia es grupo.

3. Si A =

[
x y
z t

]
e imponiendo AM = MA:

[
4 1
−1 2

] [
x y
z t

]
=

[
x y
z t

] [
4 1
−1 2

]
⇔ . . .⇔


y + z = 0

x− 2z − t = 0
x− 2y − t = 0
y + z = 0.

Resolviendo obtenemos las soluciones x = λ, y = 0, z = 0, t = λ (λ ∈ R)
es decir M = {λI : λ ∈ R} (matrices escalares). Las matrices de N son las
de M que además son invertibles, es decir M = {λI : λ ∈ R− {0}}.

5.22. Máximo común divisor en los enteros de Gauss

Sea Z[i] = {a + bi : a ∈ Z, b ∈ Z} con las operaciones usuales de suma y
producto de complejos. Se pide:
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5.22 Máximo común divisor en los enteros de Gauss

1. Demostrar que Z[i] es anillo conmutativo y unitario. (Se llama anillo de
los enteros de Gauss).
2. Hallar todos los elementos invertibles de Z[i]
3. Se define para z ∈ Z[i] la aplicación ϕ(z) = |z|2. Probar que (Z[i], ϕ) es
un anillo eucĺıdeo.
4. Hallar el máximo común divisor de 16+7i y 10−5i (Utilizar el algoritmo
de Euclides).

Solución. 1. Como Z[i] ⊂ C y (C,+, ·) es anillo con las operaciones usuales
+ y ·, bastará demostrar que Z[i] es subanillo de C. Usamos el conocido
teorema de caracterización de subanillos:

(i) Z[i] 6= ∅. Esto es evidente, pues por ejemplo 0 + 0i ∈ Z[i].
(ii) Para cada par de elementos a+ bi y c+ di de Z[i] :

(a+ bi)− (c+ di) = (a− c) + (b− d)i.

Dado que a, b, c, d son enteros, también lo son a − c y b − d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[i].
(iii) Para cada par de elementos a+ bi y c+ di de Z[i] :

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Como a, b, c, d son enteros, también lo son ac− bd y ad+ bc lo cual implica
que el producto anterior pertenece a Z[i]. Hemos demostrado pues que Z[i]
es anillo con las operaciones usuales suma y producto de complejos. Dado
que C es conmutativo, también lo es Z[i]. Por otra parte 1 = 1 + 0i ∈ Z[i].
Concluimos que Z[i] es anillo conmutativo y unitario.

2. Un elemento a + bi ∈ Z[i] no nulo es invertible si y sólo si existe un
a′+b′i ∈ Z[i] no nulo tal que (a+bi)(a′+b′i) = 1. Tomando módulos al cua-
drado, obtenemos (a2 + b2)(a′2 + b′2) = 1. Como los dos factores anteriores
son enteros positivos, ha de ser necesariamente a2 + b2 = 1 o equivalente-
mente a = ±1 ∧ b = 0 o a = 0 ∧ b = ±1. Es decir, los únicos posibles
elementos invertibles de Z[i] son 1,−1, i,−i. Pero estos elementos son efec-
tivamente invertibles al cumplirse 1 · 1 = 1, (−1) · (−1) = 1, i · (−i) = 1 y
(−i) · i = 1.

3. El anillo (C,+, ·) es dominio de integridad, en consecuencia también lo es
Z[i]. Veamos que la aplicación ϕ : Z[i] − {0} → N, ϕ(z) = |z|2 cumple las
condiciones para que (Z[i], ϕ) sea anillo eucĺıdeo.
(i) Sean z, w ∈ Z[i]− {0} tales que z|w, entonces, existe z1 ∈ Z[i]− {0} tal
que w = zz1. Por tanto

ϕ(z) = |z|2 ≤ |z|2 |z1|2 = |w|2 = ϕ(w)⇒ ϕ(z) ≤ ϕ(w).
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

(ii) Sean x, y ∈ Z[i] con y 6= 0, entonces x/y = u+ iv con u, v ∈ Q. Si u y v
son enteros, y|x y estamos en el caso (i). Supongamos pues que u, v no son
ambos enteros. Elijamos m,n ∈ Z tales que |m− u| ≤ 1/2 y |n− v| ≤ 1/2 y
llamemos c = m+ ni y r = x− cy. Entonces:

r = y(u+ iv)− y(m+ ni) = y[(u−m) + (v − n)i]

⇒ ϕ(r) = |y|2 [(u−m)2 + (v − n)2] ≤ |y|2 (1/4 + 1/4)

= |y|2 /2 < |y|2 = ϕ(y).

Es decir, dados x, y ∈ Z[i] con y 6= 0 existen c, r ∈ Z[i] tales que x = cy + r
con ϕ(r) < ϕ(y). Concluimos que (Z[i], ϕ) es un anillo eucĺıdeo.

4. Efectuemos la división eucĺıdea de 16 + 7i entre 10− 5i :

16 + 7i

10− 5i
=

(16 + 7i)(10 + 5i)

(10− 5i)(10 + 5i)
=

125 + 150i

125
= 1 +

6

5
i.

Entonces, c = m+ ni = 1 + i y r = 16 + 7i− (1 + i)(10− 5i) = 1 + 2i. Por
tanto

mcd {16 + 7i, 10− 5i} = mcd {10− 5i, 1 + 2i}.
Efectuemos la división eucĺıdea de 10− 5i entre 1 + 2i :

10− 5i

1 + 2i
=

(10− 5i)(1− 2i)

(1 + 2i)(1− 2i)
=

20− 25i

5
= 4− 5i.

El resto es r = 0 y por tanto:

mcd {10− 5i, 1 + 2i} = mcd {1 + 2i, 0} = 1 + 2i.

Es decir, mcd {16 + 7i, 10−5i} = 1 + 2i. En forma de algoritmo de Euclides
seŕıa:

1 + i 4− 5i

16 + 7i 10− 5i 1 + 2i 0

1 + 2i 0

5.23. Dominio de integridad no eucĺıdeo

Sea Z[
√

5i] = {a+ b
√

5i : a, b ∈ Z}.

1. Probar que con las operaciones usuales suma y producto de números com-
plejos, Z[

√
5i] es un dominio de integridad.

2. Hallar sus unidades.
3. Demostrar que 6 puede descomponerse en dos formas esencialmente distin-
tas en producto de factores irreducibles de Z[

√
5i]. Esto probará que Z[

√
5i]

es un dominio de integridad no eucĺıdeo.
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5.23 Dominio de integridad no eucĺıdeo

(Propuesto, hojas de problemas, Álgebra, ETS de Ing. Agrónomos, UPM).

Solución. 1. Como Z[
√

5i] ⊂ C y (C,+, ·) es anillo con las operaciones
usuales + y ·, bastará demostrar que Z[

√
5i] es subanillo de C. Usamos el

conocido teorema de caracterización de subanillos:

(i) Z[
√

5i] 6= ∅. Esto es evidente, pues por ejemplo 0 + 0
√

5i ∈ Z[i].

(ii) Para cada par de elementos a+ b
√

5i y c+ d
√

5i de Z[
√

5i] :

(a+ b
√

5i)− (c+ d
√

5i) = (a− c) + (b− d)
√

5i.

Dado que a, b, c, d son enteros, también lo son a − c y b − d lo cual implica
que la diferencia anterior pertenece a Z[

√
5i].

(iii) Para cada par de elementos a+ b
√

5i y c+ d
√

5i de Z[
√

5i] :

(a+ b
√

5i)(c+ d
√

5i) = (ac− 5bd) + (ad+ bc)
√

5i.

Como a, b, c, d son enteros, también lo son ac − 5bd y ad + bc lo cual im-
plica que el producto anterior pertenece a Z[i]. Hemos demostrado pues
que Z[

√
5i] es anillo con las operaciones usuales suma y producto de com-

plejos. Dado que C es conmutativo, también lo es Z[
√

5i]. Por otra parte
1 = 1 + 0i ∈ Z[

√
5i]. Concluimos que Z[

√
5i] es anillo conmutativo y uni-

tario. Como (C,+, ·) es dominio de integridad, también lo es Z[
√

5i] y por
tanto es dominio de integridad.

2. Un elemento a + b
√

5i ∈ Z[
√

5i] no nulo es unidad si y sólo si existe un
a′ + b′

√
5i ∈ Z[

√
5i] no nulo tal que (a + b

√
5i)(a′ + b′

√
5i) = 1. Tomando

módulos al cuadrado, obtenemos (a2 +5b2)(a′2 +5b′2) = 1. Como los dos fac-
tores anteriores son enteros positivos, ha de ser necesariamente a2 + 5b2 = 1
o equivalentemente a = ±1 ∧ b = 0. Es decir, las únicas posibles unida-
des de Z[

√
5i] son 1,−1. Pero estos elementos son efectivamente unidades al

cumplirse 1 · 1 = 1, (−1) · (−1) = 1.

3. Expresemos 6 = (a+ b
√

5i)(c+ d
√

5i) como producto de dos factores no
nulos. Esto equivale a {

ac− 5bd = 6
bc+ ad = 0.

Resolviendo en las incógnitas c, d obtenemos

c =

∣∣∣∣6 −5b
0 a

∣∣∣∣∣∣∣∣a −5b
b a

∣∣∣∣ =
6a

a2 + 5b2
, d =

∣∣∣∣a 6
b 0

∣∣∣∣∣∣∣∣a −5b
b a

∣∣∣∣ =
−6b

a2 + 5b2
.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Dando los valores a = 1, b = 1 obtenemos c = 1, d = −1 y por tanto

6 = (1 +
√

5i)(1−
√

5i). (1)

Por otra parte tenemos la factorización

6 = 2 · 3 = (2 + 0
√

5i)(3 + 0
√

5i). (2)

Veamos que los elementos 1 +
√

5i, 1−
√

5i, 2, 3 son irreducibles. En efecto,
si x+ y

√
5i ∈ Z[

√
5i] divide a 1 +

√
5i, existe u+ v

√
5i ∈ Z[

√
5i] tal que

1 +
√

5i = (x+ y
√

5i)(u+ v
√

5i).

Tomando módulos al cuadrado queda 6 = (x2 +5y2)(u+5v2) lo cual implica
que x2 + 5y2 ha de dividir a 6. Esto ocurre en los casos x = ±1, y = 0 o
x = ±1, y = ±1 es decir, los posibles divisores de 1 +

√
5i son

±1, ±(1 +
√

5i), ±(1−
√

5i).

Los elementos±1 y±(1+
√

5i) claramente dividen a 1+
√

5i pero los primeros
son unidades y los segundos sus asociados. Por otra parte, ±(1 −

√
5i) no

dividen a 1 +
√

5i pues

1 +
√

5i

±(1−
√

5i)
= ±(1 +

√
5i)(1 +

√
5i)

(1−
√

5i)(1 +
√

5i)
= ±

(
−2

3
+

√
5

3
i

)
/∈ Z[
√

5i].

Hemos demostrado que 1 +
√

5i es irreducible. De manera análoga podemos
demostrar que 1 −

√
5i, 2, 3 también lo son. Debido a las factorizaciones

(1) y (2), concluimos que Z[
√

5i] no es dominio de factorización única, en
consecuencia no es dominio eucĺıdeo.

5.24. Binomio de Newton en un anillo

Sean a y b dos elementos permutables de un anillo A, es decir ab = ba.
Demostrar que ∀n ∈ N∗ = {1, 2, 3, . . .} se verifica la fórmula de Newton:

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

Solución. Usaremos el método de inducción.
Paso base. La fórmula es cierta para n = 1. En efecto,

(a+ b)1 = a+ b =

(
1

0

)
a1b0 +

(
1

1

)
a0b1 =

1∑
k=0

(
1

k

)
a1−kbk.
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5.24 Binomio de Newton en un anillo

Paso de inducción. Supongamos que la fórmula es cierta para n, y veamos
que es cierta para n+ 1. Se verifica:

(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n

= a

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk + b

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

=

n∑
k=0

(
n

k

)
an−k+1bk +

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 (∗)

(en la última igualdad hemos usado que ab = ba).
El primer sumando de la linea (∗) se puede expresar en la forma

n∑
k=0

(
n

k

)
an−k+1bk =

(
n

0

)
an+1b0 +

n∑
k=1

(
n

k

)
an−k+1bk

=

(
n+ 1

0

)
an+1b0 +

n∑
k=1

(
n

k

)
an−k+1bk.

El segundo sumando de la linea (∗) se puede expresar en la forma

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 =

n−1∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk+1 +

(
n+ 1

n+ 1

)
a0bn+1

(haciendo el cambio k = j − 1)

=
n∑
j=1

(
n

j − 1

)
an+1−jbj +

(
n+ 1

n+ 1

)
a0bn+1.

Por tanto, (a+ b)n+1 es igual a:(
n+ 1

0

)
an+1b0 +

n∑
k=1

[(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)]
an+1−kbk +

(
n+ 1

n+ 1

)
a0bn+1.

Usando la conocida fórmula de combinatoria

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)
:

(a+ b)n+1 =

(
n+ 1

0

)
an+1b0 +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk +

(
n+ 1

n+ 1

)
a0bn+1

=

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk.

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

5.25. Anillo de las funciones reales

Sea X un conjunto distinto del vaćıo y sea F(X,R) el conjunto de todas las
funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones

Suma. Para todo f, g ∈ F(X,R), (f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ X.
Producto. Para todo f, g ∈ F(X,R), (f · g)(x) = f(x) · g(x) ∀x ∈ X.

Demostrar que (F(X,R),+, ·) es anillo conmutativo y unitario. A este anillo
se le llama anillo de las funciones reales.

Solución. 1) (F(X,R),+) es grupo abeliano.
Interna. Claramente, la suma de dos funciones de X en R es función de X
en R.
Asociativa. Para todo f, g, h ∈ F(X,R), para todo x ∈ X y usando la
propiedad asociativa de la suma de números reales:

[(f + g) + h](x) = [(f + g)(x)] + h(x) = [f(x) + g(x)] + h(x).

= f(x) + [g(x) + h(x)] = f(x) + [(g + h)(x)] = [f + (g + h)](x).

Por la definición de igualdad de funciones, (f + g) + h = f + (g + h).
Elemento neutro. Consideremos la función 0 : X → R definida por 0(x) = 0
para todo x ∈ X. Entonces, para cualquier f ∈ F(X,R) :

(f + 0)(x) = f(x) + 0(x) = f(x) + 0 = f(x)⇒ f + 0 = f,

(0 + f)(x) = 0(x) + f(x) = 0 + f(x) = f(x)⇒ 0 + f = f,

por tanto la función 0 es elemento neutro.
Elemento simétrico. Para cada f ∈ F(X,R), definamos la función −f de la
siguiente manera: (−f)(x) = −f(x), x ∈ X. Entonces, para todo x ∈ X :

[f + (−f)](x) = f(x) + (−f)(x) = f(x) + (−f(x)) = 0⇒ f + (−f) = 0,

[(−f) + f ](x) = (−f)(x) + f(x) = −f(x) + f(x) = 0⇒ (−f) + f = 0,

es decir todo elemento de F(X,R) tiene simétrico.
Conmutativa. Para todo f, g ∈ F(X,R), para todo x ∈ X y usando la
propiedad conmutativa de la suma de números reales:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x)⇒ f + g = g + f.

2) (F(X,R), ·) es semigrupo. Escribiremos abreviadamente fg en lugar de
f · g.
Interna. Claramente, el producto dos funciones de X en R es función de X
en R.
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5.26 Anillo idempotente

Asociativa. Para todo f, g, h ∈ F(X,R), para todo x ∈ X y usando la
propiedad asociativa del producto de números reales:

[(fg)h](x) = [(fg)(x)]h(x) = [f(x)g(x)]h(x)

= f(x)[g(x)h(x)] = f(x)[(gh)(x)] = [f(gh)](x),

y por la definición de igualdad de funciones, (fg)h = f(gh).
El semigrupo es además conmutativo pues por la propiedad conmutativa del
producto de números reales:

(fg)(x) = f(x)g(x) = g(x)f(x) = (gf)(x)⇒ fg = gf.

3) Veamos que la operación · es distributiva respecto de la operación +. Dado
que · es conmutativa, bastará demostrar que para todo f, g, h ∈ F(X,R) se
verifica f(g+ h) = fg+ fh. En efecto, usando la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma en R, para todo x ∈ X :

[f(g + h)](x) = f(x)[(g + h)(x)] = f(x)[g(x) + h(x)] =

f(x)g(x) + f(x)h(x) = (fg)(x) + (fg)(x) = [fg + fh](x),

y por la definición de igualdad de funciones, f(g + h) = fg + fh.
Hemos demostrado que (F(X,R),+, ·) es anillo conmutativo. Es además
unitario, pues definiendo 1 : X → R, mediante 1(x) = x, ∀x ∈ X :

(f1)(x) = f(x)1(x) = f(x)1 = f(x)⇒ f1 = f,

(1f)(x) = 1(x)f(x) = 1f(x) = f(x)⇒ 1f = f,

es decir, la función 1 es elemento neutro del · en F(X,R).

5.26. Anillo idempotente

Sea (A,+, ·) un anillo idempotente, es decir un anillo que satisface x2 = x
para todo x ∈ A.
1. Demostrar que el anillo es conmutativo.
2. Estudiar la ley interna sobre A definida por x ∗ y = x+ y + xy.
3. Demostrar que x ≤ y ⇔ xy = x es una relación de orden sobre A.
4. ¿Existe elemento mı́nimo en (A,≤)?

Solución. 1. Como el anillo es idempotente, se verifica (x + y)2 = x +
y ∀x∀y ∈ A. Entonces:

(x+ y)2 = (x+ y)(x+ y) = x2 + xy + yx+ y2 = x+ xy + yx+ y

⇒ x+ y = x+ xy + yx+ y ⇒ xy + yx = 0⇒ xy = −yx.
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

Para todo u ∈ A y haciendo x = y = u, la última igualdad se transforma en
u2 = −u2 o de forma equivalente, u = −u, lo cual implica que xy = yx para
todo x, y elementos de A. Concluimos que el anillo es conmutativo.

2. Para todo x, y, z elementos de A :

(x ∗ y) ∗ z = (x+ y + xy) ∗ z
= x+ y + xy + z + xz + yz + xyz,

x ∗ (y ∗ z) = x ∗ (y + z + yz)

= x+ y + z + yz + xy + xz + xyz.

Es decir, la operación ∗ es asociativa. Para todo x, y elementos de A y
teniendo en cuenta que el anillo es conmutativo:

x ∗ y = x+ y + xy = y + x+ yx = y ∗ x,

lo cual implica que la operación ∗ es conmutativa. Para todo x ∈ A :

x ∗ 0 = 0 ∗ x = x+ 0 + 0x = x.

Es decir, 0 es elemento neutro de ∗. Sea ahora x ∈ A y supongamos que
tiene elemento simétrico x′ con respecto de la operación ∗. Esto implica que
x∗x′ = x′∗x = 0 o equivalentemente x∗x′ = 0 por la propiedad conmutativa.
Entonces, usando que u = −u :

x ∗ x′ = 0⇒ x+ x′ + xx′ = 0⇒ x(x+ x′ + xx′) = x0

⇒ x2 + xx′ + x2x′ = 0⇒ x+ xx′ + xx′ = 0⇒ x = 0.

Es decir, el único elemento que tiene simétrico, respecto de la operación ∗ es
su neutro. Concluimos que (A, ∗) es un semigrupo conmutativo con elemento
neutro.

3. Para todo x ∈ A se verifica xx = x2 = x, y por tanto x ≤ x, es decir se
cumple la propiedad reflexiva. Usando que el anillo es conmutativo:{

x ≤ y
y ≤ x ⇒

{
xy = x
yx = y

⇒ x = y.

Se cumple por tanto la propiedad antisimétrica. Por otra parte{
x ≤ y
y ≤ z ⇒

{
xy = x
yz = y

⇒ xyz = x⇒ xz = z ⇒ x ≤ z,

es decir, se cumple la propiedad transitiva. Concluimos que ≤ es relación de
orden sobre A.

4. Para todo x ∈ A se verifica 0x = 0 o de forma equivalente 0 ≤ x para
todo x ∈ A. Por tanto 0 es elemento mı́nimo en (A,≤).
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5.27 Intersección de subcuerpos

5.27. Intersección de subcuerpos

Se llama subcuerpo de un cuerpo K a cualquier subconjunto H de K que
también es un cuerpo con respecto a la adición y multiplicación deK.Demos-
trar que cualquier intersección de subcuerpos de un cuerpo K es subcuerpo
de K.

Solución. Sea {Ki} una familia de subcuerpos de K y H =
⋂
iKi. Se ve-

rifica 0 ∈ Ki para todo i, luego 0 ∈ H 6= ∅. Si x, y ∈ H, entonces x ∈ Ki,
y ∈ Ki para todo i y por ser Ki subgrupo aditivo de K para todo i, también
x−y ∈ Ki para todo i, en consecuencia x−y ∈ H. Por tanto H es subgrupo
aditivo de K (además conmutativo por serlo K).

Veamos ahora que H∗ = H − {0} es subgrupo multiplicativo de K∗ = K −
{0}. Se verifica 1 ∈ Ki para todo i, luego 1 ∈ H∗ 6= ∅. Si x, y ∈ H∗, entonces
x, y ∈ Ki−{0}, para todo i y por ser Ki−{0} subgrupo multiplicativo de K∗

para todo i, también xy−1 ∈ Ki para todo i, en consecuencia xy−1 ∈ H∗.
Por tanto H∗ es subgrupo aditivo de K∗ (además conmutativo por serlo
K∗).

5.28. Cuerpo infinito con caracteŕıstica finita

Construir un cuerpo infinito con caracteŕıstica finita.

Solución. Sea K un cuerpo, y sea K[[X]] el conjunto de las series formales

K[[X]] =

∑
n≥0

anX
n : an ∈ K

 .

Sabemos que K[[X]] es un dominio de integridad con las operaciones∑
n≥0

anX
n +

∑
n≥0

bnX
n =

∑
n≥0

(an + bn)Xn,

∑
n≥0

anX
n

 ·
∑
n≥0

bnX
n

 =
∑
n≥0

cnX
n con cn =

n∑
k=0

akbn−k.

Sea ahora p un número primo y llamemos F al cuerpo de fracciones del
dominio de integridad Zp[[X]]. Dado que 1 ∈ Zp ⊂ F es el elemento neutro
para la operación ·, se verifica que m = p es el menor entero positivo que
satisface m1 = 0, en consecuencia la caracteŕıstica de F es p. Claramente
el conjunto Zp[[X]] es infinito, por tanto lo es su cuerpo de fracciones, dado
que Zp[[X]] ⊂ F .
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

5.29. Cuerpo conmutativo con función sobre R+

Sea K un cuerpo conmutativo y f una aplicación de K en R+ (números
reales no negativos) tal que ∀x, y ∈ K se verifica

(a) f(x+ y) ≤ sup{f(x), f(y)}
(b) f(xy) = f(x)f(y)

(c) f(x) = 0⇔ x = 0

1. Sea u el elemento unidad de K respecto del producto. Demostrar que
f(u) = 1.

2. Sea A = f−1 ([0, 1]), demostrar que si x, y ∈ A entonces x+ y ∈ A.

3. Sea x ∈ A, demostrar que −x ∈ A (−x es el elemento simétrico de x en
K respecto de la suma). 4. Estudiar la estructura algebraica más completa
de (A,+, ·).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Elijamos x = y = u. Entonces, aplicando (b) :

f(uu) = f(u)f(u)⇔ f(u) = f2(u)

⇔ f(u)(1− f(u)) = 0⇔ f(u) = 0 ∨ f(u) = 1.

Ahora bien, como u 6= 0, usando (c) deducimos que f(u) = 1.

2. Si x, y ∈ A entonces f(x) ∈ [0, 1] y f(y) ∈ [0, 1]. Por la propia definición de
f se verifica f(x+y) ≥ 0 y de (a) deducimos f(x+y) ≤ sup{f(x), f(y)} ≤ 1,
es decir 0 ≤ f(x+ y) ≤ 1. En consecuencia x+ y ∈ f−1 ([0, 1]) = A.

3. Tenemos 1 = f(u) = f [(−u)(−u)] = [f(−u)]2 ⇒ f(−u) = 1. Supongamos
que x ∈ A, es decir f(x) ∈ [0, 1]. Entonces

f(−x) = f [(−u)x] = f(−u)f(x) = 1f(x) = f(x) ∈ [0, 1]⇒ −x ∈ A.

4. Veamos que A es subanillo de K.

(i) De f(0) = 0 ∈ [0, 1] se deduce que 0 ∈ A, es decir A 6= ∅.
(ii) Sean x, y ∈ A, usando los apartados 2. y 3. deducimos de forma inme-
diata que x− y ∈ A.

(iii) Sean x, y ∈ A, entonces f(x) y f(y) pertenecen al intervalo [0, 1], por
tanto f(xy) = f(x)f(y) ∈ [0, 1], es decir xy ∈ A.

Dado que el producto es conmutativo en K también lo es en A. Como f(u) =
1 ∈ [0, 1] tenemos u ∈ A y por tanto A es anillo conmutativo y unitario.
Dado que en K no hay divisores de cero, tampoco los hay en A. Concluimos
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5.30 Cuaternios de Hamilton

que A es un dominio de integridad. Sin embargo, no es cuerpo. En efecto, si
0 6= x ∈ A entonces f(x) ∈ (0, 1] y

1 = f(u) = f(xx−1) = f(x)f(x−1)⇒ f(x−1) =
1

f(x)
> 1⇒ x−1 6∈ A.

5.30. Cuaternios de Hamilton

Sea H = R × R3 =
{
A = (a, ~α) : a ∈ R, ~α ∈ R3

}
. A cada elemento A de H

se le llama cuaternio (o cuaternión). En el conjunto H se define la igualdad
de dos elementos A = (a, ~α) y B = (b, ~β) mediante:

A = B ⇔ a = b y ~α = ~β

Definimos la suma A+B y el producto AB mediante:

A+B = (a+ b, ~α+ ~β) , AB = (ab− ~α · ~β, a~β + b~α+ ~α ∧ ~β)

en donde · representa el producto escalar usual de R3 y ∧ el producto vec-
torial.
1. Demostrar que (H,+) es un grupo abeliano. Precisar el elemento neutro
E y el opuesto de A.
2. Demostrar que la multiplicación es distributiva respecto de la suma.
3. Demostrar que H − {E} es un grupo con la operación producto de cua-
ternios. Precisar el elemento unidad U . Demostrar que el inverso A−1 de
A = (a, ~α) es:

A−1 =

(
a

a2 + ~α 2
,
−~α

a2 + ~α 2

)
4. A la vista de los resultados anteriores, ¿qué estructura tiene H?

Solución. 1. (a) Interna. Es claro que si A,B ∈ H entonces A+B ∈ H.
(b) Asociativa. Se deduce de manera sencilla a partir de la asociatividad de
la suma en R y en R3.
(c) Elemento neutro. Claramente el cuaternio E = (0,~0) cumple A + E =
E +A = A para todo A ∈ H.
(d) Elemento opuesto. Dado A = (a, ~α) ∈ H, −A = (−a,−~α) ∈ H cumple
A+ (−A) = (−A) +A = E.
(e) Conmutativa. Se deduce de manera sencilla a partir de la conmutativi-
dad de la suma R y en R3.

2. Consideremos los elementos de H : A = (a, ~α), B = (b, ~β), A = (c,~γ) .
Usando conocidas propiedades del producto escalar y vectorial:

A(B + C) = (a, ~α)(b+ c, ~β + ~γ)
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Caṕıtulo 5. Anillos y cuerpos

= (ab+ ac− ~α · ~β − ~α · ~γ, a~β + a~γ + b~α+ c~α+ ~α ∧ ~β + ~α ∧ ~γ)

= (ab− ~α · ~β, a~β + b~α+ ~α ∧ ~β) + (ac− ~α · ~γ, a~γ + c~α+ ~α ∧ ~γ)

= AB +AC

De manera análoga se demuestra (X + Y )Z = XZ + Y Z para toda terna
de cuaterniones X,Y, Z.

3. (a) Interna. Es claro que si A,B ∈ H entonces AB ∈ H.
(b) Asociativa. Basta desarrollar por separado (AB)C, A(BC) y usar ~u ∧
(~v ∧ ~w) = (~u · ~w)~v − (~u · ~v)~w.
(c) Elemento unidad. Para que U = (x,~δ) sea elemento unidad, es necesario
y suficiente para todo A ∈ H − {E} se verifique AU = UA = A. Es decir:

(ax− ~α · ~δ, a~δ + xᾱ+ ~α ∧ ~δ) = (xa− ~δ · ~α, x~α+ aδ̄ + ~δ ∧ ~α)

Es claro que la igualdad se cumple para U = (1,~0).
(d) Elemento inverso. Sea A = (a, ~α) ∈ H− {E}, veamos que efectivamente
el cuaternio A−1 =

(
a/(a2 + ~α 2),−~α/(a2 + ~α 2)

)
pertenece a H − {E} y

cumple además AA−1 = A−1A = U .
Como (a, ~α) 6= (0, 0) , a2 + ~α 2 6= 0 es decir A−1 está bien definido. Por
otra parte, si a = 0 entonces ~α 6= ~0 y −~α/(a2 + ~α 2) 6= ~0 . Esto prueba que
A−1 ∈ H − {E}.

AA−1 = (a, ~α)

(
a

a2 + ~α 2
,
−~α

a2 + ~α 2

)

=

(
a2

a2 + ~α 2
+

~α 2

a2 + ~α 2
,
−a~α

a2 + ~α 2
+

a~α

a2 + ~α 2
+ ~α ∧

(
−~α

a2 + ~α 2

))
= (1, 0)

De manera análoga se demuestra que A−1A = U .

4. De los resultados anteriores concluimos que H es un cuerpo. Este cuerpo
no es conmutativo pues por ejemplo, (0, ~α)(0, ~β) = (0, ~α ∧ ~β), (0, ~β)(0, ~α) =
(0, ~β ∧ ~α) y ~β ∧ ~α = −~α ∧ ~β.
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5.30 Cuaternios de Hamilton
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Caṕıtulo 6

Sistemas lineales sobre un
cuerpo

6.1. Sistemas lineales escalonados

1. Resolver sobre R el sistema escalonado
3x1 + x2 − x3 = 9

2x2 + 5x3 = −15
4x3 = −12

2. Resolver sobre R el sistema escalonado{
x + 2 y − 2 z = 7

− y + 3 z = 2

3. Resolver sobre R el sistema escalonado{
7x + 3 y = 2/3

0 y = −1

4. Resolver sobre C el sistema escalonado{
2i x1 + (1 + i)x2 = 2/3

2x2 = 1− i

5. Resolver sobre Z5 los sistemas escalonados

a)

{
3x+ 2y = 4

3y = 1
b)

{
x+ 4y = 1

0y = 2
c)
{

3x+ 2y = 4

143
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6.1 Sistemas lineales escalonados

Solución. 1. Usando sustitución regresiva,

x3 = −12/4 = −3,

2x2 = −15 + 15 = 0⇒ x2 = 0,

3x1 = 9− 0− 3 = 6⇒ x1 = 2.

La única solución del sistema es (x1, x2, x3) = (2, 0,−3) (compatible deter-
minado).

2. El sistema se puede escribir en forma equivalente como{
x + 2 y = 7 + 2 z

− y = 2 − 3 z

Dando a z el valor z = α ∈ R obtenemos

y = −2 + 3α,

x = 7 + 2α− 2(−2 + 3α) = 11− 4α.

Las soluciones del sistema son por tanto
x = 11− 4α

y = −2 + 3α

z = α

(α ∈ R).

El sistema es compatible e indeterminado.

3. No existe número real y que multiplicado por 0 sea igual a −1, por tanto
el sistema es incompatible.

4. Usando sustitución regresiva,

x2 =
1

2
− 1

2
i,

2i x2 =
2

3
− (1 + i)

(
1

2
− 1

2
i

)
= −1

3

⇒ x2 = − 1

6i
=

1

6
i.

La única solución del sistema es (x1, x2) = (i/6, 1/2− 1/2i) (compatible
determinado).

5. a) y = 1 · 3−1 = 1 · 2 = 2⇒ 3x = 4− 2 · 2 = 0⇒ x = 0. La única solución
del sistema es (x, y) = (0, 2) (compatible determinado).
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Caṕıtulo 6. Sistemas lineales sobre un cuerpo

b) No existe elemento y ∈ Z5 que multiplicado por 0 sea igual a 2, por tanto
el sistema es incompatible.
c) Multiplicando ambos miembros por 2 obtenemos{

3x+ 2y = 4 ⇔
{
x+ 4y = 3⇔

{
x = 3− 4y.

Dando a y todos los valores de Z5 = {0, 1, 2, 3, 4} obtenemos

y = 0⇒ x = 3− 4 · 0 = 3− 0 = 3,

y = 1⇒ x = 3− 4 · 1 = 3− 4 = 3 + 1 = 4,

y = 2⇒ x = 3− 4 · 2 = 3− 3 = 0,

y = 3⇒ x = 3− 4 · 3 = 3− 2 = 1,

y = 4⇒ x = 3− 4 · 4 = 3− 1 = 2.

Las soluciones (x, y) del sistema son por tanto

(3, 0), (4, 1), (0, 2) (1, 3), (2, 4) (compatible indeterminado).

6.2. Reducción gaussiana

1. Resolver en R el sistema lineal
y + z = 1
x+ z = 1
x+ y = 1

−3x+ 2y + z = 0
x+ 2y + 3z = 3

2. Resolver en R el sistema lineal
3x1 − 2x2 + 4x3 = 2
−x1 + 2x3 = 0
2x1 + x3 = −1

x1 + 2x2 + x3 = 1.

3. Resolver en R el sistema lineal
2x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = 1
−x1 + 2x2 + x3 + 2x4 = 2

4x1 − 7x2 − 3x4 = −3.

4. Resolver en Z7 el sistema lineal
x+ 6y = 2
2x+ 3y = 3
5x+ 5y = 1.
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6.2 Reducción gaussiana

Solución. 1. Aplicando la reducción gaussiana:
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
−3 2 1 0
1 2 3 3

F1 ↔ F2 ∼


1 0 1 1
0 1 1 1
1 1 0 1
−3 2 1 0
1 2 3 3


F3 − F1

F4 + 3F1

F5 − F1

∼


1 0 1 1

0 1 1 1
0 1 −1 0
0 2 4 3
0 2 2 2


F3 − F2

F4 − 2F2

F5 − 2F2

∼


1 0 1 1
0 1 1 1

0 0 −2 −1

0 0 2 2
0 0 0 0



F4 + F3 ∼


1 0 1 1
0 1 1 1
0 0 −2 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
El sistema dado es equivalente al escalonado

x + z = 1
y + z = 1
−2z = −1

Entonces,
z = 1/2,

y = 1− 1/2 = 1/2,

z = 1− 1/2 = 1/2.

La única solución del sistema es (x, y, z) = (1/2, 1/2, 1/2) (compatible de-
terminado).

2. Aplicando el método de Gauss:
3 −2 4 2
−1 0 2 0
2 0 1 −1
1 2 1 1

F1 ↔ F2 ∼


−1 0 2 0

3 −2 4 2
2 0 1 −1
1 2 1 1

F2 + 3F1

F3 + 2F1

F4 + F1

∼


−1 0 2 0

0 −2 10 2

0 0 5 −1
0 2 3 1

F4 + F2 ∼


−1 0 2 0
0 −2 10 2

0 0 5 −1
0 0 13 3


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Caṕıtulo 6. Sistemas lineales sobre un cuerpo

5F4 − 13F3 ∼


−1 0 2 0
0 −2 10 2
0 0 5 −1
0 0 0 18

 .
El sistema dado es equivalente al escalonado

x1 +2 x3 = 1
−2x2 +10 x3 = 2

5x3 = −1
0x3 = 18.

No existe número real x3 que multiplicado por 0 sea igual a 18, por tanto el
sistema es incompatible.

3. Aplicando la reducción gaussiana: 2 −3 2 1 1
−1 2 1 2 2
4 −7 0 −3 −3

F1 ↔ F2 ∼

 −1 2 1 2 2
2 −3 2 1 1
4 −7 0 −3 −3


F2 + 2F1

F3 + 4F1
∼

 −1 2 1 2 2
0 1 4 5 5
0 1 4 5 5


F3 − F2

∼

 −1 2 1 2 2
0 1 4 5 5
0 0 0 0 0

 .
El sistema dado es equivalente al escalonado{

−x1 +2x2 + x3 +2x4 = 2
x2 +4 x3 + 5x4 = 5.

Llamando x3 = α, x4 = β obtenemos

x2 = 5− 4α− 5β,

x1 = −2 + 2(5− 4α− 5β) + α+ 2β

= 8− 7α− 8β.

Por tanto, las soluciones del sistema son
x1 = 8− 7α− 8β

x2 = 5− 4α− 5β

x3 = α

x4 = β

(α, β ∈ R).
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6.3 Sistemas lineales según parámetros

El sistema es compatible e indeterminado.

4. Usando las conocidas operaciones de Z7 : 1 6 2
2 3 3
5 5 1

F2 − 2F1

F3 − 5F1
∼

 1 6 2

0 5 6
0 3 5

 5F3 − 3F2

∼

 1 6 2
0 5 6
0 0 0

 .
El sistema dado es equivalente al sistema escalonado{

x+ 6y = 2
5y = 6.

Tenemos
5y = 6⇔ y = 5−1 · 6 = 3 · 6 = 4,

x = 2− 6 · 4 = 2− 3 = 2 + 4 = 6.

La única solución del sistema es (x, y) = (6, 4) (compatible determinado).

6.3. Sistemas lineales según parámetros

1. Discutir y resolver en R según los valores del parámetro real a el sistema
lineal 

ax+ y + z = 1
x+ ay + z = a
x+ y + az = a.

2. Discutir en R según los valores de los parámetro reales c y d el sistema
lineal 

x+ y + cz = 0
x+ cy + z = 0
x+ y + cz = d.

3. Discutir y resolver en Z11 según los parámetros a, b ∈ Z11 el sistema lineal{
7x+ 3y = 1
2x+ ay = b.

4. Discutir en R según el valor del parámetro real λ el sistema lineal
λx1 + x2 + x3 + x4 = 1
x1 + λx2 + x3 + x4 = λ
x1 + x2 + λx3 + x4 = λ2

x1 + x2 + x3 + λx4 = λ3.
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Caṕıtulo 6. Sistemas lineales sobre un cuerpo

Solución. 1. Aplicando el método de Gauss: a 1 1 1
1 a 1 a
1 1 a a

F1 ↔ F3 ∼

 1 1 a a
1 a 1 a
a 1 1 1

 F2 − F1

F3 − aF1

∼

 1 1 a a

0 a− 1 1− a 0

0 1− a 1− a2 1− a2

F3 + F2

∼

 1 1 a a
0 a− 1 1− a 0
0 0 2− a− a2 1− a2

 ≡

x + y + a z = a

(a− 1) y +(1− a) z = 0
(2− a− a2) z = 1− a2.

(1)

Primer caso: 2 − a − a2 = 0. Resolviendo la ecuación obtenemos a = −2
o a = 1. Para a = −2, la última ecuación de (1) es 0z = −3, por tanto
el sistema es incompatible. Para a = 1, el sistema (1) se transforma en
x+ y + z = 1. Dando los valores y = λ, z = µ obtenemos las soluciones

(x, y, z) = (1− λ− µ, λ, µ), (λ, µ ∈ R),

y el sistema es por tanto indeterminado.
Segundo caso: 2− a− a2 6= 0, o equivalentemente a 6= 1 y a 6= −2. Tenemos,

z =
a2 − 1

a2 + a− 2
=

(a+ 1)(a− 1)

(a− 1)(a+ 2)
=
a+ 1

a+ 2
,

y = z =
a+ 1

a+ 2
,

x = a− a+ 1

a+ 2
− a(a+ 1)

a+ 2
=
a2 + 2a− a− 1− a2 − a

a+ 2
= − 1

a+ 2
,

y el sistema es por tanto compatible y determinado.

2. Aplicando el método de Gauss: 1 1 c 0
1 c 1 0
1 1 c d

 F2 − F1

F3 − cF1
∼

 1 1 c 0

0 c− 1 1− c 0

0 1− c c− c2 d



F3 + F2 ∼

 1 1 c 0
0 c− 1 1− c 0
0 0 1− c2 d

 ≡
www.yo

qu
ier

oa
pro

ba
r.e

s



6.3 Sistemas lineales según parámetros


x + y + c z = 0

(c− 1) y +(1− c) z = 0
(1− c2) z = d.

(1)

Primer caso: 1− c2 = 0. Equivalentemente c = ±1 Para c = −1, el sistema
(1) es 

x + y − z = 0
−2 y −2 z = 0

0 z = d.

Si d 6= 0 la última ecuación nos dice que el sistema es incompatible, y si
d = 0 el sistema (1) es {

x + y − z = 0
−2 y −2 z = 0.

Dando a z el valor λ ∈ R obtenemos infinitas soluciones, luego el sistema es
indeterminado. Para c = 1 el sistema (1) es{

x + y + z = 0
0 z = d.

Si d 6= 0 la última ecuación nos dice que el sistema es incompatible, y si
d = 0 el sistema (1) es {

x + y + z = 0.

Dando a z el valor λ ∈ R y a y el valor µ ∈ R obtenemos infinitas soluciones,
luego el sistema es indeterminado.

Segundo caso: 1− c2 6= 0, o equivalentemente c 6= −1 y c 6= 1. Tenemos,

z =
d

1− c2
(única para cada c),

y = z (única para cada c),

x = −y − cz (única para cada c),

y el sistema es por tanto compatible y determinado. Podemos concluir:

c 6= −1 ∧ c 6= 1, compatible y determinado

c = −1

{
d 6= 0 incompatible
d = 0 compatible e indeterminado

c = 1

{
d 6= 0 incompatible
d = 0 compatible e indeterminado.

3. Usando las conocidas operaciones de Z11 :[
7 3 1
2 a b

]
7F2 − 2F1 ∼

[
7 3 1
0 7a− 6 7b− 2
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Caṕıtulo 6. Sistemas lineales sobre un cuerpo

≡
{

7x + 3y = 1
(7a− 6)y = 7b− 2.

(1)

Primer caso: 7a − 6 = 0. Equivalentemente, 7a = 6, es decir a = 4. El
sistema (1) se transforma en{

7x + 3y = 1
0y = 7b− 2.

La relación 7b− 2 = 0 se satisface exclusivamente para b = 5. Para b 6= 5, la
última ecuación es 0y = b− 2︸ ︷︷ ︸

6=0

y el sistema es por tanto incompatible. Para

b = 5 el sistema (1) se transforma en 7x + 3y = 1, y multiplicando ambas
ecuaciones por 8, en x + 2y = 8, o equivalentemente en x = 8 + 9y. Dando
a y todos los valores y = 0, 1, . . . 10 de Z11 obtenemos

y 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x = 8 + 9y 8 6 4 2 0 9 7 5 3 1 10

y el sistema es compatible e indeterminado.

Segundo caso: 7a − 6 6= 0. Equivalentemente, a 6= 4. En este caso, 7a − 6
tiene inverso en Z11. Entonces,

y = (7b− 2)(7a− 6)−1,

x = 7−1(1− 3y) = 8
(
1− 3(7b− 2)(7a− 6)−1

)
.

y el sistema es compatible y determinado. Podemos concluir:

a 6= 4, compatible y determinado

a = 4

{
b 6= 5 incompatible
b = 5 compatible e indeterminado.

4. Reordenando las ecuaciones,
1 1 1 λ λ3

1 1 λ 1 λ2

1 λ 1 1 λ
λ 1 1 1 1

 F2 − F1

F3 − F1

F4 − λF1

∼


1 1 1 λ λ3

0 0 λ− 1 1− λ λ2 − λ3

0 λ− 1 0 1− λ λ− λ3

0 1− λ 1− λ 1− λ2 1− λ4

F3 ↔ F2 ∼
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6.4 Aplicaciones de los sistemas lineales


1 1 1 λ λ3

0 λ− 1 0 1− λ λ− λ3

0 0 λ− 1 1− λ λ2 − λ3

0 1− λ 1− λ 1− λ2 1− λ4

F4 + F2 ∼


1 1 1 λ λ3

0 λ− 1 0 1− λ λ− λ3

0 0 λ− 1 1− λ λ2 − λ3

0 0 1− λ 2− λ− λ2 1 + λ− λ3 − λ4

F4 + F3 ∼


1 1 1 λ λ3

0 λ− 1 0 1− λ λ− λ3

0 0 λ− 1 1− λ λ2 − λ3

0 0 0 3− 2λ− λ2 1 + λ+ λ2 − 2λ3 − λ4

 .
Primer caso: 3 − 2λ − λ2 = 0. Equivalentemente, λ = 1 o λ = −3. Para
λ = 1 el sistema dado es equivalente a x1 + x2 + x3 + x4 = 1, y por tanto
compatible e indeterminado. Para λ = −3, la última ecuación del sistema
escalonado es 0x4 = −20, luego el sistema es incompatible.

Segundo caso: 3− 2λ− λ2 6= 0. Equivalentemente, λ 6= 1 y λ 6= −3. En este
caso, al ser también λ − 1 6= 0 y usando sustitución regresiva deducimos
inmediatamente que cada xi es única para cada λ. Podemos concluir:

λ 6= 1 ∧ λ 6= −3, compatible y determinado

λ = 1, compatible e indeterminado

λ = −3, incompatible.

6.4. Aplicaciones de los sistemas lineales

1. Disponemos de tres montones de monedas y duplicamos las monedas del
segundo montón tomando las necesarias del primer montón. Duplicamos
después las monedas del tercer montón a costa del segundo montón. Por
último, duplicamos las monedas del primer montón tomando las necesarias
del tercer montón. Al final, el número de monedas en los tres montones es
el mimo.
a) ¿Cuál es el mı́nimo número de monedas que permite hacer esto y como
están distribuidas inicialmente?
b) ¿Puede hacerse con 6100 monedas?

2. ¿De cuantas maneras pueden comprarse 20 sellos de 5, 25, y 40 u.m. (uni-
dades monetarias) cada uno por un importe total de 500 u.m. de forma que
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Caṕıtulo 6. Sistemas lineales sobre un cuerpo

adquiramos al menos uno de cada clase?

3. La tabla siguiente muestra cuatro productos P1, P2, P3 y P4 junto con el
número de unidades/gramo de vitaminas A, B y C que poseen por unidad
de peso. ¿Se puede elaborar una dieta que que contenga 10 unidades de
viamina A, 20 de B y 5 de C?

A B C

P1 1 2 0
P2 1 0 2
P3 2 1 0
P4 1 1 1

Solución. 1. a) La situación al inicio y según los trasvases es:

Inicio x y z
Primer trasvase x− y 2y z

Segundo trasvase x− y 2y − z 2z
Tercer trasvase 2(x− y) 2y − z 2z − (x− y).

La situación final es 2(x−y) = 2y−z = 2z−(x−y). Llamando N al número
total de monedas:

x+ y + z = N
2(x− y) = 2y − z

(2x− y) = 2z − (x− y)
o bien,


x+ y + z = N

2x− 4y + z = 0
3x− 3y − 2z = 0.

Escalonemos el sistema, 1 1 1 N
2 −4 1 0
3 −3 −2 0

F2 − 2F1

F3 − 3F1
∼

 1 1 1 N

0 −6 −1 −2N

0 −6 −5 −3N



F3 − F2 ∼

 1 1 1 N
0 −6 −1 −2N
0 0 −4 −N


El sistema es equivalente al escalonado

x + y + z = N
−6 y − z = −2N

−4 z = −N.

Resolviendo obtenemos

z =
N

4
, y =

7N

24
, x =

11N

24
.
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6.4 Aplicaciones de los sistemas lineales

Como x, y, z ha de der enteros positivos, tiene que ser múltiplos de 24, por
tanto el menor número de monedas ha de ser N = 24, en cuyo caso x = 11,
y = 7, z = 6.

b) Se verifica

6100 = (2 · 3)100 = 2100 · 3100 = (23 · 3) · 297 · 399 = 24 · (297 · 399),

luego N = 6100 es múltiplo de 24 y la situación del problema es posible.

2. Llamando x, y, z al número de sellos que vamos a comprar de 5, 25, y 40
u.m. respectivamente, {

x+ y + z = 20
5x+ 25y + 40z = 500.[

1 1 1 20
5 25 40 500

]
1
5F2 ∼

[
1 1 1 20
1 5 8 100

]
F2 − F1

∼
[

1 1 1 20
0 4 7 80

]
≡
{
x + y + z = 20

4 y +7 z = 80.

Para z = λ obtenemos 
x =

3

4
λ

y = 20− 7

4
λ

z = λ

(λ ∈ R).

Como las soluciones han de ser enteros positivos, los valores de λ han de ser
enteros positivos y múltiplos de 4. Si λ = 4 obtenemos (x, y, z) = (3, 13, 4).
Si λ = 8 obtenemos (x, y, z) = (6, 6, 8). Para λ ≥ 12 los valores de y son
negativos, por tanto las únicas soluciones al problema son:

(x, y, z) = (3, 13, 4), (x, y, z) = (6, 6, 8)

3. Llamemos xi (i = 1, 2, 3, 4) a la cantidad de producto Pi que vamos a
utilizar para elaborar la dieta. De los datos de la tabla,

x1 + x2 + 2x3 + x4 = 10
2x1 + x3 + x4 = 20

2x2 + x4 = 5.

Aplicando el método de Gauss: 1 1 2 1 10
2 0 1 1 20
0 2 0 1 5

F2 − 2F1 ∼

 1 1 2 1 10

0 −2 −3 −1 0

0 2 0 1 5

F3 + F2
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Caṕıtulo 6. Sistemas lineales sobre un cuerpo

∼

 1 1 2 1 10
0 −2 −3 −1 0
0 0 −3 0 5

 .
De la última ecuación se deduce que x3 = −5/3 lo cual es absurdo pues las
cantidades xi han de ser todas no negativas. Concluimos que no se puede
elaborar la dieta.
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Caṕıtulo 7

Matrices sobre un cuerpo

7.1. Concepto de matriz, suma de matrices

1. Escribir una matriz genérica A de orden 2× 3, otra genérica B de orden
4× 3, y otra genérica C de orden 1× 1.
2. Para una matriz genérica A cuadrada de orden 3, identificar los elementos
de la diagonal principal y los de la diagonal secundaria.
3. Determinar para que valores de x e y son iguales las matrices:

A =

[
5 x− 4y

x− y + 4 0,5

]
, B =

[
5 −11

x+ y 1/2

]
.

4. Hallar M +N y M −N, siendo:

M =

1 2 2
2 1 2
2 2 1

 , N =

−5 3 1
0 −1 4
0 0 2/3

 .
5. En Z3×2

7 hallar A+B, siendo:

A =

2 6
1 1
3 2

 , B =

5 4
4 0
4 6

 .
6. En K3×2, escŕıbanse el elemento neutro para la suma, y la matriz opuesta
de una matriz genérica A.

Solución. 1. Seŕıan:

A =

[
a11 a12 a13

a21 a22 a23

]
, B =


b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

b41 b42 b43

 , C = [c11].

157
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7.2 Grupo aditivo de las matrices sobre un cuerpo

2. Diagonal principal: A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .
Diagonal secundaria: A =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .
3. Las matrices A y B tienen el mismo orden. Para que sean iguales, han de
se además iguales los correspondientes elementos, es decir:

5 = 5
x− 4y = −11

x− y + 4 = x+ y
0,5 = 1/2

o equivalentemente,

{
x− 4y = −11

x− y + 4 = x+ y.

Resolviendo el sistema, obtenemos x = −3, y = 2.

4. Aplicando las definiciones de suma y diferencia de matrices:

M +N =

−4 5 3
2 0 6
2 2 5/3

 , M −N =

6 −1 1
2 2 −2
2 2 1/3

 .
5. Usando la conocida regla de sumar en Z7 :

A+B =

2 + 5 6 + 4
1 + 4 1 + 0
3 + 4 2 + 6

 =

0 3
5 1
0 1

 .

6. El elemento neutro es la matriz 0 =

0 0
0 0
0 0

 , y para A =

a11 a12

a21 a22

a31 a32

 su

opuesta es −A =

−a11 −a12

−a21 −a22

−a31 −a32

 .
7.2. Grupo aditivo de las matrices sobre un cuerpo

Demostrar que (Km×n,+) es un grupo abeliano (grupo aditivo de las ma-
trices de órdenes m× n con elementos en el cuerpo K).

Solución. 1. Interna. Por la propia definición de suma de matrices, es claro
que la suma de dos matrices de ordenes m×n es otra matriz de orden m×n.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

2. Asociativa. Para A,B,C matrices de Km×n, y usando la propiedad aso-
ciativa de la suma en K :

(A+B) + C = ([aij ] + [bij ]) + [cij ] = [aij + bij ] + [cij ] = [(aij + bij) + cij ] =

[aij + (bij + cij)] = [aij ] + [bij + cij ] = [aij ] + ([bij ] + [cij ]) = A+ (B + C) .

3. Existencia de elemento neutro. Para toda matriz A de Km×n :

A+ 0 = [aij ] + [0] = [aij + 0] = [aij ] = A,

0 +A = [0] + [aij ] = [0 + aij ] = [aij ] = A.

4. Existencia de elemento simétrico. Para toda matriz A de Km×n :

A+ (−A) = [aij ] + [−aij ] = [aij + (−aij)] = [0] = 0,

(−A) +A = [−aij ] + [aij ] = [(−aij) + aij ] = [0] = 0.

5. Conmutativa. Para todo par de matrices A,B de Km×n, y usando la
propiedad conmutativa de la suma en K :

A+B = [aij ] + [bij ] = [aij + bij ] = [bij + aij ] = [bij ] + [aij ] = B +A.

7.3. Producto de un escalar por una matriz

1. Dadas las matrices

A =

[
1 −2 4
1 1 0

]
, B =

[
0 5 1
7 −2 0

]
,

calcular 2A− 3B.

2. En M2(Z5), calcular 2A− 3B siendo:

A =

[
2 4
1 3

]
, B =

[
0 1
3 3

]
.

3. Resolver en R2×3 el sistema:{
2X + 3Y = A
3X − 4Y = B,

siendo A =

[
2 −1 1
4 0 1

]
y B =

[
1 1 2
0 −3 2

]
.

4. Demostrar que para todo λ, µ ∈ K, y para todo A,B ∈∈ Km×n, se verifica:

1) λ(A+B) = λA+ λB.
2) (λ+ µ)A = λA+ µA.
3) λ(µA) = (λµ)A.
4) 1A = A.
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7.3 Producto de un escalar por una matriz

Solución. 1. Tenemos:

2A− 3B =

[
2 −4 8
2 2 0

]
−
[

0 15 3
21 −6 0

]
=

[
2 −19 5
−19 8 0

]
.

2. Usando las conocidas operaciones en Z7 :

2A− 3B = 2A+ 2B = 2

[
2 4
1 3

]
+ 2

[
0 1
3 3

]

=

[
4 3
2 1

]
+

[
0 2
1 1

]
=

[
4 0
3 2

]
.

3. Calculemos Y. Multiplicando por 3 a la primera ecuación y por −2 a la
segunda: {

6X + 9Y = 3A
−6X + 8Y = −2B.

Sumando ambas ecuaciones, 17Y = 3A− 2B. Multiplicando por 1/17 :

Y =
1

17
(3A− 2B) =

1

17

[
4 −5 −1
12 6 −1

]
.

Calculemos X. Multiplicando por 4 a la primera ecuación y por 3 a la se-
gunda: {

8X + 12Y = 4A
9X − 12Y = 3B.

Sumando ambas ecuaciones, 17X = 4A+ 3B. Multiplicando por 1/17 :

Y =
1

17
(4A+ 3B) =

1

17

[
11 −1 10
16 −9 10

]
.

4. Usando las definiciones de suma de matrices, de producto de un escalar
por una matriz, y conocidas propiedades de la suma y producto en K :

1) λ(A+B) = λ ([aij ] + [bij ]) = λ[aij + bij ] = [λ(aij + bij)]

= [λaij + λbij ] = [λaij ] + [λbij ] = λ[aij ] + λ[bij ] = λA+ λB.

2) (λ+ µ)A = (λ+ µ)[aij ] = [(λ+ µ)aij ] = [λaij + µaij ]

= [λaij ] + [µaij ] = λ[aij ] + µ[aij ] = λA+ µA.

3) λ(µA) = λ(µ[aij ]) = λ[µaij ] = [λ(µaij)] = [(λµ)aij ] = (λµ)[aij ] = (λµ)A.

4) 1A = 1[aij ] = [1aij ] = [aij ] = A.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

7.4. Multiplicación de matrices

1. Dadas A =

[
1 −1
2 3

]
y B =

[
0 1 3
4 −2 5

]
, hallar AB y BA.

2. Dadas A =

[
−1 1
−2 −3

]
y B =

[
1 2
3 4

]
, hallar AB y BA, para comprobar

que AB 6= BA.

3. En M2(Z5), calcular AB siendo:

A =

[
2 4
1 3

]
, B =

[
0 1
3 3

]
.

4. Multiplicar por cajas: 2 −1 2

3 −1 4
4 0 1

  1 3 1

1 0 4
1 1 5

 .

5. Comprobar la propiedad asociativa del producto de matrices para:

A =

1 −1 3
2 4 2
0 3 5

 , B =

 1 1
−2 4
3 3

 , C =

[
1 2 3
3 2 1

]
.

6. Sean A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p, y C ∈ Km×p. Si AB = C, dar una fórmula
para el elemento cij de C en función de los elementos de A y B.

7. Demostrar la propiedad asociativa del producto de matrices.

8. Se consideran las matrices:

A =

[
1 0
2 3

]
, B =

[
−1 1
3 2

]
, C =

[
4 0
5 −1

]
.

Verificar las propiedades A(B + C) = AB +AC y (A+B)C = AC +BC.

9. Sean A ∈ Km×n y B,C ∈ Kn×p. Demostrar la propiedad distributiva

A(B + C) = AB +AC.

10. Sean A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p y λ ∈ K. Demostrar que

λ(AB) = (λA)B = A(λB).

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



7.4 Multiplicación de matrices

11. Sea A una matriz cuadrada de orden 10 cuyos términos están dados por{
aij = 81/i si i = j
aij = 2 si i 6= j.

Determinar el término b36 de la matriz B = A2.

12. Sea A =

1 −1 0
0 0 3
0 0 −1

 . Calcular
25∑
k=0

(−1)kA2k.

13. Una matriz cuadrada A se dice que es idempotente si y sólo si, A2 = A.
Demostrar que si A es idempotente, también lo es I −A.

Solución. 1. Tenemos

AB =

[
1 −1
2 3

] [
0 1 3
4 −2 5

]

=

[
1 · 0 + (−1) · 4 1 · 1 + (−1) · (−2) 1 · 3 + (−1) · 5

2 · 0 + 3 · 4 2 · 1 + 3 · (−2) 2 · 3 + 3 · 5

]

=

[
−4 3 −2
12 −4 21

]
.

La matriz B es de orden 2×3, y la A de orden 2×2. Dado que el número de
columnas de B no coincide con el de filas de A, no está definido el producto
BA.

2. Tenemos

AB =

[
−1 1
−2 −3

] [
1 2
3 4

]
=

[
2 2
−11 −16

]
.

BA =

[
1 2
3 4

] [
−1 1
−2 −3

]
=

[
−5 −5
−11 −9

]
.

Efectivamente, AB 6= BA.

3. Usando las conocidas operaciones en Z7 :

AB =

[
2 4
1 3

] [
0 1
3 3

]
=

[
2 · 0 + 4 · 3 2 · 1 + 4 · 3
1 · 0 + 3 · 3 1 · 1 + 3 · 3

]

=

[
0 + 2 2 + 2
0 + 4 1 + 4

]
=

[
2 4
4 0

]
.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

4. La matriz de la izquierda es de la forma

[
A B
C D

]
con

A = [2], B =
[
−1 2

]
, C =

[
3
4

]
, D =

[
−1 4
0 1

]
.

La matriz de la izquierda es de la forma

[
E F
G H

]
con

E = [1], F =
[
3 1

]
, G =

[
1
1

]
, H =

[
0 4
1 5

]
.

Tenemos [
A B
C D

] [
E F
G H

]
=

[
AE +BG AF +BH
CE +DG CF +DH

]
.

AE +BG = [2][1] +
[
−1 2

] [1
1

]
= [2] + [1] = [3].

CE +DG =

[
3
4

]
[1] +

[
−1 4
0 1

] [
1
1

]
=

[
3
4

]
+

[
3
1

]
=

[
6
5

]
.

AF +BH = [2]
[
3 1

]
+
[
−1 2

] [0 4
1 5

]
=
[
6 2

]
+
[
2 6

]
=
[
8 8

]
.

CF +DH =

[
3
4

] [
3 1

]
+

[
−1 4
0 1

] [
0 4
1 5

]
=

[
9 3
12 4

]
+

[
4 16
1 5

]
=

[
13 19
13 9

]
.

En consecuencia 2 −1 2

3 −1 4
4 0 1

  1 3 1

1 0 4
1 1 5

 =

 3 8 8

6 13 19
5 13 9

 .

5. Hallemos AB :

AB =

1 −1 3
2 4 2
0 3 5

 1 1
−2 4
3 3

 =

12 6
0 24
9 27

 .
Hallemos (AB)C :

(AB)C =

12 6
0 24
9 27

[1 2 3
3 2 1

]
=

30 36 42
72 48 24
90 72 54

 .
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7.4 Multiplicación de matrices

Hallemos BC :

BC =

 1 1
−2 4
3 3

[1 2 3
3 2 1

]
=

 4 4 4
10 4 −2
12 12 12

 .
Por último, hallemos A(BC) :

A(BC) =

1 −1 3
2 4 2
0 3 5

 4 4 4
10 4 −2
12 12 12

 =

30 36 42
72 48 24
90 72 54

 .
Se verifica (AB)C = A(BC).

6. Las tres matrices A, B y C son de los tipos:

A =


...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...

 , B =


. . . b1j . . .
. . . b2j . . .

...
. . . bnj . . .

 , C =


...

. . . cij . . .
...

 .
Entonces,

AB =


...

...
...

ai1 ai2 . . . ain
...

...
...



. . . b1j . . .
. . . b2j . . .

...
. . . bnj . . .

 =


...

. . . cij . . .
...

 = C,

equivale a cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
∑n

k=1 aikbkj .

7. Sean A = [aij ] ∈ Km×n, B = [bjk] ∈ Kn×p, C = [ckr] ∈ Kp×q. Demostre-
mos que (AB)C = A(BC). La matriz AB es:

AB =

 n∑
j=1

aijbjk

 ∈ Km×p.

Hallemos (AB)C :

(AB)C =

 p∑
k=1

 n∑
j=1

aijbjk

 ckr

 =

 p∑
k=1

 n∑
j=1

aijbjkckr

 ∈ Km×q.

De la misma manera,

A(BC) =

 n∑
j=1

(
p∑

k=1

aijbjkckr

) ∈ Km×q.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

Dado que el orden de la suma es arbitrario es cualquier suma finita, tenemos:

p∑
k=1

 n∑
j=1

aijbjkckr

 =
n∑
j=1

(
p∑

k=1

aijbjkckr

)

para cada par de valores de i y r, es decir (AB)C = A(BC).

8. Tenemos

A(B + C) =

[
1 0
2 3

] [
3 1
8 1

]
=

[
3 1
30 5

]
.

Por otra parte

AB +AC =

[
1 0
2 3

] [
−1 1
3 2

]
+

[
1 0
2 3

] [
4 0
5 −1

]

=

[
−1 1
7 8

]
+

[
4 0
23 −3

]
=

[
3 1
30 5

]
.

Por tanto, A(B + C) = AB +AC. Procediendo de manera análoga:

(A+B)C =

[
0 1
5 5

] [
4 0
5 −1

]
=

[
5 −1
45 −5

]
.

AC +BC =

[
1 0
2 3

] [
4 0
5 −1

]
+

[
−1 1
3 2

] [
4 0
5 −1

]
=

[
4 0
23 −3

]
+

[
1 −1
22 −2

]
=

[
5 −1
45 −5

]
.

Es decir, (A+B)C = AC +BC.

9. Llamemos A = [aij ], B = [bjk] y C = [cjk]. Entonces,

A(B + C) = [aij ] ([bjk] + [cjk]) = [aij ][bjk + cjk] =

 n∑
j=1

aij(bjk + cjk)



=

 n∑
j=1

aijbjk +
n∑
j=1

aijcjk

 =

 n∑
j=1

aijbjk

+

 n∑
j=1

aijcjk


= [aij ][bjk] + [aij ][cjk] = AB +AC.

10. Tenemos:

λ(AB) = λ

 n∑
j=1

aijbjk

 =

λ n∑
j=1

aijbjk

 =

 n∑
j=1

(λaij)bjk

 = (λA)B,
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7.4 Multiplicación de matrices

λ(AB) = λ

 n∑
j=1

aijbjk

 =

λ n∑
j=1

aijbjk

 =

 n∑
j=1

aij(λbjk)

 = A(λB).

11. Podemos escribir

b36 =
10∑
k=1

a3kak6 = a31a16 + a32a26 + a33a36 + · · ·+ a36a66 + · · ·+ a3,10a10,6

= 2 · 2 + 2 · 2 + 81/3 · 2 + · · ·+ 2 · 81/6 + 2 · 2 + · · ·+ 2 · 2

= 8(2 · 2) + 2
3
√

8 + 2
6
√

8 = 32 + 4 + 2
√

2 = 36 + 2
√

2.

12. Hallemos las potencias pares de A :

A2 =

1 −1 0
0 0 3
0 0 −1

 1 −1 0
0 0 3
0 0 −1

 =

1 −1 −3
0 0 −3
0 0 1

 ,

A4 = A2A2 =

1 −1 −3
0 0 −3
0 0 1

 1 −1 −3
0 0 −3
0 0 1

 =

1 −1 −3
0 0 −3
0 0 1

 = A2.

Veamos por inducción que A2k = A2 para k = 1, 2, . . . , 25. En efecto, aca-
bamos de ver que la fórmula es cierta para k = 1. Si es cierta para k :

A2(k+1) = A2kA2 = A2A2 = A4 = A2,

por tanto la fórmula es cierta para k + 1. Entonces:

25∑
k=0

(−1)kA2k = A0 −A2 +A4 −A6 +A8 − · · ·+A48 −A50

= I + (−A2 +A2) + (−A2 +A2) + · · ·+ (−A2 +A2)−A2 = I −A2.

Es decir,

25∑
k=0

(−1)kA2k =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
1 −1 −3

0 0 −3
0 0 1

 =

0 1 3
0 1 3
0 0 0

 .
13. Si A es idempotente, A2 = A por tanto:

(I −A)2 = (I −A)(I −A) = I2 −AI − IA+A2 = I −A−A+A = I −A,

lo cual implica que I −A es idempotente.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

7.5. Matriz inversa (1)

1. Demostrar que

[
2 5
1 3

]−1

=

[
3 −5
−1 2

]
.

2. Sea A ∈Mn(K) invertible. Demostrar que su inversa es única.

3. Dada la matriz A =

[
2 −1
3 4

]
, hallar A−1 :

(i) Usando el método de Gauss.
(ii) Usando el método de los adjuntos.
(iii) Considerando como incógnitas las columnas de A−1.

4. Calcular al inversa de la matriz A =

1 1 2
3 2 0
2 0 4

 , usando el método de

Gauss y el de los adjuntos.

5. Hallar A−1, siendo A =


1 1 1 4
1 1 −1 1
1 0 2 4
3 2 −1 5

 .
6. Dada la matriz A =

[
2 2
3 4

]
∈M2(Z5), hallar A−1 : (i) Usando el método

de Gauss. (ii) Usando el método de los adjuntos.

7. Hallar la inversa de A =

1 i i
i 1 i
i i 1

 ∈M3(C).

8. Sea A ∈ Rn×n cumpliendo A3 − 3A2 + 5A+ 7I = 0. Demostrar que A es
invertible y hallar A−1 en función de A.

Solución. 1. Sabemos que una matriz A ∈Mn(K) es invertible si, y sólo si
existe B ∈Mn(K) tal que AB = BA = I. También sabemos que la condición
AB = I, implica BA = AB, por tanto basta verificar:[

2 5
1 3

] [
3 −5
−1 2

]
=

[
1 0
0 1

]
,

como inmediatamente se comprueba.

2. Si A tuviera dos inversas B y C, se verificaŕıa:

AB = BA = I,

AC = CA = I.
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7.5 Matriz inversa (1)

Ahora bien,

(AB) = I ⇒ C(AB) = CI ⇒ (CA)B = C ⇒ IC = B ⇒ C = B.

Es decir, la inversa es única.

3. (i) Usando el conocido algoritmo:[
2 −1 1 0
3 4 0 1

]
∼

2F2 − 3F1

[
2 −1 1 0

0 11 −3 2

]
∼

11F1 + F2

[
22 0 8 2
0 11 −3 2

] ∼
(1/22)F1

(1/11)F2

[
1 0 4/11 1/11
0 1 −3/11 2/11

]
.

Es decir, A−1 =
1

11

[
4 1
−3 2

]
.

(ii) El determinante de A es |A| = 11 6= 0 y AT =

[
2 3
−1 4

]
, por tanto:

A−1 =
1

|A|
Adj(A) =

1

11

[
4 1
−3 2

]
.

(iii) Si C1, C2 son las columnas de A−1 e I1, I2 las de la identidad, entonces

[
C1 C2

] [2 −1
3 4

]
=
[
I1 I2

]
.

Efectuando la multiplicación por cajas, obtenemos el sistema:{
2C1 + 3C2 = I1

−C1 + 4C2 = I2,

que resuelto proporciona la solución

C1 =
4

11
I1 −

3

11
I2 =

1

11

[
4
−3

]
,

C2 =
1

11
I1 +

2

11
I2 =

1

11

[
1
2

]
,

por tanto

A−1 =
[
C1 C2

]
=

1

11

[
4 1
−3 2

]
.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

4. Aplicando el algoritmo de Gauss: 1 1 2 1 0 0
3 2 0 0 1 0
2 0 4 0 0 1

F2 − 3F1

F3 − 2F1
∼

 1 1 2 1 0 0

0 −1 −6 −3 1 0

0 −2 0 −2 0 1



F1 + F2

F3 − 2F2
∼

 1 0 −4 −2 1 0
0 −1 −6 −3 1 0

0 0 12 4 −2 1

 3F1 + F3

2F2 + F3
∼

 3 0 0 −2 1 1
0 −2 0 −2 0 1
0 0 12 4 −2 1

 (1/3)F1

(−1/2)F2

(1/12)F3

∼

 1 0 0 −2/3 1/3 1/3
0 1 0 1 0 −1/2
0 0 1 4/12 −2/12 1/12

 .
La matriz inversa de A es por tanto,

A−1 =
1

12

−8 4 4
12 0 −6
4 −2 1

 .
Usemos ahora el método de los adjuntos. El determinante de A es |A| =

−12 6= 0 y AT =

1 3 2
1 2 0
2 0 4

 , por tanto:

A−1 =
1

|A|
Adj(A) =

−1

12

 8 −4 −4
−12 0 6
−4 2 −1

 =
1

12

−8 4 4
12 0 −6
4 −2 1

 .
5. Usemos el método de Gauss.

1 1 1 4 1 0 0 0
1 1 −1 1 0 1 0 0
1 0 2 4 0 0 1 0
3 2 −1 5 0 0 0 1


∼

F2 − F1

F3 − F1

F4 − 3F1
1 1 1 4 1 0 0 0
0 0 −2 −3 −1 1 0 0
0 −1 1 0 −1 0 1 0
0 −1 −4 −7 −3 0 0 1

 ∼
F2 ↔ F3
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7.5 Matriz inversa (1)


1 1 1 4 1 0 0 0

0 −1 1 0 −1 0 1 0

0 0 −2 −3 −1 1 0 0
0 −1 −4 −7 −3 0 0 1

 ∼
F1 + F2

F4 − F2
1 0 2 4 0 0 1 0
0 −1 1 0 −1 0 1 0

0 0 −2 −3 −1 1 0 0

0 0 −5 −7 −2 0 −1 1


∼

F1 + F3

2F2 + F3

2F4 − 5F3
1 0 0 1 −1 1 1 0
0 −2 0 −3 −3 1 2 0
0 0 −2 −3 −1 1 0 0

0 0 0 1 1 −5 −2 2


∼

F1 − F4

F2 + 3F4

F3 + 3F4
1 0 0 0 −2 6 3 −2
0 −2 0 0 0 −14 −4 6
0 0 −2 0 2 −14 −6 6
0 0 0 1 1 −5 −2 2

 ∼
(−1/2)F2

(−1/2)F3
1 0 0 0 −2 6 3 −2
0 1 0 0 0 7 2 −3
0 0 1 0 −1 7 3 −3
0 0 0 1 1 −5 −2 2

 .
La inversa de A es por tanto:

A−1 =


−2 6 3 −2
0 7 2 −3
−1 7 3 −3
1 −5 −2 2

 .
6. (i) [

2 2 1 0
3 4 0 1

]
∼

2F2 − 3F1

[
2 2 1 0

0 2 2 2

]
∼

F1 − F2[
2 0 4 3
0 2 2 2

] ∼
3F1

3F2

[
1 0 2 4
0 1 1 1

]
⇒ A−1 =

[
2 4
1 1

]
.

(ii)

|A| = 2 · 4− 3 · 2 = 3− 1 = 2, AT =

[
2 3
2 4

]
,

A−1 =
1

|A|
Adj(A) =

1

2

[
4 −2
−3 2

]
= 3

[
4 3
2 2

]
=

[
2 4
1 1

]
.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

7. Tenemos,

detA = det

1 i i
i 1 i
i i 1

 = . . . = 4− 2i, AT =

1 i i
i 1 i
i i 1

 .
Por tanto,

A−1 =
1

|A|
Adj(A) =

(
2

10
+

1

10
i

) 2 −1− i −1− i
−1− i 2 −1− i
−1− i −1− i 2

 .
8. Usando la propiedad distributiva, la igualdad dada se puede escribir en
la forma:

A(A2 − 3A+ 5I) = −7I,

Multiplicando ambos miembros por −1/7 :

A

[
−1

7

(
A2 − 3A+ 5I

)]
= I.

Es decir, A es invertible y su inversa es:

A−1 = −1

7

(
A2 − 3A+ 5I

)
.

7.6. Matriz inversa (2)

1. Sean A y B dos matrices invertibles de orden n. Demostrar que AB es
invertible y que (AB)−1 = B−1A−1.

2. Se considera la matriz real

A =


a −b −c −d
b a d −c
c −d a b
d c −b a

 .
Hallar AtA y usar el resultado para calcular A−1.

3. Sean A,B,C matrices cuadradas del mismo orden, con B y C invertibles,
verificando (BA)tB−1(CB−1)−1 = I. Demostrar que A es invertible y ex-
presar A−1 en función de B y C.
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7.6 Matriz inversa (2)

4. Hallar A−1, siendo A =


0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 1 1
1 1 1 1

 .

5. Determinar k ∈ Z11 para que no sea invertible la matriz:

A =

 7 2 3
10 0 5
4 2 k

 ∈M3(Z11).

6. Hallar la inversa de la matriz de orden n :

A =


1 2 22 . . . 2n−1

0 1 2 . . . 2n−2

0 0 1 . . . 2n−3

...
...

... . . .
...

0 0 0 . . . 1

 .

7. Para cada a ∈ R se consideran las matrices de la forma:

Ma =


1 a a2/2 a3/6
0 1 a a2/2
0 0 1 a
0 0 0 1

 .
Calcular Ma ·Mb y usar el resultado obtenido para determinar M−1

a . (Pro-
puesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Industriales UPM).

8. Para cada x ∈ R se define Ax =

[
x

√
1 + x2

√
1 + x2 x

]
. Demostrar que

A−1
x = A−x.

Solución. 1. Usando la propiedad asociativa del producto de matrices:

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.

Por la propia definición de matriz invertible, concluimos que AB lo es, sien-
do su inversa (AB)−1 = B−1A−1.

2. Operando obtenemos

AtA =
(
a2 + b2 + c2 + d2

)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

La igualdad anterior la podemos escribir como(
1

a2 + b2 + c2 + d2
At
)
A = I4.

si suma a2 + b2 + c2 + d2 es no nula, cosa que ocurre si y sólo si (a, b, c, d) 6=
(0, 0, 0, 0). En consecuencia,

A−1 =
1

a2 + b2 + c2 + d2
At, (a, b, c, d) 6= (0, 0, 0, 0).

3. Usando que la traspuesta del producto es el producto de traspuestas
cambiados de orden, que la inversa del producto es el producto de las inversas
cambiados de orden, que la inversa de la traspuesta es la traspuesta de la
inversa, que la inversa de la inversa es la propia matriz y que la traspuesta
de la traspuesta es la propia matriz,

(BA)tB−1(CB−1)−1 = I ⇔ I = AtBtB−1BC−1 ⇔ I = AtBtC−1

⇔ At = (BtC−1)−1 ⇔
(
At
)−1

= BtC−1 ⇔
(
A−1

)t
= BtC−1

⇔ A−1 =
(
BtC−1

)t ⇔ A−1 =
(
Ct
)−1

B.

4. Usemos el método de Gauss. Reordenando las filas:
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0 0 1

 ∼


1 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0

 .

Restando a cada fila la siguiente:
1 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 0 −1 1
0 1 0 0 0 −1 1 0
0 0 1 0 −1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0

 .
Por tanto,

A−1 =


0 0 −1 1
0 −1 1 0
−1 1 0 0
1 0 0 0

 .

5. Usando las conocidas reglas de sumar y multiplicar en Z11 :

detA = 7 · 0 · k + 10 · 2 · 3 + 2 · 5 · 4− 4 · 0 · 3− 2 · 5 · 7− 10 · 2 · k
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7.6 Matriz inversa (2)

= 0 · k + 9 · 3 + 10 · 4− 0 · 3− 10 · 7− 9 · k

= 0 + 5 + 7− 0− 4− 9k = 5 + 7 + 7 + 2k = 1 + 7 + 2k = 8 + 2k.

La matriz A no es invertible cuando, y sólo cuando 2k+8 = 0. Multiplicando
ambos miembros por 6 :

6 · 2 · k + 6 · 8 = 6 · 0⇔ 1 · k + 4 = 0⇔ k = −4 = 7.

Es decir, A no es invertible ⇔ k = 7.

6. Restando a cada fila la siguiente multiplicada por 2 en el algoritmo de
Gauss:

[A | I] =


1 2 22 . . . 2n−1 1 0 0 . . . 0
0 1 2 . . . 2n−2 0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 2n−3 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 1



∼


1 0 0 . . . 0 1 −2 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0 0 1 −2 . . . 0
0 0 1 . . . 0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1 0 0 0 . . . 1

 =
[
I | A−1

]
.

7. Tenemos:

MaMb =


1 a a2/2 a3/6
0 1 a a2/2
0 0 1 a
0 0 0 1




1 b b2/2 b3/6
0 1 b b2/2
0 0 1 b
0 0 0 1



=


1 b+ a b2

2 + ab+ a2

2
b3

6 + ab2

2 + a2b
2 + a3

6

0 1 b+ a b2

2 + ab+ a2

2
0 0 1 b+ a
0 0 0 1



=


1 a+ b (a+b)2

2
(a+b)3

6

0 1 a+ b (a+b)2

2
0 0 1 a+ b
0 0 0 1

 = Ma+b.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

Dado que M0 es la matriz identidad, I = M0 = Ma+(−a) = MaM−a, lo cual
implica que Ma es invertible y su inversa es M−a. Es decir,

M−1
a = M−a =


1 −a a2/2 −a3/6
0 1 −a a2/2
0 0 1 −a
0 0 0 1

 .
8. Bastará demostrar que Ax A−x = I. En efecto,

Ax A−x =

[
x

√
1 + x2

√
1 + x2 x

] [
−x

√
1 + x2

√
1 + x2 −x

]

=

[
−x2 + 1 + x2 x

√
1 + x2 − x

√
1 + x2

−x
√

1 + x2 + x
√

1 + x2 1 + x2 − x2

]
=

[
1 0
0 1

]
.

7.7. Inversa de orden n por el método de Gauss

Hallar la inversa de la matriz de orden n > 1 :

A =


0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
...

...
1 1 1 . . . 0

 .

Solución. Apliquemos el método de Gauss.
0 1 1 . . . 1 1 0 0 . . . 0
1 0 1 . . . 1 0 1 0 . . . 0
1 1 0 . . . 1 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
1 1 1 . . . 0 0 0 0 . . . 1

 .

Restando a cada fila (salvo la última), la última:
−1 0 0 . . . 1 1 0 0 . . . −1
0 −1 0 . . . 1 0 1 0 . . . −1
0 0 −1 . . . 1 0 0 1 . . . −1
...

...
...

...
1 1 1 . . . 0 0 0 0 . . . 1

 .
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7.8 Inversa de orden n por sistema de columnas

Sumando a la última fila todas las demás:
−1 0 0 . . . 1 1 0 0 . . . −1
0 −1 0 . . . 1 0 1 0 . . . −1
0 0 −1 . . . 1 0 0 1 . . . −1
...

...
...

...
0 0 0 . . . n− 1 1 1 1 . . . 2− n

 .

Multiplicando a cada fila (salvo la última) por 1−n y sumándole la última:
n− 1 0 0 . . . 0 2− n 1 1 . . . 1

0 n− 1 0 . . . 0 1 2− n 1 . . . 1
0 0 n− 1 . . . 0 1 1 2− n . . . 1
...

...
...

...
0 0 0 . . . n− 1 1 1 1 . . . 2− n

 .

Multiplicando a todas las filas por 1/(n − 1), obtenemos a la izquierda la
matriz identidad In, por tanto A−1 es:

A−1 =
1

n− 1


2− n 1 1 . . . 1

1 2− n 1 . . . 1
1 1 2− n . . . 1
...

...
1 1 1 . . . 2− n

 .

7.8. Inversa de orden n por sistema de columnas

Hallar la inversa de la matriz de orden n :

A =


1 2 3 . . . n
0 1 2 . . . n− 1
0 0 1 . . . n− 2
...

...
0 0 0 . . . 1

 .

Solución. Dado que la matriz A es triangular superior, conviene hallar
su inversa tomando como incógnitas las columnas de A−1, pues el sistema
correspondiente es particularmente sencillo. Tenemos;

A−1A = I ⇔
[
C1 C2 . . . Cn

]
A =

[
I1 I2 . . . In

]

⇔


C1 = I1

2C1 + C2 = I2

3C1 + 2C2 + C3 = I3

. . .
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

Obtenemos sucesivamente:

C1 = I1, C2 = −2I1 + I2, C3 = I1 − 2I2 + I3, C4 = I2 − 2I3 + I3, . . .

La matriz A−1 es por tanto:

A−1 =



1 −2 1 0 . . . 0 0
0 1 −2 1 . . . 0 0
0 0 1 −2 . . . 0 0
0 0 0 1 . . . 0 0
...

...
0 0 0 0 . . . 1 −2
0 0 0 0 . . . 0 1


.

7.9. Ecuaciones y sistemas matriciales

1. ean A,B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Resolver
la ecuación AX = B. Como aplicación, calcular X tal que:1 0 1

2 1 0
3 1 0

 X =

 6 4 2
7 6 5
10 8 6

 .

2. Sean A,B dos matrices cuadradas de orden n, con A invertible. Resolver
la ecuación XA = B. Como aplicación, calcular X tal que:

X

[
3 2
2 5

]
=

[
11 22
6 4

]
.

3. Sean A,B,C tres matrices cuadradas de orden n, con A,B invertibles.
Resolver la ecuación AXB = C. Como aplicación, calcular X tal que:[

1 2
2 5

]
X

[
2 3
1 1

]
=

[
5 7
12 17

]
.

4. Resolver el sistema lineal
2x1 − x2 − x3 = 4

3x1 + 4x2 − 2x3 = 11
3x1 − 2x2 + 4x3 = 11,

usando el concepto de matriz inversa.

5. Resolver la ecuación matricial

[
1 −1
−1 1

]
X =

[
−1 1
1 −1

]
.
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7.9 Ecuaciones y sistemas matriciales

6. Resolver la ecuación AX = B, con A =

[
2 −1
−4 2

]
y B =

[
1 0
0 1

]
.

7. Resolver el sistema de ecuaciones matriciales{
AX −BY = 0
BX +AY = C,

donde A =

[
1 1
1 1

]
, B =

[
1 4
1 5

]
, C =

[
2 −1
2 −2

]
, 0 =

[
0 0
0 0

]
.

8. Sean A ∈Mm(R) y B ∈Mn(R) matrices invertibles y sea C ∈Mm×n(R).

a) Obtener las matrices X,Y, Z en función de A,B,C de manera que se
satisfaga la ecuación matricial:[

A C
O B

] [
X Z
O Y

]
=

[
Im O
O In

]
.

b) Usar el resultado del apartado anterior, calcular la inversa de la matriz:

N =


1 0 −1 1
0 1 1 −1
0 0 −1 1
0 0 1 1

 .
Solución. 1. Tenemos las equivalencias:

AX = B ⇔ A−1(AX) = A−1B ⇔ (A−1A)X = A−1B

⇔ IX = A−1B ⇔ X = A−1B.

La única solución de la ecuación AX = B es por tanto la matriz cuadrada de
orden n, X = A−1B. Para la ecuación concreta dada, y teniendo en cuenta
que la matriz de la izquierda es invertible:

X =

1 0 1
2 1 0
3 1 0

−1  6 4 2
7 6 5
10 8 6

 = . . . =

3 2 1
1 2 3
3 2 1

 .
2. Tenemos las equivalencias:

XA = B ⇔ (XA)A−1 = BA−1 ⇔ X(AA−1) = BA−1

⇔ XI = BA−1 ⇔ X = BA−1.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

La única solución de la ecuación AX = B es por tanto la matriz cuadrada de
orden n, X = BA−1. Para la ecuación concreta dada, y teniendo en cuenta
que el coeficiente de X es una matriz invertible:

X =

[
11 22
6 4

] [
3 2
2 5

]−1

= . . . =

[
1 4
2 0

]
.

3. Tenemos las equivalencias:

AXB = C ⇔ A−1(AXB)B−1 = A−1CB−1

⇔ (A−1A)X(BB−1) = A−1CB−1 ⇔ IXI = A−1CB−1 ⇔ X = A−1CB−1.

La única solución de la ecuación AXB = C es por tanto la matriz cuadrada
de orden n, X = A−1CB−1. Para la ecuación concreta dada, y teniendo en
cuenta que las matrices que multiplican a X por la izquierda y derecha son
invertibles:

X =

[
1 2
2 5

]−1 [
5 7
12 17

] [
2 3
1 1

]−1

= . . . =

[
0 1
1 0

]
.

4. El sistema se puede escribir en la forma

Ax = b, con A =

2 −1 −1
3 4 −2
3 −2 4

 , x =

x1

x2

x3

 , b =

 4
11
11

 .
La matriz A es invertible, como fácilmente se comprueba. Entonces,

Ax = b⇔ A−1(Ax) = A−1b⇔ (A−1A)x = A−1b⇔ Ix = A−1b⇔ x = A−1b.

Por tanto,

x = A−1b =

2 −1 −1
3 4 −2
3 −2 4

−1  4
11
11

 = . . . =

3
1
1

 .

5. La matriz coeficiente de X tiene determinante nulo. Determinemos las
soluciones de la ecuación dada, planteando un sistema lineal.[

1 −1
−1 1

]
X =

[
−1 1
1 −1

]
⇔
[

1 −1
−1 1

] [
x1 x2

x3 x4

]
=

[
−1 1
1 −1

]

⇔


x1 − x3 = −1
−x1 + x3 = 1
x2 − x4 = 1
−x2 + x4 = −1

⇔
{
x1 − x3 = −1
x2 − x4 = 1.
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7.9 Ecuaciones y sistemas matriciales

Llamando x3 = α, x4 = β, obtenemos todas las soluciones del sistema
anterior:

x1 = −1 + α, x2 = 1 + β, x3 = α, x4 = β (α, β ∈ R).

Las soluciones de la ecuación dada son por tanto:

X =

[
−1 + α 1 + β
α β

]
(α, β ∈ R).

6. Se verifica detA = 0, por tanto A no es invertible. Esto implica que no
existe matriz X tal que AX = B = I. La ecuación no tiene solución.

7. Dado que B es invertible, AX = BY equivale a Y = B−1AX. Sustitu-
yendo en la segunda ecuación:

BX +AB−1AX = C ⇔ (B +AB−1A)X = C.

Operando el coeficiente de X :

B +AB−1A = · · · =
[
2 5
2 6

]
,

matriz que es invertible. Por tanto,

X = (B +AB−1A)−1C = · · · =
[
1 2
0 −1

]

Y = B−1AX = B−1A

[
1 2
0 −1

]
= · · · =

[
1 1
0 0

]
.

8. a) Si la matriz nula O pertenece a Mn×m(R) y es fácil verificar que
está definido el producto por cajas si O ∈ Entonces,[

A C
O B

] [
X Z
O Y

]
=

[
Im O
O In

]
⇔
[
AX AZ + CY
O BY

]
=

[
Im O
O In

]

⇔


AX = Im

AZ + CY = O

BY = In,

⇔


X = A−1

AZ + CY = O

Y = B−1,

⇔


X = A−1

AZ = −CY
Y = B−1,

⇔


X = A−1

Z = −A−1CB−1

Y = B−1.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

b) Llamando

A =

[
1 0
0 1

]
, C =

[
−1 1

1 −1

]
, O =

[
0 0
0 0

]
, B =

[
−1 1

1 1

]
,

usando los resultados del apartado anterior, y operando:

N−1 =

[
A C
O B

]−1

=

[
A−1 −A−1CB−1

O B−1

]
=


1 0 −1 0
0 1 1 0
0 0 −1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

 .

7.10. Transposición de matrices

1. Se consideran las matrices reales:

A =

2 −1
3 4
2 3

 , B =

[
1 2 −1
0 2 5

]
.

Verificar:
a) (AT )T = A.
b) (A+B)T = AT +BT .
c) (λA)T = λAT , ∀λ ∈ R.

2. Se consideran las matrices reales:

A =

2 −1
3 4
2 3

 , B =

[
1 2 −1
0 2 5

]
.

Verificar que (AB)T = BTAT .

3. Sean A,B ∈ Km×n y λ ∈ K. Demostrar que:

a)
(
AT
)T

= A.
b) (A+B)T = AT +BT .
c) (λA)T = λAT .

4. Sea A ∈ Mn(K) invertible. Demostrar que la inversa de su traspuesta es
la traspuesta de su inversa.

5. Sea A ∈Mn(K) simétrica e inveritble. Demostrar que A−1 es simétrica.

6. Sean A,B ∈ Rn×n simétricas. Demostrar que AB es simétrica ⇔ AB =
BA.
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7.10 Transposición de matrices

Solución. 1. a) (AT )T =

[
2 3 2
−1 4 3

]T
=

2 −1
3 4
2 3

 = A.

b) (A+B)T =

3 1
3 6
3 8

T =

[
3 3 3
1 6 8

]
=

[
2 3 2
−1 4 3

]
+

[
1 0 1
2 2 5

]
= AT +BT .

c) (λA)T =

2λ −λ
3λ 4λ
2λ 3λ

T =

[
2λ 3λ 2λ
−λ 4λ 3λ

]
= λ

[
2 3 2
−1 4 3

]
= λAT .

2.

AB =

2 −1
3 4
2 3

[1 2 −1
0 2 5

]
=

2 2 −7
3 14 17
2 10 13


⇒ (AB)T =

 2 3 2
2 14 10
−7 17 13

 .
BTAT =

 1 0
2 2
−1 5

[ 2 3 2
−1 4 3

]
=

 2 3 2
2 14 10
−7 17 13

 .
Concluimos que (AB)T = BTAT .

3. a) Si A = [aij ] ∈ Km×n, entonces AT = [a′ji] ∈ Kn×m con a′ji = aij . Pero(
AT
)T

= [a′′ij ] ∈ Km×n con a′′ij = a′ji. Es decir, a′′ij = a′ji = aij , por tanto(
AT
)T

= A.

b) Si A = [aij ] ∈ Km×n, AT = [a′ji] ∈ Kn×m con a′ji = aij . Si B = [bij ] ∈
Km×n, BT = [b′ji] ∈ Kn×m con b′ji = bij . Entonces,

(A+B)T = [aij + bij ]
T = [cji] con cji = aji + bji.

Por otra parte,

AT +BT = [aji] + [bji] = [aji + bji] = [cji],

lo cual implica que (A+B)T = AT +BT .

c) Razonando de manera análoga:

(λA)T = [λaij ]
T = [λaji] = λ[aji] = λAT .
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

4. Trasponiendo la igualdad AA−1 = I :(
AA−1

)T
= IT ⇒

(
A−1

)T
AT = I ⇒

(
AT
)−1

=
(
A−1

)T
.

Es decir, la inversa de la traspuesta de A es la traspuesta de la inversa de
A.

5. Usando que la traspuesta de la inversa es la inversa de la traspuesta:(
A−1

)T
=
(
AT
)−1

= A−1.

Es decir, A−1 es simétrica.

6. ⇒) Si AB es simétrica, entonces (AB)T = AB, luego BTAT = AB. Pero
por hipótesis, A y B son simétricas, con lo cual BA = AB.

⇐) Si AB = BA, trasponiendo y usando que A y B son simétricas:

(AB)T = (BA)T = ATBT = AB ⇒ AB es simétrica.

7.11. Descomposición A = uvt

Sea A una matriz real cuadrada de orden n y rango 1. Analizar la validez
de las siguientes afirmaciones y demostrar aquellas que son ciertas.
1) Existen vectores columna u, v tales que A = uvT .
2) Existe un único número real α tal que A2 = αA.
3) Supóngase que la traza de A es 2. Entonces, A− I es invertible. En caso
afirmativo, calcular su inversa.
Sugerencia: calcular (A− I)2 .

Solución. 1) Como el rango de una matriz proporciona el máximo número
de vectores tanto fila como columna linealmente independientes, se deduce
que existe una columna no nula de la matriz A, y las restantes son combi-
nación lineal de ella. Sea u = (u1, . . . , un)T tal columna. Entonces, A tiene
la forma

A =

λ1u1 . . . u1 . . . λnu1
...

...
...

λ1un . . . un . . . λnun

 =

u1
...
un

 [λ1, . . . , 1, . . . , λn
]
.

Llamando v =
[
λ1, . . . , 1, . . . , λn

]T
, obtenemos A = uvT . La afirmación es

cierta.
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7.12 Matriz nilpotente e inversa

2) La matriz A2 es A2 =
(
uvT

) (
uvT

)
= u

(
vTu

)
vT . Llamando α al escalar

vTu, obtenemos A2 = αA. Si existiera otro β real tal que A2 = βA, entonces,

0 = A2 −A2 = αA− βA = (α− β)A ⇒︸︷︷︸
A6=0

α− β = 0⇒ α = β.

El número α es único y por tanto la afirmación es cierta.

3) Tenemos

α = vTu = λ1u1 + · · ·+ 1 · ui + · · ·+ λnun = traza A = 2

⇒ A2 = 2A⇒ (A− I)2 = A2 − 2A+ I = 2A− 2A+ I = I.

De la igualdad (A− I)(A− I) = I, se deduce que A− I es invertible y que
(A− I)−1 = A− I. La afirmación es cierta.

7.12. Matriz nilpotente e inversa

Una matriz cuadrada A se dice que es nilpotente, si existe un p natural tal
que Ap = 0. Demostrar que si A es nilpotente, entonces I−A es invertible e

(I −A)−1 = I +A+A2 + · · · .

Aplicar este resultado al cálculo de la inversa de:

M =


1 2 4 8
0 1 2 4
0 0 1 2
0 0 0 1

 .
Solución. Si Ap = 0, entonces Am = 0 si m ≥ p, en consecuencia:

I +A+A2 + · · · = I +A+A2 + · · ·+Ap−1,

por tanto la suma es finita. Por otra parte:

(I −A)(I +A+A2 + · · ·+Ap−1)

= I +A+A2 + · · ·+Ap−1 −A−A2 − · · · −Ap−1 −Ap = I,

lo cual implica que I − A es invertible e (I − A)−1 = I + A + A2 + · · · .
Expresando M en la forma M = I −A, obtenemos:

A = I −M =


0 −2 −4 −8
0 0 −2 −4
0 0 0 −2
0 0 0 0

 .
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

Calculemos las potencias de A :

A2 =


0 0 4 16
0 0 0 4
0 0 0 0
0 0 0 0

 , A3 =


0 0 0 −8
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , A4 = 0.

Por tanto,

M−1 = (I −A)−1 = I +A+A2 +A3 =


1 −2 0 0
0 1 −2 0
0 0 1 −2
0 0 0 1

 .

7.13. Potencia enésima por binomio de Newton

(a) Sean A,B ∈ Km×m dos matrices que conmutan, es decir AB = BA.
Demostrar por inducción que se verifica la fórmula del binomio de Newton:

(A+B)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
An−kBk.

(b) Se consideran las matrices:

A =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 , N =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Demostrar que N3 = 0 y como aplicación, hallar An.

(c) Hallar An, siendo

A =


1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

Solución. (a) Usemos el método de inducción

Paso base. La fórmula es cierta para n = 1. En efecto,

(A+B)1 = A+B =

(
1

0

)
A1B0 +

(
1

1

)
A0B1 =

1∑
k=0

(
1

k

)
A1−kBk.
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7.13 Potencia enésima por binomio de Newton

Paso de inducción. Supongamos que la fórmula es cierta para n, y veamos
que es cierta para n+ 1. Se verifica:

(A+B)n+1 = (A+B)(A+B)n

= A

n∑
k=0

(
n

k

)
An−kBk +B

n∑
k=0

(
n

k

)
An−kBk

=

n∑
k=0

(
n

k

)
An−k+1Bk +

n∑
k=0

(
n

k

)
An−kBk+1. (∗)

(en la última igualdad hemos usado que AB = BA). El primer sumando de
la linea (∗) se puede expresar en la forma

n∑
k=0

(
n

k

)
An−k+1Bk =

(
n

0

)
An+1B0 +

n∑
k=1

(
n

k

)
An−k+1Bk

=

(
n+ 1

0

)
An+1B0 +

n∑
k=1

(
n

k

)
An−k+1Bk.

El segundo sumando de la linea (∗) se puede expresar en la forma

n∑
k=0

(
n

k

)
An−kBk+1 =

n−1∑
k=0

(
n

k

)
An−kBk+1 +

(
n+ 1

n+ 1

)
A0Bn+1

(haciendo el cambio k = j − 1) :

=
n∑
j=1

(
n

j − 1

)
An+1−jBj +

(
n+ 1

n+ 1

)
A0Bn+1.

Por tanto, (A+B)n+1 es igual a:(
n+ 1

0

)
An+1B0 +

n∑
k=1

[(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)]
An+1−kBk +

(
n+ 1

n+ 1

)
A0Bn+1.

Usando la conocida fórmula de combinatoria

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
=

(
n+ 1

k

)
:

(A+B)n+1 =

(
n+ 1

0

)
An+1B0 +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
An+1−kBk +

(
n+ 1

n+ 1

)
A0Bn+1

=
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
An+1−kBk.

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

(b) Tenemos:

N2 =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

N3 = N2N =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

Podemos escribir A = 2I +N. Además, (2I)N = 2(IN) = 2(NI) = N(2I),
es decir 2I y N conmutan, luego es aplicable la fórmula del binomio de
Newton para hallar An. Como N3 = 0, se verifica N4 = N5 = . . . = 0, por
tanto:

An = (2I +N)n =

(
n

0

)
(2I)n +

(
n

1

)
(2I)n−1N +

(
n

2

)
(2I)n−2N2

= 2nI + n2n−1N +
n(n− 1)

2
2n−2N2

=

2n 0 0
0 2n 0
0 0 2n

+

0 n2n−1 0
0 0 n2n−1

0 0 0

+

0 0 n(n−1)2n−2

2
0 0 0
0 0 0



=

2n n2n n(n−1)2n−2

2
0 2n n2n

0 0 2n

 .

(c) Podemos expresar: A = I + N con N =


0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 . Hallemos las

potencias de N :

N2 =


0 0 1 2
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , N3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , N4 = 0.

Dado que IN = NI, podemos aplicar la fórmula del binomio de Newton
para calcular (I +N)n. Teniendo en cuenta que Nm = 0 si m ≥ 4 :

An = (I +N)n =

(
n

0

)
In +

(
n

1

)
In−1N +

(
n

2

)
In−2N2 +

(
n

3

)
In−3N3
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7.14 Traza de una matriz, propiedades

= I + nN +
n(n− 1)

2
N2 +

n(n− 1)(n− 2)

3!
N3.

Operando y simplificando,

An =


1 n

n(n+ 1)

2

n(n+ 1)(n+ 2)

6

0 1 n
n(n+ 1)

2
0 0 1 n
0 0 0 1

 .

7.14. Traza de una matriz, propiedades

Sea A = [aij ] ∈ Mn(K). Se llama traza de A y se representa por trA, a la
suma de los elementos de la diagonal principal de A, es decir:

trA = a11 + a22 + · · ·+ ann =
n∑
i=1

aii.

Demostrar que para cualquier par de matrices A,B de Mn(K) y para cual-
quier λ ∈ K se verifica:
a) tr(A+B) = trA+ trB.
b) tr(λA) = λ trA.
c) tr(AB) = tr(BA). d) AB −BA 6= I.

Solución. a) tr(A+B) =
n∑
i=1

(aii + bii) =
n∑
i=1

aii +
n∑
i=1

bii = trA+ trB.

b) tr(λA) =
n∑
i=1

λaii = λ
n∑
i=1

aii = λ trA.

c) Calculemos tr(AB). Sabemos que el elemento cij de la matriz producto
AB es cij =

∑n
k=1 aikbkj , por tanto:

tr(AB) =

n∑
i=1

cii =

n∑
i=1

(
n∑
k=1

aikbki

)
=

∑
i = 1, . . . , n
k = 1, . . . , n

aikbki. (1)

De manera análoga:

tr(BA) =
n∑
i=1

(
n∑
k=1

bikaki

)
=

∑
i = 1, . . . , n
k = 1, . . . , n

bikaki. (2)
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

Es claro que en (1) y (2) aparecen exactamente los mismos sumandos. Por
ejemplo, el sumando a23b32 de (1) que corresponde a los sub́ındices i = 2,
k = 3, es el sumando de (2) que corresponde a los sub́ındices i = 3, k = 2.
Concluimos que tr(AB) = tr(BA).

d) Supongamos que fuera AB − BA = I. Tomando trazas en la igualdad
anterior,

tr(AB −BA) = tr(I) = n.

Usando las conocidas propiedades tr(M+N) = trM+trN, tr(λM) = λ trM
y tr(MN) = tr(NM) :

tr(AB −BA) = tr (AB + (−1)BA) = tr(AB) + tr ((−1)BA)

= tr(AB)− tr(BA) = tr(BA)− tr(BA) = 0.

Es decir, tendŕıamos n = 0, lo cual es absurdo pues n ≥ 1. Concluimos que
AB −BA 6= I.

7.15. Matrices mágicas

Todas las matrices con las que trabajamos en este problema serán matrices
3×3 con elementos aij reales. Una tal matriz se dice que es mágica śı y sólo
si son iguales la ocho sumas:

ai1 + ai2 + ai3, a1j + a2j + a3j , a11 + a22 + a33, a31 + a22 + a13

para todo i, j = 1, 2, 3. Es decir, si es común la suma de los elementos cada
fila, de cada columna y de cada una de las diagonales. Se consideran las
matrices:

A =

−1 2 −1
0 0 0
1 −2 1

 , B = At, C =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


1. Demostrar que cualquier matriz M es la suma de una simétrica M1 y de
una antisimétrica M2 y que esta descomposición es única.
2. Demostrar que la suma de dos matrices mágicas es mágica, que la tras-
puesta de una matriz mágica es mágica y que el producto de un escalar por
una matriz mágica es mágica. Demostrar que si M es mágica también lo son
M1 y M2. Verificar que A,B,C son mágicas.
3. Construir todas las matrices mágicas antisimétricas.
4. Construir todas las matrices mágicas simétricas, comenzando por estudiar
el caso en el que la suma común es nula.
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7.15 Matrices mágicas

5. Construir todas las matrices mágicas. Demostrar que forman un espacio
vectorial sobre R. ¿Cúal es la dimensión de este espacio?
6. Calcular A2, B2, C2, AC,BC,CA,CB. Demostrar que AB +BA es com-
binación lineal de C y de I.
7. ¿ Cuál es la condición necesaria y suficiente para que el producto de dos
matrices mágicas sea mágica?. Determinar todas las matrices mágicas que
son producto de dos mágicas.
8. Demostrar que el producto de una matriz mágica por una combinación
lineal de I y de C es mágica.
9. Demostrar que las potencias pares de una matriz mágica no son matrices
mágicas (salvo un caso particular a precisar), pero las potencias impares de
una matriz mágica son siempre mágicas.
10. ¿Cuando una matriz mágica es invertible? En su caso hallar la inversa
¿Es la inversa una matriz mágica? Estudiar si son mágicas las potencias
negativas de una matriz mágica.

Solución. 1. Supongamos que M se puede descomponer en la forma M =
M1 +M2 con M1 simétrica y M2 antisimétrica. Transponiendo:

M = M1 +M2

M t = M1 −M2.

Resolviendo, obtenemos necesariamente:

M1 =
1

2
(M +M t), M2 =

1

2
(M −M t).

Es claro que M = M1 + M2. Veamos que la matriz M1 es simétrica y que
M2 es antisimétrica:

M t
1 = [(1/2)(M +M t)]t = (1/2)[M t + (M t)t] = (1/2)[M t +M ] = M1,

M t
2 = [(1/2)(M −M t)]t = (1/2)[M t − (M t)t] = (1/2)[M t −M ] = −M2.

2. La verificación de estas propiedades es inmediata a partir de la definición
de matriz mágica. Claramente A,B,C son mágicas.

3. Cualquier matriz antisimétrica M2 de orden 3× 3 es de la forma:

M2 =

 0 −γ β
γ 0 −α
−β α 0

 (α, β, γ ∈ R).

La matriz será mágica śı, y solamente si:

β − γ = γ − α = α− β = γ − β = α− γ = β − α = 0.

Resolviendo el sistema obtenemos:
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

M2 = λ

 0 1 −1
−1 0 1

0 −1 0

 (λ ∈ R).

4. Escribiendo una matriz simétrica mágica, obligando que tenga suma
común cero y resolviendo el correspondiente sistema, obtenemos las matrices
de la forma:

µ

 1 −1 0
−1 0 1

0 1 −1

 (µ ∈ R).

Las matrices mágicas simétricas de suma común s se obtendrán sumando
s/3 a cada elemento de las matrices encontradas anteriormente. Llamando
ν = s/3 obtenemos la forma de todas las matrices mágicas simétricas:

M1 = µ

 1 −1 0
−1 0 1

0 1 −1

+ ν

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 (µ, ν ∈ R).

5. Toda matriz mágica es de la forma M = M1 +M2 :

M = λ

 0 1 −1
−1 0 1

0 −1 0

+ µ

 1 −1 0
−1 0 1

0 1 −1

+ ν

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 =

1

2
(λ− µ)A− 1

2
(λ+ µ)B + νC = αA+ βB + νC.

Denominando por M al conjunto de todas las matrices mágicas, hemos de-
mostrado que M = L[A,B,C]. Esto implica que M es subespacio de R3×3.
Es fácil demostrar que {A,B,C} es sistema libre, en consecuencia es base
de M y por tanto dimM = 3.

6. Operando obtenemos:

A2 = B2 = AC = CA = BC = CB = 0, C2 = 3C, AB +BA = 12I − 4C.

7. Usando la base {A,B,C} y los resultados del apartado anterior podemos
escribir la forma del producto de dos matrices mágicas:

(αA+ βB + γC)(λA+ µB + νC) = . . . =

3γνC +

2βλ+ 6αµ −4βλ 2βλ− 6αµ
−4βλ 8βλ −4βλ

2βλ− 6αµ −4βλ 2βλ+ 6αµ

 .
La matriz 3γνC es mágica. Obligando a que el segundo sumando sea matriz
mágica obtenemos (12βλ + 12αµ = 0) ∧ (12βλ − 12αµ = 0) con lo cual
el producto de dos matrices mágicas es mágica śı y solamente si βλ = 0 y
αµ = 0 son nulos. Tenemos:
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7.15 Matrices mágicas

α = β = 0⇒ γC(λA+ µB + νC) = 3γνC
α = λ = 0⇒ (βB + γC)(µB + νC) = 3γνC
β = µ = 0⇒ (αA+ γC)(λA+ νC) = 3γνC
λ = µ = 0⇒ γC(αA+ βB + γC) = 3γνC.

En consecuencia, las únicas matrices mágicas que son producto de dos mági-
cas son las de la forma ηC con η ∈ R.

8. Toda matriz mágica es de la forma αA + βB + γC y toda combinación
lineal de I y de C de la forma α′I + β′C . Multiplicando:

(αA+ βB + γC)(α′I + β′C) = αα′A+ ββ′B + (γα′ + 3γβ′)C.

es decir, el producto es una matriz mágica.

9. El cuadrado de una matriz mágica M es M2 = (αA+βB+γC)2. Del apar-
tado 7 deducimos que M2 es mágica śı y solamente si, αβ = 0. Calculando
M2 obtenemos:

M2 = . . . = 12αβI + (3γ2 − 4αβ)C.

M3 es el producto de una mágica ( M ) por una combinación lineal de I y de
C ( M2 ). Por el apartado 8 concluimos que M3 es mágica. Por recurrencia
obtenemos:

M2n−1 mágica ⇒M2n = hI + kC ⇒M2n+1 mágica.

Si αβ = 0 entonces Mn = 3n−1γnC, que es mágica. Para αβ 6= 0 obtenemos:

M2n = (12αβ)nI + (1/3)[(3γ)2n − (12αβ)n]C
M2n+1 = (12αβ)n(αA+ βB) + γ(3β)nC.

10. Operando obtenemos det(M) = −36αβγ, entonces M es invertible śı y
solamente si los escalares det(M)α, β, γ son no nulos. Calculando obtenemos:

M−1 =
1

36

(
3

β
A+

3

α
B +

4

γ
C

)
= α′A+ β′B + γ′C,

que es una matriz mágica. Dado que α′β′ 6= 0 los resultados del apartado 9
se mantienen:

M−2p = (M−1)2p no es mágica y M−(2p+1) = (M−1)2p+1 es mágica.
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

7.16. Matriz de Markov

Un vector de Rn X = (x1, . . . , xn)t es un vector probabiĺıstico cuando sus
componentes son mayores o iguales que cero y suman uno, es decir xi ≥ 0 y∑n

i=1 xi = 1. Una matriz cuadrada n× n es una matriz de Markov cuando
sus columnas son vectores probabiĺısticos. Se pide:
(a) Demostrar que una matriz cuadrada (n× n) A es de Markov cuando y
sólo cuando para cualquier vector probabiĺıstico (de Rn) X el vector AX es
también probabiĺıstico.
(b) Si A y B son matrices de Markov (n× n) ¿ Es A+B de Markov? ¿ Es
AB de Markov? Dar las demostraciones o construir contraejemplos.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Consideremos las matrices:

A =

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

 , X =

x1
...
xn

 .
Supongamos que A es matriz de Markov y que X es vector probabiĺıstico.
Entonces

AX =

a11x1 + . . .+ a1nxn
...

an1x1 + . . .+ annxn

 .
Por ser A de Markov, aij ≥ 0 para todo i, j y por ser X probabiĺıstico, xi ≥ 0
para todo i. Esto implica que todas las componentes de AX son mayores
o iguales que cero. Por otra parte, teniendo en cuenta que la suma de las
componentes de cada columna de A es 1 y que la suma de las componentes
de X también es 1 obtenemos que la suma de todas las componentes de AX
es

(a11 + . . .+ an1)x1 + . . .+ (a1n + . . .+ ann)xn
= 1x1 + . . .+ 1xn = x1 + . . .+ xn = 1.

Es decir, AX es vector probabiĺıstico. Rećıprocamente, supongamos que para
todo vector probabiĺıstico X se verifica que AX es probabiĺıstico. Elijamos
los vectores de la base canónica de Rn

E1 =

1
...
0

 , . . . , En =

0
...
1

 .
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7.17 Inversa generalizada

Claramente estos vectores son probabiĺısticos y por hipótesis también lo son

AE1 =

a11
...
an1

 , . . . , AEn =

an1
...
ann

 .
Pero estos vectores son las columnas de A, lo cual implica que A es matriz
de Markov.

(b) Consideremos las matrices A = B = I2 (matriz identidad de orden
2), claramente A y B son de Markov, sin embargo A + B = 2I2 no es de
Markov. El primer enunciado es falso. Sean ahora A y B matrices de Markov
siendo B1, . . . , Bn las columnas de B. Entonces AB = A[B1, . . . , Bn] =
[AB1, . . . , ABn]. Pero por lo demostrado en el apartado anterior, AB1, . . . ,
ABn son vectores probabiĺısticos lo cual implica que AB es de Markov. El
segundo enunciado es cierto.

7.17. Inversa generalizada

1. Sea A una matriz (cuadrada o rectangular). Se dice que una matriz G es
una g-inversa (o inversa generalizada) de A cuando AGA = A. Naturalmente
que G ha de ser de tipo n × m en el caso de ser A del tipo m × n. Si A
es cuadrada e invertible, entonces es fácil comprobar que la inversa A−1

es (la única) g-inversa de A, de manera que el concepto de g-inversa es
una generalización del concepto de inversa. Lo que sigue es, además de una
prueba de evaluación una invitación al estudio de las matrices g-inversas.
(a) Cálculo de las g-inversas en un caso particular. Se Ã la matriz m × n
que escrita por cajas presenta la forma

Ã =

[
Ir 0
0 0

]
.

donde la submatriz Ir es la matriz unidad de orden r, y siendo nulas las
otras tres submatrices. Comprobar que la traspuesta Ãt es una g-inversa de
Ã. Hallar todas las matrices G que son g-inversas de Ã.
(b) Existencia de g-inversas. Si A es una matriz m×n y de rango r, entonces
se sabe (y el alumno lo puede admitir si no lo sabe) que existen matrices
cuadradas e invertibles P y Q tales que PAQ = Ã, donde Ã es precisamente
la matriz del apartado anterior. Comprobar que G = QÃP es una g-inversa
de A. Esto demuestra que toda matriz A posee alguna g-inversa, y en general
no es única como se habrá comprobado en el apartado anterior.
(c) Relación de simetŕıa. Comprobar que con los datos del apartado anterior
A es también g-inversa de G. Se pregunta si esto es general, es decir ¿si G
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Caṕıtulo 7. Matrices sobre un cuerpo

es g-inversa de A, entonces A es g-inversa de G?. Dar una demostración o
construir un contraejemplo.

2. Aplicación de las g-inversas al estudio de los sistemas de ecuaciones. Sea
G una g-inversa de A, y sea Ax = b un sistema de ecuaciones, donde A es la
matriz m× n de coeficientes, x es el vector columna n× 1 de las incógnitas
y b es el vector columna m× 1 de los términos independientes.
(a) Compatibilidad. Demostrar que la igualdad AGb = b es condición nece-
saria para que el sistema sea compatible. ¿Es también condición suficiente?
Dar una demostración o construir un contraejemplo.
(b) Resolución Si el sistema es compatible, demostrar que x = Gb + (In −
GA)z es solución (donde In es la matriz unidad de orden n, y z es un vector
columna n× 1 arbitario).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. (a) Veamos que Ãt es g-inversa de Ã es decir que ÃÃtÃ = Ã.
Para ello usamos la multiplicación por cajas. Escribimos en cada caso el
orden de las matrices nulas que aparecen para comprobar que el producto
por cajas tiene sentido.

ÃÃt =

[
Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

] [
Ir 0r×(m−r)

0(n−r)×r 0(n−r)×(m−r)

]
=[

Ir 0r×(m−r)
0(m−r)×r 0(m−r)×(m−r)

]
.

ÃÃtÃ =

[
Ir 0r×(m−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(m−r)

] [
Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
=[

Ir 0r×(n−r)
0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

]
= Ã.

Hallemos ahora todas las matrices G que son g-inversas de Ã. Si G es g-
inversa de Ã entonces G tiene orden n×m y podemos expresarla por cajas
en la forma

G =

[
Xr×r Yr×(m−r)

Z(n−r)×r T(n−r)×(m−r)

]
,

o abreviadamente G =

[
X Y
Z T

]
. Entonces, G es g-inversa de Ã si y sólo si

ÃGÃ = Ã. Equivalentemente[
Ir 0
0 0

] [
X Y
Z T

] [
Ir 0
0 0

]
=

[
Ir 0
0 0

]
⇔
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7.17 Inversa generalizada

[
X Y
0 0

] [
Ir 0
0 0

]
=

[
Ir 0
0 0

]
⇔[

X 0
0 0

]
=

[
Ir 0
0 0

]
⇔ X = Ir.

En consecuencia, todas las matrices g-inversas de Ã son todas las matrices
n×m de la forma

G =

[
Ir Y
Z T

]
.

(b) Usando el apartado anterior tenemos

AGA = A(QÃtP )A = (AQ)Ãt(PA) =
(P−1Ã)Ãt(ÃQ−1) = P−1(ÃÃtÃ)Q−1 =

P−1ÃQ−1 = A.

Es decir, G = QÃtP es g-inversa de A.

(c) Veamos que A es g-inversa de G, es decir GAG = A. Tenemos

GAG = (QÃtP )A(QÃtP ) = (QÃt)(PAQ)(ÃtP )
Q(ÃtÃÃt)P = Q(ÃÃtÃ)tP = QÃP = G.

El resultado no es general. Elijamos por ejemplo las matrices de órdenes
n× n : A = 0 (matriz nula) y G = I (matriz unidad). Entonces

AGA = 0I0 = 0 = A , GAG = I0I = 0 6= G.

Es decir, G es g-inversa de A pero A no es g-inversa de G.

2. (a) Por hipótesis AGA = A. Si el sistema Ax = b es compatible, existe
x0 ∈ Rn×1 tal que Ax0 = b. Entonces Ax0 = b ⇒ AGAx0 = b ⇒ AGb = b.
La condición también es suficiente pues si AGb = b, entonces x0 = Gb es
solución del sistema.
(b) Tenemos

A(Gb+ (In −GA)z) = AGb+Az −AGAz = AGb+Az −Az = AGb = b,

lo cual demuestra que todo vector de la forma Gb+ (In −GA)z es solución
del sistema Ax = b.www.yo
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Caṕıtulo 8

Determinantes sobre un
cuerpo

8.1. Determinantes sencillos (1)

1. Calcular los determinantes:

a)

∣∣∣∣ 3 4
−2 7

∣∣∣∣ . b)

∣∣∣∣x+ 1 −x
−x x+ 1

∣∣∣∣ . c)

∣∣∣∣cosα − senα
senα cosα

∣∣∣∣ .
d)

∣∣∣∣z −1
z z

∣∣∣∣ (z = cos 2π/3 + i sen 2π/3).

2. Dada A =

[
3 4
4 2

]
, hallar detA : a) En R. b) En Z5. c) En Z7. d) En Z11.

3. Calcular ∆ =

∣∣∣∣13547 13647
28423 28523

∣∣∣∣ .
4. Establecer la identidad siguiente, sin desarrollar los determinantes:∣∣∣∣1 + a 1

1 1 + b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a 0
0 b

∣∣∣∣+

∣∣∣∣1 0
1 b

∣∣∣∣+

∣∣∣∣1 1
1 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣a 1
0 1

∣∣∣∣ .
5. Calcular ∆ =

∣∣∣∣∣∣
2 3 0
1 2 1
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ : a) En R. b) Z5.

6. Calcular el determinante ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 5
4 2 7 −3
2 7 −5 4
−3 2 −2 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
a) Desarrollado por los elementos de la primera fila.
b) Fabricando tres ceros en una linea.

197
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8.1 Determinantes sencillos (1)

Solución. 1. a)

∣∣∣∣ 3 4
−2 7

∣∣∣∣ = 3 · 7− (−2) · 4 = 21 + 8 = 29.

b)

∣∣∣∣x+ 1 −x
−x x+ 1

∣∣∣∣ = (x+ 1)2 − x2 = x2 + 2x+ 1− x2 = 2x+ 1.

c)

∣∣∣∣cosα − senα
senα cosα

∣∣∣∣ = cos2 α+ sen2 α = 1.

d)

∣∣∣∣z −1
z z

∣∣∣∣ = z2 + z = z(z + 1)

=

(
−1

2
+

√
3

2
i

)(
1

2
+

√
3

2
i

)
= −1

4
− 3

4
= −1.

2. a) detA = 3 · 2− 4 · 4 = 6− 16 = −10.
b) detA = 3 · 2− 4 · 4 = 1− 1 = 0.
c) detA = 3 · 2− 4 · 4 = 6− 2 = 4.
d) detA = 3 · 2− 4 · 4 = 6− 5 = 1.

3. Restando a la segunda columna la primera:

∆ =

∣∣∣∣13547 100
28423 100

∣∣∣∣ = 100

∣∣∣∣13547 1
28423 1

∣∣∣∣
= 100(13547− 28423) = 100(−14876) = −1 487 600.

4. Podemos escribir: ∣∣∣∣a 0
0 b

∣∣∣∣+

∣∣∣∣1 0
1 b

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a+ 1 0
1 b

∣∣∣∣ ,∣∣∣∣1 1
1 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣a 1
0 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣a+ 1 1
1 1

∣∣∣∣ .
Por tanto, ∣∣∣∣a 0

0 b

∣∣∣∣+

∣∣∣∣1 0
1 b

∣∣∣∣+

∣∣∣∣1 1
1 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣a 1
0 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣a+ 1 0
1 b

∣∣∣∣+

∣∣∣∣a+ 1 1
1 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 + a 1
1 1 + b

∣∣∣∣ .
5. Aplicando la regla de Sarrus:
a) ∆ = 2 · 2 · 2 + 1 · 1 · 0 + 3 · 1 · 3− 3 · 2 · 0− 1 · 1 · 2− 1 · 3 · 2
= 8 + 0 + 9− 0− 2− 6 = 9.
b) ∆ = 2 · 2 · 2 + 1 · 1 · 0 + 3 · 1 · 3− 3 · 2 · 0− 1 · 1 · 2− 1 · 3 · 2
= 4 · 2 + 1 · 0 + 3 · 3− 1 · 0− 1 · 2− 3 · 2
= 3 + 0 + 4− 0− 2− 1 = 2− 3 = 3 + 4 + 3 + 4 = 2 + 3 + 4 = 0 + 4 = 4.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

6. a) Tenemos:

∆ = 1 ·

∣∣∣∣∣∣
2 7 −3
7 −5 4
2 −2 7

∣∣∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣∣∣
4 7 −3
2 −5 4
−3 −2 7

∣∣∣∣∣∣+ (−2)

∣∣∣∣∣∣
4 2 −3
2 7 4
−3 2 7

∣∣∣∣∣∣
−5

∣∣∣∣∣∣
4 2 7
2 7 −5
−3 2 −2

∣∣∣∣∣∣ = 1 · (−329)− 3 · (−223) + (−2) · 37− 5 · 197 = −689.

b) Efectuando las transformaciones F2 − 4F1, F3 − 2F1, F3 + 3F1 :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 5
0 −10 15 −23
0 1 −1 −6
0 11 −8 22

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·

∣∣∣∣∣∣
−10 15 −23

1 −1 −6
11 −8 22

∣∣∣∣∣∣ = −689.

8.2. Determinantes sencillos (2)

1. Calcular ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 1 0 0 0
6 5 1 0 0
0 6 5 1 0
0 0 6 5 1
0 0 0 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Calcular ∆ = det


3 5 −1 2 2
2 1 0 2 −2
0 0 4 3 5
0 0 1 4 3
0 0 2 −1 2

 .

3. Demostrar, sin calcularlo, que el determinante ∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 6 5
1 8 0
1 9 5

∣∣∣∣∣∣ es múltiplo

de 15, sabiendo que 165, 180 y 195 lo son.

4. Demostrar, sin desarrollar, la siguiente igualdad de determinantes, sabien-
do que x 6= 0, y 6= 0: ∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x2 4 y2

x3 8 y3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2y xy 2x
x 2 y
x2 4 y2

∣∣∣∣∣∣ .
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8.2 Determinantes sencillos (2)

5. Calcular A2, A−1 y detA, siendo

A =


−1 −1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1

 .
6. Desarrollar el siguiente determinante llegando a una expresión formada
por factores de primer grado

∆ =

∣∣∣∣∣∣
x− 1 x2 − 1 x3 − 1
2x− 4 x2 − 4 x3 − 8
3x− 9 x2 − 9 x3 − 27

∣∣∣∣∣∣ .
Solución. 1. Efectuando la transformación C1 − 5C2 :

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 0 0
−19 5 1 0 0
−30 6 5 1 0

0 0 6 5 1
0 0 0 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−19 1 0 0
−30 5 1 0

0 6 5 1
0 0 6 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Efectuando la transformación F4 − 5F3 :

∆ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
−19 1 0 0
−30 5 1 0

0 6 5 1
0 −30 −19 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−19 1 0
−30 5 1

0 −30 −19

∣∣∣∣∣∣ = 665.

2. Tenemos ∆ = det

[
A B
0 C

]
con: A =

[
3 5
2 1

]
, C =

4 3 5
1 4 3
2 −1 2

 , por

tanto:

∆ = detA · detC = (−7) · 11 = −77.

3. Sumando a la tercera columna la primera multiplicada por 100 y la se-
gunda multiplicada por 10 :

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 6 1 · 100 + 6 · 10 + 5
1 8 1 · 100 + 8 · 10 + 0
1 9 1 · 100 + 9 · 10 + 5

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 6 165
1 8 180
1 9 195

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 6 15p
1 8 15q
1 9 15r

∣∣∣∣∣∣ = 15

∣∣∣∣∣∣
1 6 p
1 8 q
1 9 r

∣∣∣∣∣∣ = 15∆1 (p, q, r ∈ Z).
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

Los elementos del determinante ∆1 son números enteros, y dado que la suma
resta y producto de enteros son operaciones internas en Z, deducimos que
∆1 es entero, en consecuencia ∆ es múltiplo de 15.

4. Usando que si a una linea de un determinante se la multiplica por k, el
determinante queda multiplicado por k:∣∣∣∣∣∣

2y xy 2x
x 2 y
x2 4 y2

∣∣∣∣∣∣ =
1

x

1

y

∣∣∣∣∣∣
2yx xy 2xy
x2 2 y2

x3 4 y3

∣∣∣∣∣∣
=
xy

xy

∣∣∣∣∣∣
2 1 2
x2 2 y2

x3 4 y3

∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∣∣
2 2 2
x2 4 y2

x3 8 y3

∣∣∣∣∣∣ =
2

2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x2 4 y2

x3 8 y3

∣∣∣∣∣∣ .
5.

A2 =


−1 −1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1



−1 −1 −1 −1
−1 −1 1 1
−1 1 −1 1
−1 1 1 −1

 =


4 0 0 0
0 4 0 0
0 0 4 0
0 0 0 4


= 4I ⇒ AA = 4I ⇒ A

(
1

4
A

)
= I ⇒ A−1 =

1

4
A.

Restando a las filas 2, 3, y 4, la primera

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −1 −1 −1

0 0 2 2
0 2 0 2
0 2 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)(8 + 8) = −16.

6. La primera, segunda y tercera fila son divisibles por x− 1, x− 2 y x− 3
respectivamente. Podemos escribir:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
x− 1 (x+ 1)(x− 1) (x− 1)(x2 + x+ 1)

2(x− 2) (x+ 2)(x− 2) (x− 2)(x2 + 2x+ 4)
3(x− 3) (x+ 3)(x− 3) (x− 3)(x2 + 3x+ 9)

∣∣∣∣∣∣
= (x− 1)(x− 2)(x− 3)

∣∣∣∣∣∣
1 x+ 1 x2 + x+ 1
2 x+ 2 x2 + 2x+ 4
3 x+ 3 x2 + 3x+ 9

∣∣∣∣∣∣ .
Efectuando las transformaciones F2 − 2F1 y F3 − 3F1 :

∆ = (x− 1)(x− 2)(x− 3)

∣∣∣∣∣∣
1 x+ 1 x2 + x+ 1
0 −x −x2 + 2
0 −2x −2x2 + 6

∣∣∣∣∣∣
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8.3 Determinantes por triangularización (1)

= (x− 1)(x− 2)(x− 3)(−x)

∣∣∣∣1 −x2 + 2
2 −2x2 + 6

∣∣∣∣ = (−2x)(x− 1)(x− 2)(x− 3).

8.3. Determinantes por triangularización (1)

1. Calcular el determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a b c d
x x a b c
x x x a b
x x x x a
x x x x a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Calcular el determinante ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n 1 1 . . . 1
n 2 1 . . . 1
n 1 3 . . . 1
...

...
n 1 1 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

3. Calcular el determinante

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 . . . 2
2 2 2 . . . 2
2 2 3 . . . 2
...

...
2 2 2 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. Calcular el determinante ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
−1 0 3 . . . n
−1 −2 0 . . . n
...

...
−1 −2 −3 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Calcular el determinante de orden n, ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
...

...
b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Solución. 1. Dado un determinante, es interesante para su cálculo intentar
la triangularización, dado que el determinante de una matriz triangular es
sencillamente igual al producto de los elementos de la diagonal principal.
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

Restando a cada columna la siguiente:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a a− b b− c c− d d

0 x− a a− b b− c c
0 0 x− a a− b b
0 0 0 x− a a
0 0 0 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− a)4x.

2. Restando a cada fila (a partir de la segunda), la primera:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n 1 1 . . . 1
0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n · 1 · 2 · . . . · (n− 1) = n!.

3. Efectuando las transformaciones F2− 2F1, F3−F2, F4−F2, . . . , Fn−F2 :

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 2 . . . 2
0 −2 −2 . . . −2
0 0 1 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . n− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · (−2) · 1 · . . . · (n− 2) = −2[(n− 2)!].

4. Sumando a cada fila (menos a la primera), la primera:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n
0 2 6 . . . 2n
0 0 3 . . . 2n
...

...
0 0 0 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · 2 · 3 · . . . · n = n!.

5. Restando a tolas las filas (salvo a la primera), la primera:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
b− a a− b 0 . . . 0
b− a 0 a− b . . . 0

...
...

b− a 0 0 . . . a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Sumando a la primera columna la suma de todas las demás:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ (n− 1)b b b . . . b
0 a− b 0 . . . 0
0 0 a− b . . . 0
...

...
0 0 0 . . . a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [a+ (n− 1)b](a− b)n−1.
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8.4 Determinantes por triangularización (2)

8.4. Determinantes por triangularización (2)

1. Calcular el determinante ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
1 3 3 . . . n− 1 n
1 2 5 . . . n− 1 n
...

...
1 2 3 . . . 2n− 3 n
1 2 3 . . . n− 1 2n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Calcular el determinante

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 2 3 . . . n− 1 n
1 x 2 3 . . . n− 1 n
1 2 x 3 . . . n− 1 n
1 2 3 x . . . n− 1 n
...

...
1 2 3 4 . . . x n
1 2 3 4 . . . n x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Resolver la ecuación D(x) = 0.

3. Se considera el determinante de orden n,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1
−1 1 7 7 . . . 7
−1 −1 1 7 . . . 7
...

...

−1 −1 −1 −1 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Resolver la ecuación ∆n = 25.

4. Calcular detA, siendo A = [aij ] ∈ Rn×n definida por aij = mı́n{i, j}.

Solución. 1. Restando a cada fila (menos a la primera), la primera:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 1 n
0 1 0 . . . 0 0
0 0 2 . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . n− 2 0
0 0 0 . . . 0 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

= 1 · 1 · 2 · . . . · (n− 2) · (n− 1) = (n− 1)!.

2. Sumando a cada columna las demás:

D(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n 1 2 3 . . . n− 1 n
x+ 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n x 2 3 . . . n− 1 n
x+ 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n 2 x 3 . . . n− 1 n
x+ 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n 2 3 x . . . n− 1 n

...
...

x+ 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n 2 3 4 . . . x n
x+ 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n 2 3 4 . . . n x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x+ 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) + n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2 3 . . . n− 1 n
1 x 2 3 . . . n− 1 n
1 2 x 3 . . . n− 1 n
1 2 3 x . . . n− 1 n
...

...
1 2 3 4 . . . x n
1 2 3 4 . . . n x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Usando la fórmula de la suma de los términos de una progresión aritmética y
efectuando las transformaciones C2−C1, C3−2C1, C4−3C1, ... , Cn+1−nC1 :

D(x) =

(
x+

n(n+ 1)

2

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 . . . 0 0
1 x− 1 0 0 . . . 0 0
1 1 x− 2 0 . . . 0 0
1 1 1 x− 3 . . . 0 0
...

...
1 1 1 1 . . . x− (n− 1) 0
1 1 1 1 . . . 1 x− n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
x+

n(n+ 1)

2

)
(x− 1)(x− 2)(x− 3) . . . (x− n).

Las soluciones de la ecuación D(x) = 0 son por tanto:

x = −n(n+ 1)

2
, x = 1, x = 2, x = 3, . . . , x = n.

3. Sumando a todas las filas (menos a la primera), la primera:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1
0 2 8 8 . . . 8
0 0 2 8 . . . 8
...

...

0 0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2n−1.
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8.5 Determinantes por inducción

Por otra parte, ∆n = 25 ⇔ 2n−1 = 25 ⇔ n− 1 = 5⇔ n = 6.

4. El determinante de A es

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1n

a21 a22 a23 . . . a2n

a31 a32 a33 . . . a3n
...

...
an1 am2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 2 . . . 2
1 2 3 . . . 3
...

...
1 2 3 . . . n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Restando a cada fila la anterior:

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
...

...
0 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

8.5. Determinantes por inducción

1. Calcular el determinante de orden n:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 . . . 0
x 1 + x2 x . . . 0
0 x 1 + x2 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Calcular el determinante de orden n,

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 1 . . . 1 1
−1 2 0 0 . . . 0 0
0 −1 2 0 . . . 0 0
0 0 −1 2 . . . 0 0
...

...

0 0 0 0 . . . −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

3. Calcular el determinante de orden n

Dn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n n− 1 n− 2 . . . 3 2 1
−1 x 0 . . . 0 0 0
0 −1 x . . . 0 0 0
...

...

0 0 0 . . . −1 x 0
0 0 0 . . . 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4. Calcular el determinante de orden n:

Dn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x x2 0 . . . 0
1 2x x2 . . . 0
0 1 2x . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Calcular el determinante de orden n, ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
b a b . . . b
b b a . . . b
...

...
b b b . . . a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Solución. 1. Hallemos los determinantes de órdenes 1, 2 y 3 para analizar
si siguen alguna relación.

∆1 =
∣∣1 + x2

∣∣ = 1 + x2, ∆2 =

∣∣∣∣1 + x2 x
x 1 + x2

∣∣∣∣ = 1 + x2 + x4,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 + x2 x 0
x 1 + x2 x
0 x 1 + x2

∣∣∣∣∣∣ = 1 + x2 + x4 + x6.

El cálculo de los determinantes anteriores permite conjeturar la fórmula

∆n = 1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n.

Demostremos la fórmula por inducción. El paso base ya está demostrado.
Supongamos que la fórmula conjeturada es cierta para todo k ≤ n, y demos-
tremos que también es válida para n + 1. Desarrollando por los elementos
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8.5 Determinantes por inducción

de la primera columna:

∆n+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x2 x 0 0 . . . 0
x 1 + x2 x 0 . . . 0
0 x 1 + x2 x . . . 0
0 0 x 1 + x2 . . . 0
...

...
0 0 0 0 . . . 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (1 + x2)∆n − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 0 . . . 0
x 1 + x2 x . . . 0
0 x 1 + x2 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 1 + x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + x2)∆n − x2∆n−1 = (1 + x2)(1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n)

−x2(1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n−2) = 1 + x2 + x4 + · · ·+ x2n

+x2 + x4 + x6 + · · ·+ x2n+2 − x2 − x4 − x6 − · · · − x2n

= 1 + x2 + x4 + x6 · · ·+ x2(n+1).

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.

2. Hallemos los determinantes de órdenes 1, 2 y 3 para analizar si siguen
alguna relación.

∆1 =
∣∣1∣∣ = 1, ∆2 =

∣∣∣∣ 1 1
−1 2

∣∣∣∣ = 3, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
−1 2 0
0 −1 2

∣∣∣∣∣∣ = 7.

Es decir, ∆1 = 21 − 1, ∆2 = 22 − 1, ∆3 = 23 − 1, lo cual permite conjeturar
la fórmula

∆n = 2n − 1.

Demostremos la fórmula por inducción. El paso base ya está demostrado.
Supongamos que la fórmula conjeturada es cierta para todo k ≤ n, y demos-
tremos que también es válida para n + 1. Desarrollando por los elementos
de la primera columna:

∆n+1 = 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 0 . . . 0 0
−1 2 0 . . . 0 0
0 −1 2 . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

+(−1)(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1
−1 2 0 . . . 0 0
0 −1 2 . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . −1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2n + ∆n

= 2n + 2n − 1 = 2 · 2n − 1 = 2n+1 − 1.

Por tanto, la fórmula es cierta para n+ 1.

3. Hallemos los determinantes de órdenes 1, 2 y 3 para analizar si siguen
alguna relación.

D1(x) =
∣∣1∣∣ = 1, D2(x) =

∣∣∣∣ 2 1
−1 x

∣∣∣∣ = 1 + 2x,

D3(x) =

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
−1 x 0
0 −1 x

∣∣∣∣∣∣ = 1 + 2x+ 3x2.

El cálculo de los determinantes anteriores permite conjeturar la fórmula

Dn(x) = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1.

Demostremos la fórmula por inducción. El paso base ya está demostrado.
Supongamos que la fórmula conjeturada es cierta para todo k ≤ n, y demos-
tremos que también es válida para n + 1. Desarrollando por los elementos
de la primera columna:

Dn+1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n+ 1 n n− 1 . . . 3 2 1
−1 x 0 . . . 0 0 0
0 −1 x . . . 0 0 0
...

...

0 0 0 . . . −1 x 0
0 0 0 . . . 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (n+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 0 . . . 0 0 0
−1 x . . . 0 0 0
...

...

0 0 . . . −1 x 0
0 0 . . . 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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8.5 Determinantes por inducción

+(−1)(−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n n− 1 . . . 3 2 1
−1 x . . . 0 0 0
...

...

0 0 . . . −1 x 0
0 0 . . . 0 −1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (n+ 1)xn +Dn(x) = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 + (n+ 1)xn.

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.

4. Hallemos los determinantes de órdenes 1, 2 y 3 para analizar si siguen
alguna relación.

D1(x) =
∣∣2x∣∣ = 2x, D2(x) =

∣∣∣∣2x x2

1 2x

∣∣∣∣ = 3x2,

D3(x) =

∣∣∣∣∣∣
2x x2 0
1 2x x2

0 1 2x

∣∣∣∣∣∣ = 4x3.

El cálculo de los determinantes anteriores permite conjeturar la fórmula

Dn(x) = (n+ 1)xn.

Demostremos la fórmula por inducción. El paso base ya está demostrado.
Supongamos que la fórmula conjeturada es cierta para todo k ≤ n, y demos-
tremos que también es válida para n + 1. Desarrollando por los elementos
de la primera columna:

Dn+1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2x x2 0 0 . . . 0
1 2x x2 0 . . . 0
0 1 2x x2 . . . 0
0 0 1 2x . . . 0
...

...
0 0 0 0 . . . 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 2xDn(x)− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 0 0 . . . 0
1 2x x2 . . . 0
0 1 2x . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2xDn(x)− x2Dn−1(x) = 2x(n+ 1)xn − x2nxn−1 = (n+ 2)xn+1.
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

Es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.

5. Restando a tolas las filas (salvo a la primera), la primera:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b . . . b
b− a a− b 0 . . . 0
b− a 0 a− b . . . 0

...
...

b− a 0 0 . . . a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Sumando a la primera columna la suma de todas las demás:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ (n− 1)b b b . . . b
0 a− b 0 . . . 0
0 0 a− b . . . 0
...

...
0 0 0 . . . a− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [a+ (n− 1)b](a− b)n−1.

8.6. Determinante de Vandermonde

1. Resolver la ecuación

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
2 x 3 −1
4 x2 9 1
8 x3 27 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

2. Calcular ∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1

log 2 log 20 log 200 log 2000
log2 2 log2 20 log2 200 log2 2000
log3 2 log3 20 log3 200 log3 2000

∣∣∣∣∣∣∣∣ , siendo log el logarit-

mo decimal.

3. Demostrar la fórmula del determinante de Vandermonde

V (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn
x2

1 x2
2 x2

3 . . . x2
n

...
...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi).
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8.6 Determinante de Vandermonde

4. (a) Demostrar que el siguiente sistema lineal es determinado

S :


x+ 2y + 4z + 8w = 16

x− 2y + 4z − 8w = 16

x+ 3y + 9z + 27w = 81

x− 4y + 16z − 64w = 256.

(b) Resolverlo usando de forma adecuada el polinomio

p(λ) = (λ− 2)(λ+ 2)(λ− 3)(λ+ 4).

5. Determinar las relaciones que han de verificar cosα, cosβ y cos γ para
que sea nulo el determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣
cos 2α cosα 1
cos 2β cosβ 1
cos 2γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣ .
6. Expresar el siguiente determinante en forma de determinante de Vander-
monde

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
a b c d
bcd cda dab abc
a2 b2 c2 d2

∣∣∣∣∣∣∣∣ (abcd 6= 0).

Solución. 1. El determinante ∆ dado es de Vandermonde, por tanto,

∆ = 0⇔ (−4)(−1− x)(−3)(3− x)1(x− 2) = 0⇔ x = −1 ∨ x = 3 ∨ x = 2.

2. El determinante es de Vandermonde, por tanto,

∆ = (log 2000− log 200) (log 2000− log 20) (log 2000− log 2)

· (log 200− log 20) (log 200− log 2) (log 20− log 2)

= (log 10) (log 100) (log 1000) (log 10) (log 100) (log 10)

= 1 · 2 · 3 · 1 · 2 · 1 = 12.

3. Demostremos la fórmula por inducción. Tenemos

V (x1, x2) =

∣∣∣∣ 1 1
x1 x2

∣∣∣∣ = x2 − x1 =
∏

1≤i<j≤2

(xj − xi),
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

por tanto la fórmula es cierta para n = 2. Sea cierta la fórmula para todo
k ≤ n− 1, entonces, restando a cada fila la anterior multiplicada por x1 :

V (x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 x2 − x1 x3 − x1 . . . xn − x1

0 x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) . . . xn(xn − x1)
...

...

0 xn−2
2 (x2 − x1) xn−2

3 (x3 − x1) . . . xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 x3 − x1 . . . xn − x1

x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) . . . xn(xn − x1)
...

...

xn−2
2 (x2 − x1) xn−2

3 (x3 − x1) . . . xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1
x2 x3 . . . xn
...

...

xn−2
2 xn−2

3 . . . xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∏
2≤r≤n

(xr−x1)·V (x2, . . . , xn) =
∏

2≤r≤n
(xr−x1)

∏
2≤i<j≤n

(xj−xi) =
∏

1≤i<j≤n
(xj−xi),

lo cual implica que la fórmula es cierta para n.

4. (a) El determinante de la matriz A del sistema es

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8
1 −2 4 −8
1 3 9 27
1 −4 16 −64

∣∣∣∣∣∣∣∣ = detAT =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
2 −2 3 −4
4 4 9 16
8 −8 27 −64

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
El determinante anterior es de Vandermonde con los elementos de la segunda
fila distintos dos a dos, luego detA 6= 0. Entonces, el rango de A es 4, que
coincide con el de la matriz ampliadda y con el número de incógnitas. El
sistema S es determinado.
(b) El polinomio p se anula para los valores 2, −2, 3 y −4. Si denotamos

p(λ) = λ4 − wλ3 − zλ2 − yλ− x, (1)

las cuatro ecuaciones del sistema S equivalen a

p(2) = 0, p(−2) = 0, p(3) = 0, p(−4) = 0,

y desarrollando (λ− 2)(λ+ 2)(λ− 3)(λ+ 4) obtenemos

p(λ) = λ4 + λ3 − 16λ2 − 4λ+ 48. (2)
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8.6 Determinante de Vandermonde

Identificando (1) y (2), obtenemos la única solución del sistema

x = 48, y = 4, z = 16, w = −1.

5. Usando que el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta e
intercambiando la primera fila con la tercera:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
cos 2α cos 2β cos 2γ
cosα cosβ cos γ

1 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

cosα cosβ cos γ
cos 2α cos 2β cos 2γ

∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣
cos2 α+ sen2 α cos2 β + sen2 β cos2 γ + sen2 γ

cosα cosβ cos γ
cos2 α− sen2 α cos2 β − sen2 β cos2 γ − sen2 γ

∣∣∣∣∣∣ .
Sumando a la tercera fila la primera:

∆ = −

∣∣∣∣∣∣
cos2 α+ sen2 α cos2 β + sen2 β cos2 γ + sen2 γ

cosα cosβ cos γ
2 cos2 α 2 cos2 β 2 cos2 γ

∣∣∣∣∣∣
−2

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

cosα cosβ cos γ
cos2 α cos2 β cos2 γ

∣∣∣∣∣∣ .
El último determinante es de Vandermonde, en consecuencia ∆ = 0 si, y
sólo si los tres cosenos cosα, cosβ y cos γ, no son distintos dos a dos.

6. Efectuando las transformaciones aC1, bC2, cC3 y dC4 :

∆ =
1

abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
a2 b2 c2 d2

abcd bcda cdab dabc
a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
abcd

abcd

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
a2 b2 c2 d2

1 1 1 1
a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c d
a2 b2 c2 d2

1 1 1 1
a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
a2 b2 c2 d2

a b c d
a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
a b c d
a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

8.7. Regla de Cramer

1. Comprobar que el siguiente sistema en R es de Cramer y resolverlo
2x1 + x2 + x3 = 2

x1 + 3x2 + x3 = 5

x1 + x2 + 5x3 = −7.

2. Usando la regla de Cramer resolver el sistema lineal{
2x+ 3y = 2

x+ 4y = 2.

i) En R. ii) En Z7.

3. Convertir el siguiente sistema en R en uno de Cramer y resolverlo.
x1 + 2x2 + x3 + x4 = 1

2x1 + 2x2 − x3 + 3x4 = −2

3x1 + 4x2 + 4x4 = −1.

Solución. 1. Recordamos que un sistema lineal Ax = b sobre un cuerpo K
se dice que es de Cramer, si y sólo si tiene el mismo número n de ecuaciones
que de incógnitas y además ∆ = detA 6= 0. Por otra parte, todo sistema de
Cramer es compatible y determinado y denotando por ∆i al determinante
obtenido al sustituir la columna i-ésima de A por b, la única solución del
sistema es (

∆1

∆
,
∆2

∆
, . . . ,

∆n

∆

)
(Regla de Cramer). �

En nuestro caso,

∆ =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
1 3 1
1 1 5

∣∣∣∣∣∣ = 22 6= 0⇒

x1 =
∆1

∆
=

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
5 3 1
−7 1 5

∣∣∣∣∣∣
22

=
22

22
= 1,

x2 =
∆2

∆
=

∣∣∣∣∣∣
2 2 1
1 5 1
1 −7 5

∣∣∣∣∣∣
22

=
44

22
= 2,
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8.7 Regla de Cramer

x3 =
∆3

∆
=

∣∣∣∣∣∣
2 1 2
1 3 5
1 1 −7

∣∣∣∣∣∣
22

=
−44

22
= −2.

2. i) La única solución del sistema es

x =

∣∣∣∣2 3
2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣2 3
1 4

∣∣∣∣ =
2

5
= 0,4, y =

∣∣∣∣2 2
1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 3
1 4

∣∣∣∣ =
2

5
= 0,4.

ii) Análogamente

x =

∣∣∣∣2 3
2 4

∣∣∣∣∣∣∣∣2 3
1 4

∣∣∣∣ =
2

5
= 2 · 1

5
= 2 · 3 = 6, y =

∣∣∣∣2 2
1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣2 3
1 4

∣∣∣∣ =
2

5
= 6.

3. La tercera ecuación es la suma de la primera y la segunda, luego podemos
eliminarla. El sistema se puede escribir en la forma{

x1 + 2x2 = 1− x3 − x4

2x1 + 2x2 = −2 + x3 − 3x4.

Dado que ∆ =

∣∣∣∣1 2
2 2

∣∣∣∣ = −2 6= 0, para todo x3, x4 el sistema anterior es de

Cramer. Entonces,

x1 =

∣∣∣∣ 1− x3 − x4 2
−2 + x3 − 3x4 2

∣∣∣∣
−2

= −3 + 2x3 − 2x4,

x2 =

∣∣∣∣1 1− x3 − x4

2 −2 + x3 − 3x4

∣∣∣∣
−2

= 2− 3x3/2 + x4/2.

Denotanto x3 = α, x3 = β obtenemos todas las soluciones del sistema
x1 = −3 + 2α− 2β

x2 = 2− 3α/2 + β/2

x3 = α

x4 = β.
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

8.8. Ceros por encima o debajo de la diagonal se-
cundaria

1. Calcular el determinante de orden n

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 0 1
0 0 0 . . . 0 1 0
0 0 0 . . . 1 0 0
...

...

0 1 0 . . . 0 0 0
1 0 0 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

2. Calcular el determinante de orden n

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
2 3 4 . . . n− 1 n n
3 4 5 . . . n n n

...
...

n− 1 n n . . . n n n
n n n . . . n n n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Solución. 1. Desarrollando por los elementos de la primera columna:

∆n = 1 · (−1)n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 . . . 0 0 1
0 0 . . . 0 1 0
0 0 . . . 1 0 0
...

...

1 0 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1∆n−1.

Usando la relación anterior sucesivamente y teniendo en cuenta que ∆1 = 1,

∆n = (−1)n+1∆n−1 = (−1)n+1(−1)n∆n−2 = (−1)n+1(−1)n(−1)n−1∆n−3

= (−1)n+1(−1)n(−1)n−2 . . . (−1)3∆1 = (−1)3+4+···n+(n+1).

Por la fórmula de la suma de los términos de una progresión aritmética:

3 + 4 + · · ·n+ (n+ 1) =
3 + (n+ 1)

2
(n− 1).
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8.8 Ceros por encima o debajo de la diagonal secundaria

Por tanto, ∆n = (−1)(n+4)(n−1)/2.

2. Restando a cada fila la anterior:

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 . . . n− 2 n− 1 n
1 1 1 . . . 1 1 0
1 1 1 . . . 1 0 0

...
...

1 1 0 . . . 0 0 0
1 0 0 . . . 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Desarrollando por los elementos de la última columna:

∆n = n(−1)1+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 1
1 1 1 . . . 1 0

...
...

1 1 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Restando a cada fila la siguiente:

∆n = n(−1)1+n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 1 0

...
...

0 1 0 . . . 0 0
1 0 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Aparece el mismo determinante del apartado anterior, pero de orden n− 1,
por tanto:

∆n = n(−1)n+1(−1)3+4+···n = (−1)(n+4)(n−1)/2n.
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

8.9. Determinante y sucesión de Fibonacci

Sea 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . la sucesión de Fibonacci y consideremos la matriz:

An =


1 1 0 0 . . . 0 0
−1 1 1 0 . . . 0 0

0 −1 1 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 . . . −1 1

 .

Probar que detAn coincide con el termino enésimo de la sucesión.

Solución. La sucesión de Fibonacci {xn} está determinada por las condi-
ciones x1 = 1, x2 = 2 y xn = xn−1 + xn−2 si n ≥ 3. Tenemos

|A1| = |1| = 1, |A2| =
∣∣∣∣ 1 1
−1 1

∣∣∣∣ = 2.

Por otra parte, desarrollando por los elementos de la primera columna para
n ≥ 3, obtenemos

|An| = 1 · |An−1|+ (−1)(−1) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 . . . 0 0
−1 1 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 . . . −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
orden n−1

= |An−1|+ 1 · |An−2| = |An−1|+ |An−2| .

Concluimos que {|An|} es la sucesión de Fibonacci.

8.10. Determinante con números combinatorios

Calcular el determinante de orden p+ 1

∆(m, p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
m
0

) (
m
1

) (
m
2

)
. . .

(
m
p

)(
m+1

0

) (
m+1

1

) (
m+1

2

)
. . .

(
m+1
p

)
...

...(
m+p

0

) (
m+p

1

) (
m+p

2

)
. . .

(
m+p
p

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(m ≥ p).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Caminos, UPM).
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8.11 Producto de enteros que son suma de cuatro cuadrados de enteros

Solución. Restando a cada fila la anterior y usando la conocidas fórmulas(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
,

(
n

0

)
= 1,

(
n

1

)
= n,

∆(m, p) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
m
0

) (
m
1

) (
m
2

)
. . .

(
m
p

)
0

(
m
0

) (
m
1

)
. . .

(
m
p−1

)
0

(
m+1

0

) (
m+1

1

)
. . .

(
m+1
p−1

)
...

...

0
(
m+p−1

0

) (
m+p−1

1

)
. . .

(
m+p−1
p−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
m
0

) (
m
1

)
. . .

(
m
p−1

)(
m+1

0

) (
m+1

1

)
. . .

(
m+1
p−1

)
...

...(
m+p−1

0

) (
m+p−1

1

)
. . .

(
m+p−1
p−1

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ∆(m, p− 1).

Por tanto

∆(m, p) = ∆(m, p− 1) = ∆(m, p− 2) = . . . = ∆(m, 1)

=

∣∣∣∣ (m0 ) (
m
1

)(
m+1

0

) (
m+1

1

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 m
1 m+ 1

∣∣∣∣ = 1.

8.11. Producto de enteros que son suma de cuatro
cuadrados de enteros

Demostrar que el producto de dos números enteros, cada uno de ellos suma
de cuatro cuadrados de enteros, es también la suma de cuatro cuadrados de
enteros.
Sugerencia: considerar determinantes de la forma

det

[
z −w
w z

]
con z, w complejos cuyas partes real e imaginaria son números enteros.

Solución. Sean z = x1 + iy1, w = x2 + iy2 con x1, y1, x2, y2 enteros.
Entonces,

m = det

[
z −w
w z

]
= zz + ww = |z|2 + |w|2 = x2

1 + y2
1 + x2

2 + y2
2

es decir, m es la suma de cuatro cuadrados de enteros.
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

Rećıprocamente, si m es suma de cuatro cuadrados de enteros, es claro que
m es un determinante de la forma anterior. Entonces, si m y n son suma de
cuatro cuadrados de enteros, usando que el determinante del producto es el
producto de los determinantes y conocidas propiedades de la conjugación de
los números complejos:

mn = det

[
z −w
w z

]
det

[
h −t
t h

]

= det

[
zh− wt −zt− wh
wh+ zt −wt+ zh

]
= det

[
zh− wt −

(
zt+ wh

)
zt+ wh zh− wt

]
.

Dado que los números complejos z, w, h y t tiene partes real a imaginaria
enteras, también las tienen zh−wt y zt+wh, es decir mn es un determinante
de la forma dada, luego es la suma de cuatro cuadrados de enteros.

8.12. Determinante e inversa de orden n

Se considera la matriz

Mn =



a1 + a2 −a2 0 0 . . . 0 0 0
−a2 a2 + a3 −a3 0 . . . 0 0 0

0 −a3 a3 + a4 −a4 . . . 0 0 0
...

...
0 0 0 0 . . . −an−1 an−1 + an −an
0 0 0 0 . . . 0 −an an


siendo a1, a2, . . . , an números reales no nulos y sea Dn = detMn.
1. Calcular D1, D2, D3. ( Nótese que M1 = [a1] )
2. Encontrar una relación entre Dn y Dn+1.
3. Calcular Dn.

4. Sean b1 =
1

a1
, bi = bi−1 +

1

ai
, i = 2, 3, . . . n y sea

An =



b1 b1 b1 . . . b1 b1
b1 b2 b2 . . . b2 b2
b1 b2 b3 . . . b3 b3
...

...
b1 b2 b3 . . . bn−1 bn−1

b1 b2 b3 . . . bn−1 bn


.

Hallar |An| en función de a1, a2, . . . , an.
5. Calcular el producto Mn ·An y deducir M−1

n .
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8.12 Determinante e inversa de orden n

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Para hallar D2 sumamos a la primera fila la segunda y para
D3 sumamos a la segunda fila la tercera.

D1 = det[a1] = a1, D2 =

∣∣∣∣a1 + a2 −a2

−a2 a2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a1 0
−a2 a2

∣∣∣∣ = a1a2,

D3 =

∣∣∣∣∣∣
a1 + a2 −a2 0
−a2 a2 + a3 −a3

0 −a3 a3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a1 + a2 −a2 0
−a2 a2 0

0 −a3 a3

∣∣∣∣∣∣ = a3D2 = a1a2a3.

2. Sumando a la penúltima fila la última:

Dn+1 =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + a2 −a2 0 0 . . . 0 0 0
−a2 a2 + a3 −a3 0 . . . 0 0 0

0 −a3 a3 + a4 −a4 . . . 0 0 0
...

...
0 0 0 0 . . . −an an + an+1 −an+1

0 0 0 0 . . . 0 −an+1 an+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + a2 −a2 0 0 . . . 0 0 0
−a2 a2 + a3 −a3 0 . . . 0 0 0

0 −a3 a3 + a4 −a4 . . . 0 0 0
...

...
0 0 0 0 . . . −an an 0
0 0 0 0 . . . 0 −an+1 an+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= an+1Dn.

3. Los cálculos efectuados en el primer apartado sugieren la fórmula Dn =
a1a2 . . . an. Demostrémosla por inducción. Está demostrado que es cierta
para n = 1. Se cierta para n, entonces por el apartado anterior, Dn+1 =
an+1Dn = a1a2 . . . anan+1 es decir, la fórmula es cierta para n+ 1.

4. Sumando a la penúltima fila la última y usando las relaciones entre los
números aj y bj obtenemos

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 b1 b1 . . . b1 b1
0 b2 − b1 b2 − b1 . . . b2 − b1 b2 − b1
0 0 b3 − b2 . . . b3 − b2 b3 − b2
...

...
0 0 0 . . . bn−1 − bn−2 bn−1 − bn−2

0 0 0 . . . 0 bn − bn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

b1(b2 − b1)(b3 − b2) . . . (bn−1 − bn−2)(bn − bn−1) =
1

a1

1

a2

1

a3
· . . . · 1

an
.
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

5. Usando de nuevo las relaciones entre los números aj y bj fácilmente ob-
tenemos Mn ·An = In de lo cual se deduce que M−1

n = An.

8.13. Determinante de I + v w

Sea K un cuerpo, v ∈ Kn×1 y v ∈ K1×n. Demostrar que

det (In + vw) = 1 + wv.

Solución. Es fácil verificar la igualdad para matrices de órdenes n+ 1,(
1 0
v In

)(
1 −w
0 In + vw

)
=

(
1 + vtwt −w

0 In

)(
1 0
v In

)
.

Tomando determinantes y teniendo en cuenta que vtwt = (wv)t = wv por
ser wv de orden 1× 1 :

1 · det (In + vw) = (1 + vtwt) · 1⇒ det (In + vw) = 1 + wv.

8.14. Determinante por inducción y sistema lineal

Para cada n ∈ N∗ y para cada par a, b ∈ C se considera la matriz

An(a) =



1 + a 1 0 . . . 0 0
a 1 + a 1 . . . 0 0
0 a 1 + a . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . 1 + a 1
0 0 0 . . . a 1 + a


∈ C(n,n)

y el sistema An(a)X = (0, 0, . . . , 0, b)t, donde X ∈ C(n,1). Se pide:

1. Calcular los determinantes de A1(a), A2(a) y A3(a).
2. Obtener una relación lineal entre los determinantes de An(a), An+1(a) y
An+2(a).
3. Hallar, en función de a y n, una expresión del determinante de An(a) y
demostrar su validez.
4. Determinar todos los valores de a y b para los que el sistema dado es
compatible determinado, indeterminado e incompatible.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Los determinantes pedidos son
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8.14 Determinante por inducción y sistema lineal

detA1(a) = 1 + a, detA2(a) =

∣∣∣∣1 + a 1
a 1 + a

∣∣∣∣ = 1 + a+ a2,

detA3(a) =

∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 0
a 1 + a 1
0 a 1 + a

∣∣∣∣∣∣ = 1 + a+ a2 + a3.

2. Desarrollando por los elementos de la primera columna

detAn+2(a) = (1 + a)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a 1 . . . 0 0
a 1 + a . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 1 + a 1
0 0 . . . a 1 + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0
a 1 + a . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 1 + a 1
0 0 . . . a 1 + a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + a) detAn+1 − a detAn(a).

Esta igualdad equivale a

detAn+1(a) = (1 + a) detAn − adetAn−1(a) (n ≥ 2). (1)

3. El cálculo de los determinantes del primer apartado permite conjeturar
la fórmula

detAn(a) = 1 + a+ a2 + . . .+ an. (2)

Veamos que la fórmula (2) es cierta aplicando el método de inducción.
Paso base. La fórmula (2) es cierta para n = 1, 2, 3 como se vio en el primer
apartado.
Paso de inducción. Supongamos que (2) es cierta para todo k ≤ n. Veamos
que es cierta para n+ 1. Usando (1):

detAn+1(a) = (1 + a)(1 + a+ a2 + . . .+ an)− a(1 + a+ a2 + . . .+ an−1) =
1 + a+ a2 + . . .+ an + a+ a2 + a3 + . . .+ an+1 − a− a2 − a3 − . . .− an =

1 + a+ a2 + a3 . . .+ an+1.

La fórmula (2) es también cierta para n+ 1.

4. Usando la fórmula de la suma de los términos una progresión geométrica
tenemos

detAn(a) = 1 + a+ a2 + . . .+ an =
an+1 − 1

a− 1
. (a 6= 1)
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Caṕıtulo 8. Determinantes sobre un cuerpo

es decir, los valores que anulan a detAn(a) son las ráıces de orden n+ 1 de
la unidad excluida la ráız 1:

detAn(a) = 0⇔ a = wk = cos
2kπ

n+ 1
+ i sin

2kπ

n+ 1
(k = 1, 2, . . . , n).

Llamemos B a la matriz ampliada. Si a 6= wk se verifica rgAn(a) = n = rgB
siendo n el número de incógnitas con lo cual el sistema es compatible y
determinado. Si a = wk entonces detAn(a) = 0 pero detAn−1(a) 6= 0 pues
salvo la ráız 1 las ráıces de orden n + 1 de la unidad son distintas de las
de orden n (corresponden a los vértices de un poĺıgono regular de n + 1 y
n lados respectivamente con centro el origen). Es decir, rgAn(a) = n − 1.
Hallemos el rango de la matriz ampliada∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + a 1 0 . . . 0 0
a 1 + a 1 . . . 0 0
0 a 1 + a . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . 1 + a 0
0 0 0 . . . a b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= bdetAn−1(a).

Si b 6= 0 el rango de B es n y si b = 0 el rango de B es n − 1. Podemos
concluir: 

a 6= wk comp. determinado

a = wk

{
b = 0 incompatible
b 6= 0 indeterminado.
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Caṕıtulo 9

Espacios vectoriales

9.1. Primeras propiedades de los espacios vecto-
riales

1. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que para todo λ ∈ K
y para todo x ∈ E :
(a) 0x = 0. (b) λ0 = 0. (c) λx = 0⇒ (λ = 0 ó x = 0).

2. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que para todo
λ, µ ∈ K y para todo x, y ∈ E :
(a) − (λx) = (−λx) = λ(−x).

(b) (λx = µx y x 6= 0)⇒ λ = µ.

(c) (λx = λy y λ 6= 0)⇒ x = y.

3. Demostrar que en todo espacio vectorial E, la propiedad conmutativa de
la suma de vectores, se puede deducir a partir de los restantes axiomas.

Solución. 1. (a) Tenemos 0x = (0 + 0)x = 0x + 0x, por tanto 0x = 0x +
(−0x) = 0.
(b) Tenemos λ0 = λ(0 + 0) = λ0 + λ0, por tanto λ0 = λ0 + (−λ0) = 0.
(c) Si λ 6= 0, existe el inverso λ−1 en K. Entonces,

λx = 0⇒ λ−1(λx) = λ−10⇒ (λ−1λ)x = 0⇒ 1x = 0⇒ x = 0.

2. (a) Tenemos

(−λ)x+ λx = (−λ+ λ)x = 0x = 0⇒ −(λx) = (−λ)x.

λ(−x) + λx = λ(−x+ x) = λ0 = 0⇒ −(λx) = λ(−x).

(b) Se verifica λx = µx⇒ λx− µx = 0⇒ (λ− µ)x = 0. Como x 6= 0, ha de
ser λ− µ = 0, es decir λ = µ.

227
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9.2 Espacio vectorial Kn

(c) Se verifica λx = λy ⇒ λx− λy = 0⇒ λ(x− y) = 0. Como λ 6= 0, ha de
ser x− y = 0, es decir x = y.

3. Para todo x, y ∈ E se verifica:

(1 + 1)(x+ y) = 1(x+ y) + 1(x+ y)

= x+ y + x+ y. (1)

(1 + 1)(x+ y) = (1 + 1)x+ (1 + 1)y

= 1x+ 1x+ 1y + 1y

= x+ x+ y + y. (2)

Igualando (1) y (2), queda x+y+x+y = x+x+y+y. Cancelando términos,
se obtiene y + x = x+ y.

9.2. Espacio vectorial Kn

1. Sea K un cuerpo y definamos en Kn (n ≥ 1) la operación suma:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn).

Definamos además la operación ley externa:

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

Demostrar que Kn es espacio vectorial sobre el cuerpo K con las operaciones
anteriormente definidas.
Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Qn, Rn,
Cn y (Zp)n (p primo).

2. En el espacio vectorial R3, se consideran los vectores x = (0,−1, 2) e
y = (4, 1, 2). Determinar el vector z = 3x− 5y.

Solución. 1. 1) (Kn,+) es grupo abeliano.
Interna. Dado que la suma de dos elementos de K es un elemento de K, la
suma de dos elementos de Kn pertenece a Kn.
Asociativa. Para todo (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn), (z1, . . . , zn) ∈ Kn y usando
la propiedad asociativa de la suma en K :

(x1, . . . , xn) + [(y1, . . . , yn) + (z1, . . . , zn)]

= (x1, . . . , xn) + (y1 + z1, . . . , yn + zn)

= (x1 + (y1 + z1), . . . , xn + (yn + zn))

= ((x1 + y1) + z1, . . . , (xn + yn) + zn)

= (x1 + y1, . . . , xn + yn) + (z1, . . . , zn)

= [(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn)] + (z1, . . . , zn).
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

Conmutativa. Para todo (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Kn y usando la propie-
dad conmutativa de la suma en K :

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

= (y1 + x1, . . . , yn + xn) = (y1, . . . , yn) + (x1, . . . , xn).

Elemento neutro. Para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, el elemento de Kn,
0 = (0, . . . , 0) satisface:

0 + x = x+ 0 = (x1, . . . , xn) + (0, . . . , 0)

= (x1 + 0, . . . , xn + 0) = (x1, . . . , xn) = x.

Elemento simétrico. Para todo x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, el elemento de Kn,
−x = (−x1, . . . ,−xn) satisface:

(−x) + x = x+ (−x) = (x1, . . . , xn) + (−x1, . . . ,−xn)

= (x1 + (−x1), . . . , xn + (−xn)) = (0, . . . , 0) = 0.

Concluimos que (Kn,+) es grupo abeliano.

2) Se satisfacen los cuatro axiomas de ley externa. En efecto, para todo
(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Kn, para todo λ, µ ∈ K y usando conocidas
propiedades de K :
1. λ(x+ y) = λ(x1 + y1, . . . , xn + yn) = λ(x1 + y1, . . . , xn + yn)

= ((λ(x1 + y1), . . . , λ(xn + yn)) = (λx1 + λy1, . . . , λxn + λyn)

= (λx1, . . . , λxn) + (λy1, . . . , λyn) = λ(x1, . . . , xn) + λ(y1, . . . , yn)

= λx+ λy.

2. (λ+ µ)x = (λ+ µ)(x1, . . . , xn) = ((λ+ µ)x1, . . . , (λ+ µ)xn)

= (λx1 + µx1, . . . , λxn + µxn) = (λx1, . . . , λxn) + (µx1, . . . , µxn)

= λ(x1, . . . , xn) + µ(x1, . . . , xn) = λx+ µx.

3. (λµ)x = (λµ)(x1, . . . , xn) = ((λµ)x1, . . . , (λµ)xn)

= (λ(µx1), . . . , λ(µxn)) = λ(µx1, . . . , µxn)

= λ (µ(x1, . . . , xn)) = λ(µx).

4. 1x = 1(x1, . . . , xn) = (1x1, . . . , 1xn) = (x1, . . . , xn) = x.
Concluimos que Kn es espacio vectorial sobre el cuerpo K con las operacio-
nes dadas.

2. Usando las conocidas operaciones suma y ley externa:

z = 3x− 5y = 3(0,−1, 2)− 5(4, 1, 2)

= (0,−3, 6) + (−20,−5,−10) = (−20,−8,−4).
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9.3 Espacio vectorial de las matrices sobre un cuerpo

9.3. Espacio vectorial de las matrices sobre un cuer-
po

(a) Sea K un cuerpo. Demostrar que Km×n (matrices de órdenes m× n con
elementos en el cuerpo K) es un espacio vectorial con las operaciones habi-
tuales suma y producto por un escalar.
Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Qm×n,
Rm×n, Cm×n y (Zp)m×n (p primo).

(b) En el espacio vectorial R2×3 se consideran los vectores:

A =

[
1 0 −2
3 1 1

]
, B =

[
4 1 0
−1 5 1

]
.

Determinar el vector C = −A+ 3C.

Solución. (a) Veamos que (Km×n,+) es un grupo abeliano
1. Interna. Por la propia definición de suma de matrices, es claro que la suma
de dos matrices de ordenes m× n es otra matriz de orden m× n.
2. Asociativa. Para A,B,C matrices de Km×n, y usando la propiedad aso-
ciativa de la suma en K :

(A+B) + C = ([aij ] + [bij ]) + [cij ] = [aij + bij ] + [cij ] = [(aij + bij) + cij ] =

[aij + (bij + cij)] = [aij ] + [bij + cij ] = [aij ] + ([bij ] + [cij ]) = A+ (B + C) .

3. Existencia de elemento neutro. Para toda matriz A de Km×n :

A+ 0 = [aij ] + [0] = [aij + 0] = [aij ] = A,

0 +A = [0] + [aij ] = [0 + aij ] = [aij ] = A.

4. Existencia de elemento simétrico. Para toda matriz A de Km×n :

A+ (−A) = [aij ] + [−aij ] = [aij + (−aij)] = [0] = 0,

(−A) +A = [−aij ] + [aij ] = [(−aij) + aij ] = [0] = 0.

5. Conmutativa. Para todo par de matrices A,B de Km×n, y usando la
propiedad conmutativa de la suma en K :

A+B = [aij ] + [bij ] = [aij + bij ] = [bij + aij ] = [bij ] + [aij ] = B +A.

Veamos que se verifican las propiedades de ley externa. Es claro que para
todo λ ∈ K y para todo A ∈ Km×n se verifica λA ∈ Km×n.
Usando las definiciones de suma de matrices, de producto de un escalar por
una matriz, y conocidas propiedades de la suma y producto en K :

1. λ(A+B) = λ ([aij ] + [bij ]) = λ[aij + bij ] = [λ(aij + bij)]

= [λaij + λbij ] = [λaij ] + [λbij ] = λ[aij ] + λ[bij ] = λA+ λB.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

2. (λ+ µ)A = (λ+ µ)[aij ] = [(λ+ µ)aij ] = [λaij + µaij ]

= [λaij ] + [µaij ] = λ[aij ] + µ[aij ] = λA+ µA.

3. λ(µA) = λ(µ[aij ]) = λ[µaij ] = [λ(µaij)] = [(λµ)aij ] = (λµ)[aij ] = (λµ)A.

4. 1A = 1[aij ] = [1aij ] = [aij ] = A.

(b) Usando las conocidas operaciones en R2×3 :

C = −A+ 3C =

[
−1 0 2
−3 −1 −1

]
+

[
12 3 0
−3 15 3

]
=

[
11 3 2
−6 14 2

]
.

9.4. Espacio vectorial K[x]

(a) Sea K un cuerpo y sea K[x] el conjunto de los polinomios en la inde-
terminada x y coeficientes en K. Se consideran las operaciones suma y ley
externa habituales. Demostrar de manera esquemática, que K[x] es espacio
vectorial con las operaciones mencionadas.
Nota. Casos particulares importantes de este espacio vectorial son Q[x], R[x],
C[x] y (Zp)[x] (p primo).

(b) En el espacio vectorial R[x] se consideran los vectores p(x) = 3x2−x+5
y q(x) = x3 + x. Determinar el vector r(x) = 2p(x)− 4q(x).

Solución. (a) La suma de dos elementos de K[x], claramente pertenece a
K[x]. Debido a la asociatividad de la suma en K, se verifica la asociatividad
en K[x]. Debido a la conmutatividad de la suma en K, se verifica la con-
mutatividad en K[x]. El polinomio nulo 0 de K[x], verifica p(x) + 0 = p(x)
∀p(x) ∈ K[x]. Para toda p(x) ∈ K[x], el polinomio −p(x) ∈ K[x] verifica
p(x) + (−p(x)) = 0. Es decir, (K[x],+) es grupo abeliano.

Considerando la propiedades de los elementos de K, y las definiciones de
suma y ley externa relativas a polinomios, podemos verificar ∀λ, µ ∈ K y
∀p(x), q(x) ∈ K[x] :

1. λ (p(x) + q(x)) = λp(x) + λq(x).

2. (λ+ µ)p(x) = λp(x) + µp(x).

3. λ (µp(x)) = (λµ)p(x).

4. 1p(x) = p(x).

(b) Usando las conocidas operaciones en R[x] :

r(x) = 2p(x)− 4q(x) =
(
6x2 − 2x+ 10

)
−
(
4x3 + 4x

)
= −4x3 + 6x2 − 6x+ 10.
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9.5 Espacio vectorial de las funciones reales

9.5. Espacio vectorial de las funciones reales

(a) Sea X un conjunto distinto del vaćıo y sea F(X,R) el conjunto de todas
las funciones de X en R. Se definen en F(X,R) las operaciones:
Suma. Para todo f, g elementos de F(X,R):

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ X.

Ley externa. Para todo f ∈ F(X,R), y para todo λ ∈ R :

(λf)(x) = λf(x) ∀x ∈ X.

Demostrar que F(X,R) es espacio vectorial sobre R con las operaciones an-
teriormente definidas.
Nota. Un caso particular importante es F(R,R) (espacio vectorial de las
funciones reales de variable real).

(b) En el espacio vectorial F(R,R) se consideran los vectores f y g definidos
por f(x) = x+ ex y g(x) = 7x+ 2 cosx. Determinar el vector h = 3f + 4g.

Solución. (a) 1) (F(X,R),+) es grupo abeliano.
Interna. Claramente, la suma de dos funciones de X en R es función de X
en R.
Asociativa. Para todo f, g, h ∈ F(X,R), para todo x ∈ X y usando la
propiedad asociativa de la suma de números reales:

[(f + g) + h](x) = [(f + g)(x)] + h(x) = [f(x) + g(x)] + h(x)

= f(x) + [g(x) + h(x)] = f(x) + [(g + h)(x)] = [f + (g + h)](x).

Por la definición de igualdad de funciones, (f + g) + h = f + (g + h).
Elemento neutro. Consideremos la función 0 : X → R definida por 0(x) = 0
para todo x ∈ X. Entonces, para cualquier f ∈ F(X,R) :

(f + 0)(x) = f(x) + 0(x) = f(x) + 0 = f(x)⇒ f + 0 = f,

(0 + f)(x) = 0(x) + f(x) = 0 + f(x) = f(x)⇒ 0 + f = f,

por tanto la función 0 es elemento neutro.
Elemento simétrico. Para cada f ∈ F(X,R), definamos la función −f de la
siguiente manera: (−f)(x) = −f(x), x ∈ X. Entonces, para todo x ∈ X :

[f + (−f)](x) = f(x) + (−f)(x) = f(x) + (−f(x)) = 0⇒ f + (−f) = 0,

[(−f) + f ](x) = (−f)(x) + f(x) = −f(x) + f(x) = 0⇒ (−f) + f = 0,

es decir todo elemento de F(X,R) tiene simétrico.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

Conmutativa. Para todo f, g ∈ F(X,R), para todo x ∈ X y usando la
propiedad conmutativa de la suma de números reales:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x)⇒ f + g = g + f.

2) Se cumplen los cuatro axiomas de ley externa. Para todo λ, µ ∈ R, para
todo f, g ∈ F(X,R), para todo x ∈ X y usando la definición de igualdad de
funciones:

1. (λ(f + g)) (x) = λ ((f + g)(x)) = λ (f(x) + g(x)) = λf(x) + λg(x)

= (λf)(x) + (λg)(x) = (λf + λg)(x)⇒ λ(f + g) = λf + λg.

2. ((λ+ µ)f) (x) = (λ+ µ)f(x) = λf(x) + µf(x) = (λf)(x) + (µf)(x)

= (λf + µf)(x)⇒ (λ+ µ)f = λf + µf.

3. ((λµ)f) (x) = (λµ)f(x) = λ (µf(x)) = λ ((µf)(x)) = (λ(µf)) (x)

⇒ (λµ)f = λ(µf).

4. (1f)(x) = 1f(x) = f(x)⇒ 1f = f.

Observación. De manera análoga y sustituyendo R por cualquier cuerpo K
se demuestra que F(X,K) es espacio vectorial.

(b) Usando las conocidas operaciones en F(R,R) :

h(x) = (3f + 4g)(x) = 3f(x) + 4g(x) = 3x+ 3ex + 28x+ 8 cosx

= 31x+ 3ex + 8 cosx (∀x ∈ R).

9.6. Subcuerpo como espacio vectorial

Sea K un cuerpo y k ⊂ K un subcuerpo de K. Se considera en K, su suma y
por otra parte, la operación ley externa k ×K→ K, (λ, x)→ λx, en donde
λx representa el producto en K. Demostrar que K es espacio vectorial sobre
el cuerpo k, con las operaciones dadas.
Nota. Un caso particular se obtiene para k = K, es decir todo cuerpo es
espacio vectorial sobre śı mismo con las operaciones mencionadas.

Solución. 1) Dado que (K.+, ·) es por hipótesis un cuerpo, (K.+) es grupo
abeliano.

2) Sean λ, µ ∈ k y x, y ∈ K. Dado que k ⊂ K, los elementos λ, µ, x, e y
pertenecen a K. Usando las propiedades de la estructura de cuerpo en K,
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9.7 Subespacios vectoriales, caracterización

obtenemos de manera inmediata:

1. λ(x+ y) = λx+ λy.

2. (λ+ µ)x = λx+ µx.

3. λ(µx) = (λµx).

4. 1x = x.

Concluimos que K es espacio vectorial sobre el cuerpo k, con las operaciones
dadas.

9.7. Subespacios vectoriales, caracterización

1. Analizar si F = {(x1, x2, x3) : x1 − x2 + 2x3 = 0} es subespacio de R3.

2. Analizar si F = {(x1, x2, x3) : x2
1 − x2

2 = 0} es subespacio de R3.

3. Analizar si F = {p ∈ R[x] : p(0) = p(1)} es subespacio de R[x].

4. Se considera el espacio vectorial real usual Rn (n ≥ 2) . Analizar en cada
caso si los siguientes subconjuntos de Rn son o no subespacios.

1) F1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1x2 = 0} .
2) F2 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 + . . .+ xn = 1} .
3) F3 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 + . . .+ xn = 0} .
4) F4 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x1 ∈ Z} .

5. Sea E = Kn×n el espacio vectorial usual de las matrices cuadradas de
ordenes n×n y con elementos en el cuerpo K. Sea el subconjunto de E dado
por F =

{
A ∈ Kn×n : At = A

}
, es decir el subconjunto de E formado por

las matrices simétricas. Demostrar que F es subespacio de E.

6. Sea E = F(R,R) el espacio vectorial real usual de las funciones f de R en
R. Se considera el subconjunto de E : F = {f ∈ E : f(−x) = f(x) ∀x ∈ R}
es decir, el subconjunto de las funciones pares. Demostrar que F es subes-
pacio de E.

7. Estudiar si G = {p ∈ R[x] : p′(x) = 0} es subespacio de R[x].

8. Averiguar si F = {A ∈ R2×2 : A2 = 0} es subespacio de R2×2.

9. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea F ⊂ E. Demostrar que
F es subespacio vectorial de E, si y sólo si se cumplen las tres siguientes
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

condiciones:
(i) 0 ∈ F.
(ii) Para todo x ∈ F y para todo y ∈ F se verifica x+ y ∈ F.
(iii) Para todo λ ∈ K y para todo x ∈ F se verifica λx ∈ F.

Solución. 1. (i) El vector nulo 0 = (0, 0, 0) de R3 satisface 0− 0 + 2 · 0 = 0,
por tanto pertenece a F.

(ii) Si x = (x1, x2, x3) e y = (y1, y2, y3) son vectores de F, satisfacen x1−x2+
2x3 = 0 e y1−y2 +2y3 = 0. El vector suma x+y = (x1 +y1, x2 +y2, x3 +y3)
verifica

(x1 + y1)− (x2 + y2) + 2(x3 + y3)

= (x1 − x2 + 2x3) + (y1 − y2 + 2y3) = 0 + 0 = 0.

es decir, las componentes de x + y cumplen la condición para pertenecer a
F, luego x+ y ∈ F.
(iii) Si λ ∈ R y x = (x1, x2, x3) ∈ F, el vector λx = (λx1, λx2, λx3) verifica

λx1 − λx2 + 2λx3 = λ(x1 − x2 + 2x3) = λ · 0 = 0.

es decir, las componentes de λx cumplen la condición para pertenecer a F,
luego λ ∈ F. Concluimos que F subespacio de R3.

2. (i) El vector nulo 0 = (0, 0, 0) de R3 satisface 02 − 02 = 0, por tanto
pertenece a F.

(ii) Elijamos los vectores x = (1, 1, 0) e y = (1,−1, 0). Claramente x e y
pertenecen a F, sin embargo, x+ y = (1, 0, 0) no pertenece. Concluimos que
F no es subespacio de R3.

3. (i) El vector cero de R[x] es el polinomio cero, que claramente satisface
la condición para pertenecer a F.

(ii) Si p, q ∈ F, se verifica (p+q)(0) = p(0)+q(0) = p(1)+q(1) = (p+q)(1),
es decir, p+ q ∈ F.
(iii) Si λ ∈ R y p ∈ F, se verifica (λp)(0) = λp(0) = λp(1) = (λp)(1), es
decir, λp ∈ F. Concluimos que F es subespacio de R[x].

4. 1) (i) El vector cero de Rn esto es (0, . . . , 0) pertenece a F1 pues x1x2 =
0 · 0 = 0. (ii) Elijamos x = (1, 0, . . . , 0), y = (0, 1, . . . , 0). Evidentemente x
e y pertenecen a F1, sin embargo x+ y = (1, 1, . . . , 0) 6∈ F1. Es decir, F1 no
es subespacio de Rn.

2) (i) (0, . . . , 0) 6∈ F2 pues x1 + . . .+ xn = 0 + . . .+ 0 = 0 6= 1. Es decir, F2

no es subespacio de Rn.
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9.7 Subespacios vectoriales, caracterización

3) (i) (0, . . . , 0) ∈ F3 pues x1 + . . .+ xn = 0 + . . .+ 0 = 0. (ii) Consideremos
los vectores x = (x1, . . . , xn) ∈ F3, y = (y1, . . . , yn) ∈ F3, entonces por la
definición de F3 se verifica x1 + . . . + xn = 0 e y1 + . . . + yn = 0. Tenemos
x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) y además

(x1 + y1) + . . .+ (xn + yn) = (x1 + . . .+ xn) + (y1 + . . .+ yn) = 0 + 0 = 0,

es decir x + y ∈ F3. (iii) Sea λ ∈ R y x = (x1, . . . , xn) ∈ F3, entonces
x1 + . . .+xn = 0 y además λx = (λx1, . . . , λxn). Por tanto λx1 + . . .+λxn =
λ(x1+. . .+xn) = λ0 = 0 es decir, λx ∈ F3. Concluimos que F3 es subespacio
de Rn.

4) (i) (0, . . . , 0) ∈ F4 pues x1 = 0 ∈ Z. (ii) Sean x = (x1, . . . , xn) ∈ F4

e y = (y1, . . . , yn) ∈ F4, entonces x1 ∈ Z, y1 ∈ Z. Tenemos x + y =
(x1 + y1, . . . , xn + yn) y además x1 + y1 ∈ Z, es decir x + y ∈ F4. (iii)
Elijamos λ = 1/2 ∈ R y x = (1, 0, . . . , 0). Evidentemente x ∈ F4, sin em-
bargo λx = (1/2, 0, . . . , 0) 6∈ F4.. Concluimos que F4 no es subespacio de Rn.

5. (i) La matriz nula 0 pertenece a F pues 0t = 0.
(ii) SeanA, B matrices de F , entoncesAt = A yBt = B. Como la traspuesta
de la suma es la suma de las traspuestas, tenemos (A+B)t = At+Bt = A+B
es decir, A+B ∈ F.
(iii) Sea λ ∈ K y A ∈ F , entonces At = A. Como la traspuesta de un es-
calar por una matriz es el escalar por la traspuesta de la matriz, tenemos
(λA)t = λAt = λA es decir, λA ∈ F. Concluimos pues que F es subespacio
de Kn×n.
Nota. De manera totalmente análoga se demostraŕıa que el subconjunto de
Kn×n formado por las matrices antisimétricas es también subsespacio de E.

6. (i) El vector cero de E es la función 0 : R→ R definida mediante 0(t) =
0 ∀t ∈ R, por tanto 0(−x) = 0(x) = 0 ∀x ∈ R. Es decir, 0 ∈ F .
(ii) Sean f, g ∈ F . Usando la definición de suma de funciones tenemos para
todo x ∈ R

(f + g)(−x) = f(−x) + g(−x) = f(x) + g(x) = (f + g)(x),

es decir f + g ∈ F.
(iii) Sean λ ∈ R, f ∈ F. Usando la definición de producto de un escalar por
una función tenemos para todo x ∈ R

(λf)(−x) = λf(−x) = λf(x) = (λf)(x),

por tanto λf ∈ F . Concluimos pues que F es subespacio de E.
Nota. De manera análoga se demostraŕıa que el subconjunto de F(R,R) for-
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

mado por las funciones impares es también subespacio de E.

7. (i) El vector cero de R[x] es el polinomio cero, que claramente satisface
la condición para pertenecer a G.

(ii) Si p, q ∈ G, se verifica (p(x) + q(x))′ = p′(x)+q′(x) = 0+0 = 0, es decir
p+ q ∈ G.
(iii) Si λ ∈ R y p ∈ G, se verifica (λp(x))′ = λp′(x) = λ · 0 = 0, es decir,
λp ∈ G. Concluimos que G es subespacio de R[x].

8. (i) El vector cero de R2×2 es la matriz cero, que claramente satisface la
condición para pertenecer a F.

(ii) Consideremos las matrices

A =

[
0 1
0 0

]
, B =

[
0 0
1 0

]
.

Entonces, A2 = 0, B2 = 0 y (A + B)2 6= 0 como fácilmente se comprueba.
Es decir, A y B pertenecen a F pero no aśı A+B. Concluimos que F no es
subespacio de R2×2.

9. Supongamos que F ⊂ E es subespacio vectorial de E, entonces (por
definición de subespacio) F es espacio vectorial sobre el cuerpo K. Como
consecuencia inmediata de los axiomas de espacio vectorial, se verifican las
condiciones (i), (ii) y (iii) del teorema.

Rećıprocamente, supongamos que se verifican las condiciones (i), (ii) y (iii)
del teorema. De (i) deducimos que F 6= ∅. Por otra parte para todo y ∈ F
tenemos por (iii) que −y = (−1)y ∈ F . De (ii) deducimos x+(−y) = x−y ∈
F . Es decir, (F,+) es grupo abeliano. También de (iii) deducimos que la ley
externa está bien definida sobre F y además se cumplen sus correspondientes
cuatro axiomas de igualdad. Todo esto implica que F es un espacio vectorial
sobre K y por tanto, subespacio de E.

9.8. Suma e intersección de subespacios

1. Demostrar que la intersección de dos subespacios de un espacio vectorial
E, es también subespacio de E.

2. Sea {Fi : i ∈ I} una familia de subespacios de un espacio vectorial E. De-
mostrar que

⋂
i∈I Fi es también subespacio de E.
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9.8 Suma e intersección de subespacios

3. Sean F1 y F2, subespacios de un espacio vectorial E. Demostrar que

F1 + F2 = {x ∈ E : ∃u ∈ F1 ∃v ∈ F2 con x = u+ v}

es subespacio de E (subespacio suma de F1 y F2).

4. Sean F1, . . . , Fm, subespacios de un espacio vectorial E. Demostrar que

F1 + . . .+ Fm = {x ∈ E : ∃u1 ∈ F1 . . . ∃um ∈ Fm con x = u1 + . . .+ um}

es subespacio de E (subespacio suma de F1, . . . , Fm).

5. Demostrar que la unión de subespacios vectoriales, no es en general subes-
pacio vectorial.

6. Demostrar que la suma de dos subespacios vectoriales es el menor de to-
dos los subespacios que contienen a la unión.

7. Sean F1, F2, F3 subespacios de un espacio vectorial E tales que:

F1 + F3 = F2 + F3, F1 ∩ F3 = F2 ∩ F3, F1 ⊂ F2.

Demostrar que F1 = F2.

Solución. 1. Sean F1 y F2, subespacios de E. Veamos que F1 ∩F2 también
lo es.
(i) Como F1 y F2 son subespacios de E, el vector 0 pertenece a ambos, luego
0 ∈ F1 ∩ F2.
(ii) Si x, y ∈ F1∩F2, entonces x ∈ F1, x ∈ F2, y ∈ F1, e y ∈ F2. Por ser F1 y
F2 subespacios, se verifica x+ y ∈ F1 y x+ y ∈ F2, es decir x+ y ∈ F1 ∩F2.
(iii) Si λ es escalar y x ∈ F1 ∩ F2, entonces x ∈ F1 y x ∈ F2. Por ser F1 y
F2 subespacios, se verifica λx ∈ F1 y λx ∈ F2, es decir λx ∈ F1 ∩ F2.

2. (i) Para todo i ∈ I, Fi es subespacio de E, luego 0 ∈ Fi para todo i ∈ I.
Esto implica que 0 ∈

⋂
i∈I Fi.

(ii) Si x, y ∈
⋂
i∈I Fi, entonces x ∈ Fi, e y ∈ Fi, para todo i ∈ I. Por ser Fi

subespacio para todo i ∈ I, se verifica x + y ∈ Fi para todo i ∈ I, es decir
x+ y ∈

⋂
i∈I Fi.

(iii) Si λ es escalar y x ∈
⋂
i∈I Fi, entonces x ∈ Fi para todo i ∈ I. Por ser

Fi subespacio para todo i ∈ I, se verifica λx ∈ Fi, para todo i ∈ I, es decir
λx ∈

⋂
i∈I Fi.

3. (i) El vector 0 pertenece a F1 y F2 por ser estos subespacios, y además
0 = 0 + 0, luego 0 ∈ F1 + F2.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

(ii) Si x, x′ ∈ F1 + F2, entonces x = u + v, x′ = u′ + v′ con u, u′ ∈ F1

y v, v′ ∈ F2. Entonces, x + x′ = (u + u′) + (v + v′). Como F1 y F2 son
subespacios, u+ u′ ∈ F1 y v + v′ ∈ F2, por tanto x+ x′ ∈ F1 + F2

(iii) Si λ es escalar y x ∈ F1 + F2, entonces x = u+ v con u ∈ F1 y v ∈ F2.
Entonces, λx = λu+λv. Como F1 y F2 son subespacios, λu ∈ F1 y λv ∈ F2,
por tanto λx ∈ F1 + F2.

4. (i) El vector 0 pertenece a F1, . . . , Fm por ser estos, subespacios, y además
0 = 0 + . . .+ 0, luego 0 ∈ F1 + . . .+ Fm.
(ii) Si x, x′ ∈ F1 + . . .+ Fm, entonces x = u1 + . . .+ un, x

′ = u′1 + . . .+ u′m
con ui, u

′
i ∈ Fi para todo i = 1, . . . ,m. Se verifica:

x+ x′ = (u1 + u′1) + . . .+ (um + u′m),

y como los Fi son subespacios, ui + u′i ∈ Fi para todo i, por tanto x+ x′ ∈
F1 + . . .+ Fm
(iii) Si λ es escalar y x ∈ F1 + . . . + Fm, entonces x = u1 + . . . + um con
ui ∈ Fi para todo i. Se verifica λx = λu1 + . . . + λum y como los Fi son
subespacios, λui ∈ Fi para todo i, por tanto λx ∈ F1 + . . .+ Fm.

5. Elijamos los subconjuntos de R2 dados por F1 = {(α, 0) : α ∈ R} y
F1 = {(0, β) : β ∈ R}. Es inmediato comprobar que ambos son subespacios
de R2.
El vector x = (1, 0) pertenece a F1 y el y = (0, 1), a F2, luego ambos perte-
necen a F1 ∪ F2. Sin embargo x + y = (1, 1) /∈ F1 ∪ F2, es decir F1 ∪ F2 no
es subespacio de R2.

6. Sean F1, F2 subespacios vectoriales del espacio vectorial E. Si x ∈ F1∪F2,
o bien x ∈ F1, o bien x ∈ F2. Si x ∈ F1, entonces x = x + 0 ∈ F1 + F2, y
si x ∈ F2, entonces x = 0 + x ∈ F1 + F2. Hemos demostrado que F1 ∪ F2 ⊂
F1 + F2.
Vamos ahora que F1 + F2, es el menor de entre todos los subespacios de E
que contienen a F1 ∪F2. En efecto, sea F subespacio de E con F1 ∪F2 ⊂ F.
Si x ∈ F1 + F2, entonces x = u + v con u ∈ F1 y v ∈ F2, luego u y v
están en F1 ∪ F2 y por tanto en F. Como F es subespacio, necesariamente
x = u+ v ∈ F. En consecuencia, F1 +F2 ⊂ F, lo cual concluye la demostra-
ción.

7. Sea u ∈ F2. Entonces, u ∈ F2 + F3 = F1 + F3, luego existen u1 ∈ F1

y u3 ∈ F3 tales que u = u1 + u3. De la hipótesis F1 ⊂ F2, deducimos que
u1 ∈ F2 y al ser u3 = u+ (−u1) con u ∈ F2 y −u1 ∈ F2, también u3 ∈ F2.
Es decir, u3 ∈ F2 ∩ F3 = F1 ∩ F3, luego u3 ∈ F1. Tenemos por tanto que
u = u1 +u3 es la suma de dos vectores del subespacio F1, lo cual implica que
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9.9 Suma directa de dos subespacios

u ∈ F1. Hemos demostrado que F2 ⊂ F1, que junto con la hipótesis F1 ⊂ F2,
implica F1 = F2.

9.9. Suma directa de dos subespacios

1. Se consideran los subespacios de R2 dados por F1 = {(α, 0) : α ∈ R} y
F2 = {(0, β) : β ∈ R}. Demostrar que R2 = F1 ⊕ F2.

2. Sea Kn×n el espacio vectorial real usual de las matrices cuadradas de or-
den n sobre el cuerpo K. Sean S y A los subespacios de Kn×n formados por
las matrices simétricas y antisimétricas respectivamente. Demostrar que si
carac(K) 6= 2, entonces Kn×n = S ⊕A.

3. Sea E = F(R,R) el espacio vectorial real usual de las funciones f de R
en R y sean los subespacios de E:

P = {f ∈ E : f(−x) = f(x) ∀x ∈ R}

formado por las funciones pares e

I = {f ∈ E : f(−x) = −f(x) ∀x ∈ R}

formado por las funciones impares. Demostrar que E = P ⊕ I.

4. Sea E el espacio vectorial de las funciones reales y continuas en el intervalo
cerrado [a, b]. Se consideran los subconjuntos de E dados por

F = {f ∈ E :

∫ b

a
f(t) dt = 0}, G = {f ∈ E : f es constante}.

(a) Demostrar que F y G son subespacios de E. (b) Demostrar que F y G
son suplementarios en E. (Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Indus-
triales, UPM).

5. Sea V = F(R,R) el espacio vectorial de las funciones de R en R. Se
consideran los subespacios de V :

U1 = {f ∈ V : f(0) = f(1) = 0}, U2 = {f ∈ V : f(x) = ax+ b, a, b ∈ R}.

Demostrar que U1 y U2 son suplementarios.

6. Sea p1(x) ∈ R[x] un polinomio de grado ≥ 1. Se consideran los subespacios
vectoriales de R[x] :

F1 = {p(x) ∈ R[x] : p(x) es múltiplo de p1(x)},
F2 = {p(x) ∈ R[x] : grado p(x) < grado p1(x)}.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

Demostrar que R[x] = F1 ⊕ F2.

Solución. 1. Recordemos que si E es un espacio vectorial sobre el cuerpo
K y F1 y F2 son subespacios de E, se dice que E es suma directa de es-
tos subespacios o bien que F1 y F2 son suplementarios en E, y se escribe
E = F1 ⊕ F2, si y sólo si se verifica
(i) E = F1 + F2. (ii) F1 ∩ F2 = {0}. �

Si x = (x1, x2) ∈ F1 ∩ F2, entonces x ∈ F1 y x ∈ F2, por tanto x2 = 0 y
x1 = 0 lo cual implica que x = 0. Hemos demostrado que F1 ∩ F2 = {0}.
Sea ahora x = (x1, x2) ∈ R2, entonces podemos expresar:

x = (x1, x2) = (x1, 0) + (0, x2).

Como (x1, 0) ∈ F1 y (0, x2) ∈ F2, x ∈ F1 + F2. Hemos demostrado que
R2 = F1 ⊕ F2.

2. Sea A ∈ S ∩ A, entonces A ∈ S y A ∈ A lo cual implica AT = A y
AT = −A. Restando estas dos últimas igualdades obtenemos (1 + 1)A = 0.
Como carac(K) 6= 2, 1 + 1 6= 0 y por tanto A = 0. Es decir, S ∩ A = {0}.

Sea A ∈ Kn×n y supongamos que A se puede expresar en la forma A = A1 +
A2 con A1 simétrica y A2 antisimétrica. Trasponiendo la igualdad anterior
tendŕıamosAT = A1−A2. Sumando y restando las dos igualdades obtenemos
que caso de existir la descomposición, A1 y A2 han de ser necesariamente

A1 =
1

1 + 1

(
A+AT

)
, A2 =

1

1 + 1

(
A−AT

)
.

Denotemos por 2 al elemento 1 + 1 6= 0 de K.

AT1 =

(
1

2

(
A+AT

))T
=

1

2
(AT + (AT )T ) =

1

2
(AT +A) = A1,

AT2 =

(
1

2

(
A−AT

))T
=

1

2
(AT − (AT )T ) =

1

2
(AT −A) = −A2,

y claramente A = A1+A2. Hemos pues demostrado que toda matriz de Kn×n

es suma de una simétrica y otra antisimétrica, por tanto Kn×n = S + A.
Concluimos que Kn×n = S ⊕A.

3. Sea f ∈ P∩I, entonces f ∈ P y f ∈ I lo cual implica f(−x) = f(x) ∀x ∈
R y f(−x) = −f(x) ∀x ∈ R. Restando las dos igualdades anteriores obte-
nemos 2f(x) = 0 ∀x ∈ R o bien f(x) = 0 ∀x ∈ R, es decir f es la función
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9.9 Suma directa de dos subespacios

cero: P ∩ I = {0}.

Sea f ∈ E y supongamos que f se puede expresar en la forma f = f1 + f2

con f1 par y f2 impar, entonces f(x) = f1(x) + f2(x) ∀x ∈ R. Sustituyendo
x por −x obtenemos f(−x) = f1(x) − f2(x) ∀x ∈ R. Sumando y restando
las dos igualdades obtenemos que caso de existir la descomposición, f1 y f2

han de ser necesariamente

f1(x) =
1

2
(f(x) + f(−x)) , f2(x) =

1

2
(f(x)− f(−x)) .

Por otra parte

f1(−x) =
1

2
(f(−x) + f(x)) = f1(x), f2(−x) =

1

2
(f(−x)− f(x)) = −f2(x),

y claramente f = f1 + f2. Hemos pues demostrado que toda funcion f ∈ E
es suma de una par y otra impar, por tanto E = P + I . Concluimos que
F(R,R) = P ⊕ I.

4. (a) El vector cero de E es la función 0 : [a, b] → R definida mediante

0(t) = t para todo t ∈ R y sabemos que es continua. Además
∫ b
a 0 dt = 0,

es decir, 0 ∈ F. Por otra parte, para λ, µ ∈ R y para f, g ∈ F sabemos que
λf + µg es continua. Además∫ b

a
(λf(t) + µg(t)) dt = λ

∫ b

a
f(t) dt+ µ

∫ b

a
g(t) dt = λ0 + µ0 = 0,

es decir λf+µg ∈ F. Concluimos que F es subespacio de E. La función cero
es constante, las funciones constantes son continuas y cualquier combinación
lineal de funciones constante es constante. En consecuencia G es subespacio
de E.

(b) Veamos que F ∩G = {0}. Efectivamente, si f ∈ F ∩G entonces f ∈ F y

f ∈ G lo cual implica
∫ b
a f(t) dt = 0 y f(t) = k (constante). Pero

∫ b
a k dt =

k(b− a) = 0. Como b− a 6= 0 se concluye que f(t) = k = 0.
Veamos ahora que E = F +G. Sea f ∈ E y escribamos f = (f − k) + k con
k constante. Las funciones f − k y k son continuas y k ∈ G. Basta imponer
que f − k ∈ F :

f−k ∈ F ⇔
∫ b

a
(f(t)−k)dt = 0⇔

∫ b

a
f(t)dt = k(b−a)⇔ k =

1

b− a

∫ b

a
f(t)dt.

Eligiendo el k anterior, se verifica f = (f − k) + k con f − k ∈ F y k ∈ G .
Hemos demostrado que F ∩G = {0} y E = F +G, es decir que F y G son
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

suplementarios en E.

5. Si f ∈ U1 ∩U2, entonces f ∈ U1 y f ∈ U2. Por pertenecer a U2, f es de la
forma f(x) = ax+ b con a, b ∈ R. Por pertenecer a U1, se verifica f(0) = 0
y f(1) = 0, es decir 0 = b y a+ b = 0, luego a = b = 0. La función f es por
tanto la función nula de V. Hemos demostrado que U1 ∩ U2 = {0}.

Sea f ∈ V. Podemos expresar:

f(x) = (f(x)− ax− b) + (ax+ b).

El sumando ax + b pertenece a U2 para cualquier par a, b ∈ R. Veamos si
existen a y b de tal manera que el primer sumando g(x) = f(x) − ax − b
pertenezca a U1. Para ello se ha de verificar g(0) = g(1) = 0, o de forma
equivalente, {

f(0)− b = 0
f(1)− a− b = 0,

que proporciona los valores a = f(1)−f(0) y b = f(0). Es decir, todo vector
de V es suma de uno de U1 y otro de U2 o equivalentemente V = U1 + U2.
Concluimos que U1 y U2 son suplementarios.

6. Sea p(x) ∈ F1 ∩ F2. Entonces, por pertenecer a F1, existe q(x) ∈ R[x] tal
que p(x) = q(x)p1(x). Por pertenecer a F2, grado p(x) < grado p1(x). Nece-
sariamente ha de ser q(x) = 0, pues si no fuera aśı, tendŕıamos grado p(x) ≥
grado p1(x), lo cual es absurdo. Por tanto p(x) = 0p1(x) = 0. Hemos demos-
trado que F1 ∩ F2 = {0}.

Sea p(x) ∈ R[x]. Efectuando la división eucĺıdea de p(x), podemos expresar:

p(x) = q(x)p1(x) + r(x)(grado r(x) < grado p1(x)),

con q(x), r(x) ∈ R[x]. Pero q(x)p1(x) ∈ F1 y r(x) ∈ F2, luego R[x] = F1+F2.
Concluimos que R[x] = F1 ⊕ F2.

9.10. Suma directa de varios subespacios

1. Demostrar que las tres siguientes afirmaciones son equivalentes
(a) E = F1 ⊕ F2 ⊕ . . .⊕ Fm.
(b) E = F1 + F2 + . . .+ Fm y la descomposición de todo vector x ∈ E en la
forma x = v1 + v2 + . . .+ vm con vi ∈ Fi para todo i = 1, . . . ,m es única.
(c) E = F1 + F2 + . . .+ Fm y la igualdad v1 + v2 + . . .+ vm = 0 con vi ∈ Fi
para todo i = 1, . . . ,m implica vi = 0 para todo i = 1, . . . ,m.
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9.10 Suma directa de varios subespacios

2. Se consideran los subespacios de R3 dados por F1 = {(α, 0, 0) : α ∈ R},
F2 = {(0, β, 0) : β ∈ R} y F3 = {(0, 0, γ) : γ ∈ R} Demostrar que
R3 = F1 ⊕ F2 ⊕ F3.

3. Sea E el espacio vectorial real de las funciones reales definidas sobre [0, 1].
Sean por otra parte los subespacios de E

F1 = { f ∈ E : f es nula fuera de [0, 1/3] },
F2 = { f ∈ E : f es nula fuera de (1/3, 2/3) },
F3 = { f ∈ E : f es nula fuera de [2/3, 1] }.

Demostrar que E = F1 ⊕ F2 ⊕ F3.

Solución. 1. Recordamos que si E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y
F1, F2, . . . , Fm son subespacios de E, se dice que E es suma directa de estos
subespacios, si y sólo si se verifica (i) E = F1 + F2 + . . .+ Fm.

(ii) Para todo i = 1, 2, . . . ,m se verifica Fi
⋂(∑

j 6=i Fj

)
= {0} o dicho de

otra forma, la intersección de cada subespacio con la suma de los demás ha
de ser el vector nulo.
Notas. 1) Para m = 2 esta definición coincide con la ya dada de suma directa
de dos subespacios.
2) Si se cumplen las condiciones (i) y (ii) anteriores se escribe E = F1⊕F2⊕
. . .⊕ Fm. �

(a) ⇒ (b). Sea v ∈ E. Como E = F1 + F2 + . . . + Fm, podemos expresar
v = v1 + . . . vm con v1 ∈ F1, . . . , vm ∈ Fm. Supongamos que v = v′1 + . . .+v′m
con v′1 ∈ F1, ..., v′m ∈ Fm. Entonces v1 − v′1 = (v′2 − v2) + . . . + (v′m − vm).
Ahora bien,

v1 − v′1 ∈ F1 y (v′2 − v2) + . . .+ (v′m − vm) ∈ F2 + . . .+ Fm.

Como F1∩ (F2 + . . .+Fm) = {0} se deduce v1− v′1 = 0, o sea v1 = v′1. Cam-
biando los ı́ndices. concluimos de forma análoga que v2 = v′2 , . . . , vm = v′m.
Queda demostrado (b).

(b)⇒ (c). Por hipótesis se verifica E = F1+F2+. . .+Fm. Sean ahora v1 ∈ F1,
... ,vm ∈ Fm tales que v1+. . .+vm = 0. La igualdad v1+. . .+vm = 0+. . .+0
y la hipótesis de unicidad en (b) implican que v1 = 0 , ... , vm = 0. Queda
probado (c).

(c)⇒ (a). Sea w ∈ F1 ∩ (F2 + . . .+ Fm). Como w ∈ F2 + . . .+ Fm podemos
expresar w = v2 + . . . + vm con v2 ∈ F2, . . . , vm ∈ Fm. Entonces (−w) +
v2 + . . .+ vm = 0 con −w ∈ F1 , v2 ∈ F2 , . . . vm ∈ Fm.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

La hipótesis hecha en (c) implica −w = 0 lo cual demuestra que

F1 ∩ (F2 + . . .+ Fm) = {0}.

Cambiando los ı́ndices se demuestra de forma análoga que Fi
⋂(∑

j 6=i Fj

)
=

{0} para todo i.

2. Todo vector x = (x1, x2, x3) ∈ R3 se puede expresar en la forma:

x = (x1, x2, x3) = (x1, 0, 0) + (0, x2, 0) + (0, 0, x3),

y dado que (x1, 0, 0) ∈ F1, (0, x2, 0) ∈ F2 y (0, 0, x3) ∈ F3, se verifica R3 =
F1 + F2 + F3.

Sean ahora, v1 = (α, 0, 0) ∈ F1, v2 = (0, β, 0) ∈ F2 y v3 = (0, 0, γ) tales que
v1 + v2 + v3 = 0. Entonces,

v1 + v2 + v3 = 0⇒ (α, β, γ) = (0, 0, 0)

⇒ α = β = γ = 0⇒ v1 = v2 = v3 = 0.

Concluimos que R3 = F1 ⊕ F2 ⊕ F3.

3. Sea f ∈ E y consideremos las funciones fi : [0, 1]→ R

f1(x) =

{
f(x) si x ∈ [0, 1/3]

0 si x 6∈ [0, 1/3],

f2(x) =

{
f(x) si x ∈ (1/3, 2/3)

0 si x 6∈ (1/3, 2/3),

f3(x) =

{
f(x) si x ∈ [2/3, 1]

0 si x 6∈ [2/3, 1).

Claramente fi ∈ Fi para todo i = 1, 2, 3 y f = f1 + f2 + f3 es decir,
E = F1 +F2 +F3. Por otra parte, de la igualdad f1 +f2 +f3 = 0 con fi ∈ Fi
con i = 1, 2, 3 fácilmente deducimos que f1 = f2 = f3 = 0. Concluimos pues
que E = F1 ⊕ F2 ⊕ F3.

9.11. Combinación lineal de vectores

1. En el espacio vectorial real usual R2 estudiar si el vector x = (−14, 8) es
combinación lineal de los vectores v1 = (−1, 7), v2 = (4, 2).
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9.11 Combinación lineal de vectores

2. En el espacio vectorial real usual R2×2 de las matrices cuadradas de orden
2 estudiar si A es combinación lineal de B y C siendo

A =

[
1 1
1 1

]
, B =

[
1 0
0 2

]
, C =

[
2 3
0 1

]
.

3. En el espacio vectorial real F(R,R) de las funciones de R en R demostrar
que:
(a) cos2 x es combinación lineal de 1 y cos 2x.
(b) (cos(x+ 1))(cos(x− 1)) es combinación lineal de 1 y cos2 x.

4. Sea el subconjunto infinito de R[x], S = {1, x, x2, x3, . . .}. Demostrar que
R[x] = 〈S〉.

5. Sea E espacio vectorial sobre K y S = {v1, v2, . . . , vm} ⊂ E. Demostrar
que:
(a) L[S] es subespacio vectorial de E.
(b) L[S] es el menor de todos los subespacios vectoriales de E que contienen
a S.

Solución. 1. Expresemos (−14, 8) = λ1(−1, 7) + λ2(4, 2). Esta igualdad
equivale al sistema {

−λ1 + 4λ2 = −14
7λ1 + 2λ2 = 8,

y escalonando obtenemos que es compatible (en concreto, que tiene como
única solución λ1 = 2, λ2 = −3). En consecuencia x es combinación lineal
de los vectores v1, v2.

2. Expresemos: [
1 1
1 1

]
= λ1

[
1 0
0 2

]
+ λ2

[
2 3
0 1

]
.

Esta igualdad equivale al sistema
λ1 + 2λ2 = 1

3λ2 = 1
0 = 1

2λ1 + λ2 = 1,

que claramente no es compatible, en consecuencia A no es combinación li-
neal de B y C.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

3. (a) Usando conocidas fórmulas de trigonometŕıa:

cos 2x = cos2 x− sen2 x = cos2 x− (1− cos2 x)

= −1 + 2 cos2 x⇒ cos2 x = (1/2) · 1 + (1/2) cos 2x.

Es decir, cos2 x es combinación lineal de 1 y cos 2x.
(b) Usando conocidas fórmulas de trigonometŕıa

(cos(x+ 1))(cos(x− 1)) = (cosx cos 1− senx sen 1)(cosx cos 1 + senx sen 1)

= cos2 x cos2 1− sin2 x sin2 1 = cos2 x cos2 1− (1− cos2 x) sin2 1

= (− sen2 1) · 1 + (cos2 1 + sin2 1) · cos2 x = (− sen2 1) · 1 + 1 · cos2 x.

Es decir, (cos(x+ 1))(cos(x− 1)) es combinación lineal de 1 y cos2 x.

4. Claramente, 〈S〉 ⊂ R[x] por ser R[x] espacio vectorial. Por otra parte, si
p(x) ∈ R[x], entonces p(x) es de la forma p(x) = a0 +a1x+a2x

2 + . . .+anx
n

con todos los ai ∈ R, o bien:

p(x) = a0 · 1 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n,

lo cual implica que p(x) ∈ 〈S〉 al ser combinación lineal de un subconjunto
finito de S. Concluimos que R[x] = 〈S〉.

5. (a) El vector 0 se puede expresar como 0 = 0v1 + 0v2 + . . .+ 0vm, es decir
0 ∈ L[S]. Sean ahora x, y ∈ L[S], entonces x = λ1v1 + . . . + λmvm , y =
µ1v1 + . . .+ µmvm (λi, µi ∈ K). Sumando obtenemos

x+ y = (λ1 + µ1)v1 + . . .+ (λm + µm)vm,

con λi + µi ∈ K, por tanto x+ y ∈ L[S]. Por otra parte para todo λ ∈ K y
para todo x ∈ L[S], se verifica λx = (λλ1)v1 + . . .+ (λλm)vm con λλi ∈ K,
en consecuencia λx ∈ L[S]. Hemos demostrado pues que L[S] es subespacio
de E.
(b) Sea F un subespacio vectorial de E tal que S ⊂ F. Veamos que L[S] ⊂ F.
En efecto sea x ∈ L[S], entonces x es de la forma x = λ1v1 + . . . + λmvm.
Pero los vectores v1, . . . , vm pertenecen a F que por hipótesis es subespacio
vectorial lo cual implica que λ1v1, . . . , λmvm pertenecen a F y también λ1v1+
. . .+ λmvm. Es decir, x ∈ F.

9.12. Dependencia e independencia lineal de vec-
tores

1. En el espacio vectorial usual R2 analizar si v1 = (2,−1), v2 = (3, 2) son
linealmente independientes.
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9.12 Dependencia e independencia lineal de vectores

2. En el espacio vectorial usual R3 analizar si son linealmente independientes
los vectores v1 = (1, 2,−1), v2 = (2,−1,−3), v3 = (−3, 4, 5).

3. Sean u, v, w vectores linealmente independientes en un espacio vectorial
real E. Demostrar que u + v, u − v, u − 2v + w también son linealmente
independientes.

4. Sea p(x) ∈ R[x] un polinomio de grado 2. Demostrar que el sistema de
vectores S = {p(x), p′(x), p′′(x)} es libre.

5. En el espacio vectorial real E = F(R,R) de las funciones de R en R demos-
trar que los siguientes vectores son linealmente independientes los vectores
f(x) = e2x, g(x) = x2, h(x) = x.

6. Demostrar que en todo espacio vectorial cualquier vector no nulo es li-
nealmente independiente.

7. Demostrar que el sistema S = {fk(x) = sen kx : k = 1, 2, . . . , n} es libre
en E = F(R,R).

8. Demostrar que S = {1, x, x2, . . . , xn, . . .} es un sistema libre en R[x].

9. Demostrar las siguientes propiedades: (a) El vector cero no puede perte-
necer a un sistema libre.
(b) Todo subsistema de un sistema libre es libre.
(c) Todo supersistema de un sistema ligado es ligado.
(d) Un sistema es ligado si y sólo si existe un vector del sistema que es com-
binación lineal de los demás.

10. En el espacio vectorial F(R,R), demostrar que los vectores f(x) = senx,
g(x) = cosx y h(x) = x, son linealmente independientes.

11. Demostrar que las funciones fk(x) = xαk (k = 1, . . . , n) con αk ∈ R, y
αi 6= αj si i 6= j, son linealmente independientes.

12. Se consideran las funciones

fk : R→ R, fk(x) = erkx

con k = 1, . . . n, rk ∈ R y n ≥ 2. Demostrar que estas funciones son lineal-
mente independientes ⇔ ri 6= rj para todo i 6= j.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

13. Demostrar que la familia infinita F = {fi(x) = cosk x : k = 1, 2, . . .}
es libre en el espacio vectorial real de las funciones definidas en el intervalo
[0, π/2].

Solución. 1. La igualdad λ1(2,−1) + λ2(3, 2) = (0, 0) equivale al sistema{
2λ1 + 3λ2 = 0
−λ1 + 2λ2 = 0.

Sumando a la primera ecuación la segunda multiplicada por 2 obtenemos
7λ2 = 0 o bien, λ2 = 0. Sustituyendo en la segunda deducimos λ1 = 0. Es
decir, v1, v2 son linealmente independientes.

2. La igualdad λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = 0 equivale al sistema

H :


λ1 + 2λ2 − 3λ3 = 0
2λ1 − λ2 + 4λ3 = 0
−λ1 − 3λ2 + 5λ3 = 0.

Escalonamos el sistema

H ∼


λ1 + 2λ2 − 3λ3 = 0
−5λ2 + 10λ3 = 0
−λ2 + 2λ3 = 0

∼
{
λ1 + 2λ2 − 3λ3 = 0
−λ2 + 2λ3 = 0.

El sistema lineal homogéneo H es indeterminado, es decir tiene solucio-
nes distintas de la trivial λ1 = λ2 = λ3 = 0. Concluimos que los vectores
v1, v2, v3 no son son linealmente independientes.

3. La igualdad λ1(u + v) + λ2(u − v) + λ3(u − 2v + w) = 0 equivale a la
igualdad (λ1 +λ2 +λ3)u+ (λ1−λ2− 2λ3)v+λ3w = 0. Por hipótesis u, v, w
son linealmente independientes lo cual implica

λ1 + λ2 + λ3 = 0
λ1 − λ2 − 2λ3 = 0

λ3 = 0.

Resolviendo obtenemos λ1 = λ2 = λ3 = 0, de lo cual deducimos que los
vectores u+ v, u− v, u− 2v + w son linealmente independientes.

4. Como p(x) es de grado 2, es de la forma p(x) = ax2 + bx+ c, con a, b, c
reales y a 6= 0. Tenemos,

λ1p(x) + λ2p
′(x) + λ3p

′′(x) = 0

⇒ λ1(ax2 + bx+ c) + λ2(2ax+ b) + λ3(2a) = 0

⇒ aλ1x
2 + (bλ1 + 2aλ2)x+ cλ1 + bλ2 + 2aλ3 = 0,
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9.12 Dependencia e independencia lineal de vectores

lo cual proporciona el sistema:
a λ1 = 0
b x1 + 2a λ2 = 0
c λ1 + b λ2 + 2a λ3 = 0.

Dado que a 6= 0, deducimos fácilmente λ1 = λ2 = λ3 = 0.

5. Supongamos que λ1e
2x + λ2x

2 + λ3x = 0. Esta igualdad es una igualdad
de funciones, por tanto se ha de verificar para todo x ∈ R. Dando a x los
valores 0, 1, 2 obtenemos el sistema

λ1 = 0
e2λ1 + λ2 + λ3 = 0
e4λ1 + 4λ2 + 2λ3 = 0.

Resolviendo, obtenemos λ1, λ2, λ3 = 0, es decir las funciones dadas son li-
nealmente independientes.

6. Sea v 6= 0 un vector de un espacio vectorial dado E. Supongamos que
ocurriera λv = 0 para un λ 6= 0. Entonces:

λv = 0⇒ λ−1(λv) = 0⇒ (λ−1λ)v = 0⇒ 1v = 0⇒ v = 0,

lo cual es absurdo. Se deduce que {v} es sistema libre.

7. Lo demostraremos aplicando el método de inducción. El sistema es libre
para n = 1. Efectivamente, la función f1(x) = senx no es el vector nulo de
E, por tanto {f1} es libre.
Supongamos que el sistema {senx, sen 2x, . . . , sen(n − 1)x} es libre. Vea-
mos que también lo es el sistema {senx, sen 2x, . . . , sennx}. Consideremos
la igualdad

λ1 senx+ λ2 sen 2x+ . . .+ λn sennx = 0. (1)

Derivando obtenemos:

λ1 cosx+ 2λ2 cos 2x+ . . .+ nλn cosnx. (2)

Derivando de nuevo:

−λ1 senx− 22λ2 sen 2x− . . .− n2λn sennx = 0. (3)

Sumando a la igualdad (3) la (1) multiplicada por n2 :

(n2−1)λ1 senx+(n2−22)λ2 sen 2x+ . . .+(n2−(n−1)2)λn−1 sen(n−1)x = 0.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

Por hipótesis de inducción

(n2 − 1)λ1 = (n2 − 22)λ2 = . . . = (n2 − (n− 1)2)λn−1 = 0.

Esto implica que λ1 = λ2 = . . . = λn−1 = 0. Sustituyendo estos λi en (1)
queda λn sennx = 0. Dando a x el valor π/2n queda λn sen(π/2) = λn = 0.
Es decir, S = {fk(x) = sen kx : k = 1, 2, . . . , n} es sistema libre en E.

8. Sea {xk1 , . . . , xkm} un subconjunto finito de S. Dado que los exponentes
ki son distintos dos a dos, de la igualdad

λ1x
k1 + · · ·+ λmx

km = 0,

se deduce por el principio de igualdad de polinomios que λi = 0 para todo
i = 1, . . . ,m. Concluimos que S es sistema libre.

9. (a) Sea el sistema S = {0, v2, . . . , vm}. Se verifica la igualdad 1 · 0 + 0v2 +
. . .+ 0vm = 0 lo cual implica que S es ligado.
(b) Sea S = {v1, . . . , vp, vp+1, . . . , vm} sistema libre. Veamos que el sub-
sistema S1 = {v1, . . . , vp} también es libre. Efectivamente, si fuera ligado
existiŕıan escalares λ1, . . . , λp no todos nulos tales que λ1v1 + . . .+λpvp = 0.
Esto implicaŕıa que λ1v1 + . . .+λpvp+0vp+1 + . . .+0vm = 0 no siendo nulos
todos los escalares: S seŕıa ligado, lo cual es absurdo.
(c) Si el supersistema fuera libre, por lo demostrado en (b) el sistema seŕıa
libre, lo cual es absurdo.
(d) Supongamos que el sistema S = {v1, v2, . . . , vm} es ligado. Entonces exis-
ten escalares λ1, λ2, . . . , λm no todos nulos tal que λ1v1+λ2v2+. . .+λmvm =
0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que λ1 6= 0. Entonces

λ1v1 = −λ2v2 − . . .− λmvm = 0⇒ v1 = −(λ−1
1 λ2)v2 − . . .− (λ−1

1 λm)vm.

Es decir, existe un vector del sistema que es combinación lineal de los demás.
Rećıprocamente, supongamos que existe un vector de del sistema (por ejem-
plo v1) que es combinación lineal de los demás, entonces v1 es de la forma
v1 = λ2v2 + . . . + λnvm lo cual implica 1 · v1 − λ2v2 − . . . − λnvm = 0: el
sistema es ligado.

10. Supongamos que λ1 senx + λ2 cosx + λ3x = 0. Esta igualdad es una
igualdad de funciones, por tanto se ha de verificar para todo x ∈ R. Dando
a x los valores 0, π/4, π/2, obtenemos el sistema

λ2 = 0√
2

2
λ1 +

√
2

2
λ2 +

π

4
λ3 = 0

λ1 +
π

2
λ3 = 0,
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9.12 Dependencia e independencia lineal de vectores

que proporciona la única solución, λ1 = λ2 = λ3 = 0, es decir las funciones
dadas son linealmente independientes.

11. Consideremos una combinación lineal de los vectores dados, igualada a
la función cero:

λ1x
α1 + λ2x

α2 + . . .+ λnx
αn = 0.

Dando a x los valores 1, 2, 22, . . . , 2n−1, obtenemos el sistema lineal:
λ1 + λ2 + . . .+ λn = 0

λ12α1 + λ22α2 + . . .+ λn2αn = 0
λ122α1 + λ222α2 + . . .+ λn22αn = 0

. . .

λ12(n−1)α1 + λ22(n−1)α2 + . . .+ λn2(n−1)αn = 0.

(∗)

La matriz M del sistema es:

M =


1 1 . . . 1

2α1 2α2 . . . 2αn

22α1 22α2 . . . 22αn

...
...

2(n−1)α1 2(n−1)α2 . . . 2(n−1)αn

 ,

es decir una matriz de Vandermonde. Su determinante es por tanto,

det(M) = (2αn − 2αn−1) (2αn − 2αn−2) · · · (2α3 − 2α1) (2α2 − 2α1) .

Por hipótesis los números αi son distintos dos a dos, luego det(M) 6= 0. Es-
to implica que el sistema lineal homogéneo (∗) sólo tiene la solución trivial
λ1 = . . . = λn = 0. En consecuencia, las funciones dadas son linealmente
independientes.

12. ⇒) Supongamos que dos de los números rk fueran iguales (sin pérdida
de generalidad, supongamos que r1 = r2), entonces,

1er1x + (−1)er2x + 0er3x + · · ·+ ernx = 0 ∀x ∈ R,

no siendo nulos todos los escalares, luego er1x, er2x, . . . , ernx seŕıan lineal-
mente dependientes, en contradicción con la hipótesis.

⇐) Demostremos esta implicación por inducción respecto a n. Veamos que
es cierta para n = 2. Supongamos que r1 6= r2 y consideremos la igualdad
de funciones λ1e

r1x + λ2e
r2x = 0. Dando a x los valores 0 y 1, obtenemos{

λ1 + λ2 = 0
er1λ1 + er2λ2 = 0,
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

y el determinante de la matriz del sistema es D = er2 − er1 . Pero la función
exponencial es inyectiva y r1 6= r2, luego D 6= 0. Esto implica que λ1 = λ2 =
0 y por tanto er1x y er2x son linealmente independientes.

Supongamos ahora que la propiedad es cierta para n, y consideremos las
n+ 1 funciones:

er1x, er2x, . . . , ernx, ern+1x con ri 6= rj si i 6= j.

Escribamos una combinación lineal de las funciones anteriores igualada a la
función nula:

λ1e
r1x + λ2e

r2x + · · ·+ λne
rnx + λn+1e

rn+1x = 0.

Dividiendo al igualdad anterior entre ern+1x :

λ1e
(r1−rn+1)x + λ2e

(r2−rn+1)x + · · ·+ λne
(rn−rn+1)x + λn+1 = 0. (∗)

Derivando la igualdad anterior:

λ1(r1 − rn+1)e(r1−rn+1)x + λ2(r2 − rn+1)e(r2−rn+1)x

+ · · ·+ λn(rn − rn+1)e(rn−rn+1)x = 0.

Dado que los n números rj − rn+1 (j = 1, . . . , n) son distintos dos a dos, se
deduce de la hipótesis de inducción que

λ1(r1 − rn+1) = 0, λ2(r2 − rn+1) = 0, . . . , λn(rn − rn+1) = 0,

lo cual implica que λ1 = . . . = λn = 0. Sustituyendo estos escalares en la
igualdad (∗), queda λn+1 = 0. Hemos demostrado que la propiedad es cierta
para n+ 1.

13. Bastará demostrar que para cada n = 1, 2, . . . la familia finita Fn =
{f1, f2, . . . , fn} es libre. Sea la igualdad

λ1 cosx+ λ2 cos2 x+ · · ·+ λn cosn x = 0 ∀x ∈ [0, π/2].

La aplicación g : [0, π/2]→ [0, 1] dada por g(x) = t = cosx sabemos que es
una biyección, en consecuencia, la igualdad λ1t+λ2t

2+· · ·+λntn = 0 se ha de
verificar para todo t ∈ [0, 1]. Queda por tanto una ecuación polinómica con
infinitas ráıces, lo cual implica que el primer miembro ha de ser el polinomio
nulo, es decir λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.
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9.13 Base de un espacio vectorial

9.13. Base de un espacio vectorial

1. Demostrar que los vectores u1 = (2, 3) y u2 = (−7, 1) forman un base de
R2.

2. Demostrar que B = {u1, u2, u3} es base del espacio vectorial S de las
matrices cuadradas, reales y simétricas de orden 2, siendo:

u1 =

[
1 0
0 0

]
, u2 =

[
0 1
1 0

]
, u3 =

[
0 0
0 1

]
.

3. Demostrar que B = {u1, u2, u3} es base del espacio vectorial A de las
matrices cuadradas, reales y antisimétricas de orden 3, siendo:

u1 =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 , u2 =

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

 , u3 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 .

4. Sea K un cuerpo. Demostrar que:

B = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)}

es base de Kn (base canónica de Kn).

5. Demostrar que

B ={


1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0

 ,


0 1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0

 , . . .

. . . ,


0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 1 0

 ,


0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 1

 }

es base del espacio vectorial Km×n (base canónica de Km×n).

6. Demostrar que B = {1, x, x2, . . . , xn} es base del espacio vectorial Rn[x]
de los polinomios de R[x] de grado ≤ n. (base canónica de Rn[x]).
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

7. a) Hallar una base de Cn como espacio vectorial sobre C.
b) Hallar una base de Cn como espacio vectorial sobre R.

8. Demostrar que en R[x] no existen bases con un número finito de vectores.

9. Demostrar que B = {1, x, x2, . . . , xn, . . .} es base de R[x].

10. Sobre el cuerpo de los números reales se consideran las matrices de la
forma: [

λ −µ
3aλ −2µ+ bλ

]
con a, b constantes reales y λ, µ parámetros reales.
a) ¿Es este conjunto un subespacio vectorial?
b) En caso afirmativo, determinar una base.

Solución. 1. i) B es sistema libre. Tenemos:

λ1(2, 3) + λ2(−7, 1) = (0, 0)⇒
{

2λ1 − 7λ2 = 0
3λ1 + λ2 = 0.

Resolviendo el sistema, obtenemos la única solución λ1 = λ2 = 0, es decir
u1 y u2 son linealmente independientes.
ii) B es sistema generador. Sea (x1, x2) ∈ R2. Entonces,

(x1, x2) = λ1(2, 3) + λ2(−7, 1)⇔
{

2λ1 − 7λ2 = x1

3λ1 + λ2 = x2.

Escalonando el sistema anterior queda:{
2λ1 − 7λ2 = x1

23λ2 = 2x2 − 3x1,

que claramente tiene solución en R para todo (x1, x2) ∈ R2, es decir {u1, u2}
genera a R2. Concluimos que B es base del espacio vectorial R2.

2. i) B es sistema libre. Los vectores dados pertenecen a S.Tenemos:

λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 = 0⇒
[
λ1 λ2

λ2 λ3

]
=

[
0 0
0 0

]
⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0.

ii) B es sistema generador. Toda matriz simétrica de R2×2 es de la forma:[
a b
b c

]
con a, b, c ∈ R.
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9.13 Base de un espacio vectorial

Entonces, [
a b
b c

]
= a

[
1 0
0 0

]
+ b

[
0 1
1 0

]
+ c

[
0 0
0 1

]
,

lo cual implica que B es sistema generador de S. Concluimos que B es base
del espacio vectorial S.

3. i) B es sistema libre. Los vectores dados pertenecen a A.Tenemos:

λ1u1 + λ2u2 + λ3u3 = 0⇒

 0 −λ1 −λ2

λ1 0 −λ3

λ2 λ3 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0


⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0.

ii) B es sistema generador. Toda matriz antisimétrica de R3×3 es de la forma:0 −a −b
a 0 −c
b c 0

 con a, b, c ∈ R.

Entonces,0 −a −b
a 0 −c
b c 0

 = a

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

+ b

0 0 −1
0 0 0
1 0 0

+ c

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ,

lo cual implica que B es sistema generador de A. Concluimos que B es base
del espacio vectorial A.

4. i) B es sistema libre. En efecto, tenemos:

λ1(1, 0, . . . , 0) + λ2(0, 1, . . . , 0) + . . .+ λn(0, 0, . . . , 1) = (0, 0, . . . , 0)

⇒ (λ1, λ2 . . . , λn) = (0, 0, . . . , 0)⇒ λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.

ii) B es sistema generador. Todo vector de Kn es de la forma (x1, x2, . . . , xn)
con los xi elementos de K. Entonces,

(x1, x2, . . . , xn) = x1(1, 0, . . . , 0) + x2(0, 1, . . . , 0) + . . .+ xn(0, 0, . . . , 1),

lo cual prueba que B es sistema generador. Concluimos que B es base del
espacio vectorial Kn.

5. i) B es sistema libre. Llamemos Aij (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) a la matriz
de Km×n tal que el elemento aij es 1 y los restantes elementos son nulos.
Entonces, B es B = {A11, A12, . . . , Am, n−1, Amn} (mn matrices). Nótese
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

que la igualdad λ11A11 + λ12A12 + . . . + λm, n−1Am, n−1 + λmnAmn = 0
implica:

λ11 λ12 . . . λ1, n−1 λ1n

λ21 λ22 . . . λ2, n−1 λ2n
...

...
λm−1, 1 λm−1, 2 . . . λm−1, n−1 λm−1, n

λm1 λm2 . . . λm, n−1 λmn

 =


0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0

 ,

de lo que se deduce que todos los escalares λij son nulos.

ii) B es sistema generador. Toda matriz A de Km×n es de la forma

A =


a11 a12 . . . a1, n−1 a1n

a21 a22 . . . a2, n−1 a2n
...

...
am−1, 1 am−1, 2 . . . am−1, n−1 am−1, n

am1 am2 . . . am, n−1 amn

 ,

con los aij elementos de K. Entonces, A se puede expresar en la forma:

A = a11A11 + a12A12 + . . .+ am, n−1Am, n−1 + amnAmn,

luego B genera Km×n. Concluimos que B es base de Km×n.

6. i) B es sistema libre. Usando el principio de identidad de polinomios, de la
igualdad λ0·1+λ1x+λ2x

2+. . .+λnx
n = 0 se deduce λ0 = λ1 = . . . = λn = 0.

ii) B es sistema generador. Todo vector de Rn[x] es de la forma p(x) =
a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n. Entonces,

p(x) = a0 · 1 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n,

lo cual implica que B es sistema generador de Rn[x]. Concluimos que B es
base de Rn[x].

7. a) Elijamos el sistema de Cn :

B = {u1 = (1, 0, . . . , 0), u2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , un = (0, 0, . . . , 1)}.

De la igualdad λ1u1 + . . . + λnun = 0 con λi ∈ C, claramente se dedu-
ce λ1 = . . . = λn = 0, luego B es sistema libre. Por otra parte, todo
vector de Cn es de la forma z = (z1, . . . , zn) con los zi ∈ C. Entonces,
z = z1u1 + . . . + znun, lo cual implica que B genera a Cn. Concluimos que
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9.13 Base de un espacio vectorial

B es base de Cn como espacio vectorial sobre C.

b) Elijamos el sistema de Cn : B′ = {u1, . . . , un, iu1, . . . , iun}. La igualdad
λ1u1 + . . .+ λnun + µ1(iu1) + . . .+ µn(iun) = 0 con λi, µi ∈ R equivale a:

(λ1 + iµ1, . . . , λn + iµn) = (0, . . . , 0).

Igualando componentes y partes real e imaginaria, deducimos λi = µi para
todo i, por tanto B′ es sistema libre. Por otra parte, todo vector de Cn es
de la forma

z = (a1 + ib1, . . . , an + ibn) con ai, bi ∈ R.

Entonces, z = a1u1 + . . .+ anun + b1(iu1) + . . .+ bn(iun) lo cual implica que
B′ genera a Cn. Concluimos que B′ es base de Cn como espacio vectorial
sobre R.

8. Supongamos que existiera un base B = {p1(x), . . . , pn(x)} de R[x] forma-
da por n polinomios. Si m es el mayor de los grados de los polinomios de B,
entonces

xm+1 6= λ1p1(x) + . . .+ λnpn(x)

para cualquier elección de los escalares λi (el segundo miembro tiene gra-
do ≤ m). Es decir, B no seŕıa sistema generador (en contradicción con la
hipótesis).

9. Vimos que B genera a R[x]. Veamos ahora que B es sistema libre. En efec-
to, sea {xk1 , . . . , xkm} un subconjunto finito de B. Dado que los exponentes
ki son distintos dos a dos, de la igualdad

λ1x
k1 + . . .+ λmx

km = 0,

se deduce por el principio de igualdad de polinomios que λi = 0 para todo
i = 1, . . . ,m. Concluimos que B es base de R[x].[

10. a) El conjunto M dado se puede escribir en la forma:

M = { λ
[

1 0
3a b

]
+ µ

[
0 −1
0 −2

]
con λ, µ ∈ R },

por tanto M = L[S], siendo S el conjunto formado por las dos matrices
anteriores, y todo conjunto de la forma L[S], sabemos que es subespacio.
b) Las dos matrices anteriores generan aM. Además, son linealmente inde-
pendientes pues de la igualdad

λ1

[
1 0
3a b

]
+ λ2

[
0 −1
0 −2

]
=

[
0 0
0 0
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

se deduce inmediatamente que λ1 = λ2 = 0. por tanto, una base de M es

B = {
[

1 0
3a b

]
,

[
0 −1
0 −2

]
}.

9.14. Subespacio de las matrices diagonales, di-
mensión y base

Una matriz D = [dij ] ∈ Mn(K) se dice que es diagonal si dij = 0 cuando
i 6= j. Demostrar que el subconjunto D de Mn(K) formado por las matrices
diagonales es subespacio de Mn(K). Hallar la dimensión y una base de D.

Solución. Toda matriz diagonal D ∈Mn(K) se puede expresar en la forma:

D =


d11 0 . . . 0
0 d22 . . . 0
...

...
0 0 . . . dnn

 = d11


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

+ d22


0 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0



+ . . .+ dnn


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 1

 . (∗)

Esto implica que D = 〈B〉, siendo

B = {


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

 ,


0 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

 , . . . ,


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 1

},
lo cual demuestra automáticamente que D es subespacio Mn(K) y que B
es sistema generador del mismo. Es además sistema libre pues la misma
combinación lineal que aparece en (∗) igualada a 0 implica de manera trivial
dij = 0. Concluimos que B una base de D y que dimD = n.

9.15. Subespacio de las matrices escalares, dimen-
sión y base

Una matriz E ∈ Mn(K) se dice que es escalar, si es diagonal y todos los
elementos de la diagonal principal son iguales. Demostrar que el subconjunto
E de Mn(K) formado por las matrices escalares es subespacio de Mn(K).
Hallar la dimensión y una base de E .
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9.16 Subespacio de las matrices simétricas, dimensión y base

Solución. Toda matriz escalar E ∈Mn(K) se puede expresar en la forma:

E =


λ 0 . . . 0
0 λ . . . 0
...

...
0 0 . . . λ

 . (∗)

Esto implica que E = 〈B〉, siendo

B = {


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

} = {I},

lo cual demuestra automáticamente que E es subespacio Mn(K) y que B es
sistema generador del mismo. Es además sistema libre pues I es vector no
nulo. Concluimos que B una base de E y que dim E = 1.

9.16. Subespacio de las matrices simétricas, di-
mensión y base

Hallar una base y la dimensión del subespacio S de Mn(K) formado por las
matrices simétricas. Particularizar para n = 2.

Solución. Toda matriz simétrica A ∈Mn(K) se puede expresar en la forma:

A =


a11 a12 . . . a1n

a12 a22 . . . a2n
...

...
a1n a2n . . . ann

 = a11


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

+ . . .+ann


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 1



+a12


0 1 . . . 0
1 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

+ . . .+ an−1,n


0 . . . 0 0
...

...
0 . . . 0 1
0 . . . 1 0

 . (∗)

Llamemos Aij a las matrices que acompañan a los escalares aij , y sea

B = {A11, . . . , Ann} ∪ {A12, . . . , A1,n} ∪ {A23, . . . , A2n} ∪ . . . ∪ {An−1,n} .

Entonces, S = 〈B〉 lo cual demuestra automáticamente que S es subespacio
Mn(K) y que B es sistema generador del mismo. Es además libre pues la
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

misma combinación lineal que aparece en (∗) igualada a 0 implica de manera
trivial aij = 0. Es decir, B es base del subespacio de las matrices simétricas
de Kn×n.

Contemos el número de vectores de B. Usando la conocida fórmula de la
suma de los términos de una progresión aritmética:

dimS = n+ (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 2 + 1 =
n(n+ 1)

2
=

(
n+ 1

2

)
.

En el caso particular n = 2 :

B = {
[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]
,

[
0 1
1 0

]
}, dimS = 3.

9.17. Subespacio de las matrices antisimétricas, di-
mensión y base

Hallar una base y la dimensión del subespacio A de Mn(K) formado por las
matrices antisimétricas. Particularizar para n = 3.

Solución. Toda matriz antisimétrica A ∈ Mn(K) se puede expresar en la
forma:

A =


0 −a21 . . . −an1

a21 0 . . . −an2
...

...
an1 an2 . . . 0

 = a21


0 −1 . . . 0
1 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

+. . .+an1


0 0 . . . −1
0 0 . . . 0
...

...
1 0 . . . 0



+an2


0 0 . . . 0
0 0 . . . −1
...

...
0 1 . . . 0

+ . . .+ an,n−1


0 . . . 0 0
...

...
0 . . . 0 −1
0 . . . 1 0

 . (∗)

Llamemos Aij a las matrices que acompañan a los escalares aij , y sea

B = {A21, . . . , An1} ∪ {A32, . . . , An2} ∪ . . . ∪ {An,n−1} .

Entonces, A = 〈B〉 lo cual demuestra automáticamente que A es subespa-
cio Mn(K) y que B es sistema generador del mismo. Es además libre pues
la misma combinación lineal que aparece en (∗) igualada a 0 implica de
manera trivial aij = 0. Es decir, B es base del subespacio de las matrices
antisimétricas de Kn×n.
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9.18 Subespacios de matrices triangulares, dimensión y base

Contemos el número de vectores de B. Usando la conocida fórmula de la
suma de los términos de una progresión aritmética:

dimA = (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 2 + 1 =
n(n− 1)

2
=

(
n

2

)
.

En el caso particular n = 3 :

B = {

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,
0 0 −1

0 0 0
1 0 0

 ,
0 0 0

0 0 −1
0 1 0

}, dimA = 3.

9.18. Subespacios de matrices triangulares, dimen-
sión y base

Hallar una base y la dimensión del subespacio TS de Mn(K) formado por
las matrices triangulares superiores. Las mismas cuestiones, pero de forma
esquemática, para TI (subespacio de Mn(K) formado por las matrices trian-
gulares inferiores). Particularizar en ambos casos para n = 2.

Solución. Toda matriz triangular superior T ∈ Mn(K) se puede expresar
en la forma:

T =


t11 t12 . . . t1n
0 t22 . . . t2n
...

...
0 0 . . . tnn

 = t11


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

+ . . .+ tnn


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 1



+t12


0 1 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

+ . . .+ tn−1,n


0 . . . 0 0
...

...
0 . . . 0 1
0 . . . 0 0

 . (∗)

Llamemos Tij a las matrices que acompañan a los escalares tij , y sea

B = {T11, . . . , Tnn} ∪ {T12, . . . , T1,n} ∪ {T23, . . . , T2n} ∪ . . . ∪ {Tn−1,n} .

Entonces, TS = 〈B〉 lo cual demuestra automáticamente que TS es subespa-
cio Mn(K) y que B es sistema generador del mismo. Es además libre pues la
misma combinación lineal que aparece en (∗) igualada a 0 implica de manera
trivial tij = 0. Es decir, B es base del subespacio de las matrices triangulares
superiores de Kn×n.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

Contemos el número de vectores de B. Usando la conocida fórmula de la
suma de los términos de una progresión aritmética:

dim TS = n+ (n− 1) + (n− 2) + . . .+ 2 + 1 =
n(n+ 1)

2
=

(
n+ 1

2

)
.

En el caso particular n = 2 :

B = {
[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]
,

[
0 1
0 0

]
}, dim TS = 3.

Razonando de manera análoga para TI obtenemos la base:

B′ = {


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

 , . . . ,


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 1

 ,


0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

 , . . . ,


0 . . . 0 0
...

...
0 . . . 0 0
0 . . . 1 0

 },
y dim TI = dim TS = n(n+ 1)/2. En el caso particular n = 2 :

B′ = {
[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]
,

[
0 0
1 0

]
}, dim TI = 3.

9.19. Rango de una matriz. Dependencia lineal en
Kn

1. Hallar el rango de la matriz A =


1 2 −1 2
4 1 0 2
2 −3 2 −2
1 0 −1 3
2 1 2 −4

 .

2. Demostrar que los siguientes vectores de R4 son linealmente independien-
tes

(1, 3,−2, 5), (4, 2, 7,−3), (2, 7,−5, 4), (−3, 2,−2, 7).

Solución. Recordamos que el máximo número de filas (columnas) lineal-
mente independientes entre las filas (columnas) de una matriz A ∈ Km×n es
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9.19 Rango de una matriz. Dependencia lineal en Kn

igual a su rango.
1. Escalonemos A. 

1 2 −1 2
4 1 0 2
2 −3 2 −2
1 0 −1 3
2 1 2 −4


∼

F2 − 4F1

F3 − 2F1

F4 − F1

F5 − 2F1
1 2 −1 2

0 −7 4 −6

0 −7 4 −6
0 −2 0 1
0 −3 4 −8


∼

F3 − F2

7F4 − 2F2

7F5 − 3F2
1 2 −1 2
0 −7 4 −6
0 0 0 0
0 0 −8 19
0 0 16 −38

 ∼
F3 ↔ F5


1 2 −1 2
0 −7 4 −6

0 0 16 −38
0 0 −8 19
0 0 0 0

 ∼
2F4 + F3


1 2 −1 2
0 −7 4 −6
0 0 16 −38
0 0 −8 19
0 0 0 0

 ∼
2F4 + F3


1 2 −1 2

0 −7 4 −6

0 0 16 −38
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Claramente el rango de la matriz escalonada es 3, por tanto rg A = 3.

2. Bastará demostrar que el rango de la matriz

A =


1 3 −2 5
4 2 7 −3
2 7 −5 4
−3 2 −2 7


www.yo

qu
ier

oa
pro

ba
r.e

s



Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

es 4. Dado que la matriz es cuadrada, bastará demostrar que detA 6= 0.
Efectuando las transformaciones F2 − 4F1, F3 − 2F1, F3 + 3F1 :

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 −2 5
0 −10 15 −23
0 1 −1 −6
0 11 −8 22

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ·

∣∣∣∣∣∣
−10 15 −23

1 −1 −6
11 −8 22

∣∣∣∣∣∣ = −689 6= 0.

9.20. Teorema de la base incompleta

1. Dados los vectores de R4, v1 = (2,−1, 3, 4) y v2 = (0, 5, 1,−1), comple-
tarlos con otros dos para formar una base de R4.

2. Sea B = {u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un} base de un espacio vectorial E. De-
mostrar que E = 〈u1, . . . , ur〉 ⊕ 〈ur+1, . . . , un〉.

3. En el espacio vectorial R4, hallar un subespacio suplementario de

〈(2,−1, 3, 4), (0, 5, 1,−1)〉.

4. Determinar los valores de a ∈ R para los cuales R4 = F ⊕G, siendo

F = 〈(2, 1,−1, 1), (2, 3, 4,−0), (1, 1, 1, 1)〉 y G = 〈(2,−1, 3, a)〉.

Solución. 1. Por conocidas propiedades de la dimensión, cuatro vectores
linealmente independientes en un espacio vectorial de dimensión 4 forman
base. Dado que el rango del sistema {v1, v2} claramente es 2, bastará añadir
a v1 y v2, otros dos vectores v3 y v4 de tal manera que el rango del sistema
{v1, v2, v3, v4} sea 4. Existen infinitas maneras de elegir v3 y v4. Por ejemplo,

rg


2 −1 3 4
0 5 −1 1
0 0 1 0
0 0 0 1

 = 4,

en consecuencia, si v3 = (0, 0, 1, 0) y v4 = (0, 0, 0, 1) entonces,B = {v1, v2, v3, v4}
es base de R4.

2. Llamemos F = 〈u1, . . . , ur〉 y G = 〈ur+1, . . . , un〉. Sea x ∈ F ∩G, entonces
x ∈ F y x ∈ G, por tanto,

∃λ1, . . . , λr escalares : x = λ1u1 + · · ·+ λrur

∃λr+1, . . . , λn escalares : x = λr+1ur+1 + · · ·+ λnun.
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9.21 Existencia de base en todo espacio vectorial

Restando las igualdades anteriores queda

λ1u1 + · · ·+ λrur + (−λr+1)ur+1 + · · ·+ (−λn)un = 0.

Dado que B es sistema libre, necesariamente λ1 = . . . = λr = −λr+1 = . . . =
−λn = 0, lo cual implica que x = 0u1 + · · · + 0ur = 0. Hemos demostrado
que F ∩G = {0}. Sea ahora x ∈ E, dado que B es sistema generador de E,
existen escalares λ1, . . . , λr, λr+1, . . . , λn tales que

x = λ1u1 + · · ·+ λrur + λr+1ur+1 · · ·+ λnun.

Ahora bien, λ1u1 + · · ·+λrur ∈ F y λr+1ur+1 + · · ·+λnun, luego x ∈ F +G.
Hemos demostrado que E = F +G. Concluimos que E = F ⊕G.

3. De los dos apartados anteriores, deducimos de manera inmediata que un
subespacio suplementario del dado es 〈(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)〉.

4. Hallemos unas bases de F y G. Tenemos:

rg

2 1 −1 1
2 3 4 0
1 1 1 1

 = . . . = 3, rg
[
2 −1 3 a

]
= 1,

luego BF = {(2, 1,−1, 1), (2, 3, 4,−0), (1, 1, 1, 1)} y BG = {(2,−1, 3, a)} son
bases de F y G respectivamente. Por otra parte,

det


2 1 −1 1
2 3 4 0
1 1 1 1
2 −1 3 a

 = . . . = a− 29.

Si a 6= 29, entonces la unión de BF con BG es una base de R4, y por tanto
R4 = F ⊕ G. Si a = 29, el vector (2,−1, 3, a) pertenece a F y a G, luego
F ∩G 6= {0}. Concluimos que R4 = F ⊕G ⇔ a 6= 29.

9.21. Existencia de base en todo espacio vectorial

1. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y S un subconjunto de E
linealmente independiente. Entonces, existe una base B de E que contiene
a S.
2. Demostrar que todo espacio vectorial E tiene una base.

Solución. 1. Llamemos

S = {A ⊂ E : S ⊂ A y A es linealmente independiente}.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

Es decir, S está formado por todos los subconjuntos de E que son lineal-
mente independientes y que contienen a S. Claramente S 6= ∅ pues S ∈ S .

Sea F = {Ai : i ∈ I} una familia indexada de elementos de S totalmente
ordenada por inclusión ⊂, y sea A =

⋃
i∈I Ai. El conjunto A es linealmente

independiente, pues si no lo fuera, existiŕıan vectores {v1, . . . , vn} ⊂ A y
escalares no todos nulos α1, . . . , αn tales que α1v1 + · · ·αnvn = 0. Ahora
bien, al estar F totalmente ordenada existiŕıa i0 ∈ I con

{v1, . . . , vn} ⊂ Ai0 .

Entonces Ai0 no seŕıa linealmente independiente lo cual es absurdo pues
Ai0 ∈ S . Concluimos que S es un conjunto inductivo y por el lema de
Zorn S tiene un elemento maximal B. Veamos que B es base de E.

Efectivamente, como B ∈ S , B es linealmente independiente (además S ⊂
B). Veamos que E = L(B) por reducción al absurdo.

Si E 6= L(B), existe un vector v ∈ E − L(B) y como v /∈ L(B), el conjunto
B ∪ {v} es linealmente independiente lo cual implica que B ∪ {v} ∈ S y
B ( B ∪ {v} lo cual contradice la maximalidad de B. Hemos demostrado
que B es base de E que contiene a S.

2. En efecto, si E 6= {0} existe v ∈ E no nulo y basta elegir el conjunto
linealmente independiente S = {v}. Si E = {0}, entonces B = ∅ es base de
E.

9.22. Dimensión de un espacio vectorial

1. Haciendo uso de bases conocidas, hallar las dimensiones de los siguientes
espacios vectoriales:
1) Rn sobre R. 2) Rm×n sobre R. 3) Rn[x] sobre R.

2. Haciendo uso de bases conocidas, hallar las dimensiones de los siguientes
espacios vectoriales:
1) R[x] sobre R. 2) Cn sobre C. 3) Cn sobre R.

3. Hallar la dimensión del espacio vectorial nulo.

4. Hallar la dimensión de un cuerpo considerado como espacio vectorial so-
bre si mismo.

5. Demostrar que la dimensión de R sobre Q es infinita.
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9.22 Dimensión de un espacio vectorial

6. Determinar una base y la dimensión de C sobre R.

7. Sea K un cuerpo y K(x) el cuerpo de las fracciones racionales en la in-
determinada x con coeficientes en K. Hallar la dimensión de K(x) sobre K.

8. Fácilmente se demuestra que Q(i) = {a+ bi : a, b ∈ Q} es un cuerpo con
las operaciones usuales (se le llama cuerpo de los números de Gauss). Hallar
la dimensión de Q(i) sobre Q.

Solución. 1. 1) Una base de este espacio es

B = {(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . , (0, 0, . . . , 1)},

por tanto, su dimensión es n.

2) Una base de este espacio es

B ={


1 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0

 ,


0 1 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0

 , . . .

. . . ,


0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 1 0

 ,


0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 1

 },

por tanto, su dimensión es mn.

3) Una base de este espacio es B = {1, x, x2, . . . , xn}, por tanto su dimensión
es n+ 1.

2. 1) Una base de este espacio es B = {1, x, x2, . . . , xn, . . .}, por tanto su
dimensión es +∞. De manera más precisa, dimR[x] = ℵ0 (cardinal del
conjunto de los números naturales).

2) Una base de este espacio es

B = {u1 = (1, 0, . . . , 0), u2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , un = (0, 0, . . . , 1)},

por tanto, su dimensión es n.

3) Una base de este espacio es B′ = {u1, . . . , un, iu1, . . . , iun}, por tanto su
dimensión es 2n.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

3. Una base del espacio vectorial nulo {0} es ∅, por tanto dim{0} = card ∅ =
0.

4. Sea K cuerpo considerado como espacio vectorial sobre K. Entonces, {1}
es conjunto linealmente independiente por ser 1 vector no nulo. Por otra
parte, todo vector x ∈ K es igual al escalar x por 1, luego K = L[B]. En
consecuencia {1} es base de K. Por tanto, dimK = 1.

5. En efecto, si la dimensión fuera m (finita), existiŕıan x1, . . . , xm números
reales tales que todo x ∈ R se podŕıa expresar de manera única como

x = λ1x1 + · · ·+ λmxm, λ1, . . . , λm ∈ Q.

Entonces, card R = card Qm = ℵ0, lo cual es absurdo.

6. Una base de C sobre R es B = {1, i}. En efecto, todo z ∈ C es de la forma
x1 + iy con x, y ∈ R, luego B es sistema generador. Por otra parte, B es
sistema libre pues λ1 · 1 + λ2i = 0 con λ1, λ2 ∈ R implica λ1 = λ2 = 0.. En
consecuencia se verifica [C : R] = 2.

7. El conjunto {1, x.x2, . . .} ⊂ K(x) es libre e infinito, en consecuencia la
dimensión de K(x) sobre K es +∞.

8. Claramente{1, i} es base de Q(i) sobre Q, luego la dimensión pedida es 2.

9.23. Teorema de la torre

Si k un subcuerpo del cuerpo K, decimos que K una extensión de k y a la
dimensión del espacio vectorial K sobre k se la representa por [K : k]. Sea
K2 una extensión de K1 y K3 extensión de K2 (y por tanto, también de
K1). Demostrar el teorema de la torre, es decir

[K3 : K1] = [K3 : K2][K2 : K1],

indistintamente para dimensiones finitas o infinitos.

Solución. Sean a1, . . . , ar elementos de K3 linealmente independientes so-
bre K2 (y por tanto r ≤ [K3 : K2]) y sean b1, . . . , bs elementos de K2

linealmente independientes sobre K1 (y por tanto s ≤ [K2 : K1]). Veamos
que los rs elementos aibj de K3 son linealmente independientes sobre K1.
En efecto, consideremos la igualdad∑

i,j

λijaibj = 0 λij ∈ K1.
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9.23 Teorema de la torre

Esta igualdad se puede expresar en la forma

∑
i

∑
j

λijbj

 ai = 0, con
∑
j

λijbj ∈ K2.

Dado que los elementos ai son linealmente independientes sobre K2, resulta∑
j

λijbj = 0 (i = 1, . . . , r).

y siendo los elementos bj linealmente independientes sobre K1, tenemos

λij = 0 (i = 1, . . . , r ; j = 1, . . . , s),

lo cual prueba el aserto inicial. Podemos por tanto afirmar que

rs ≤ [K3 : K1] ∀r ≤ [K3 : K2] ∀s ≤ [K2 : K1].

Entonces, [K3 : K1] es infinito si uno al menos de las [K3 : K2], [K2 : K1] lo
es, y en este caso queda demostrado el teorema.

Supongamos ahora que [K3 : K2] y [K2 : K1] son finitos y sean r = [K3 : K2]
y s = [K2 : K1]. Según lo ya demostrado, tenemos

[K3 : K2][K2 : K1] ≤ [K3 : K1].

Ahora bien, para cualquier elemento a de K3 y teniendo en cuenta que los
ai forman una base de K3 sobre K2,

a =
r∑
i=1

βiai βi ∈ K2.

Análogamente, al formar los bj una base de K2 sobre K1,

βi =
s∑
j=1

γij βij ∈ K1.

En consecuencia,

a =

r∑
i=1

s∑
j=1

γijaibj .

Los rs elementos aibj de K3 son generadores de K3 como espacio vectorial
sobre K1, y por tanto

[K3 : K1] ≤ rs = [K3 : K2][K2 : K1].

Nota. Para una serie de extensiones de cuerpos K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn se
demuestra fácilmente por inducción sobre n que

[Kn : K1] = [Kn : Kn−1][Kn−1 : Kn−2] . . . [K2 : K1].
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

9.24. Teorema de la dimensión para espacios vec-
toriales

Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K. Demostrar que todas las bases de
E tienen el mismo cardinal.

Solución. Demostraremos previamente el siguiente lema:

Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, S ⊂ E y u, v vectores de E.
Entonces, v ∈ L [S ∪ {u}]− L[S]⇒ u ∈ L [S ∪ {v}]

Demostración. Por hipótesis v ∈ L [S ∪ {u}]−L[S], lo cual implica que v es
combinación lineal finita de elementos de S ∪ {u}. Es decir:

v = α1s1 + · · ·+ αmsm + αu (si ∈ S).

No puede ocurrir α = 0, pues en tal caso, v perteneceŕıa a L[S]. Despejando
u queda:

u = α−1v +
(
α−1α1

)
s1 + · · ·+

(
α−1αm

)
sm,

es decir u ∈ L [S ∪ {v}] . �

Demostremos ahora el teorema. Distinguiremos los casos:

1. E tiene una base formada por un número finito de vectores.
2. Ninguna base de E tiene un número finito de vectores.

Caso 1. E tiene una base formada por un número finito de vectores.

Sea entonces B una base formada por n vectores, B = {u1, . . . , un}. Tenemos
que demostrar que cualquier otra base B1 tiene también n vectores. Supon-
dremos que card B1 6= n y llegaremos a una contradicción. Distinguiremos
los casos card B1 = m < n y card B1 > n.

(a) Supongamos card B1 = m < n, y sea B1 = {v1, . . . , vm}. Como v1 ∈
L[B], podemos escribir v1 = α1u1 + · · ·αnvn. Algún escalar αi ha de ser no
nulo pues v1 6= 0. Supondremos sin pérdida de generalidad que α1 6= 0. No
puede ocurrir v1 ∈ L[{u2, . . . , un}] pues en tal caso

v1 = α1u1 + α2u2 + · · ·αnvn,
v1 = β2u2 + · · ·βnvn,

y restando obtendŕıamos α1u1 + · · · + (αn − βn)un = 0 con α1 6= 0 en
contradicción con ser B conjunto linealmente independiente. Tenemos por
tanto

v1 ∈ L[{u2, . . . , un} ∪ {u1}]− L[{u2, . . . , un}]
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9.24 Teorema de la dimensión para espacios vectoriales

y aplicando el lema al conjunto S = {u2, . . . , un} :

u1 ∈ L[{v1, u2, . . . , un}].

Como {u2, . . . , un} es linealmente independiente y v1 /∈ L[{u2, . . . , un}], el
conjunto {v1, u2, . . . , un} es linealmente independiente. Como

u1 ∈ L[{v1, u2, . . . , un}],

se verifica E = L[{v1, u2, . . . , un}] en consecuencia {v1, u2, . . . , un} es base
de E.
Podemos repetir el razonamiento anterior m veces, obteniendo la base de
E :

{v1, . . . , vm, um+1, . . . , un}.

Pero {v1, . . . , vm} es base de E, por tanto um+1 ∈ L[{v1, . . . , vm}]. Esto
implica que

{v1, . . . , vm, um+1, . . . , un}

es linealmente dependiente, lo cual es una contradicción. Concluimos que no
puede ocurrir card B1 < n.
(b) Supongamos ahora que card B1 > n (ahora podŕıa ser card B1 infinito).
Por un razonamiento similar al hecho en (a), podemos sustituir n vectores
de B1 por los vectores u1, . . . , un. Tendŕıamos aśı una base de E de la forma
B ∪ S con S ⊂ B1 y S no vaćıo. Pero B es base de E, y al ser S 6= ∅, B ∪ S
es linealmente dependiente lo cual es una contradicción.
Concluimos que si E tiene una base formada por n vectores, todas las bases
de E tienen cardinalidad n, lo cual demuestra el teorema en el caso 1.

Caso 2. Ninguna base de E tiene cardinal finito.
Si B1 y B2 dos bases de E, entonces B1 y B2 tienen un número infinito
de vectores. Si u ∈ B1, como B2 es base de E, existe un único subconjunto
finito ∆x ⊂ B2 tal que u ∈ L(∆u) y u /∈ L(∆′) para todo subconjunto propio
∆′ de ∆u. Tenemos pues una función bien definida:

ϕ : B1 → P(B2), ϕ(u) = ∆u.

Recordemos ahora la siguiente propiedad de teoŕıa de cardinales:

Si A y B son conjuntos con A infinito y para todo x ∈ A consideramos un
conjunto finito ∆x ⊂ B, entonces

card A ≥ card

(⋃
x∈A

∆x

)
.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

Como B1 es conjunto infinito, por la propiedad anterior:

card B1 ≥ card

 ⋃
u∈B1

∆u

 .

Dado que u ∈ L(∆u) para todo u ∈ B1, E = L
(⋃

u∈B1
∆u

)
. Como

⋃
u∈B1

∆u

es subconjunto de B2 que genera a E y B2 es base de E, concluimos que
B2 =

⋃
u∈B1

∆u, es decir card B1 ≥ card B2. Intercambiando los papeles
de B1 y B2, obtenemos de manera análoga que card B2 ≥ card B1, lo cual
completa la demostración del teorema.

9.25. Propiedades de la dimensión

1. Demostrar que los siguientes vectores forma base de R4

(2, 1, 0, 1), (0, 1, 2, 2), (−2, 1, 1, 2), (1, 3, 1, 2).

2. Sean E1 y E2 subespacios de E tales que dimE1 = 4, dimE2 = 5 y
dimE = 7. Se pide hallar la posible dimensión de E1 ∩ E2.

3. Si A ∈ R4×4 tiene rango 3, y F,C son los subespacios de R4 generados por
las filas y las columnas de A respectivamente, demostrar que dim(F∩C) ≥ 2.

4. En R3, demostrar que F1 = F2, siendo F1 = 〈(1, 2, 1), (1, 3, 2)〉 y F2 =
〈(1, 1, 0), (3, 8, 5)〉.

5. Sea p(x) ∈ R[x] un polinomio de grado 2. Demostrar que

B = {p(x), p′(x), p′′(x)}

es base de R2[x].

6. Sea U un subespacio de M3(R) de dimensión 4. Demostrar que U contiene
alguna matriz simétrica no nula.

Solución. 1. Dado que dimR4 = 4, los cuatro vectores formarán base si y
sólo si, son linealmente independientes. Tenemos:

det


2 1 0 1
0 1 2 2
−2 1 1 2

1 3 1 2

 = . . . = 13 6= 0.
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9.25 Propiedades de la dimensión

El rango de la matriz anterior es 4, y por tanto, los cuatro vectores fila son
linealmente independientes. Concluimos que los vectores dados forman una
base de R4.

2. Por el teorema de Grassmann, dim(E1 +E2) = 9−dim(E1∩E2). Por otra
parte, E1 ⊂ E1 +E2 ⊂ E y E2 ⊂ E1 +E2 ⊂ E implica 4 ≤ dim(E1 +E2) ≤ 7
y 5 ≤ dim(E1 + E2) ≤ 7, lo cual equivale a 5 ≤ dim(E1 + E2) ≤ 7.

Es decir, dim(E1 +E2) es 5, o 6, o 7, y de dim(E1 +E2) = 9−dim(E1∩E2),
deducimos que dim(E1 ∩ E2) es 4, o 3, o 2.

3. Como rangoA = 3, dimF = dimC = 3. Por el teorema de Grass-
mann, dim(F + C) = 6 − dim(F ∩ C). Por otra parte, F ⊂ F + C ⊂ R4 y
C ⊂ F + C ⊂ R4 implica 3 ≤ dim(F + C) ≤ 4.

Es decir, dim(F+C) es 3, o 4, y de dim(F+C) = 6−dim(F ∩C), deducimos
que dim(F ∩ C) es 3, o 2, luego dim(F ∩ C) ≥ 2.

4. Tenemos:

rango

[
1 2 1
1 3 2

]
= rango

[
1 1 0
3 8 5

]
= 2,

es decir, dimF1 = dimF2, por tanto para demostrar al igualdad F1 = F2,
bastará demostrar que F2 ⊂ F1. Ahora bien,

rango

1 2 1
1 3 2
1 1 0

 = . . . = 2, rango

1 2 1
1 3 2
3 8 5

 = . . . = 2.

Esto implica que los vectores (1, 1, 0) y (3, 8, 5) son combinaciones lineales
de los vectores (1, 2, 1), y (1, 3, 2). Si x ∈ F2, x es combinación lineal de
los vectores (1, 1, 0) y (3, 8, 5), y por tanto de los (1, 2, 1) y (1, 3, 2), luego
pertenecen a F1.
Concluimos que F2 ⊂ F1, y por lo ya comentado, F1 = F2.

5. Según vimos en un ejercicio anterior, el conjunto B es linealmente indepen-
diente. Como dimR2[x] = 3 y B está formado por tres vectores, concluimos
que es base de R2[x].

6. Si S es el subespacio de M3(R) formado por las matrices simétricas,
entonces dimS = 3(3+1)/2 = 6. Si fuera U∩S = {0}, entonces dim(U∩S) =
0 y por el teorema de Grassmann:

dim(U + S) = 6 + 4− 0 = 10 > 9 = dimM3(R),
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

lo cual es absurdo. Concluimos que U contiene alguna matriz simétrica no
nula.

9.26. Teorema de Grassmann

Demostrar el teorema de Grassmann:
Sea E un espacio vectorial de dimensión finita y sean F y G subespacios de
E. Entonces,

dim(F +G) = dimF + dimG− dim(F ∩G).

Solución. Llamemos f = dimF, g = dimG, i = dim(F ∩G) y supongamos
que una base de F ∩ G es BF∩G = {u1, u2, . . . , ui}. Por el teorema de la
ampliación de la base, podemos completar BF∩G hasta obtener unas bases
de F y de G :

BF = {u1, u2, . . . , ui, v1, v2, . . . , vf−i},
BG = {u1, u2, . . . , ui, w1, w2, . . . , wg−i}.

El sistema S = {u1, u2, . . . , ui.v1, v2, . . . , vf−i, w1, w2, . . . , wg−i} genera a F+
G. Veamos que es un sistema libre. En efecto, sea

i∑
α=1

λαvα +

f−i∑
β=1

µβvβ +

g−i∑
γ=1

νγwγ = 0. (1)

El vector
∑g−i

γ=1 νγwγ , que pertenece a G, también pertence a F por ser
combinación lineal de los elementos de BF , y por tanto pertenece a F ∩G.
Pero F ∩G y el subespacio generado por los vectores {w1, w2, . . . , wg−i}, son

suplementarios en G, luego
∑g−i

γ=1 νγwγ = 0. Esto implica que todos los νγ
son nulos al ser {w1, w2, . . . , wg−i} sistema libre.

Sustituyendo estos νγ en (1), y al ser BF sistema libre, también son nulos
todos los λα y todos los µβ, es decir S es sistema libre. En consecuencia, S
es una base de F +G. Tenemos:

dim(F +G) = cardS = i+ (f − i) + (g − i) = f + g − i
= dimF + dimG− dim(F ∩G),

lo cual prueba el teorema.
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9.27 Coordenadas

9.27. Coordenadas

1. En R2, hallar las coordenadas del vector x = (1, 18) :
a) En la base B = {(3,−1), (−1, 4)}. b) En la base canónica Bc de R2.

2. Hallar las coordenadas del vector x = (7, 5,−2, 1) respecto de la base de
R4 :

B = {(1,−1, 2, 3), (4, 1, 0, 2), (3,−1, 3, 0), (1,−1, 1, 0)}.
3. Hallar las coordenadas del vector p(x) = −2x3−11x2−25x−20 respecto
de las bases de R3[x] :
a) B = {1, (x+ 2), (x+ 2)2, (x+ 2)3}. b) B′ = {1, x, x2, x3}.

4. Sea E un espacio vectorial de dimensión finita sobre el cuerpo K, y B
una base de E. Denotemos por [u]B el vector de coordenadas de u ∈ E con
respecto de la base B. Demostrar que:

1) Para cada x ∈ E, el vector [x]B es único (es decir, las coordenadas de un
vector en una determinada base son únicas).
2) Para todo x, y ∈ E, se verifica [x + y]B = [x]B + [y]B (es decir, respecto
de una determinada base, las coordenadas de la suma de dos vectores, son
la suma de las respectivas coordenadas).
3) Para todo λ ∈ K, x ∈ E, se verifica [λx]B = λ[x]B (es decir, respecto de
una determinada base, las coordenadas de un escalar por un vector, son el
escalar por las coordenadas del vector).

Solución. 1. a) Expresando (1, 18) = x1(3,−1) + x2(−1, 4), obtenemos el
sistema: {

3x1 − x2 = 1
−x1 + 4x2 = 18,

cuya solución es x1 = 2, x2 = 5. Es decir, [x]B = (2, 5)t.
b) Dado que (1, 18) = 1(1, 0) + 18(0, 1), se verifica [x]Bc = (1, 18)t.

2. Expresando (7, 5,−2, 1) = x1(1,−1, 2, 3) + x2(4, 1, 0, 2) + x3(3,−1, 3, 0) +
x4(1,−1, 1, 0), obtenemos el sistema:

x1 + 4x2 + 3x3 + x4 = 7
−x1 + x2 − x3 − x4 = 5

2x1 + 3x3 + x4 = −2
3x1 + 2x2 = 1.

Resolviendo el sistema, obtenemos x1 = −1, x2 = 2, x3 = 1, x4 = −3, por
tanto [x]B = (−1, 2, 1,−3)t.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

3. a) Expresando p(x) = x1 · 1 + x2(x+ 2) + x3(x+ 2)2 + x4(x+ 2)3 :

−2x3 − 11x2 − 25x− 20 = x1 + x2(x+ 2) + x3(x2 + 4x+ 4)+

x4(x3 + 6x2 + 12x+ 8)

= (x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4)

+ (x2 + 4x3 + 12x4)x+ (x3 + 6x4)x2 + x4x
3.

Identificando corficientes obtenemos el sistema:
x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 = −20

x2 + 4x3 + 12x4 = −25
x3 + 6x4 = −11

x4 = −2,

cuya única solución es x1 = 2, x2 = −5, x3 = 1, x4 = −2, por tanto
[p(x)]B = (2,−5, 1,−2)t.

Segundo método. Aplicando la fórmula de Taylor a p(x) en x0 = −2 :

p(x) = −2x3 − 11x2 − 25x− 20⇒ p(−2) = 2

p′(x) = −6x2 − 22x− 25⇒ p′(−2) = −5

p′′(x) = −12x− 22⇒ p′′(−2) = 2

p′′′(x) = −12⇒ p′′′(−2) = −12

p(4)(x) = 0⇒ p(4)(−2) = 0.

Entonces,

p(x) = p(−2) +
p′(−2)

1!
(x+ 2) +

p′′(−2)

2!
(x+ 2)2 +

p′′′(−2)

3!
(x+ 2)3

= 2− 5(x+ 2) + (x+ 2)2 − 2(x+ 2)3,

por tanto, [p(x)]B = (2,−5, 1,−2)t.

b) Dado que p(x) = (−20) · 1− 25x− 11x2 − 2x3, se verifica

[p(x)]B′ = (−20,−25,−11,−2)t.

4, 1) Sea B = {u1, . . . , un}, y supongamos que:

[x]B =

x1
...
xn

 , [x]B =

x
′
1
...
x′n

 ,
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9.28 Cambio de base

entonces, por definición de coordenadas x = x1u1 + . . . + xnun y x =
x′1u1 + . . . + x′nun. Esto implica x1u1 + . . . + xnun = x′1u1 + . . . + x′nun,
o de forma equivalente (x1 − x′1)u1 + . . .+ (xn − x′n)un = 0. Dado que B es
sistema libre, x1 − x′1 = 0, ... xn − x′n = 0, luego x1 = x′1, ... xn = x′n.

2) Sean x, y ∈ E tales que:

[x]B =

x1
...
xn

 , [y]B =

y1
...
yn

 ,
entonces, por definición de coordenadas, x = x1u1 + . . .+xnun e y = y1u1 +
. . .+ ynun. Esto implica x+ y = (x1 + y1)u1 + . . .+ (xn + yn)un. Es decir,

[x+ y]B =

x1 + y1
...

xn + yn

 =

x1
...
xn

+

y1
...
yn

 = [x]B + [y]B.

3) Sean λ ∈ K, x ∈ E, con x = x1u1 + . . .+xnun. Entonces, λx = (λx1)u1 +
. . .+ (λxn)un, por tanto:

[λx]B =

λx1
...

λxn

 = λ

x1
...
xn

 = λ[x]B.

9.28. Cambio de base

1. Sean B = {u1, u2} y B′ = {u′1, u′2}, dos bases de un espacio vectorial real
E de dimensión 2 tales que u′1 = u1 − 2u2, u

′
2 = 3u1 + 4u2. Se pide hallar:

a) La matriz de cambio o de paso de B a B′.
b) La ecuación matricial del cambio de base.
c) Las coordenadas del vector 5u′1 − u′2 en la base B.
d) Las coordenadas del vector 7u2 en la base B′.

2. Se consideran las bases de R2, B = {(1, 2), (2,−1)} y B′ = {(3, 1), (2, 4)}.
Hallar la matriz de paso de B a B′.

3. Se consideran las bases de R3,

B = {(1, 1, 0), (−1, 0, 2), (0, 2, 5)}, B′ = {(0, 1, 1), (1, 1, 1), (3, 1, 0)}.

Hallar la matriz de paso de B a B′.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

4. Sean B y B′ dos bases de un espacio vectorial E. Deducir la fórmula
del cambio de base [x]B = P [x]B′ , para todo x ∈ E, en donde para todo
j = 1, . . . , n, la columna j-ésima de P son las coordenadas de u′j con respec-
to de la base B.

5. Sean B y B′ dos bases de un espacio vectorial E de dimensión finita n.
Demostrar que:
a) La matriz de cambio P de B a B′ es invertible.
b) La matriz de cambio de B′ a B, es P−1.

Solución. 1. a) Trasponiendo los correspondientes coeficientes:

P =

[
1 3
−2 4

]
.

b) La ecuación matricial del cambio es[
x1

x2

]
=

[
1 3
−2 4

] [
x′1
x′2

]
. (1)

en donde (x1, x2)t representan las coordenadas de un vector genérico x ∈ E
con respecto a la base B, y (x′1, x

′
2)t las coordenadas del mismo vector x con

respecto a la base B′. Es decir, la ecuación matricial del cambio de base la
podemos expresar en la forma [x]B = P [x]B′ .
c) Sustituyendo en (1) :[

x1

x2

]
=

[
1 3
−2 4

] [
5
−1

]
=

[
2
−14

]
,

por tanto, las coordenadas pedidas son (2,−14)t.
d) Sustituyendo de nuevo en (1) :[

0
7

]
=

[
1 3
−2 4

] [
x′1
x′2

]
⇔
{

x′1 + 3x′2 = 0
−2x′1 + 4x′2 = 7,

y resolviendo el sistema, obtenemos x′1 = −21/10, x′2 = 7/10. Las coorde-
nadas pedidas son (−21/10, 7/10)t.

2. Expresemos la base B′ en términos de la B :{
(3, 1) = α1(1, 2) + α2(2,−1)
(2, 4) = β1(1, 2) + β2(2,−1).

Las igualdades anteriores equivalen a los sistemas:{
α1 + 2α2 = 3
2α1 − α2 = 1

{
β1 + 2β2 = 2
2β1 − β2 = 4

(1)
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9.28 Cambio de base

que resueltos proporcionan las soluciones α1 = α2 = 1 y β1 = 2, β2 = 0. La
matriz pedida es por tanto:

P =

[
α1 β1

α2 β2

]
=

[
1 2
1 0

]
.

Nótese que los sistema (1) equivalen a la igualdad matricial:[
1 2
2 −1

] [
α1 β1

α2 β2

]
=

[
3 2
1 4

]
,

con lo cual, la matriz P también la podemos hallar de la forma:

P =

[
α1 β1

α2 β2

]
=

[
1 2
2 −1

]−1 [
3 2
1 4

]
= . . . =

[
1 2
1 0

]
.

3. Expresemos la base B′ en términos de la B :
(0, 1, 1) = α1(1, 1, 0) + α2(−1, 0, 2) + α3(0, 2, 5)
(1, 1, 1) = β1(1, 1, 0) + β2(−1, 0, 2) + β3(0, 2, 5)
(3, 1, 0) = γ1(1, 1, 0) + γ2(−1, 0, 2) + γ3(0, 2, 5).

las igualdades anteriores equivalen a los sistemas:
α1 − α2 = 0
α1 + 2α3 = 1
2α2 + 5α3 = 1


β1 − β2 = 1
β1 + 2β3 = 1
2β2 + 5β3 = 1


γ1 − γ2 = 3
γ1 + 2γ3 = 1
2γ2 + 5γ3 = 1

(1)

que resueltos proporcionan las soluciones:

(α1, α2, α3) = (3, 3,−1)

(β1, β2, β3) = (−1,−2, 1)

(γ1, γ2, γ3) = (−7,−10,−4).

La matriz pedida es por tanto:

P =

α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

 =

 3 −1 −7
3 −2 −10
−1 1 4

 .
Nótese que los sistema (1) equivalen a la igualdad matricial:1 −1 0

1 0 2
0 2 5

α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

 =

0 1 3
1 1 1
1 1 0

 ,
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

con lo cual, la matriz P también la podemos hallar de la forma:

P =

α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

 =

1 −1 0
1 0 2
0 2 5

−1 0 1 3
1 1 1
1 1 0

 = . . . =

 3 −1 −7
3 −2 −10
−1 1 4

 .
4. Sean B = {u1, . . . , un} y B′ = {u′1, . . . , u′n}, y supongamos que

u′1 = p11u1 + . . .+ p1nun
. . .

u′n = pn1u1 + . . .+ pnnun.
(1)

Sea [x]B = (x1, . . . , xn)t y [x]B = (x′1, . . . , x
′
n)t, entonces, x = x1u1 + . . . +

xnun y x = x′1u
′
1 + . . .+ x′nu

′
n. Usando las relaciones (1) :

x1u1 + . . .+ xnun = x′1(p11u1 + . . .+ p1nun) + . . .+ x′npn1u1 + . . .+ pnnun)

= (x′1p11 + . . .+ x′npn1)u1 + . . .+ (x′1p1n + . . .+ x′npnn)un.

Las coordenadas de un determinado vector con respecto a una determinada
base (en este caso la B), son únicas, por tanto:

x1 = p11x
′
1 + . . .+ pn1x

′
n

. . .
xn = p1nx

′
1 + . . .+ pnnx

′
n,

y estas relaciones se pueden escribir matricialmente en la forma:x1
...
xn

 =

p11 . . . pn1
...

...
p1n . . . pmn


x
′
1
...
xn

 .
Es decir, queda [x]B = P [x]B′ , en donde para todo j = 1, . . . , n, la columna
j-ésima de P son las coordenadas de u′j con respecto de la base B.

5. a) Como B′ es base de E, sus n vectores son linealmente independientes,
lo cual implica que lo son los n vectores columna de P. El rango de la matriz
P, que es de orden n× n es n, luego P es invertible.
b) Se deduce del hecho de que si [x]B = P [x]B′ , entonces [x]B′ = P−1[x]B.

9.29. Ecuaciones de los subespacios

1. Hallar la dimensión y una base del subespacio vectorial F de R4 determi-
nado por el sistema: 

x1 + x2 + x3 − x4 = 0
x1 − x2 + 2x3 + 5x4 = 0
−x1 + 5x2 − 4x3 − 17x4 = 0
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9.29 Ecuaciones de los subespacios

y hallar unas ecuaciones paramétricas de F.

2. Hallar unas ecuaciones impĺıcitas o cartesianas del subespacio de R4 :

F ≡


x1 = λ1 + λ2 − λ3

x2 = 2λ1 + λ2

x3 = −λ1 + 3λ2 − 7λ3

x4 = λ1 + λ3

(λ1, λ2, λ3 ∈ R).

3. Sea K un cuerpo y A ∈ Km×n, una matriz de orden m × n con entradas
en K. Demostrar que:
(a) F = {x = (x1, . . . , xn)t ∈ Kn : Ax = 0} es subespacio de Kn.
(b) dimF = n− rg(A).

Solución. 1. Hallemos el rango de la matriz del sistema: 1 1 2 −1
1 −1 2 5
−1 5 −4 −17

 ∼
F2 − F1

F3 + F1

 1 1 1 −1

0 −2 1 6

0 6 3 −18


∼

F3 + 3F2

 1 1 1 −1

0 −2 1 6

0 0 0 0

 ,
por tanto, dimF = 4 − rg(A) = 4 − 2 = 2. Para hallar una base de F
consideramos el sistema escalonado:

F ≡
{

x1 + x2 + x3 − x4 = 0
−2x2 + x3 + 6x4 = 0.

Dando a las incógnitas libres (en este caso x3 y x4) valores de la matriz
identidad esto es, x3 = 1, x4 = 0 y luego x3 = 0, x4 = 1 nos asegura una
base de F (tendŕıamos dos vectores linealmente independientes en F que es
de dimensión 2).
Para x3 = 1, x4 = 0 obtenemos x1 = −3/2 y x2 = 1/2. Para x3 =
0, x4 = 1 obtenemos x1 = −2 y x2 = 3. Una base de F será por tanto
{(−3/2, 1/2, 1, 0), (−2, 3, 0, 1)} , y multiplicando por 2 el primer vector ob-
tenemos otra base:

B = {(−3, 1, 2, 0), (−2, 3, 0, 1)} .

Hallemos ahora unas ecuaciones paramétricas de F. Los vectores de F son
exactamente los que se pueden escribir en la forma

(x1, x2, x3, x4) = λ1(−3, 1, 2, 0) + λ2(−2, 3, 0, 1) con λ1, λ2 ∈ R,
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

en consecuencia unas ecuaciones paramétricas de F son:

F ≡


x1 = −3λ1 − 2λ2

x2 = λ1 + 3λ2

x3 = 2λ1

x4 = λ2

(λ1, λ2 ∈ R).

2. Podemos escribir F en la forma:

F ≡


x1

x2

x3

x4

 = λ1


1
2
−1
1

+ λ2


1
1
3
0

+ λ3


1
0
−7
1

 (λ1, λ2, λ3 ∈ R).

Los tres vectores columna anteriores generan a F, y fácilmente podemos ve-
rificar que el rango de la matriz formada por estas columnas es 2. Dado que
el rango de la matriz formada por las dos primeras columnas es dos, con-
cluimos que estas forma una base de F. Con este proceso, hemos eliminado
el parámetro innecesario λ3. Podemos ahora escribir F en la forma:

F ≡


x1

x2

x3

x4

 = µ1


1
2
−1
1

+ µ2


1
1
3
0

 (µ1, µ2 ∈ R).

Eliminemos los parámeros µ1 y µ2. Tenemos:

F ≡


x1 = µ1 + µ2

x2 = 2µ1 + µ2

x3 = −µ1 + 3µ2

x4 = µ1

(µ1, µ2 ∈ R).

De las dos últimas ecuaciones obtenemos µ1 = x4 y µ2 = (x3 + x4)/2.
Sustituyendo en las restantes ecuaciones y simplificando, obtenemos unas
ecuaciones cartesianas o impĺıcitas de F :

F ≡
{

3x1 − x3 − 4x4 = 0
3x2 − x3 − 7x4 = 0.

3. (a) El vector 0 = (0, . . . , 0)t de Kn, claramente cumple Ax = 0, es decir
0 ∈ F. Sean x, y ∈ F, entonces Ax = 0 y Ay = 0, por tanto

A(x+ y) = Ax+Ay = 0 + 0 = 0,
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9.30 Bases de la suma e intersección de subespacios

luego x+ y ∈ F. Por último, sean λ ∈ K y x ∈ F, entonces

A(λx) = λ(Ax) = λ0 = 0,

luego λx ∈ F. Concluimos que F es subespacio de Kn.

(b) Sea rg(A) = r. Entonces, efectuando la reducción de Gauss-Jordan, el
sistema lineal Ax = 0 será equivalente a uno escalonado de la forma:

x1 = b1,r+1xr+1 + . . . +b1nxn
x2 = b2,r+1xr+1 + . . . +b2nxn
. . . . . . . . .

xr = br,r+1xr+1 + . . . +brnxn,

en donde hemos supuesto (sin pérdida de generalidad), que las incógnitas
básicas son x1, . . . , xr. Las soluciones del sistema son:

F ≡



x1
...
xr
xr+1

...
xn


= xr+1



b1,r+1
...

br,r+1

1
...
0


+ . . .+ xn



b1n
...
brn
0
...
1


(1)

en donde xr+1, . . . , xn vaŕıan en K. Las n−r columnas del segundo miembro
de (1), generan a F y son linealmente independientes, luego forman una base
de F. Concluimos que dimF = n− rg(A).

9.30. Bases de la suma e intersección de subespa-
cios

1. Se consideran los subespacios de R4 :

U = {(x1, x2, x3, x4) : x2 + x3 + x4 = 0},

V = {(x1, x2, x3, x4) : x1 + x2 = 0, x3 = 2x4}.

Hallar unas bases de: (i) U. (ii) V. (iii) U ∩ V.

2. Sean F1 y F2 subespacios de un espacio vectorial E, y sean S1 y S2 sis-
temas generadores de F1 y F2 respectivamente. Demostrar que S1 ∪ S2 es
sistema generador de F1 + F2.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

3. En R4 se consideran los subespacios vectoriales:

U = 〈(3,−1, 1, 2), (−1, 0, 2,−1), (1,−1, 5, 0)〉,

V = 〈(1, 1,−1, 2), (5, 0,−2, 5)〉.

Hallar unas bases de U + V y de U ∩ V.

Solución. 1. (i) El subespacio U es el conjunto de las soluciones del sistema
lineal {

0x1 + x2 + x3 + x4 = 0.

La dimensión de U es por tanto, dimU = 4− rg
[
0 1 1 1

]
= 4− 1 = 3.

Dando a las incógnitas libres (en este caso x1, x3 y x4) valores de la matriz
identidad nos asegura una base de U (tendŕıamos tres vectores linealmente
independientes en U que es de dimensión 3). Para x1 = 1, x3 = 0, x4 = 0
obtenemos x2 = 0. Para x1 = 0, x3 = 1, x4 = 0 obtenemos x2 = −1. Para
x1 = 0, x3 = 0, x4 = 1 obtenemos x2 = −1.
Una base de U es por tanto

BU = {(1, 0, 0, 0), (0,−1, 1, 0), (0,−1, 0, 1)} .

(ii) Procedemos de manera análoga. Tenemos:

V ≡
{
x1 + x2 = 0
x3 − 2x4 = 0

⇒ dimV = 4− rg

[
1 1 0 0

0 0 1 −2

]
= 4− 2 = 2.

Para x1 = 1, x4 = 0, obtenemos x2 = −1, x3 = 0. Para x1 = 0, x4 = 1,
obtenemos x2 = 0, x3 = 2. Una base de V es por tanto

BV = {(1,−1, 0, 0), (0, 0, 2, 1)} .

(iii) Los vectores de U∩V son exactamente los que satisfacen las condiciones
de pertenencia a U y a V, es decir:

U ∩ V ≡


x1 + x2 = 0

x2 + x3 + x4 = 0
x3 − 2x4 = 0

dim(U ∩ V ) = 4− rg

1 1 0 0
0 1 1 1
0 0 1 −2

 = 4− 3 = 1.

Para x4 = 1, obtenemos x1 = 3, x2 = −3, x3 = 2, luego una base de U ∩ V
es:

BU∩V = {(3,−3, 2, 1)} .
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9.30 Bases de la suma e intersección de subespacios

2. Si x ∈ F1 + F2, entonces x es de la forma x = u+ v con u ∈ F1 y v ∈ F2.
Como S1 genera a F1 y S2 genera a F2, se verifica u = λ1u1 + · · ·+ λnun y
v = µ1v1 + · · ·+µmum para ciertos escalares λi, µj y ciertos vectores ui ∈ F1,
vj ∈ F2. Entonces,

x = u+ v = λ1u1 + · · ·+ λnun + µ1v1 + · · ·+ µmum,

con ui, vj ∈ S1 ∪ S2 para todo i, j. Concluimos que S1 ∪ S2 es sistema gene-
rador de F1 + F2.

3. Según el ejercicio anterior, los cinco vectores dados generan a U +V. Para
hallar una base de este subespacio, bastará extraer el máximo número de
linealmente independientes.

3 −1 1 2
−1 0 2 −1
1 −1 5 0
1 1 −1 2
5 0 −2 5


∼

3F2 + F1

3F3 − F1

3F4 − F1

3F5 − 5F1


3 −1 1 2

0 −1 7 −1

0 −2 14 −2
0 4 −4 4
0 5 −11 5


∼

F3 − 2F2

3F3 − F1

F4 + 4F2

F5 + 5F1


3 −1 1 2
0 −1 7 −1
0 0 0 0

0 0 24 0
0 0 24 0

 ∼
F5 − F4


3 −1 1 2
0 −1 7 −1
0 0 0 0

0 0 24 0
0 0 0 0



∼
1

24
F4


3 −1 1 2
0 −1 7 −1
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 .
Una base de U+V es por tantoBU+V = {(3,−1, 1, 2), (0,−1, 7,−1), (0, 0, 1, 0)}.
Para hallar una base de U ∩V, hallemos previamente unas ecuaciones impli-
citas de U, y unas de V. Obsérvese que en el proceso anterior, las manipula-
ciones de las tres primeras filas producen vectores de U, por lo que una base
de este subespacio es BU = {(3,−1, 1, 2), (0,−1, 7,−1)}. Unas ecuaciones
paramétricas de U son:

x1 = 3λ1, x2 = −λ1 − λ2, x3 = λ1 + 7λ2, x4 = 2λ1 − λ2.

Eliminando parámetros, obtenemos:

U ≡
{

x1 + x2 − x4 = 0
2x1 + 7x2 + x3 = 0.

(1)
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

Una base de V es BV = {(1, 1,−1, 2), (5, 0,−2, 5)}. Procediendo de manera
análoga, hallamos unas ecuaciones impĺıcitas de V, obteniendo:

V ≡
{

x1 + x2 − x4 = 0
2x1 + 3x2 + 5x3 = 0.

(2)

Los vectores de U ∩ V son exactamente los vectores que satisfacen las con-
diciones (1) y (2), por tanto unas ecuaciones impĺıcitas de U ∩ V son:

U ∩ V ≡


x1 + x2 − x4 = 0

2x1 + 7x2 + x3 = 0
2x1 + 3x2 + 5x3 = 0.

Usando el procedimiento estándar par el cálculo de una base de un subes-
pacio dado por unas ecuaciones impĺıcitas, obtenemos la base de U ∩ V :

BU∩V = {(4,−1,−1, 3)}.

9.31. Espacio vectorial cociente

1. Se considera el subespacio F de R4 :

F ≡
{
x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0
x1 − x2 + 3x3 + 6x4 = 0.

(i) Hallar una base de F .
(ii) Hallar una base de R4/F .
(iii) Hallar las coordenadas del vector (1,−3, 2, 6) +F en la base hallada en
el apartado anterior.

2. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y F un subespacio de E. Sea
(E/F,+) el correspondiente grupo cociente, cuya operación suma sabemos
que está definida mediante: (x + F ) + (y + F ) = (x + y) + F. Se define la
operación ley externa:

λ(x+ F ) = (λx) + F, ∀λ ∈ K ∀(x+ F ) ∈ E/F.

Demostrar que E/F es espacio vectorial sobre K con las operaciones men-
cionadas (espacio vectorial cociente).

3. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensión n y sea F ⊂ E
un subespacio vectorial. Supongamos que BF = {u1, . . . , ur} es base de F y
que

BE = {u1, . . . , ur, ur+1, . . . , un}
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9.31 Espacio vectorial cociente

es base de E. Demostrar que una base de E/F es

BE/F = {ur+1 + F, . . . , un + F}.

Deducir que dimE/F = dimE − dimF , igualdad válida también para los
casos r = 0 o r = n.

Solución. 1. (i) Usando el conocido método para el cálculo de una base de
un subespacio dado por sus ecuaciones cartesianas, obtenemos fácilmente
una base de F :

BF = {(−1, 2, 1, 0), (−4, 2, 0, 1)}.

(ii) Ampliemos la base BF para obtener una base de R4. Dado que

rg


−1 2 1 0
−4 2 0 1

0 0 1 0
0 0 0 1

 = 4,

una base de R4/F es

B = {(−1, 2, 1, 0), (−4, 2, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)},

por tanto una base de R4/F es

BR4/F = {(0, 0, 1, 0) + F, (0, 0, 0, 1) + F} .

(iii) Expresemos el vector dado como combinación lineal de la base hallada
en el apartado anterior. Tenemos

(1,−3, 2, 6) + F = λ1 [(0, 0, 1, 0) + F ] + λ2 [(0, 0, 0, 1) + F ]

⇔ (1,−3, 2, 6) + F = (0, 0, λ1, λ2) + F ⇔ (1,−3, 2− λ1, 6− λ2) ∈ F
⇔ (1,−3, 2− λ1, 6− λ2) ∈ L[(−1, 2, 1, 0), (−4, 2, 0, 1)].

La última condición equivale a que

rg

−1 2 1 0
−4 2 0 1

1 −3 2− λ1 6− λ2

 = 2,

y triangulando, equivale a que:

rg

−1 2 1 0
0 −6 −4 1
0 0 6λ1 − 22 6λ2 − 35

 = 2,
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

que a su vez equivale a 6λ1−22 = 0 y 6λ2−35 = 0. Las coordenadas pedidas
son por tanto (λ1, λ2) = (11/3, 35/6) .

2. Veamos que la operación ley externa está bien definida, es decir que
depende de la clase en śı, y no de sus representantes. En efecto, si x+ F =
x′ + F, entonces x − x′ ∈ F. Dado que F es subespacio de E, para todo
λ ∈ K se verifica λ(x− x′) = λx− λx′ ∈ F, y por tanto:

λ(x+ F ) = (λx) + F = (λx′) + F = λ(x′ + F ).

Veamos ahora que se verifican los cuatro axiomas de ley externa. Para todo
λ, µ ∈ K y para todo x+F, y+F ∈ E/F, y usando propiedades de la suma
y ley externa correspondientes a E :

λ[(x+ F ) + (y + F )] = λ[(x+ y) + F ] = λ(x+ y) + F

= λx+ λy + F = (λx+ F ) + (λx+ F ) = λ(x+ F ) + µ(y + F ).

(λ+ µ)(x+ F ) = (λ+ µ)x+ F = λx+ µx+ F

= (λx+ F ) + (µx+ F ) = λ(x+ F ) + µ(x+ F ).

(λµ)(x+ F ) = (λµ)x+ F = λ(µx) + F = λ(µx+ F ) = λ (µ(x+ F )) .

1(x+ F ) = 1x+ F = x+ F.

3. Veamos que BE/F es sistema libre. Tenemos:

λr+1 (ur+1 + F ) + . . .+ λn (un + F ) = 0 + F

⇒ (λr+1ur+1 + . . .+ λnun) + F = 0 + F ⇒
λr+1ur+1 + . . .+ λnun ∈ F.

La última relación implica que existen λ1, . . . , λr ∈ K tales que:

λr+1ur+1 + . . .+ λnun = λ1u1 + . . .+ λrur,

o de forma equivalente, −λ1u1 + . . .− λrur + λr+1ur+1 + . . .+ λnun = 0. Al
ser BE sistema libre, se concluye que todos los λi son nulos y en particular
λr+1 = . . . = λn = 0.
Veamos que BE/F es sistema generador de E/F . Sea x+F ∈ E/F . Como x ∈
E y BE genera a E, existen escalares x1, . . . , xn tales x = x1u1 + . . .+xnun.
Entonces,

x+ F = (x1u1 + . . .+ xnun) + F

= [(x1u1 + . . .+ xrur) + F ] + [(xr+1ur+1 + . . .+ xnun) + F ]

= (pues x1u1 + . . .+ xrur ∈ F ) [0 + F ] + [(xr+1ur+1 + . . .+ xnun) + F ]

= (xr+1ur+1 + . . .+ xnun) + F = xr+1(ur+1 + F ) + . . .+ xn(un + F ),
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9.32 Cambio de base en orbitales atómicos

es decir, BE/F es sistema generador de E/F . Para el caso r = 0 tenemos
F = {0} y E/F = E. Para el caso r = n tenemos F = E y E/F = {0}, y
en cualquier caso dimE/F = dimE − dimF.

9.32. Cambio de base en orbitales atómicos

En la interpretación del enlace qúımico mediante la teoŕıa de orbitales mo-
leculares desempeñan un papel importante los orbitales h́ıbridos. Cuando el
estudio se lleva a cabo solamente con los orbitales s y p aparecen tres clases
de h́ıbridos a saber: sp1, sp2 y sp3. En los tres casos sólo se trata de un cam-
bio de base en un cierto espacio funcional. Las funciones de la base inicial
son los orbitales atómicos s, px, py, pz (que se denotarán en forma abreviada
por s, x, y, z) y las funciones de la base h́ıbrida se definen como: En sp3 :

h1 =
1

2
(s+ x+ y + z), h2 =

1

2
(s+ x− y − z),

h3 =
1

2
(s− x− y + z), h4 =

1

2
(s− x+ y − z).

En sp2 :

t1 =
1√
3

(s+
√

2x), t2 =
1√
3

[s− 1√
2

(x−
√

3y)],

t3 =
1√
3

[s− 1√
2

(x+
√

3y)], t4 = z.

(a) Hallar la matriz T de cambio de base de la atómica a la h́ıbrida sp3 y
la matriz R de cambio de la atómica a la h́ıbrida sp2.
(b) Hallar en función de T y R la matriz de cambio de la hibridación sp3 a
la sp2.

Solución. (a) Tenemos las relaciones matriciales:
h1

h2

h3

h4

 =
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1
1 −1 1 −1



s
x
y
z

 ,

t1
t2
t3
t4

 =
1√
3


1
√

2 0 0

1 − 1√
2

√
3√
2

0

1 − 1√
2
−
√

3√
2

0

0 0 0
√

3



s
x
y
z

 ,
y denotando
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

P =
1

2


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1
1 −1 1 −1

 , Q =
1√
3


1
√

2 0 0

1 − 1√
2

√
3√
2

0

1 − 1√
2
−
√

3√
2

0

0 0 0
√

3

 ,
obtenemos las relaciones

s
x
y
z

 = P−1


h1

h2

h3

h4

 ,


s
x
y
z

 = Q−1


t1
t2
t3
t4

 ,
de lo cual deducimos que T = P−1 y R = Q−1.
(b) Tenemos

s
x
y
z

 = T


h1

h2

h3

h4

 ∧

s
x
y
z

 = R


t1
t2
t3
t4

⇒

h1

h2

h3

h4

 = T−1R


t1
t2
t3
t4

 ,
por tanto, la matriz pedida es T−1R.

9.33. Intersección de subespacios de (Z7)
4

En el espacio (Z7)4 determinar la intersección de los subespacios dados por

L1 = 〈(2, 3, 0, 4), (3, 5, 0, 6), (0, 4, 2, 0)〉 , L2 ≡
{

2x1 + 2x3 − x4 = 0
3x1 + 5x2 − 3x3 = 0.

(Propuesto en hojas de problemas, Álgebra, ETS de Ing, de Caminos,
UPM).

Solución. Las tablas de la suma y producto en Z7 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} son

+ 0 1 2 3 4 5 6

0 0 1 2 3 4 5 6

1 1 2 3 4 5 6 0

2 2 3 4 5 6 0 1

3 3 4 5 6 0 1 2

4 4 5 6 0 1 2 3

5 5 6 0 1 2 3 4

6 6 0 1 2 3 4 5

· 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 1 3 5

3 0 3 6 2 5 1 4

4 0 4 1 5 2 6 3

5 0 5 3 1 6 4 2

6 0 6 5 4 3 2 1

Por tanto, los elementos opuesto −a e inverso a−1 de cada a ∈ Z7 son
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9.33 Intersección de subespacios de (Z7)4

a 0 1 2 3 4 5 6

−a 0 6 5 4 3 2 1

a−1 6 ∃ 1 4 5 2 3 6

Usando la información anterior, hallemos unas ecuaciones cartesianas de L1.
Todo vector de este subespacio se puede expresar en la forma

(x1, x2, x3, x4) = λ1(2, 3, 0, 4) + λ2(3, 5, 0, 6) + λ3(0, 4, 2, 0) (λi ∈ Z7).

De forma equivalente:

L1 ≡


x1 = 2λ1 + 3λ2

x2 = 3λ1 + 5λ2 + 4λ3

x3 = 2λ3

x4 = 4λ1 + 6λ2

(λi ∈ Z7).

Eliminemos los parámetros:
2 3 0 x1

3 5 4 x2

0 0 2 x3

4 6 0 x4

 ∼ (2F2 − 3F1, F4 − 2F1)


2 3 0 x1

0 1 1 2x2 − 3x1

0 0 2 x3

0 0 0 x4 − 2x1

 .
Es decir, L1 está determinado por la ecuación cartesiana x4−2x1 = 0. Unas
ecuaciones cartesianas de L1 ∩ L2 son por tanto

L1 ∩ L2 ≡


−2x1 + x4 = 0

2x1 + 2x3 − x4 = 0
3x1 + 5x2 − 3x3 = 0.

Escalonando el sistema: −2 0 0 1 0
2 0 2 −1 0
3 5 −3 0 0

 ∼ (F2 + F1, 2F3 + 3F1)

 −2 0 0 1 0
0 0 2 0 0
0 3 −6 3 0


∼ (3−1F3, F2 ↔ F3)

 −2 0 0 1 0
0 1 −2 1 0
0 0 2 0 0

 .
El rango de la matriz A del sistema escalonado es 3, por tanto:

dim(L1 ∩  L2) = dim(Z7)4 − rg A = 4− 3 = 1.

Para hallar una base de L1∩L2 basta asignar a la incógnita libre x4 el valor
1. La tercera ecuación es 2x3 = 0 con lo cual x3 = 0. Sustituyendo en la
segunda queda x2 = −1 o bien x2 = 6. Sustituyendo en la primera queda
−2x1 = −1 o bien 2x1 = 1 o bien x1 = 4. Concluimos que una base de
L1 ∩ L2 es B = {(4, 6, 0, 1)}.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

9.34. Espacio vectorial de las funciones definidas
en un conjunto

Sea A un conjunto no vaćıo y sea F un espacio vectorial sobre el cuerpo K.
Denotamos por F (A,F ) = {f : A → F} al conjunto de las funciones f de
A en F. Se definen las operaciones

Suma en F (A,F ). Para todo f, g elementos de F (A,F ):

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ A.

Ley externa. Para todo f ∈ F (A,F ), y para todo λ ∈ K :

(λf)(x) = λf(x) ∀x ∈ A.

Demostrar que F (A,F ) es espacio vectorial sobre K con las operaciones
anteriormente definidas.

Solución. 1) (F (A,F ),+) es grupo abeliano.

Interna. Claramente, la suma de dos funciones de A en F es función de A
en F.

Asociativa. Para todo f, g, h ∈ F (A,F ), para todo x ∈ A y usando la
propiedad asociativa de la suma de vectores en F :

[(f + g) + h](x) = [(f + g)(x)] + h(x) = [f(x) + g(x)] + h(x)

= f(x) + [g(x) + h(x)] = f(x) + [(g + h)(x)] = [f + (g + h)](x).

Por la definición de igualdad de funciones, (f + g) + h = f + (g + h).

Elemento neutro. Consideremos la función 0 : A→ F definida por 0(x) = 0
para todo x ∈ A. Entonces, para cualquier f ∈ F (A,F ) :

(f + 0)(x) = f(x) + 0(x) = f(x) + 0 = f(x)⇒ f + 0 = f,

(0 + f)(x) = 0(x) + f(x) = 0 + f(x) = f(x)⇒ 0 + f = f,

por tanto la función 0 es elemento neutro.

Elemento simétrico. Para cada f ∈ F (A,F ), definamos la función −f de la
siguiente manera: (−f)(x) = −f(x), x ∈ X. Entonces, para todo x ∈ A :

[f + (−f)](x) = f(x) + (−f)(x) = f(x) + (−f(x)) = 0⇒ f + (−f) = 0,

[(−f) + f ](x) = (−f)(x) + f(x) = −f(x) + f(x) = 0⇒ (−f) + f = 0,
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9.35 Realificación de un espacio vectorial complejo

es decir todo elemento de F (A,F ) tiene simétrico.

Conmutativa. Para todo f, g ∈ F (A,F ), para todo x ∈ A y usando la
propiedad conmutativa de la suma de vectores en F :

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x)⇒ f + g = g + f.

2) Se cumplen los cuatro axiomas de ley externa. Para todo λ, µ ∈ K, para
todo f, g ∈ F (A,F ), para todo x ∈ A y usando la definición de igualdad de
funciones:

1. (λ(f + g)) (x) = λ ((f + g)(x)) = λ (f(x) + g(x)) = λf(x) + λg(x)

= (λf)(x) + (λg)(x) = (λf + λg)(x)⇒ λ(f + g) = λf + λg.

2. ((λ+ µ)f) (x) = (λ+ µ)f(x) = λf(x) + µf(x) = (λf)(x) + (µf)(x)

= (λf + µf)(x)⇒ (λ+ µ)f = λf + µf.

3. ((λµ)f) (x) = (λµ)f(x) = λ (µf(x)) = λ ((µf)(x)) = (λ(µf)) (x)

⇒ (λµ)f = λ(µf).

4. (1f)(x) = 1f(x) = f(x)⇒ 1f = f.

9.35. Realificación de un espacio vectorial comple-
jo

Sea E un espacio vectorial sobre C al que denotamos por E(C). Se define el
espacio realificado de E(C) y se denota por E(R) al espacio vectorial sobre
R obtenido al sustituir en el producto por escalares en E, el cuerpo C por el
cuerpo R. Demostrar que si E(C) es de dimensión finita n, entonces E(R)
es de dimensión 2n.

Solución. Sea B = {u1, . . . , un} una base de E(C). Veamos que una base de
E(R) es B′ = {u1, . . . , un, iu1, . . . , iun}, lo cual probará que dimE(R) = 2n.
i) B′ es sistema libre en E(R). En efecto, supongamos que

α1u1 + · · ·+ αnun + β1(iu1) + · · ·+ βn(iun) = 0 con los αk, βk reales.

Entonces, (α1 + iβ1)u1 + · · · + (αn + iβn)un = 0. Ahora bien, como B es
sistema libre en E(C), se verifica αk+ iβk = 0 para todo k = 1, . . . , n lo cual
implica αk = βk = 0 para todo k = 1, . . . , n
ii) B′ es sistema generador en E(R). En efecto, sea x ∈ E. Como B es
sistema generador en E(C) existen escalares αk + iβk con los αk, βk reales
tales que

x = (α1 + iβ1)u1 + · · ·+ (αn + iβn)un,

es decir x = α1u1 + · · ·+αnun+β1(iu1)+ · · ·+βn(iun) con los αk, βk reales.
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Caṕıtulo 9. Espacios vectoriales

9.36. Subespacios transversales

Sea E un espacio vectorial real. Se dice que dos subespacios vectoriales U y
V son transversales cuando U + V = E. Se pide:
a) Determinar cuales de las nueve parejas ordenadas posibles (formadas por
dos de estos tres subespacios) son transversales. Justificar la respuesta.

U = {x, x, x) : x ∈ R},
V = {x, x, y) : x, y ∈ R},
W = {x, y, 0) : x, y ∈ R}.

b) Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que si f transforma
subespacios transversales de E en subespacios transversales de F , entonces
f es sobreyectiva.
c) Enunciar la proposición rećıproca de la anterior y estudiar su validez (en
caso de ser verdadera dar una demostración, y en caso contrario construir
un contraejemplo).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. a) Los subespacios dados se pueden escribir en la forma

U = 〈(1, 1, 1)〉 , V = 〈(1, 1, 0), (0, 0, 1)〉 , W = 〈(1, 0, 0), (0, 1, 0)〉.

Sabemos que se obtiene un sistema generador de la suma de dos subespacios
mediante la unión de un sistema generador de un subespacio con un sistema
generador del otro. Es decir

U + U = 〈(1, 1, 1)〉
V + V = 〈(1, 1, 0), (0, 01)〉
W +W = 〈(1, 0, 0), (0, 1, 0)〉
U + V = V + U = 〈(1, 1, 1), (1, 1, 0), (0, 0, 1)〉
U +W = W + U = 〈(1, 1, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0)〉
V +W = W + V = 〈(1, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0)〉.

Para que alguna de las parejas anteriores determinen subespacios transver-
sales, el rango del sistema generador correspondiente ha de ser 3. Claramente
las tres primeras parejas no determinan subespacios transversales. Los ran-
gos de los otros sistemas generadores son

rg

1 1 1
1 1 0
0 0 1

 = 2 , rg

1 1 1
1 0 0
0 1 0

 = 3 , rg


1 1 0
0 0 1
1 0 0
0 1 0

 = 3.
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9.36 Subespacios transversales

Se concluye pues que de las nueve parejas, las que determinan subespacios
transversales son (U,W ), (W,U), (V,W ) y (W,V ).

b) Los subespacios {0} y E son transversales en E pues {0} + E = E. Por
hipótesis los subespacios f({0}) y f(E) son transversales en F es decir,
f({0}) + f(E) = F. Como f es lineal, f({0}) = {0} y por tanto, f(E) = F.
En consecuencia, f es sobreyectiva.

c) La proposición rećıproca es: Si f es sobreyectiva, entonces f transforma
subespacios transversales de E en subespacios transversales de F. Veamos
que es cierta. En efecto, sean U y V subespacios transversales en E es
decir, U + V = E. Tenemos que demostrar que f(U) y f(V ) lo son en F.
Evidentemente f(U) + f(V ) ⊂ F. Demostremos la otra inclusión.
Como f es sobreyectiva para todo y ∈ F existe x ∈ E tal que y = f(x). Por
otra parte, al ser U +V = E, x se puede expresar en la forma x = u+ v con
u ∈ U y v ∈ V. Dado que f es lineal:

y = f(x) = f(u+ v) = f(u) + f(v) ∈ f(U) + f(V ).

Es decir, F ⊂ f(U) + f(V ), lo cual concluye la demostración.
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Caṕıtulo 10

Aplicaciones lineales

10.1. Concepto de aplicación lineal (1)

1. Demostrar que la aplicación f : R[x]→ R[x] dada por f(p) = p′ (derivada
de p), es lineal.

2. Sea K un cuerpo. Demostrar que la siguiente aplicación es lineal

f : Km×n → Kn×m, f(X) = XT (traspuesta de X).

3. Sea K un cuerpo y A ∈ Kn×n matriz fija dada. Demostrar que aplicación

f : Kn×n → Kn×n, f(X) = AX −XA

es lineal.

4. Sea C[a, b] el espacio vectorial real de las funciones reales x(t), continuas
en el intervalo [a, b]. Estudiar si es lineal la aplicación:

f : C[a, b]→ R, f (x(t)) =

∫ b

a
x(t) dt.

5. Sea K un cuerpo y A ∈ Km×n matriz fija dada. Estudiar si es lineal la
aplicación

f : Km×n → Km×n, f(X) = A+X.

6. Sea f : R3 → R2 la aplicación f(x, y, z) = (x + 1, x + 2y + 3z). Analizar
si es lineal.

7. Sea C el espacio vectorial de los números complejos sobre el cuerpo C.
Analizar si es lineal la aplicación

f : C→ C, f(z) = z̄ (conjugado de z).

297
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10.1 Concepto de aplicación lineal (1)

Ídem considerando C como espacio vectorial sobre el cuerpo R.

Solución. 1. Usando conocidas propiedades de la derivación:
(i) Para todo p, q ∈ R[x] :

f(p+ q) = (p+ q)′ = p′ + q′ = f(p) + f(q).

(ii) Para todo λ ∈ K y para todo p ∈ R[x] :

f(λp) = (λp)′ = λp′ = λf(p).

Concluimos que f es lineal.

2. Usando conocidas propiedades de la transposición: (i) Para todo X,Y ∈
Km×n :

f(X + Y ) = (X + Y )T = XT + Y T = f(X) + f(Y ).

(ii) Para todo λ ∈ K y para todo X ∈ Km×n :

f(λX) = (λX)T = λXT = λf(X).

Concluimos que f es lineal.

3. (i) Para todo X,Y ∈ Kn×n :

f(X + Y ) = A(X + Y )− (X + Y )A = AX +AY −XA− Y A

= (AX −XA) + (AY − Y A) = f(X) + f(Y ).

(ii) Para todo λ ∈ K y para todo X ∈ Kn×n :

f(λX) = A(λX)− (λX)A = λ(AX)− λ(XA) = λ(AX −XA) = λf(X).

Concluimos que f es lineal.

4. Usando conocidas propiedades de la integral definida, se verifica para todo
λ, µ ∈ R y para todo x(t), y(t) ∈ C[a, b] :

f (λx(t) + µy(t)) =

∫ b

a
(λx(t) + µy(t)) dt

= λ

∫ b

a
x(t) dt+ µ

∫ b

a
y(t) dt = λf (x(t)) + µf (y(t)) .

Concluimos que f es lineal.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

5. (i) Para todo X,Y ∈ Km×n :

f(X + Y ) = A+ (X + Y ), f(X) + f(Y ) = (A+X) + (A+ Y ).

Entonces, f(X + Y ) = f(X) + f(Y ) equivale a A+X + Y = 2A+X + Y,
y esta última igualdad se verifica para todo X,Y, si y sólo si A = 0, único
caso para el cual f puede ser lineal.
(ii) Para A = 0 la aplicación es f(X) = X. Para todo λ ∈ K y para todo
X ∈ Km×n :

f(λX) = λX = λf(X).

Concluimos que f es lineal si y sólo si A = 0.

6. Dado que f(0, 0, 0) = (1, 0) 6= (0, 0), la aplicación no es lineal.

7. Considerando K = C y eligiendo λ = i, y x = 1 :

f(i1) = i1 = ī = −i, if(1) = i1̄ = i1 = i,

es decir, f(i1) 6= if(1), luego f no es lineal.
Consideremos ahora K = R. Entonces, para todo λ, µ ∈ R y para todo
z, w ∈ C :

f(λz + µw) = λz + µw = λz + µw = λ̄z̄ + µ̄w̄ = λz̄ + µw̄ = λf(z) + µf(w)

por tanto, f es lineal.

10.2. Concepto de aplicación lineal (2)

1. Sea f : E → F una aplicación lineal y S = {v1, . . . , vp} ⊂ E un sistema
ligado. Demostrar que f(S) también es ligado.

2. Dar un ejemplo de una aplicación lineal f : E → F que transforme un
sistema libre de S en un sistema ligado de F.

3. Determinar el conjunto de todas las aplicaciones lineales f : R→ R con-
siderado R como espacio vectorial sobre śı mismo.

4. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y f : E → F
una aplicación. Demostrar que:

f es lineal ⇔ f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) ∀λ, µ ∈ K, ∀x, y ∈ E.

5. Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que,
1) f(0) = 0.
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10.2 Concepto de aplicación lineal (2)

2) f(−x) = −f(x) ∀x ∈ E.
3) f(x− y) = f(x)− f(y) ∀x, y ∈ E

6. Sea E = C (R+) el espacio vectorial real de las funciones reales continuas
f definidas en R+. Sea T : E → E la aplicación f → T (f) = F definida porF (x) =

1

x

∫ x

0
f(t) dt (x > 0)

F (0) = f(0).

Demostrar que T es lineal.

7. Sea K un cuerpo y A ∈ Kn×n matriz fija dada. Demostrar que aplicación
f : Kn×n → Kn×n, f(X) = AX es lineal.

Solución. 1. En efecto, veamos que f(S) = {f(v1), . . . , f(vp)} es ligado.
Como S es ligado, existen escalares no todos nulos tales que λ1v1 + · · · +
λpvp = 0. Aplicando f a ambos miembros, usando la linealidad de f y que
f(0) = 0 :

λf(v1) + · · ·+ λpf(vp) = 0,

no siendo nulos todos los escalares, en consecuencia f(S) es ligado en R.

2. Consideremos la aplicación lineal f : R2 → R, f(x1, x2) = x1 + x2. El
sistema S = {(1, 0), (0, 1)} es libre en R2, sin embargo, f(S) = {1, 1} es
ligado.

3. Sea f : R→ R lineal y sea f(1) = a. Entonces, para todo x ∈ R se verifica

f(x) = f(x · 1) = xf(1) = xa,

es decir si f : R → R es lineal, f es de la forma f(x) = ax con a ∈ R.
Rećıprocamente, si f : R → R es de la forma f(x) = ax con a real, se
verifica para todo λ, µ ∈ R escalares y para todo x, y ∈ R vectores:

f(λx+ µy) = a(λx+ µy) = λax+ µay = λf(x) + µf(y),

luego f es lineal. Concluimos que el conjunto pedido es

{f : R→ R : f(x) = ax con a ∈ R}.

4. ⇒) Como f es lineal, para todo λ, µ ∈ K y para todo x, y ∈ E,

f(λx+ µy) = f(λx) + f(µy) = λf(x) + µf(y).
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

⇐) (i) Para λ = µ = 1, se verifica para todo x, y ∈ E :

f(x+ y) = f(1x+ 1y) = 1f(x) + 1f(y) = f(x) + f(y).

(ii) Para µ = 0, se verifica para todo λ ∈ K y para todo x ∈ E :

f(λx) = f(λx+ 0y) = λf(x) + 0f(y) = λf(x).

5. Si f es lineal, es homomorfismo entre los grupos aditivos (E,+) y (F,+),
con lo cual 1), 2) y 3) son consecuencia inmediata de conocidas propiedades
de esos homomorfismos.

6. Veamos previamente que T está bien definida, es decir que F ∈ E. Las
propiedades de la integral aseguran que F es continua para x > 0. Por otra
parte, por aplicación de la regla de L’Hopital y el teorema fundamental del
Cálculo,

ĺım
x→0+

F (x) = ĺım
x→0+

∫ x
0 f(t) dt

x
=

{
0

0

}
= ĺım

x→0+

f(x)

1
= f(0) = F (0),

luego F también es continua en 0. Veamos que T es lineal. En efecto, para
α, β reales, f, g ∈ E, y x > 0

T (αf + βg)(x) =
1

x

∫ x

0
(αf(t) + βg(t)) dt

= α
1

x

∫ x

0
f(t) dt+ β

1

x

∫ x

0
g(t) dt = αT (f)(x) + βT (g)(x)

= (αT (f) + βT (g)) (x).

Por otra parte,

T (αf + βg)(0) = (αf + βg)(0) = αf(0) + βg(0)

= αT (f)(0) + βT (g)(0) = (αT (f) + βT (g)) (0).

Hemos demostrado pues que para todo α, β reales y f, g ∈ E, T (αf +βg) =
αT (f) + βT (g) y por tanto T es lineal.

7. Para todo λ, µ ∈ K y para todo X,Y ∈ Kn×n :

f(λX + µY ) = A(λX + µY ) = λAX + µAY = λf(X) + µf(Y ).

Concluimos que f es lineal.
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10.3 Núcleo e imagen de una aplicación lineal

10.3. Núcleo e imagen de una aplicación lineal

1. Se considera la aplicación lineal f : R3 → R4 :

f(x, y.z) = (x+ 2y − z, −x+ y + 2z, 3y + z, 3x− 5z).

Hallar unas bases de ker f e Im f.

2. Sea D : R[x] → R[x] la aplicación lineal definida dada por D(p) = p′

(derivada de p). Determinar kerD e ImD.

3. Se considera la aplicación

f : Rn×n → Rn×n, f(X) = X −XT

en donde XT representa la traspuesta de X.
1) Demostrar que f es lineal.
2) Determinar ker f e Im f.

4. Sea f : E → F lineal e inyectiva. Demostrar que si S = {v1, . . . , vp} ⊂ E
es sistema libre, también f(S) es sistema libre.

5. Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que:
a) ker f es subespacio vectorial de E.
b) Im f es subespacio vectorial de F.

6. Sea f : E → F una aplicación lineal, E1 subespacio de E y F1 subespacio
de F. Demostrar que
(i) La imagen directa de E1, es decir f(E1), es subespacio de F.
(ii) La imagen inversa de F1, es decir f−1(F1), es subespacio de E.
(iii) Particularizar para E1 = E y F1 = {0}.

7. Definir dos endomorfismos en R[x], uno inyectivo pero no sobreyectivo y
otro sobreyectivo pero no inyectivo. ¿Es posible alguna de las dos situaciones
anteriores para un espacio vectorial E de dimensión finita?

Solución. 1. Tenemos

(x, y, z) ∈ ker f ⇔ f(x, y, z) = (0, 0, 0, 0)

⇔


x+ 2y − z = 0
−x+ y + 2z = 0

3y + z = 0
3x− 5z = 0.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Usando el conocido método para el cálculo de una base de un subespacio
dado por unas ecuaciones cartesianas, obtenemos Bker f = {(5,−1, 3)}. Por
otra parte,

(x′, y′, z′, u′) ∈ Im f ⇔ ∃(x, y, z) ∈ R3 : (x′, y′, z′, u′) = f(x, y, z)

⇔


x′ = x+ 2y − z
y′− = x+ y + 2z
z′ = 3y + z
u′ = 3x− 5z.

(x, y, z ∈ R) .

Usando el conocido método para el cálculo de una base de un subespacio
dado por unas ecuaciones paramétricas, obtenemos

BIm f = {(1,−1, 0, 3), (0, 1, 1,−2)}.

2. Tenemos

kerD = {p ∈ R[x] : D(p) = 0} = {p ∈ R[x] : p′ = 0}

= {p ∈ R[x] : p es constante}.

Es decir, kerD = R. Sea ahora q(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n un polinomio

genérico de R[x], y consideremos el polinomio

p(x) = a0x+ a1
x2

2
+ · · ·+ an

xn+1

n+ 1
.

Se verifica p′(x) = q(x), o de forma equivalente q = D(p), luego todo ele-
mento de R[x] pertenece a ImD. Esto implica que ImD = R[x].

3. 1) Para todo λ, µ ∈ R, para todo X,Y ∈ Rn×n y usando conocidas
propiedades de la transposición:

f(λX + µY ) = (λX + µY )− (λX + µY )T = λX + µY − λXT + µY T

= λ
(
X −XT

)
+ µ

(
Y − Y T

)
= λf(X) + µf(Y ).

Es decir, f es lineal.
2) Se verifica

X ∈ ker f ⇔ f(X) = 0⇔ X −XT = 0⇔ X = XT ⇔ X es simétrica.

Es decir, ker f es el subespacio S de Rn×n de las matrices simétricas. Deter-
minemos Im f. Por una parte,

Y ∈ Im f ⇒ ∃X ∈ Rn×n : Y = f(X) = X −XT
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10.3 Núcleo e imagen de una aplicación lineal

⇒ Y T = (X −XT )T = XT −X = −Y ⇒ Y es antisimétrica.

Por otra,

Y antisimétrica⇒ Y T = −Y ⇒ Y =
1

2
(Y − Y T )

=
1

2
f(Y ) = f

(
1

2
Y

)
⇒ Y ∈ Im f.

Es decir, Im f es el subespacio A de Rn×n de las matrices antisimétricas.

4. Consideremos cualquier combinación lineal de los vectores de f(S) igua-
lada a 0 :

λ1f(v1) + · · ·+ λpf(vp) = 0.

Como f es lineal, f(λ1v1 + · · ·+λpvp) = 0, es decir λ1v1 + · · ·+λpvp ∈ ker f
y ker f = {0} por ser f inyectiva, luego λ1v1 + · · · + λpvp = 0. Como S es
libre, λ! = · · · = λp = 0 lo cual implica que f(S) es libre.

5. Usemos el teorema de caracterización de subespacios.
a) Como f es lineal, f(0) = 0, luego 0 ∈ ker f. Sean x1, x2 ∈ ker f, entonces

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) = 0 + 0 = 0⇒ x1 + x2 ∈ ker f.

nSea λ ∈ K y x ∈ ker f, entonces

f(λx) = λf(x) = λ0 = 0⇒ x ∈ ker f.

Concluimos que ker f es subespacio vectorial de E.
b) Como f es lineal, 0 = f(0), luego 0 ∈ Im f. Si y1, y2 ∈ Im f, existen
x1, x2 ∈ E tales que y1 = f(x1), y2 = f(x2). Entonces

y1 + y2 = f(x1) + f(x2) = f(x1 + x2)⇒ y1 + y2 ∈ Im f.

Si λ ∈ K e y ∈ Im f, existe x ∈ E tal que y = f(x). Entonces

λy = λf(x) = f(λx)⇒ λy ∈ Im f.

Concluimos que Im f es subespacio vectorial de F.

6. Usamos el conocido teorema de caracterización de subespacios.
(i) Tenemos 0 = f(0) y 0 ∈ E1, luego 0 ∈ f(E1). Si v1, v2 ∈ f(E1), entonces
v1 = f(u1) y v2 = f(u2) para ciertos vectores u1, u2 de E1, por tanto

v1 + v2 = f(v1) + f(u2) = f(u1 + u2)
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

y u1 + u2 pertenece a E1 por ser subespacio, luego v1 + v2 ∈ f(E1). Sea λ
escalar y v ∈ f(E1), entonces v = f(u) para algún u ∈ E, por tanto

λv = λf(u) = f(λu)

y λu pertenece a E1 por ser subespacio, luego λv ∈ f(E1).

(ii) Tenemos f(0) = 0 ∈ F1, luego 0 ∈ f−1(F1). Si u1, u2 ∈ f−1(F1), entonces
f(u1) y f(u2) pertenecen a F1, por tanto

f(u1 + u2) = f(u1) + f(u2)

y f(u1) + f(u2) pertenece a F1 por ser subespacio, luego u1 +u2 ∈ f−1(F1).
Sea λ escalar y u ∈ f−1(F1), entonces f(u) ∈ F1, por tanto

f(λu) = λf(u)

y λf(u) pertenece a F1 por ser subespacio, luego λu ∈ f−1(F1).

(iii) Si E1 = E, entonces f(E1) = f(E) = Im f. Si F1 = {0}, entonces
f−1(F1) = f−1({0}) = ker f.

7. Sea D : R[x] → R[x] el endomorfismo dado por D(p) = p′. Vimos que
kerD = R 6= {0} y que ImD = R[x], es decir D es endomorfismo sobreyec-
tivo pero no inyectivo.

Consideremos ahora la aplicación T : R[x]→ R[x] definida mediante T (p(x)) =
xp(x). Para todo λ, µ ∈ R y para todo p(x), q(x) ∈ R[x] :

T (λp(x) + µq(x)) = x (λp(x) + µq(x))

= λ (xp(x)) + µ (xq(x)) = λT (p(x)) + µT (q(x)) ,

luego T es lineal. El núcleo de T está formado por los polinomios de p(x) que
satisfacen la igualdad xp(x) = 0, y el único que la cumple es el polinomio
nulo, por tanto T es inyectiva. Por otra parte, no existe polinomio p(x) tal
que xp(x) = 1, en consecuencia T no es sobreyectiva.

No es posible ninguna de las dos situaciones anteriores para un espacio vec-
torial E de dimensión finita n. En efecto, si f : E → E es un endomorfismo
entonces, por el teorema de las dimensiones dimE = dim(ker f)+dim(Im f).
Por tanto,

f es inyectiva ⇔ dim(ker f) = 0⇔ dim(Im f) = dimE

⇔ Im f = E ⇔ f es sobreyectiva.
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10.4. Teorema de las dimensiones

Demostrar el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales:

Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K con dimE finita y sea
f : E → F aplicación lineal. Entonces,

dimE = dim(ker f) + dim(Im f).

Solución. Sea dimE = n y Bker f = {u1, . . . , up} una base de ker f. Por el
teorema de la ampliación de la base, existen vectores up+1, . . . , un tales que

BE = {u1, . . . , up, up+1, . . . , un}

es una base de E. Si demostramos que B = {f(up+1), . . . , f(un)} es una
base de Im f el teorema estará demostrado pues

n = p+ (n− p)⇒ dimE = dim(ker f) + dim(Im f).

B es sistema libre. En efecto:

λp+1f(up+1) + · · ·+ λnf(un) = 0⇒ f(λp+1up+1 + · · ·+ λnun) = 0

⇒ λp+1up+1 + · · ·+ λnun ∈ ker f ⇒ ∃λ1, . . . λp escalares :

λp+1up+1 + · · ·+ λnun = λ1u1 + · · ·+ λpup

⇒ (−λ1)u1 + · · ·+ (−λp)up + λp+1up+1 + · · ·+ λnun = 0

Dado que BE es base de E, se deduce que todos los escalares λi (i = 1, . . . , n)
son nulos, en particular desde λp+1 hasta λn.

B es sistema generador de Im f. En efecto, si y ∈ Im f, existe x ∈ E tal que
y = f(x). Como BE es base de E, existen escalares x1, ... xp, xp+1, ... xn
tales que x = x1u1 + · · ·+ xpup + xp+1up+1 + · · ·+ xnun. Entonces,

y = f(x) = f [(x1u1 + · · ·+ xpup) + xp+1up+1 + · · ·+ xnun]

= f(x1u1 + · · ·+ xpup) + xp+1f(up+1) + · · ·+ xnf(un).

Ahora bien, f(x1u1 + · · ·+ xpup) = 0 pues x1u1 + · · ·+ xpup ∈ ker f, con lo
cual

y = xp+1f(up+1) + · · ·+ xnf(un).

Esto demuestra que B es sistema generador de Im f.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

10.5. Matriz de una aplicación lineal

1. Sean E y F espacios vectoriales reales y BE = {u1, u2, u3}, BF =
{v1, v2, v3, v4} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicación
lineal f : E → F definida por:

f(u1) = v1 − v2 + v3

f(u2) = 2v1 + 2v2 + v3 + 2v4

f(u3) = 4v2 − v3 + 2v4.

Hallar la matriz A de f respecto de las bases BE y BF .

2. Se considera la aplicación lineal f : R3 → R2 de finida por:

f(x, y, z) = (x+ y + z, 3y).

Determinar la matriz de f con respecto de las base canónica B del espacio
inicial y la B′ = {(2, 0), (0,−1)} del espacio final.

3. Sea R5[x] el espacio vectorial real de los polinomios de grado ≤ 5 con
coeficientes en R. Se considera la aplicación lineal

T : R5[x]→ R5[x], T (p(x)) = p(x+ 1)− p(x).

Hallar la matriz de T con respecto a la base canónica B en el espacio inicial
y la misma B en el espacio final.

4. Sea P3(R) el espacio vectorial de los polinomios reales de grado ≤ 3,
M2(R) el de las matrices cuadradas reales de orden 2 y α un número real.
Definimos la aplicación T : P3(R)→M2(R),

Tα(p) =

[
p(α) p(α+ 1)
p′(α) p′(α+ 1)

]
.

Demostrar que Tα es lineal y hallar su matriz en las respectivas bases canóni-
cas de P3(R) y M2(R).

5. Sea el espacio vectorial usual C2 sobre el cuerpo de los reales. Sea la
transformación lineal T : C2 → C2 dada por

T (z1, z2) = (iz1 − z2, z2).

Obtener la matriz asociada a T referida a la base de C2 :

B = {(1, 0), (2i, 0), (0, 1), (0, 2− 3i)}.
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10.5 Matriz de una aplicación lineal

6. Sea ϕ el endomorfismo del espacio vectorial de los polinomios reales de
grado ≤ 2 que asigna a cada polinomio p(x) :

ϕ[p(x)] =
1

x

∫ 1

0
p(t+ x) dt.

Hallar la matriz A de ϕ en la base {1, x, x2}.

7. Se considera el espacio vectorial C sobre el cuerpo R.
1) Demostrar que f : C→ C, f(z) = (1 + i)z es lineal.
2) Demostrar que B = {i, 1 + i} es base de C sobre R.
3) Hallar la matriz de f en la base B.

Solución. 1. Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz A de f en las
bases BE y BF :

A = [f ]BFBE =


1 2 0
−1 2 4
1 1 −1
0 2 2

 .
2. Hallemos los transformados de los vectores de B :

T (1, 0, 0) = (1, 0) =
1

2
(2, 0) + 0(0,−1),

T (0, 1, 0) = (1, 3) =
1

2
(2, 0) + (−3)(0,−1),

T (0, 0, 1) = (1, 0) =
1

2
(2, 0) + 0(0,−1).

Transponiendo, obtenemos la matriz pedida:

A = [f ]B
′

B =

[
1/2 1/2 1/2
0 −3 0

]
.

3. La base canónica de R5[x] es B = {1, x, x2, x3, x4, x5}. Hallemos los trans-
formados de los vectores de B :

T (1) = 1− 1 = 0,
T (x) = (x+ 1)− x = 1,
T (x2) = (x+ 1)2 − x2 = 1 + 2x,
T (x3) = (x+ 1)3 − x3 = . . . = 1 + 3x+ 3x2,
T (x4) = (x+ 1)4 − x4 = . . . = 1 + 4x+ 6x2 + 4x3,
T (x5) = (x+ 1)5 − x5 = . . . = 1 + 5x+ 10x2 + 10x3 + 5x4.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Transponiendo, obtenemos la matriz pedida:

A = [T ]BB =



0 1 1 1 1 1
0 0 2 3 4 5
0 0 0 3 6 10
0 0 0 0 4 10
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0

 .

4. Para todo λ, µ ∈ R y para todo p, q ∈ P3(R) :

Tα(λp+ µq) =

[
(λp+ µq)(α) (λp+ µq)(α+ 1)
(λp+ µq)′(α) (λp+ µq)′(α+ 1)

]

=

[
λp(α) + µq(α) λp(α+ 1) + µq(α+ 1)
λp′(α) + µq′(α) λp′(α+ 1) + µq′(α+ 1)

]
= λ

[
p(α) p(α+ 1)
p′(α) p′(α+ 1)

]
+ µ

[
q(α) q(α+ 1)
q′(α) q′(α+ 1)

]
= λTα(p) + µTα(q)

es decir, Tα es lineal.

Consideremos las respectivas bases canónicas en P3(R) y M2(R) :

B = {1, x, x2, x3},

B′ = {e1 =

[
1 0
0 0

]
, e2 =

[
0 1
0 0

]
, e3 =

[
0 0
1 0

]
, e4 =

[
0 0
0 1

]
}

y hallemos las imágenes de los vectores de B en función de B′.

Tα(1) =

[
1 1
0 0

]
= e1 + e2,

Tα(x) =

[
α α+ 1
1 1

]
= αe1 + (α+ 1)e2 + e3 + e4,

Tα(x2) =

[
α2 (α+ 1)2

2α 2(α+ 1)

]
= α2e1 + (α+ 1)2e2 + 2αe3 + 2(α+ 1)e4,

Tα(x3) =

[
α3 (α+ 1)3

3α2 3(α+ 1)2

]
= α3e1 + (α+ 1)3e2 + 3α2e3 + 3(α+ 1)2e4.

Transponiendo coeficientes obtenemos:

A = [Tα]B
′

B =


1 α α2 α3

1 α+ 1 (α+ 1)2 (α+ 1)3

0 1 2α 3α
0 1 2(α+ 1) 3(α+ 1)2

 .
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5. Hallando los transformados de los elementos de la base dada B en función
de B :

T (1, 0) = (i, 0) = 0(1, 0) + (1/2)(2i, 0) + 0(0, 1) + 0(0, 2− 3i),

T (2i, 0) = (−2, 0) = −2(1, 0) + 0(2i, 0) + 0(0, 1) + 0(0, 2− 3i),

T (0, 1) = (−1, 1) = −1(1, 0) + 0(2i, 0) + 1(0, 1) + 0(0, 2− 3i),

T (0, 2−3i) = (−2+3i, 2−3i) = −2(1, 0)+(3/2)(2i, 0)+0(0, 1)+1(0, 2−3i),

Transponiendo coeficientes

A =


0 −2 −1 −2

1/2 0 0 3/2
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
6. Hallemos las imágenes de los vectores de la base dada.

ϕ(1) =
1

x

∫ x

0
1 dt =

1

x
[t]x0 =

1

x
· x = 1.

ϕ(x) =
1

x

∫ x

0
(t+ x) dt =

1

x

[
t2/2 + xt

]x
0

=
1

x

(
x2/2 + x2

)
= 3x/2.

ϕ
(
x2
)

=
1

x

∫ x

0
(t+ x)2 dt =

1

x

[
(t+ x)3

3

]x
0

=
1

x

(
(2x)3

3
− x3

3

)
=

1

x
· 7x3

3
=

7

3
x2.

Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz pedida:

A =

1 0 0
0 3/2 0
0 0 7/3

 .
7. 1) Para todo λ, µ ∈ R y para todo z, w ∈ C :

f(λz+µw) = (1+i)(λz+µw) = λ ((1 + i)z)+µ ((1 + i)w) = λf(z)+µf(w).

2) De la igualdad αi+β(1+i) = 0, con α, β reales se deduce β+(α+β)i = 0,
luego β = 0 y α + β = 0, lo cual implica α = β = 0 y en consecuencia el
sistema B es libre.
Sea x+ iy ∈ C con x, y reales, entonces x+ iy = (y − x)i+ x(1 + i), siendo
x, y − x reales, por tanto B es sistema generador de C sobre R.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

3) Hallemos las imágenes de los vectores de B en función de B :{
f(i) = i(1 + i) = −1 + i = 2i+ (−1)(1 + i)
f(1 + i) = (1 + i)(1 + i) = 2i = 2i+ 0(1 + i).

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz pedida:

A =

[
2 2
−1 0

]
.

10.6. Expresión matricial de una aplicación lineal

1. Sean E y F espacios vectoriales reales y BE = {u1, u2, u3}, BF = {v1, v2}
bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicación lineal f : E → F
definida por: 

f(u1) = v1 + 3v2

f(u2) = −2v1 + 4v2

f(u3) = v1 + v2.

Hallar f(x), siendo x = u2 + 5u3.

2. Sean E y F espacios vectoriales reales y BE = {u1, u2, u3}, BF =
{v1, v2, v3, v4} bases de E y F respectivamente. Se considera la aplicación
lineal f : E → F definida por:

f(u1) = v1 − v2 + v3

f(u2) = 2v1 + 2v2 + v3 + 2v4

f(u3) = 4v2 − v3 + 2v4.

Determinar unas bases de ker f e Im f.

3. Se considera la aplicación lineal f : R4 → R3 definida por
f(1, 0, 0, 0) = (1, 2, 3)
f(1, 1, 0, 0) = (−1, 2, 1)
f(1, 1, 1, 0) = (0, 1,−1)
f(1, 1, 1, 1) = (1, 0, 1).

Determinar unas bases de ker f e Im f.

4. Deducir la fórmula de la ecuación matricial de una aplicación lineal.

5. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, ambos de dimensión
finita, y f : E → F una aplicación lineal. Sea A = [f ]BFBE la matriz de f
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10.6 Expresión matricial de una aplicación lineal

respecto de las bases BE y BF . Demostrar que:
a) Los vectores de F cuyas coordenadas son las columnas de A en la base
BF forman un sistema generador de la imagen de f .
b) La dimensión de la imagen de f es igual al rango de A.

6. Determinar los valores de a ∈ R para los cuales existe una transformación
lineal F : R3 → R3 cumpliendo

F (1, 0, 2) = (2, 0, 1),

F (−1, 1, 1) = (1, 0, 1),

F (0, 1, 3) = (a, 0, 2).

7. Sea T : R5 → R5 un endomorfismo que satisface:
i) ker(T ) = {(x, y, z, t, u) ∈ R5 : x+ y − z = 0, 2y + t = 0, u = 0}.
ii) Los vectores v1 = (4, 0,−3,−2, 5)t y v2 = (0, 2, 1,−2, 3)t se transforman
en śı mismos.
iii) T (v3) = v3 siendo v3 = (2, 3, 1,−6, 8)t

a) Hallar una base de kerT.
b) Dar una matriz A de dicha aplicación lineal referida en la misma base en
el espacio de partida y llegada, indicando la base considerada.

8. Sea f : R3[x]→ R3[x] la aplicación lineal dada por

f (p(x)) = xp′(x) + 2kp′′(x), k ∈ R.

Consideremos la base B = {1, x3, 1 + x, 1− x2} de R3[x]. Se pide:
a) Matriz asociada a f en la base B.
b) Determinar los valores de k para los que dim(ker f) > 1.

Solución. 1. La ecuación matricial de f en las bases BE y BF es:

[
y1

y2

]
=

[
1 −2 1
3 4 1

]x1

x2

x3

 .

El vector de coordenadas de x = u2 + 5u3 en BE es X = (0, 1, 5)T , entonces

[
y1

y2

]
=

[
1 −2 1
3 4 1

]0
1
5

 =

[
3
9

]
,

por tanto f(x) = 3v1 + 9v2.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

2. Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz A de f en las bases BE
y BF , y la correspondiente ecuación matricial:

A =


1 2 0
−1 2 4
1 1 −1
0 2 2

 , Y = AX con X =

x1

x2

x3

 , Y =


y1

y2

y3

y4

 .
El núcleo de f está determinado por:

ker f ≡ X : AX = 0 ≡


x1 + 2x2 = 0

−x1 + 2x2 + 4x3 = 0
x1 + x2 − x3 = 0
2x2 + 2x3 = 0.

Usando el conocido método para hallar una base de un subespacio deter-
minado por sus ecuaciones cartesianas obtenemos Bker f = {(2,−1, 1)} (en
coordenadas en la base BE ). Una base del núcleo es por tanto Bker f =
{2u1 − u2 + u3}.
La imagen de f está determinada por:

Im f ≡ Y : ∃X con Y = AX ≡


y1 = x1 + 2x2

y2 = −x1 + 2x2 + 4x3

y3 = x1 + x2 − x3

y4 = 2x2 + 2x3

(xi ∈ R).

Usando el conocido método para hallar una base de un subespacio determi-
nado por sus ecuaciones paramétricas obtenemos

BIm f = {(1,−1, 1, 0), (2, 2, 1, 2)}

(en coordenadas en la base BF ). Una base de la imagen es por tanto BIm f =
{v1 − v2 + v3, 2v1 + 2v2 + v3 + 2v4}.

3. Fácilmente demostramos que el sistema de 4 vectores de R4 :

B = {u1 = (1, 0, 0, 0), u2 = (1, 1, 0, 0), u3 = (1, 1, 1, 0), u4 = (1, 1, 1, 1)}

es sistema libre, por tanto es una base de R4. Llamemos B′ = {e1, e2, e3} a
la base canónica de R3, entonces

f(u1) = e1 + 2e2 + 3e3

f(u2) = −e1 + 2e2 + e3

f(u3) = e2 − e3

f(u4) = e1 + e3.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



10.6 Expresión matricial de una aplicación lineal

Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz A de f en las bases BE y
BF , y la correspondiente ecuación matricial:

A =

1 −1 0 1
2 2 1 0
3 1 −1 1

 , Y = AX con X =


x1

x2

x3

x4

 , Y =

y1

y2

y3

 .
El núcleo de f está determinado por:

ker f ≡ X : AX = 0 ≡


x1 − x2 + x4 = 0

2x1 + 2x2 + x3 = 0
3x1 + x2 − x3 + x4 = 0.

Usando el conocido método para hallar una base de un subespacio deter-
minado por sus ecuaciones cartesianas obtenemos como base del núcleo,
{(−1, 1, 0, 2)} (en coordenadas en la base B). Una base del núcleo es por
tanto:

Bker f = {u1 − u2 + 2u4} = {−(1, 0, 0, 0) + (1, 1, 0, 0) + 2(1, 1, 1, 1)}

= {(2, 3, 2, 2)}.

La imagen de f está determinada por:

Im f ≡ Y : ∃X con Y = AX ≡


y1 = x1 − x2 + x4

y2 = 2x1 + 2x2 + x3

y3 = 3x1 + x2 − x3 + x4

(xi ∈ R).

Usando el conocido método para hallar una base de un subespacio determi-
nado por sus ecuaciones paramétricas obtenemos como base de la imagen
de f, {(1, 2, 3), (−1, 2, 1)} (en coordenadas en la base B′). Dado que B′ es
la base canónica de R3, una base de la imagen es por tanto

BIm f = {(1, 2, 3), (−1, 2, 1)}.

4. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, f : E → F lineal,
BE = {u1, . . . , um} base de E y BF = {v1, . . . , vn} base de F. Supongamos
que: 

f(u1) = a11v1 + · · ·+ a1nvn
. . .

f(um) = am1v1 + · · ·+ amnvn.

Sea x = x1u1 + · · ·+xmum ∈ E y sea f(x) = y1v1 + · · ·+ynvn ∈ F. Entonces,

f(x) = f(x1u1 + · · ·+ xmum) = x1f(u1) + · · ·+ xmf(um)
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

= x1(a11v1 + · · ·+ a1nvn) + · · ·+ xm(am1v1 + · · ·+ amnvn)

= (a11x1 + · · ·+ am1xm)v1 + · · ·+ (a1nx1 + · · ·+ amnxm)vn.

Igualando coordenadas:
y1 = a11x1 + · · ·+ am1xm

. . .
yn = a1nx1 + · · ·+ amnxm.

Las igualdades anteriores se pueden expresar matricialmente en la forma:y1
...
yn

 =

a11 . . . am1
...

...
a1n . . . amn


x1

...
xm


o bien, Y = AX siendo A la matriz de f en las bases BE y BF , X el vector
de coordenadas de x en BE e Y el vector de coordenadas de f(x) en BF .

5. a) La ecuación matricial de f en las bases BE y BF es, según vimosy1
...
yn

 =

a11 . . . am1
...

...
a1n . . . amn


x1

...
xm

 , o bien Y = AX.

Un vector y pertenece a Im f si, y sólo si existe un vector x ∈ E tal que
y = f(x). Entonces, si X son las coordenadas de x en BE e Y las de y en
BF , el que y pertenezca a Im f equivale a decir que Y = AX para algún X.
Por tanto,

Im f ≡ Y : ∃X con Y = AX ≡


y1 = a11 + · · ·+ am1xm

. . .
yn = a1nx1 + · · ·+ amnxm

≡

y1
...
yn

 = x1

a11
...
a1n

+ · · ·+ xn

am1
...

amn

 (xi ∈ K).

Concluimos que las columnas de A generan a Im f en los términos mencio-
nados.

b) Es consecuencia inmediata del apartado anterior y de que el máximo
número de columnas (filas) linealmente independientes entre las columnas
(filas) de una matriz es igual a su rango.
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10.6 Expresión matricial de una aplicación lineal

6. Se verifica (0, 1, 3) = (0, 1, 3) = (1, 0, 2) + (−1, 1, 1). Si F es lineal, nece-
sariamente ha de cumplir

(0, 1, 3) = F [(1, 0, 2) + (−1, 1, 1)] = F (1, 0, 2) + F (−1, 1, 1)

= (2, 0, 1) + (1, 0, 1) = (3, 0, 2) = (a, 0, 2).

La condición se verifica para si, y sólo si a = 3. En tal caso la condición
F (0, 1, 3) = (3, 0, 2) es superflua, y todas las aplicaciones lineales F que
satisfacen las condiciones dadas son las definidas mediante

F (1, 0, 2) = (2, 0, 1),

F (−1, 1, 1) = (1, 0, 1),

F (a, b, c) = (α, β, γ),

con (α, β, γ) ∈ R3 y (a, b, c) ∈ R3 cumpliendo

det [(1, 0, 2), (−1, 1, 1), (a, b, c)] 6= 0,

pues según sabemos, para determinar una aplicación lineal basta dar los
transformados de una base del espacio inicial.

7. a) Tenemos el núcleo expresado mediante:

kerT ≡


x+ y − z = 0

2y + t = 0
u = 0.

Usando el conocido método para el cálculo de una base de un subespacio
determinado por unas ecuaciones cartesianas, fácilmente hallamos una base
de kerT :

BkerT = {u1 = (1, 0, 1, 0, 0)t, u2 = (0, 1, 1,−2, 0)t}.

b) Una base de R5 es B = {u1, u2, v1, v2, v3} pues

rg


1 0 1 0 0
0 1 1 −2 0
4 0 −3 −2 5
0 2 1 −2 3
2 3 1 −6 8

 = . . . = 5,

y dimR5 = 5. Los transformados de los elementos de B son
T (u1) = 0
T (u2) = 0
T (v1) = v1

T (v2) = v2

T (v3) = −v3.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Transponiendo coeficientes obtenemos:

A = [T ]BB =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

 .

8. a) Hallemos los transformados de los vectores de la base B, en función de
B.

f(1) = x · 0 + 2k · 0 = 0,

f(x3) = x · (3x2) + 2k · (6x) = λ1 · 1 + λ2x
3 + λ3(1 + x) + λ4(1− x2),

f(1 + x) = x · 1 + 2k · 0 = µ1 · 1 + µ2x
3 + µ3(1 + x) + µ4(1− x2),

f(1− x2) = x · (−2x) + 2k · (−2) = γ1 · 1 + γ2x
3 + γ3(1 + x) + γ4(1− x2).

Identificando coeficientes y resolviendo:

λ1 = −12k, λ2 = 3, λ3 = 12k, λ4 = 0,

µ1 = −1, µ2 = 0, µ3 = 1, µ4 = 0,

γ1 = −4k − 2, γ2 = 0, γ3 = 0, γ4 = 2.

Transponiendo coeficiente obtenemos la matriz A pedida:

A =


0 −12k −1 −4k − 2
0 3 0 0
0 12k 1 0
0 0 0 2

 .
b) |A| 6= 0 pues A tiene una linea formada por ceros. Por otra parte,∣∣∣∣∣∣

3 0 0
12k 1 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 6 6= 0,

luego rgA = 3 para todo k ∈ R. Entonces, dim(ker f) = 4 − rgA = 1 para
todo k ∈ R. Es decir, no existen valores de k para los cuales dim(ker f) > 1.
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10.7 Núcleo e imagen del operador derivación

10.7. Núcleo e imagen del operador derivación

Se considera la aplicación f : Rn[x]→ Rn[x] tal que f [p(x)] = p′(x). Se pide:
a) Demostrar que es lineal.
b) Hallar la matriz de f respecto de la base canónica B = {1, x, x2, . . . , xn}.
c) Ecuaciones y una base de ker f.
d) Ecuaciones y una base de Imf.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solución. a) Para cada par de polinomios p(x), q(x) ∈ Rn[x], para cada par
de números reales λ, µ, y usando conocidas propiedades de la derivada:

f [λp(x)+µq(x)] = (λp(x)+µq(x))′ = λp′(x)+µq′(x) = λf [p(x)]+µf [q(x)].

Es decir, f es lineal.

b) Hallemos los transformados por f de los elementos de la base B :
f(1) = 0
f(x) = 1
f(x2) = 2x

. . .
f(xn) = nxn−1.

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz cuadrada de orden n + 1
pedida

A =



0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . n
0 0 0 . . . 0


.

c) Denotemos por (x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn)t a las coordenadas de un vector
genérico de Rn[x] respecto de la base B. Entonces

p(x) ∈ ker f ⇔



0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . n
0 0 0 . . . 0





x0

x1

x2
...

xn−1

xn


=



0
0
0
...
0
0


.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Unas ecuaciones cartesianas de ker f son por tanto:
x1 = 0
2x2 = 0

. . .
nxn = 0.

La dimensión de ker f es dim(ker f) = n + 1 − rg A = n + 1 − n = 1. Para
hallar una base de ker f bastará dar a la incógnita libre x0 el valor 1 con
lo cual obtenemos el vector (1, 0, 0, . . . , 0, 0). En consecuencia, una base de
ker f es Bker f = {1}.

d) Un vector Y = (y0, y1, x2, . . . , yn)t pertenece a la imagen de f si y sólo si
existe un vector X = (x0, x1, x2, . . . , xn)t tal que Y = AX. Es decir,

y0

y1

y2
...

yn−1

yn


=



0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . n
0 0 0 . . . 0





x0

x1

x2
...

xn−1

xn


=



x1

2x2

3x3
...

nxn
0


(xi ∈ R),

Unas ecuaciones cartesianas de Im f son por tanto:

y1 = x1

y1 = 2x2

y2 = 3x3

. . .
yn−1 = nxn
yn = 0

(xi ∈ R).

Por otra parte, todo vector de la imagen se puede expresar en la forma

y0

y1

y2
...

yn−1

yn


= x1



1
0
0
...
0
0


+ x2



0
2
0
...
0
0


+ . . .+ xn



0
0
0
...
n
0


(xi ∈ R).

Las n columnas anteriores son linealmente independientes y generan Im f ,
es decir una base de la imagen es {1, 2x, 3x2, . . . , nxn−1}. Multiplicando
convenientemente por escalares no nulos obtenemos otra base de la imagen:
BIm f = {1, x, x2, . . . , xn−1}.
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10.8 Clasificación de aplicaciones lineales

10.8. Clasificación de aplicaciones lineales

1. Clasificar las aplicaciones lineales:
1) f : R2 → R3, f(x1, x2) = (x1 + x2, −x1 + 2x2, 0).
2) g : R3 → R2, g(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + x3, x1 + x2 + x3).

2. Demostrar que f : R2 → R2 dado por

f

[
x1

x2

]
=

[
3 −1
4 2

] [
x1

x2

]
es isomorfismo.

3. Para todo λ ∈ R se considera el endomorfismo T en R3 cuya matriz en la
base canónica es

A =

λ+ 2 2λ+ 4 3λ+ 6
λ+ 2 3λ+ 6 3λ+ 6
λ+ 2 3λ+ 6 4λ+ 5

 .
Determinar los valores de λ para los cuales T es isomorfismo.

4. Demostrar que el endomorfismo D en R[x] que hace corresponder a cada
polinomio su derivada es epimorfismo pero no monomorfismo.

5. Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que f es inyectiva ⇔
ker f = {0}.

6. Demostrar que si f : E → F es isomorfismo, también f−1 : F → E es
isomorfismo.

7. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K, f : E → F isomorfismo
y B = {u1, . . . , un} una base de E. Demostrar que B′ = {f(u1), . . . , f(un)}
es base de F.

8. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, de dimensión finita n. Demos-
trar que E es isomorfo a Kn.

9. Sean E y F son espacios vectoriales sobre el cuerpo K, ambos de dimensión
finita y dimE = dimF. Demostrar E es isomorfo a F.

Solución. 1. 1) Llamando (y1, y2, y3) = (x1 + x2,−x1 + 2x2, 0), obtenemos
la ecuación matricial de f respecto de las bases canónicas de R2 y R3 :y1

y2

y3

 =

 1 1
−1 2
0 0

[x1

x2

]
,
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

y la dimensión de la imagen es

dim(Im f) = rg

 1 1
−1 2
0 0

 = 2 6= dimR3

es decir, f no es sobreyectiva y por el teorema de las dimensiones para apli-
caciones lineales, dim(ker f) = 0, luego f es inyectiva. Concluimos que f es
monomorfismo pero no epimorfismo.

2) Razonando de manera análoga obtenemos la ecuación matricial de g res-
pecto de las bases canónicas de R3 y R2 :

[
y1

y2

]
=

[
1 1 1
1 1 1

]x1

x2

x3

 ,
y la dimesión de la imagen es

dim(Im g) = rg

[
1 1 1
1 1 1

]
= 1 6= dimR2

es decir, g no es sobreyectiva y por el teorema de las dimensiones para apli-
caciones lineales, dim(ker g) = 2, luego g tampoco es inyectiva. Concluimos
que g no es monomorfismo ni epimorfismo.

2. La dimensión de la imagen es

dim(Im f) = rg

[
3 −1
4 2

]
= 2 = dimR2

es decir, f es sobreyectiva y por el teorema de las dimensiones para apli-
caciones lineales, dim(ker f) = 0, luego f también es inyectiva. Concluimos
que f es isomorfismo (además, automorfismo).

3. Hallemos el rango de A :λ+ 2 2λ+ 4 3λ+ 6
λ+ 2 3λ+ 6 3λ+ 6
λ+ 2 3λ+ 6 4λ+ 5

F2 − F1

F3 − F1
∼

λ+ 2 2λ+ 4 3λ+ 6
0 λ+ 2 0
0 λ+ 2 λ− 1



F3 − F2 ∼

λ+ 2 2λ+ 4 3λ+ 6
0 λ+ 2 0
0 0 λ− 1

 .
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10.8 Clasificación de aplicaciones lineales

Para que T sea isomorfismo es necesario que sea sobreyectiva, es decir que
dim(ImT ) = rgA = 3, y claramente esto ocurre para λ 6= −2 y λ 6= 1. En
estos casos, y por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales, se
verifica que dim(ker f) = 0, luego T también es inyectiva. Podemos concluir
que:

T es isomorfismo⇔ λ 6= −2 ∧ λ 6= 1.

4. El núcleo de D está formado por los polinomios constantes, es decir
kerD 6= {0} luego D no es inyectiva. Por ora parte, dado un polinomio

q(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n,

el polinomio

p(x) = a0x+
a1

2
x2 + · · ·+ an

n+ 1
xn+1

satisface D[p(x)] = q′(x) = p(x), luego D es sobreyectiva.

5. ⇒) Si fuera ker f 6= {0} existiŕıa un vector no nulo x ∈ ker f, luego
f(x) = 0 y f(0) = 0, con lo cual f no seŕıa inyectiva (contradicción).
⇐) Tenemos:

f(u) = f(v)⇒ f(u)− f(v) = 0⇒ f(u− v) = 0⇒ u− v ∈ ker f = {0}

⇒ u− v = 0⇒ u = v ⇒ f es inyectiva.

6. La aplicación f es biyectiva, por tanto f−1 también lo es. Veamos que es
lineal. Sean λ, µ escalares y v1, v2 ∈ F. Entonces, v1 = f(u1) y v2 = f(u2)
para u1, u2 ∈ E únicos. Entonces, usando que f es lineal y la definición de
aplicación inversa:

f−1(λv1 + µv2) = f−1 (λf(u1) + µf(u2)) = f−1 (f(λu1 + µu2))

= λu1 + µu2 = λf−1(v1) + µf−1(v2).

7. Veamos que B′ es sistema libre. Consideremos cualquier combinación
lineal de los vectores de B′ igualada a 0 :

λ1f(u1) + · · ·+ λnf(un) = 0.

Como f es lineal, f(λ1u1 + · · ·+λnun) = 0, es decir λ1u1 + · · ·+λnun ∈ ker f
y ker f = {0} por ser f inyectiva, luego λ1u1 + · · ·+ λnun = 0. Como B es
libre, λ! = · · · = λn = 0 lo cual implica que B′ es libre.

Veamos que B′ es sistema generador de F. Si y ∈ F, por ser f sobreyectiva
existe x ∈ E tal que y = f(x). Por ser B base de E, x es combinación lineal
de los vectores de B :

x = x1u1 + · · ·+ xnun (xi ∈ K).
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Aplicando f a ambos miembros:

y = f(x) = x1f(u1) + · · ·+ xnf(un),

luego B′ es sistema generador de F.

8. Sea B = {u1, . . . , un} una base de E. Consideremos la aplicación:

f : Kn → E, f(x1, . . . , xn) = x1u1 + · · ·+ xnun.

Veamos que f es isomorfismo. Para todo λ, µ ∈ K y para todo (x1, . . . , xn),
(y1, . . . , yn) ∈ K :

f [λ(x1, . . . , xn) + µ(y1, . . . , yn)] = f(λx1 + µy1, . . . , λxn + µyn)

= (λx1 + µy1)u1 + · · ·+ (λxn + µyn)un = λ(x1u1 + · · ·+ xnun)

+µ(y1u1 + · · ·+ ynun) = λf(x1, . . . , xn) + µf(y1, . . . , yn)

es decir, f es lineal.
Si (x1, . . . , xn) ∈ ker f, entonces f(x1, . . . , xn) = x1u1 + · · · + xnun = 0.
Como las coordenadas de un vector respecto de una determinada base son
únicas, x1 = . . . xn = 0, es decir el núcleo de f se reduce al vector nulo y
por tanto f es inyectiva.
Por el teorema de las dimensiones, dim Im f = n = dimE, por tanto
Im f = E, lo cual implica que f es sobreyectiva.

9. Sean BE = {u1, . . . , un} y BF = {v1, . . . , vn} bases de E y F respectiva-
mente. Sea x = x1u1 + . . .+ xnun ∈ E (xi ∈ K). Definimos la aplicación

f : E → F, f(x) = x1v1 + · · ·+ xnvn.

Para todo λ, µ ∈ K y para todo x, y ∈ E :

f(λx+ µy) = f (λ(x1u1 + · · ·+ xnun) + µ(y1u1 + · · ·+ ynun))

= f ((λx1 + µy1)u1 + · · ·+ (λxn + µyn)un)

= (λx1 + µy1)v1 + · · ·+ (λxn + µyn)vn

= λ(x1v1 + · · ·+ xnvv) + µ(y1v1 + · · ·+ ynvv) = λf(x) + µf(y),

por tanto f es lineal. Si x ∈ ker f, entonces f(x) = x1v1 + · · ·+xnvn = 0. Por
ser BF sistema libre, x1 = . . . = xn = 0, luego x = 0. El núcleo se reduce
al vector nulo, por tanto f es inyectiva. Por el teorema de las dimensiones
para aplicaciones lineales, dimF = n, en consecuencia f es sobreyectiva.
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10.9 Espacio vectorial de las aplicaciones lineales

10.9. Espacio vectorial de las aplicaciones lineales

1. Sean las aplicaciones lineales f, g : R3 → R2 cuyas matrices respecto de
unas bases dadas son respectivamente:

A =

[
2 3 −1
1 1 0

]
, B =

[
0 −4 −1
2 2 3

]
.

Hallar la matriz de 2f − 3g respecto de las bases dadas.

2. Demostrar que (LK(E,F ),+) es grupo abeliano, estando definida la ope-
ración + en la forma:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ E.

3. Demostrar que para todo α ∈ K, f ∈ LK(E,F ), la operación αf definida
mediante

(αf)(x) = αf(x) ∀x ∈ E

cumple las cuatro propiedades de la ley externa de los espacios vectoriales.

4. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones
respectivas m y n (finitas) y sean BE y BF bases de E y F respectivamente.
Demostrar que:

φ : LK(E,F )→ Kn×m, φ(f) = [f ]BFBE

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

5. Demostrar que si E y F son espacios vectoriales, ambos de dimensión
finita, se verifica dimLK(E,F ) = (dimE) (dimF ) .

Solución. 1. Debido al conocido isomorfismo entre LK(E,F ) y Kn×m, la
matriz pedida es

2A− 3B =

[
4 18 1
−4 −4 −9

]
.

2. Interna. Para todo f, g ∈ LK(E,F ), para todo λ, µ ∈ K, para todo x, y ∈
E, y usando la linealidad de f y g :

(f + g)(λx+ µy) = f(λx+ µy) + g(λx+ µy)

= λf(x) + µf(y) + λg(x) + µg(y) = λ (f(x) + g(x)) + µ (f(y) + g(y))

= λ(f + g)(x) + µ(f + g)(y)⇒ f + g es lineal⇒ f + g ∈ LK(E,F ).
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Asociativa. Para todo f, g, h ∈, y para todo x ∈ E :

((f + g) + h) (x) = (f + g)(x) + h(x) = (f(x) + g(x)) + h(x)

= f(x) + (g(x) + h(x)) = f(x) + (g + h)(x) = (f + (g + h)) (x),

y por definición de igualdad de funciones, (f + g) + h = f + (h+ g).
Elemento neutro. La aplicación nula 0 : E → F definida por 0(x) = 0 para
todo x ∈ E es lineal pues para todo λ, µ ∈ K y para todo x, y ∈ E,

0(λx+ µy) = 0 = λ · 0 + µ · 0 = λ0(x) + µ0(y).

Es decir, 0 ∈ LK(E,F ) y además para todo f ∈ LK(E,F ) y para todo
x ∈ E :

(0 + f)(x) = 0(x) + f(x) = 0 + f(x) = f(x),

(f + 0)(x) = f(x) + 0(x) = f(x) + 0 = f(x).

Por definición de igualdad de funciones, f + 0 = 0 + f = 0.
Elemento simétrico. Dada f ∈ LK(E,F ), se define −f : E → F como
(−f)(x) = −f(x) para todo x ∈ E. Esta aplicación es lineal pues para todo
λ, µ ∈ K y para todo x, y ∈ E,

(−f)(λx+ µy) = −(λx+ µy) = −λx− µy

= λ(−x) + µ(−y) = λ(−f)(x) + µ(−f)(y).

Es decir, −f ∈ LK(E,F ) y además para todo f ∈ LK(E,F ) y para todo
x ∈ E :

(f + (−f)) (x) = f(x) + (−f)(x) = f(x)− f(x) = 0 = 0(x),

((−f) + f) (x) = (−f)(x) + f(x) = −f(x) + f(x) = 0 = 0(x).

Por definición de igualdad de funciones, f + (−f) = (−f) + f = 0.
Conmutativa. Para todo f, g ∈ LK(E,F ) y para todo x ∈ E :

(f + g) (x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x).

Por definición de igualdad de funciones, f + g = g + f.
Concluimos que (LK(E,F ),+) es grupo abeliano.

3. Primeramente veamos que la operación está bien definida, es decir que
αf ∈ LK(E,F ). En efecto, para todo λ, µ ∈ K, para todo x, y ∈ E, y usando
la linealidad de f :

(αf)(λx+ µy) = αf(λx+ µy) = α (λf(x) + µf(y))
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10.9 Espacio vectorial de las aplicaciones lineales

= λαf(x) + µαf(y) = λ(αf)(x) + µ(αf)(y)⇒ αf ∈ LK(E,F ).

1) Para todo α ∈ K, para todo f, g ∈ LK(E,F ) y para todo x ∈ E :

(α(f + g)) (x) = α ((f + g)(x)) = α(f(x) + g(x))

= αf(x) + αg(x) = (αf)(x) + (αg)(x) = (αf + αg)(x),

y por definición de igualdad de funciones, α(f + g) = αf + αg.
2) Para todo α, β ∈ K, para todo f ∈ LK(E,F ) y para todo x ∈ E :

((α+ β)f) (x) = (α+ β)f(x) = αf(x) + βf(x)

= (αf)(x) + (βf)(x) = (αf + βg)(x),

y por definición de igualdad de funciones, (α+ β)f = αf + βg.
3) Para todo α, β ∈ K, para todo f ∈ LK(E,F ) y para todo x ∈ E :

(α(βf)) (x) = α ((βf)(x)) = α (βf(x))

= (αβ)f(x) = ((αβ)f) (x),

y por definición de igualdad de funciones, α(βf) = (αβ)f.
4) Para todo f ∈ LK(E,F ) y para todo x ∈ E :

(1f)(x) = 1f(x) = f(x),

y por definición de igualdad de funciones, 1f = f.

4. Sean BE = {u1, . . . , um} y BF = {v1, . . . , vn} bases de E y F respectiva-
mente, y sea

f(u1) = a11v1 + · · ·+ a1nvn
. . .

f(um) = am1v1 + · · ·+ amnvn,


g(u1) = b11v1 + · · ·+ b1nvn

. . .
g(um) = bm1v1 + · · ·+ bmnvn.

Entonces,

[f ]BFBE =

a11 . . . am1
...

...
a1n . . . amn

 , [g]BFBE =

b11 . . . bm1
...

...
b1n . . . bmn

 .
Ahora bien, para todo λ, µ ∈ K :

(λf + µg)(u1) = λf(u1) + µg(u1)

= (λa11 + µb11)v1 + · · ·+ (λa1n + µb1n)vn

. . .
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

(λf + µg)(um) = λf(um) + µg(um)

= (λam1 + µbm1)v1 + · · ·+ (λamn + µbmn)vn

por tanto, la matriz de λf + µg en las bases BE y BF es:

[λf + µg]BFBE =

λa11 + µb11 . . . λam1 + µbm1
...

...
λa1n + µb1n . . . λamn + µbmn

 = λ[f ]BFBE + µ[g]BFBE .

En consecuencia,

φ(λf + µg) = [λf + µg]BFBE = λ[f ]BFBE + µ[g]BFBE = λφ(f) + µφ(g),

luego φ es lineal. Veamos que es isomorfismo. Por una parte si f ∈ kerφ,
entonces [f ]BFBE es la matriz nula, lo cual claramente implica que f = 0, luego
φ es inyectiva. Por otra parte, si

C =

c11 . . . cm1
...

...
c1n . . . cmn


es una matriz de Kn×m, podemos elegir la aplicación lineal f : E → F
determinada por 

f(u1) = c11v1 + · · ·+ c1nvn
. . .

f(um) = cm1v1 + · · ·+ cmnvn,

y se verifica C = [f ]BFBE = φ(f), luego φ es sobreyectiva. Podemos pues con-
cluir que φ es isomorfismo.

5. Si dimE = m y dimF = n finitas, entonces LK(E,F ) es isomorfo a Kn×m,
por tanto

dimLK(E,F ) = dimKn×m = mn = (dimE) (dimF ) .

10.10. Composición de aplicaciones lineales

1. Se considera la aplicación lineal f : R2[x]→ R2 dada por

f(a0 + a1x+ a2x
2) = (a0 + 2a1, 4a0 − a2),

y la aplicación lineal g : R2 → R3 cuya matriz en las bases canónicas de R2

y R3 es  1 3
2 0
−1 2

 .
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10.10 Composición de aplicaciones lineales

Hallar la matriz de g ◦ f en las bases canónicas de R2[x] y R3.

2. Demostrar que f : R2 → R2 dado por

f

[
x1

x2

]
=

[
3 −1
4 2

] [
x1

x2

]
es isomorfismo y determinar el isomorfismo inverso.

3. Sean f y g dos endomorfismos en un espacio vectorial E. Demostrar que:
1) Im(g ◦ f) ⊂ Im g. 2) ker f ⊂ ker(g ◦ f).

4. Sean E,F,G tres espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sean f : E → F,
g : F → G dos aplicaciones lineales. Demostrar que la composición g ◦ f :
E → G es aplicación lineal.

5. Sean E,F,G tres espacios sobre el cuerpo K de dimensiones finitas y sean
BE , BF y BG bases de E, F y G respectivamente. Demostrar que

[g ◦ f ]BGBE = [g]BGBF · [f ]BFBE .

6. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K de dimensiones finitas,
BE y BF bases de E y F respectivamente, y f : E → F isomorfismo.
Demostrar que [

f−1
]BE
BF

=
(

[f ]BFBE

)−1
.

7. Sea E un espacio vectorial de dimensión finita n > 0 y f : E → E un
endomorfismo que cumple dim(Im f) ≥ dim(ker f) y f2 = 0. Demostrar que
n es par.

8. En el espacio vectorial R3[x] de los polinomios de grado menor o igual
que 3 con coeficientes reales, se considera el subespacio W formado por los
polinomios de la forma ax3 + bx2 + bx−a (a y b números reales arbitrarios).
Construir una aplicación lineal T : R3[x]→ R3[x] tal que ImT = W y T◦T =
0. Representar T mediante su matriz respecto de la base {1, x, x2, x3}.

Solución. 1. Hallemos las imágenes por f de los elementos de la base canóni-
ca de R2[x] : 

f(1) = (1, 4) = 1(1, 0) + 4(0, 1)
f(x) = (2, 0) = 2(1, 0) + 0(0, 1)

f(x2) = (0,−1) = 0(1, 0) + (−1)(0, 1)

La matriz de f en las bases canónicas de R2[x] y R2 es por tanto[
1 2 0
4 0 −1

]
,
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

y en consecuencia, la matriz pedida es 1 3
2 0
−1 2

[1 2 0
4 0 −1

]
=

13 2 −3
2 4 0
7 −2 −2

 .
2. La aplicación dada no está referida a bases, lo cual equivale a considerar
la base canónica en el espacio inicial y en el final. La dimensión de la imagen
es

dim(Im f) = rg

[
3 −1
4 2

]
= 2 = dimR2

es decir, f es sobreyectiva y por el teorema de las dimensiones para aplica-
ciones lineales, dim(ker f) = 0, luego f también es inyectiva. Como la matriz
del isomorfismo inverso es la inversa de la matriz:

f−1

[
y1

y2

]
=

[
3 −1
4 2

]−1 [
y1

y2

]
=

1

10

[
2 1
−4 3

] [
y1

y2

]
.

3. 1) Si y ∈ Im(g ◦ f), entonces existe u ∈ E tal que y = (g ◦ f)(u), luego
y = g[f(u)] lo cual implica que y ∈ Im g.
2) Si x ∈ ker f, entonces f(x) = 0 y por tanto (g◦f)(x) = g[f(x)] = g(0) = 0,
es decir x ∈ ker(g ◦ f).

4. Para todo λ, µ ∈ K, para todo x, y ∈ E, y usando la linealidad de g y f :

(g ◦ f) (λx+ µy) = g [f (λx+ µy)] = g [λf(x) + µf(y)]

= λg [f(x)] + µg [f(y)] = λ (g ◦ f) (x) + µ (g ◦ f) (y)

es decir, g ◦ f es lineal.

5. Llamemos M = [f ]BFBE , N = [g]BGBF . La ecuación matricial de f en las bases
BE y BF es

Y = MX, (X coord. de x en BE , Y coord. de y = f(x) en BF ).

La ecuación matricial de g en las bases BF y BG es

Z = NY, (Y coord. de y en BF , Z coord. de z = g(y) en BG).

Las anteriores relaciones implican

Z = N(MX) = (NM)X,

(X coord. de x en BE , Z coord. de z = g(y) = g[f(x)] = (g ◦f)(x) en BG).
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10.10 Composición de aplicaciones lineales

Por tanto, la matriz de g ◦ f en las bases BE y BG es

[g ◦ f ]BGBE = NM = [g]BGBF · [f ]BFBE .

6. Dado que f−1 ◦ f = IE (aplicación lineal identidad en E):

[IE ]BEBE = [f−1 ◦ f ]BEBE = [f−1]BEBF [f ]BFBE .

Ahora bien, la matriz de la aplicación lineal IE respecto de cualquier base
BE es claramente la matriz identidad I, por tanto:

I = [f−1]BEBF [f ]BFBE ⇒
[
f−1

]BE
BF

=
(

[f ]BFBE

)−1
.

7. Primero veamos que Im f ⊂ ker f. En efecto, si y ∈ Im f, existe x ∈ E tal
que y = f(x). Aplicando f a ambos lados queda f(y) = f2(x) = 0(x) = 0,
luego y ∈ ker f.

Por tanto, dim(Im f) ≤ dim(ker f) que junto a la hipótesis dim(Im f) ≥
dim(ker f) implica dim(Im f) = dim(ker f). Aplicando ahora el teorema de
las dimensiones para aplicaciones lineales:

n = dim(ker f) + dim(Im f) = 2 dim(ker f)⇒ n es par.

8. Consideremos la matriz

A =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .
Esta matriz cumple A2 = 0. Sea B = {u1, u2, u3, u4} una base de R3[x] y
definamos la aplicación lineal T : R3[x]→ R3[x] que satisface

T (u1) = 0, T (u2) = u1, T (u3) = 0, T (u4) = u3.

La matriz de T en B es A, por tanto, queda garantizado que T ◦ T = 0.
Los vectores de W son de la forma a(−1 + x3) + b(x + x2) y los vectores
−1 + x3, x + x2 son linealmente independientes, por tanto una base de W
es {−1 + x3, x+ x2}. Queremos además que ImT = W, por tanto elegimos
la base de R3[x] :

B = {u1, u2, u3, u4}, u1 = −1 + x3, u2 = 1, u3 = x+ x2, u4 = x,

lo cual asegura que {u1, u3} ⊂ ImT y por tanto,W ⊂ ImT. Como dim(ImT ) =
rgA = 2 = dimW, se verifica W = ImT.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

En consecuencia, una aplicación que satisface las hipótesis del enunciado es
la que cumple:

T (−1 + x3) = 0
T (1) = −1 + x3

T (x+ x2) = 0
T (x) = x+ x2

o bien


−T (1) + T (x3) = 0
T (1) = −1 + x3

T (x) + T (x2) = 0
T (x) = x+ x2.

Resolviendo el sistema, 
T (1) = −1 + x3

T (x) = x+ x2

T (x2) = −x− x2

T (x3) = −1 + x3,

y transponiendo coeficientes obtenemos la matriz de T en la base {1, x, x2, x3} :

M =


−1 0 0 −1
0 1 −1 0
0 1 −1 0
1 0 0 1

 .

10.11. Descomposición canónica, teorema de iso-
morf́ıa

1. Sea f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que
(a) n : E → E/ ker f, n(x) = x+ ker f es epimorfismo.
(b) g : E/ ker f → Im f, g(x+ ker f) = f(x) es isomorfismo.
(c) i : Im f → F, i(x) = x es monomorfismo.
(d) El siguiente diagrama es conmutativo:

E
f−−−−→ F

n ↓ ↑ i
E/ ker f

g−−→ Im f

es decir, f = i ◦ g ◦ n.

2. Se considera la aplicación lineal f : R4 → R3 cuya matriz respecto de la
base canónica B de R4 y la canónica B′ de R3 es

A =

 2 −1 1 0
1 −1 2 −1
−1 −1 4 −3

 .
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10.11 Descomposición canónica, teorema de isomorf́ıa

(a) Hallar unas bases C y D de E/ ker f e Imf respectivamente.
(b) Hallar la matriz N de n respecto de las bases B y C.
(c) Hallar la matriz Ā de f̄ respecto de las bases C y D.
(d) Hallar la matriz I1 de i respecto de las bases D y B′.
(e) Comprobar que A = I1ĀN . ¿Por qué ha de cumplirse necesariamente
esta igualdad?

Solución. 1. (a) Para todo λ, µ escalares y para todo x, y elementos de E :

n(λx+ µy) = (λx+ µy) + ker f = (λx+ ker f) + (µy + ker f)

= λ(x+ ker f) + µ(y + ker f) = λn(x) + µn(y),

es decir n es lineal. Por otra parte, todo vector x + ker f ∈ E/ ker f es
x+ ker f = n(x), luego n es sobreyectiva. Concluimos que n es epimorfismo.

(b) Veamos que la aplicación g está bien definida, es decir que g(x+ ker f)
no depende del representante x sino de la clase en śı. En efecto, supongamos
que x+ ker f = y+ ker f, entonces x−y ∈ ker f que equivale a f(x−y) = 0,
luego f(x)− f(y) = 0 y por tanto f(x) = f(y).

Veamos que g es lineal. Para todo λ, µ escalares y para todo x+ker f, y+ker f
elementos de E/ ker f :

g[λ(x+ ker f) + µ(y + ker f)] = g[(λx+ µy) + ker f ] = f(λx+ µy)

= λf(x) + µf(y) = λg(x+ ker f) + µg(y + ker f).

Veamos que g es monomorfismo. El núcleo de g es:

ker g = {x+ker f ∈ E/ ker f : g(x+ker f) = f(x) = 0} = {ker f} = {0+ker f},

es decir el núcleo de g se reduce al vector nulo de E/ ker f lo cual implica
que g es inyectiva.

Veamos que g es epimorfismo. En efecto, si x′ ∈ Im f, entonces x′ = f(x)
para algún x ∈ E, luego x′ = g(x+ ker f). Esto implica que g es sobreyecti-
va. Concluimos que g es isomorfismo.

(c) Para todo x, y elementos de Im f, i(x+ y) = x+ y = i(x) + i(y) es decir,
i es lineal. Ademas, i(x) = i(y) implica x = y, luego i es inyectiva.

(d) Para todo x ∈ E, (i ◦ g ◦n)(x) = (i ◦ g)(x+ ker f) = i(f(x)) = f(x), por
tanto, i ◦ g ◦ n = f.

2. (a) El núcleo de f es
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

ker f ≡


2x1 − x2 + x3 = 0

x1 − x2 + 2x3 − x4 = 0
−x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 0.

Escalonando el sistema obtenemos la base {(1, 3, 1, 0), (1, 2, 0,−1}. Comple-
tando esta con los vectores {(0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)} obtenemos una base de R4

con lo cual una base de E/ ker f es C = {(0, 0, 1, 0)+ker f, (0, 0, 0, 1)+ker f}.
Por otra parte el rango de A es 2 y las dos primeras columnas son lineal-
mente independientes de lo cual obtenemos inmediatamente una base de la
imagen de f : D = {(2, 1,−1), (1, 1, 1)}.

(b) Para calcular N hallemos los transformados de la base B en función de
la base C. Expresemos

n(1, 0, 0, 0) = (1, 0, 0, 0)+ker f = α[(0, 0, 1, 0)+ker f ]+β[(0, 0, 0, 1)+ker f ].

De la definición de las operaciones y de igualdad de vectores en el espa-
cio vectorial cociente, para que se verifique la igualdad anterior el vector
(1, 0,−α,−β) ha de pertenecer a ker f o equivalentemente

rg

1 3 1 0
1 2 0 −1
1 0 −α −β

 = 2⇔ . . .⇔ α = 2, β = 3

es decir, n(1, 0, 0, 0) = 2[(0, 0, 1, 0) + ker f ] + 3[(0, 0, 0, 1) + ker f ]. Repitiendo
el proceso obtenemos:

n(1, 0, 0, 0) = 2[(0, 0, 1, 0) + ker f ] + 3[(0, 0, 0, 1) + ker f ]
n(0, 1, 0, 0) = −[(0, 0, 1, 0) + ker f ]− [(0, 0, 0, 1) + ker f ]
n(0, 0, 1, 0) = [(0, 0, 1, 0) + ker f ] + 0[(0, 0, 0, 1) + ker f ]
n(0, 0, 0, 1) = 0[(0, 0, 1, 0) + ker f ] + [(0, 0, 0, 1) + ker f ].

Transponiendo coeficientes: N =

[
2 −1 1 0
3 −1 0 1

]
.

(c) Hallemos los transformados de los elementos de C en función de los de D

f̄ [(0, 0, 1, 0)t + ker f ] = f [(0, 0, 1, 0)t] = A(0, 0, 1, 0)t =
(1, 2, 4)t = γ(2, 1,−1)t + δ(1, 1, 1)t.

Resolviendo obtenemos δ = 3, γ = −1. Procedemos de manera análoga para
el otro vector de C y obtenemos

{
f̄ [(0, 0, 1, 0)t + ker f ] = −(2, 1,−1)t + 3(1, 1, 1)t,
f̄ [(0, 0, 0, 1)t + ker f ] = 1(2, 1,−1)t − 2(1, 1, 1)t.
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10.12 Cambio de base, matrices equivalentes

Transponiendo coeficientes: Ā =

[
−1 1

3 −2

]
.

(d) Hallemos los transformados de los elementos de D en función de los de
B′ {

i(2, 1,−1) = (2, 1,−1) = 2(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0)− (0, 0, 1),
i(1, 1, 1) = (1, 1, 1) = 1(1, 0, 0) + 1(0, 1, 0) + 1(0, 0, 1).

Transponiendo coeficientes: I1 =

 2 1
1 1
−1 1

 .
(e) Comprobemos que I1ĀN = A. En efecto:

I1ĀN =

 2 1
1 1
−1 1

[−1 1
3 −2

] [
2 −1 1 0
3 −1 0 1

]
=

1 0
2 −1
4 −3

[2 −1 1 0
3 −1 0 1

]
=

 2 −1 1 0
1 −1 2 −1
−1 −1 4 −3

 = A.

Era de esperar esta igualdad como consecuencia de la conocida fórmula que
relaciona la matriz de la composición de aplicaciones lineales con el producto
de las respectivas matrices: [h ◦ g]B3

B1
= [h]B3

B2
· [g]B2

B1
.

10.12. Cambio de base, matrices equivalentes

1. Calcular los valores de a ∈ R para los cuales son equivalentes las matrices
reales:

A =

[
1 2 3
1 1 0

]
, B =

[
1 1 5
1 1 a

]
.

2. Sea f : R2 → R3 la aplicación lineal cuya matriz respecto de unas

bases BR2 = {u1, u2} y BR3 = {v1, v2, v3} es A =

[
1 −1 3
2 0 3

]
. Hallar

la matriz de f respecto de las nuevas bases B′R2 = {u1 + u2, u1 − u2} y
B′R3 = {v1, v1 + v2, v1 + v2 + v3}.

3. Sea T : R2 → R2 la aplicación lineal dada por

T (2,−1) = (1, 1), T (3, 1) = (2, 4).

Hallar la matriz de T en la base canónica de R2.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

4. Se considera la aplicación lineal f : R3 → R4 cuya matriz asociada res-
pecto de las bases canónicas es

A =


−1 2 3
2 −4 −6
0 −1 −2
1 1 3

 .

Localizar bases de R3 y R4 para que la matriz asociada a f sea de la forma[
Ir 0
0 0

]
, verificando el resultado.

5. Se considera la aplicación lineal f : R3[x]→ R2[x] dada por

f(p) = −p(0) + p′.

Hallar un par de bases en las que la matriz de f sea

[
Ir 0
0 0

]
.

6. Sea A la matriz de una aplicación lineal f : E → F, en las bases BE =
{u1, . . . , um} y BF = {v1, . . . , vn}. Sean las nuevas bases B′E = {u′1, . . . , u′m}
y B′F = {v′1, . . . , v′n}.
Demostrar que la matriz de f en las bases B′E y B′F es Q−1AP, siendo P la
matriz de cambio de BE a B′E y Q la de cambio de BF a B′F .

7. Demostrar que la relación en Kn×m : A ∼ B ⇔ A es equivalente a B, es
una relación de equivalencia.

8. Sea f : E → F una aplicación lineal con dimE = m, dimF = n fini-
tas y sea dim Im f = r. Demostrar que existen bases BE y BF de E y F
respectivamente tales que:

[f ]BFBE =

[
Ir 0
0 0

]
,

siendo Ir la matriz identidad de orden r.

Solución. 1. Las matrices A y B tienen el mismo orden, por tanto son

equivalentes si, y sólo si rgA = rgB. Dado que

∣∣∣∣1 2
1 1

∣∣∣∣ = −1 6= 0, el rango

de A es 2. Restando a la segunda fila de la matriz B, la primera:

rgB = rg

[
1 1 1
0 0 a− 5

]
= 2⇔ a− 5 6= 0.

Es decir, A y B son equivalente si, y solo si a 6= 5.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



10.12 Cambio de base, matrices equivalentes

2. La matrices de cambio de BR2 a B′R2 y de BR3 a B′R3 son respectivamente

P =

[
1 1
1 −1

]
, Q =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 .
La matriz pedida es por tanto:

Q−1AP = . . . =
1

2

[
3 2 8
−1 −2 −2

]
.

3. Tenemos que hallar la matriz de T con respecto a la base canónica en el
espacio inicial y la misma en el espacio final.

Primer método. Usemos el conocido teorema del cambio de base para apli-
caciones lineales. Llamemos E = F = R2 y consideremos las bases:

BE = {u1 = (2,−1), u2 = (3, 1)}, BF = {v1 = (1, 0), v2 = (0, 1)}.

Se verifica {
T (u1) = v1 + v2

T (u2) = 2v1 + 4v2,

La matriz de T en las bases BE y BF es por tanto:

A =

[
1 2
1 4

]
.

Elijamos como nuevas bases B′E = B′F = {v1, v2}, es decir la canónica tanto
en el espacio inicial como en el final. Tenemos:{

u1 = 2v1 − v2

u2 = 3v1 + v2,

{
v1 = v1

v2 = v2.

Despejando v1 y v2 en la dos primeras igualdades:{
v1 = (1/5)v1 + (1/5)v2

v2 = (−3/5)u1 + (2/5)u2,

{
v1 = v1

v2 = v2.

En consecuencia, las matrices de cambio P (de BE a B′E) y Q (de BF a B′F )
son

P =
1

5

[
1 −3
1 2

]
, Q =

[
1 0
0 1

]
,

y la matriz pedida es

Q−1AP = I−1 ·
[
1 2
1 4

]
· 1

5

[
1 −3
1 2

]
=

1

5

[
3 1
5 5

]
.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Segundo método. Llamemos ahora B = {e1, e2} a la base canónica de R2.
Las igualdades T (2,−1) = (1, 1) y T (3, 1) = (2, 4) implican:{

T (2e1 − e2) = e1 + e2

T (3e1 + e2) = 2e1 + 4e2.

Usando que T es lineal:{
2T (e1)− T (e2) = e1 + e2

3T (e1) + T (e2) = 2e1 + 4e2.

Resolviendo el sistema obtenemos{
T (e1) = (3/5)e1 + e2

T (e2) = (1/5)e1 + e2.

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz de T en la base canónica
del espacio inicial y la misma en el final:

[T ]BB =
1

5

[
3 1
5 5

]
.

4. Fácilmente comprobamos que el rango de la matriz es 2, por tanto busca-
mos bases B = {u1, u2, u3} y B′ = {v1, v2, v3, v4} de R3 y R4 respectivamente
tales que la matriz de f en estas bases sea:

1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 =

[
I2 0
0 0

]
,

es decir las bases buscadas han de verificar
f(u1) = v1

f(u2) = v2

f(u3) = 0.

El vector u3 ha de pertenecer al núcleo de f. Hallamos una base del mismo, y
obtenemos u3 = (1, 2,−1)t. Los vectores v1, v2 han de pertenecer a la imagen
de f . Hallando una base de esta, obtenemos v1 = (−1, 2, 0, 1)t, (2,−4,−1, 1)t

e inmediatamente u1 = (1, 0, 0)t, u2 = (0, 1, 0)t.
Basta que añadamos a v1, v2 otros dos cualesquiera v3, v4 para completar
un base de R4. Elegimos por ejemplo v3 = (0, 1, 0, 0), v4 = (1, 0, 0, 0). Por
tanto, unas bases de R3 y R4 para que la matriz asociada a f es de la forma[
Ir 0
0 0

]
son

B =
{

(1, 0, 0)t, (0, 1, 0)t, (1, 2,−1)t
}
,
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10.12 Cambio de base, matrices equivalentes

B′ =
{

(−1, 2, 0, 1)t, (2,−4,−1, 1)t, (0, 1, 0, 0)t, (1, 0, 0, 0)t
}
.

Verifiquemos el resultado. La matriz de cambio de la canónica de R3 a la B
es

P =

1 0 1
0 1 2
0 0 −1

 ,
y la de cambio de la canónica de R4 a la B′ es

Q =


−1 2 0 1
2 −4 1 0
0 −1 0 0
1 1 0 0

 .
Según un conocido teorema, se ha de verificar

Q−1AP =

[
I2 0
0 0

]
,

o de forma equivalente:

AP = Q

[
I2 0
0 0

]
.

Por una parte tenemos:

AP =


−1 2 3
2 −4 −6
0 −1 −2
1 1 3


1 0 1

0 1 2
0 0 −1

 =


−1 2 0
2 −4 0
0 −1 0
1 1 0

 ,
y por otra

Q

[
I2 0
0 0

]
=


−1 2 0 1
2 −4 1 0
0 −1 0 0
1 1 0 0




1 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 =


−1 2 0
2 −4 0
0 −1 0
1 1 0

 ,
lo cual verifica el resultado.

5. Hallemos la matriz A de f respecto de la base canónica B = {1, x, x2, x3}
del espacio inicial y la canónica B′ = {1, x, x2} del espacio final. Tenemos:

f(1) = −1 + 0 = −1
f(x) = −0 + 1 = 1

f(x2) = −0 + 2x = 2x
f(x3) = −0 + 3x2 = 3x2,
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

y transponiendo coeficientes:

A =

−1 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

 .
El rango de la matriz A es 3, por tanto buscamos bases C = {u1, u2, u3, u4}
y C ′ = {v1, v2, v3} de R3[x] y R2[x] respectivamente tales que la matriz de
f en estas bases sea: 1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0

 =
[
I3 0

]
,

es decir las bases buscadas han de verificar
f(u1) = v1

f(u2) = v2

f(u3) = v3

f(u4) = 0.

El vector u4 ha de pertenecer al núcleo de f. Hallamos una base del mismo,
y obtenemos u4 = (1, 1, 0, 0)t (en coordenadas en B). Los vectores v1, v2, v3

han de pertenecer a la imagen de f . Hallando una base de esta, obtene-
mos v1 = (1, 0, 0)t, v2 = (0, 2, 0)t, v3 = (0, 0, 3)t (en coordenadas en B′)
e inmediatamente u1 = (0, 1, 0, 0)t, u2 = (0, 0, 1, 0)t, u3 = (0, 0, 0, 1)t (en
coordenadas en B).

Por tanto, unas bases de R3[x] y R2[x] para que la matriz asociada a f es
de la forma [

Ir 0
0 0

]
son

C =
{

(0, 1, 0, 0)t, (0, 0, 1, 0)t, (0, 0, 0, 1)t, (1, 1, 0, 0)t
}
,

C ′ =
{

(1, 0, 0)t, (0, 2, 0)t, (0, 0, 3)t
}
.

en coordenadas en B y B′ respectivamente. Es decir, son

C =
{
x, x2, x3, 1 + x

}
, C ′ =

{
1, 2x, 3x2

}
.

Verifiquemos el resultado,
f(x) = −0 + 1 = 1 = 1 + 0 · (2x) + 0 · (3x2)

f(x2) = −0 + 2x = 2x = 0 + 1 · (2x) + 0 · (3x2)
f(x3) = −0 + 3x2 = 3x2 = 0 + 0 · (2x) + 1 · (3x2)
f(1 + x) = −1 + 1 = 0 = 0 + 0 · (2x) + 0 · (3x2),
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10.12 Cambio de base, matrices equivalentes

y transponiendo obtenemos la matriz de f en las bases C y C ′ :1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 ,
como era de esperar.

6. La ecuación matricial de f en las bases BE y BF es

Y = AX, (X coord. de x en BE , Y coord. de y = f(x) en BF ). (1)

La ecuación matricial del cambio de la base BE a la B′E es

X = PX ′, (X coord. de x en BE , X
′ coord. de x en B′E). (2)

La ecuación matricial del cambio de la base BF a la B′F es

Y = QY ′, (Y coord. de y en BF , Y
′ coord. de y en B′F ). (3)

Sustituyendo (2) y (3) en (1), queda QY ′ = AX ′, es decir:

Y ′ =
(
Q−1AP

)
X ′, (X ′ coord. de x en B′E , Y

′ coord. de y = f(x) en B′F ).

En consecuencia, la matriz de f en las bases B′E y B′F es Q−1AP.

7. Reflexiva. Para todo A ∈ Kn×m se verifica A = I−1
n AIm siendo In, Im

invertibles, luego A ∼ A.
Simétrica. Para todo A,B ∈ Kn×m :

A ∼ B ⇒ ∃P ∈ Km×m,∃Q ∈ Kn×n invertibles : B = Q−1AP

⇒ A = QBP−1 = (Q−1)−1B(P−1),

siendo Q−1 y P−1 invertibles, por tanto A ∼ B ⇒ B ∼ A.
Transitiva. Para todo A,B,C ∈ Kn×m :{

A ∼ B
B ∼ C ⇒

{
∃P1 ∈ Km×m,∃Q1 ∈ Kn×n invertibles : B = Q−1

1 AP1

∃P2 ∈ Km×m, ∃Q2 ∈ Kn×n invertibles : C = Q−1
2 BP2

⇒ C = Q−1
2 Q−1

1 AP1P2 = (Q1Q2)−1A(P1P2),

siendo Q1Q2 y P1P2 invertibles, por tanto A ∼ B y B ∼ C, implica A ∼ C.

8. Sea {u1, . . . , up} base del núcleo de f. Podemos ampliarla hasta obtener
una base

{u1, . . . , up, up+1, . . . , um}
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

de E. Se demostró (teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales)
que {f(up+1), . . . , f(um)} es base de la imagen de f. Como r = m − p
el sistema {f(up+1), . . . , f(um)} tiene r vectores con lo cual lo podemos
expresar en la forma

{v1 = f(up+1), . . . , vr = f(um)}.

Consideremos la base en E :

BE = {up+1, . . . , um, u1, . . . , up},

y la base en F :
BF = {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn},

obtenida ampliando el sistema libre {v1, . . . , vr}. Entonces,

f(up+1) = v1

. . .
f(um) = vr

. . .
f(u1) = 0

. . .
f(up) = 0,

y transponiendo coeficientes obtenemos

[f ]BFBE =

[
Ir 0
0 0

]
.

10.13. Cambio de base en endomorfismos, matri-
ces semejantes

1. Sea f el endomorfismo en R3 cuya matriz en la base canónica B es

A =

2 0 1
0 1 −1
2 −1 2

 .
Hallar la matriz de f en la base B′ = {u1, u2, u3}, siendo u1 = (1, 1, 1),
u2 = (1, 2, 2), u3 = (2, 3, 1).

2. Sea f : R2 → R2 el endomorfismo cuya matriz en la baseB = {(1, 2), (3, 1)}

es A =

[
−1 2
3 5

]
. Hallar la matriz de f en la base canónica de R2.
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10.13 Cambio de base en endomorfismos, matrices semejantes

3. Sea T : R2 → R2 el endomorfismo dado por T (x1, x2) = (x1, 0). Hallar la
matriz de T en la base B = {(1, 2), (−1, 3)}.

4. Sea A la matriz de un endomorfismo f : E → E, en la base de E,
B = {u1, . . . , un}. Sea la nueva base B′ = {u′1, . . . , u′n}.
Demostrar que la matriz de f en las nueva base B′ es P−1AP, siendo P la
matriz de cambio de B a B′.

5. Demostrar que la relación en Kn×n : A ∼ B ⇔ A es semejante a B, es
una relación de equivalencia.

6. Demostrar que dos matrices semejantes tiene la misma traza y el mismo
determinante.

7. Encontrar dos matrices con el mismo determinante y con la misma traza
pero que no sean semejantes.

Solución. 1. Llamemos B = {e1, e2, e3}, entonces
u1 = e1 + e2 + e3

u2 = e1 + 2e2 + 2e3

u3 = 2e1 + 3e2 + e3

.

La matriz P de cambio de la base B a la B′ es por tanto

P =

1 1 2
1 2 3
1 2 1

 ,
en consecuencia la matriz de f en la base B′ es

[f ]B′ = P−1AP = . . . = −1

2

−15 −20 −17
3 4 5
3 4 1

 .
2. Llamemos Bc = {e1, e2} a la base canónica de R2, y sea v1 = (1, 2),
v2 = (3, 1). Entonces, {

v1 = e1 + 2e2

v2 = 3e1 + e2

por tanto, la matriz de cambio de Bc a B es H =

[
1 3
2 1

]
y la de B a Bc es

P = H−1. En consecuencia, la matriz de f en la base canónica es

[f ]Bc = P−1AP = HAH−1 = · · · = 1

5

[
26 7
17 −6

]
.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

3. Primer método. Llamando Bc = {e1, e2} a la base canónica de R2 y
v1 = (1, 2), v2 = (−1, 3),{

T (e1) = e1

T (e2) = 0

{
v1 = e1 + 2e2

v2 = −e1 + 3e2,

por tanto la matrices A de T en la base canónica, y la de cambio de la
canónica a la B son:

A =

[
1 0
0 0

]
, P =

[
1 −1
2 3

]
.

En consecuencia, las matriz de T en B es

[T ]B = P−1AP = . . . =
1

5

[
3 −3
−2 2

]
.

Segundo método. Hallemos los transformados de los vectores de B en función
de B : {

T (1, 2) = (1, 0) = α1(1, 2) + α2(−1, 3)
T (−1, 3) = (−1, 0) = β1(1, 2) + β2(−1, 3).

Igualando componentes y resolviendo los sistemas, obtenemos

α1 = 3/5, α2 = −2/5, β1 = −3/5, β2 = 2/5,

por tanto 
T (v1) =

3

5
v1 −

2

5
v2

T (v2) = −3

5
v1 +

2

5
v2,

y transponiendo coeficientes:

[T ]B =
1

5

[
3 −3
−2 2

]
.

4. Si en el teorema general del cambio de base para aplicaciones lineales,
hacemos BE = BF = B y B′E = B′F = B′ entonces, P = Q y por tanto

[f ]B′ = [f ]
B′F
B′E

= Q−1AP = P−1AP.

5. Reflexiva. Para todo A ∈ Kn×n se verifica A = I−1
n AIn siendo In, inver-

tible, luego A ∼ A.
Simétrica. Para todo A,B ∈ Kn×n :

A ∼ B ⇒ ∃P ∈ Kn×n invertible : B = P−1AP
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10.14 Anillo de los endomorfismos y grupo lineal

⇒ A = PBP−1 = (P−1)−1B(P−1),

siendo P−1 invertible, por tanto A ∼ B ⇒ B ∼ A.
Transitiva. Para todo A,B,C ∈ Kn×n :{

A ∼ B
B ∼ C ⇒

{
∃P1 ∈ Kn×n invertible : B = P−1

1 AP1

∃P2 ∈ Kn×n invertible : C = P−1
2 BP2

⇒ C = P−1
2 P−1

1 AP1P2 = (P1P2)−1A(P1P2),

siendo P1P2 invertible, por tanto A ∼ B y B ∼ C, implica A ∼ C.

6. Si A,B ∈ Kn×n son semejantes, existe B ∈ Kn×n invertible tal que
B = P−1AP. Tomando determinantes, y usando conocidas propiedades:

|B| =
∣∣P−1AP

∣∣ =
∣∣P−1

∣∣ |A| |P | = 1

|P |
|A| |P | = |A| .

Por ora parte, dadas dos matrices M,N ∈ Kn×n, sabemos que tr(MN) =
tr(NM). Entonces

trB = tr(P−1AP ) = tr
(
P−1(AP )

)
= tr

(
(AP )P−1

)
= tr

(
A(PP−1)

)
= tr(AI) = trA.

7. Elijamos las matrices de R2×2 :

A =

[
0 0
0 0

]
, B =

[
1 −1
1 −1

]
.

Se verifica |A| = |B| = 0 y trA = trB = 0, sin embargo para toda matriz
P ∈ R2×2 invertible, P−1AP = P−10P = 0 6= B lo cual implica que A y B
no son semejantes.

10.14. Anillo de los endomorfismos y grupo lineal

1. Demostrar que (EndK(E),+, ◦) es un anillo unitario, en donde + es la
suma habitual de aplicaciones lineales y ◦ la composición.

2. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y de dimensión finita n. Sea B
una base de E. Demostrar que la aplicación

ϕ : EndK(E)→ Kn×n, ϕ(f) = [f ]B

es un isomorfismo de anillos.

3. Demostrar que para todo λ ∈ K y para todo f, g ∈ EndK(E) se verifica

(λg) ◦ f = λ(g ◦ f) = g ◦ (λf).
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Solución. 1. Veamos que (EndK(E), ◦) es semigrupo. Hab́ıamos demostra-
do que la composición de aplicaciones lineales es lineal, en consecuencia para
todo f, g ∈ EndK(E) se verifica f ◦ g ∈ EndK(E). La composición de aplica-
ciones es en general asociativa, luego lo es en EndK(E).

Veamos que la operación ◦ es por distributiva respecto de la +. Para todo
f, g, h elementos de EndK(E) y para todo x ∈ E,

(f ◦ (g + h)) (x) = f ((g + h)(x)) = f (g(x) + h(x)) = f (g(x)) + f (h(x))

= (f ◦ g)(x) + (f ◦ h)(x) = (f ◦ g + f ◦ h) (x),

y por definición de igualdad de aplicaciones, f ◦ (g + h) = f ◦ g + f ◦ h. Por
otra parte,

((g + h) ◦ f) (x) = (g + h) (f(x)) = g (f(x)) + h (f(x))

= (g ◦ f)(x) + (h ◦ f)(x) = (g ◦ f + h ◦ f) (x),

y por definición de igualdad de aplicaciones, (g+h)◦f = g◦f+h◦f. Hemos
demostrado que (EndK(E),+, ◦) es un anillo.

El anillo es unitario pues la aplicación identidad IE es un endomorfismo en
E que para todo f ∈ EndK(E) verifica f ◦ IE = IE ◦ f = f. Es por tanto
elemento neutro para la operación ◦.

2. Vimos que para espacios vectoriales E y F de dimensiones finitas,

φ : LK(E,F )→ Kn×m

definida por φ(f) = [f ]BFBE es un isomorfismo de espacios vectoriales. Como
caso particular (E = F y BE = BF = B), la aplicación ϕ es biyectiva y
homomorrfismo de grupos. Por otra parte, para todo g, f ∈ EndK(E) :

ϕ(g ◦ f) = [g ◦ f ]B = [g ◦ f ]BB = [g]BB [f ]BB = [g]B [f ]B = ϕ(g) ϕ(f).

Hemos demostrado que ϕ es isomorfismo de anillos. Además, ϕ(IE) = [IE ]B =
In (matriz identidad de orden n), es decir ϕ transforma el elemento unidad
del anillo inicial en el elemento unidad del anillo final.

3. Para todo x ∈ E:

[(λg) ◦ f ](x) = (λg)[f(x)] = λg[f(x)] = λ[(g ◦ f)(x)] = [λ(g ◦ f)](x),

y por definición de igualdad de aplicaciones, (λg) ◦ f = λ(g ◦ f). De manera
análoga se demuestra que λ(g ◦ f) = g ◦ (λf).
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10.15 Espacio dual, base dual

10.15. Espacio dual, base dual

1. Encontrar la base B de E = R1[x] cuya dual es B∗ = {f1, f2}, siendo

f1[p(x)] =

∫ 1

0
p(x) dx, f2[p(x)] =

∫ 2

0
p(x) dx.

2. Encontrar la base dual de la base de R2, B = {(1,−2), (3, 4)}.

3. Usando el concepto de matriz inversa, encontrar la base dual de la base
de R3 :

B = {(2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2)}.

4. Sea E = {p ∈ R[x] : grado p ≤ 2} y ϕ ∈ E∗, ϕ(p) = p(1) + p(−1). Hallar
las coordenadas de ϕ en la base dual de la B = {5, 2 + 3x, 1− x2}.

5. Sea E un espacio vectorial real, B = {e1, e2, e3} una base del mismo y
g : E → R la forma lineal que cumple g(e1 + e2) = 2, g(e2 − e3) = 1,
g(e3 − e1) = 3. Hallar las coordenadas de g en B∗.

6. Sea K cuerpo con caracteŕıstica distinta de 2. y de 7. Estudiar si las
siguientes formas lineales forman una base del espacio dual de K3

f1(x, y, z) = 2x− y + 3z,

f2(x, y, z) = 3x− 5y + z,

f3(x, y, z) = 4x+ 7y + z,

En caso afirmativo, hallar las coordenadas de f(x, y, z) = x+y+z en tal base.

7. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, de dimensión finita n y B =
{e1, . . . , en} una base de E. Demostrar que B∗ = {f1, . . . , fn} es base de E∗,
en donde 

f1(e1) = 1
f1(e2) = 0

. . .
f1(en) = 0


f2(e1) = 0
f2(e2) = 1

. . .
f2(en) = 0

. . .


fn(e1) = 0
fn(e2) = 0

. . .
fn(en) = 1.

8. Se consideran los elementos de (R2[x])∗ :

φ1(p) =

∫ 1

0
p(x) dx, φ2(p) = p′(1), φ3(p) = p(0).

Hallar una base de R2[x] cuya dual es {φ1, φ2, φ3}.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Solución. 1. Llamemos B = {e1(x), e2(x)}, siendo e1(x) = a1+b1x, e2(x) =
a2 + b2x. Por definición de base dual,{

f1(e1) = 1
f2(e1) = 0

⇔

{∫ 1
0 (a1 + b1x) dx = 1∫ 2
0 (a1 + b1x) dx = 0

⇔

{[
a1x+ b1x

2/2
]1
0

= 1[
a1x+ b1x

2/2
]2
0

= 0

⇔
{
a1 + b1/2 = 1
2a1 + 2b1 = 0

⇔
{
a1 = 2
b1 = −2

⇔ e1(x) = 2− 2x.

{
f1(e2) = 0
f2(e2) = 1

⇔

{∫ 1
0 (a2 + b2x) dx = 0∫ 2
0 (a2 + b2x) dx = 1

⇔

{[
a2x+ b2x

2/2
]1
0

= 0[
a2x+ b2x

2/2
]2
0

= 1

⇔
{
a2 + b2/2 = 0
2a2 + 2b2 = 1

⇔
{
a2 = −1/2
b2 = 1

⇔ e2(x) = −1/2 + x.

Por tanto, B = {2− 2x,−1/2 + x}.

2. Llamemos B∗ = {f1, f2}. Dado que f1 y f2 pertenecen a (R2)∗, son apli-
caciones lineales de R2 en R y sus expresiones matriciales en las respectivas
bases canónicas tienen la forma

f1 ≡ [y1] =
[
a b

] [x1

x2

]
, f2 ≡ [y1] =

[
c d

] [x1

x2

]
.

Por definición de base dual:

{
f1(1,−2) = 1
f1(3, 4) = 0

⇔


[
a b

] [ 1
−2

]
= [1][

a b
] [3

4

]
= [0]

⇔
{
a− 2b = 1
3a+ 4b = 0

⇔
{
a = 4/10
b = −3/10

⇔ y1 = (4/10)x1 − (3/10)x2.

{
f2(1,−2) = 0
f2(3, 4) = 1

⇔


[
c d

] [ 1
−2

]
= [0][

a b
] [3

4

]
= [1]

⇔
{
c− 2d = 0
3c+ 4d = 1

⇔
{
c = 2/10
d = 1/10

⇔ y1 = (2/10)x1 + (1/10)x2.

Por tanto, la base pedida es B∗ = {f1, f2} siendo:

f1(x1, x2) =
1

10
(4x1 − 3x2), f2(x1, x2) =

1

10
(2x1 + x2).
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10.15 Espacio dual, base dual

3. Llamemos B∗ = {f1, f2, f3}. Dado que f1, f2 y f3 pertenecen a (R3)∗,
son aplicaciones lineales de R3 en R y sus expresiones matriciales en las
respectivas bases canónicas tienen la forma

fi ≡ [y1] =
[
ai bi ci

] x1

x2

x3

 (i = 1, 2, 3),

o de forma equivalente

fi(x1, x2, x2) = aix1 + bix2 + cix3 (i = 1, 2, 3).

Por definición de base dual:
f1(2, 1, 1) = 1
f1(1, 2, 1) = 0
f1(1, 1, 2) = 0

⇔


2a1 + b1 + c1 = 1
a1 + 2b1 + c1 = 0
a1 + b1 + 2c1 = 0

f2(2, 1, 1) = 0
f2(1, 2, 1) = 1
f2(1, 1, 2) = 0

⇔


2a2 + b2 + c2 = 0
a2 + 2b2 + c2 = 1
a2 + b2 + 2c2 = 0

f3(2, 1, 1) = 0
f3(1, 2, 1) = 0
f3(1, 1, 2) = 1

⇔


2a3 + b3 + c3 = 0
a3 + 2b3 + c3 = 0
a3 + b3 + 2c3 = 1.

En vez de resolver los tres sistemas anteriores, podemos expresar2 1 1
1 2 1
1 1 2

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1



⇔

a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

−1

=
1

4

 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

 .
Por tanto, la base pedida es B∗ = {f1, f2, f3} siendo:

f1(x1, x2, x3) =
1

4
(3x1 − x2 − x3),

f2(x1, x2, x3) =
1

4
(−x1 + 3x2 − x3),

f3(x1, x2, x3) =
1

4
(−x1 − x2 + 3x3).
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

4. Sea B∗ = {f1, f2, f3} la base dual de B, y sea ϕ = λ1f1 + λ2f2 + λ3f3.
Por definición de base dual,

(λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(5) = λ1

(λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(2 + 3x) = λ2

(λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(1− x2) = λ3.

Por tanto, 
λ1 = ϕ(5) = 5 + 5 = 10

λ2 = ϕ(2 + 3x) = 5 + (−1) = 4
λ3 = ϕ(1− x2) = 0 + 0 = 0,

luego las coordenadas pedidas son (10, 4, 0).

5. Dado que la aplicación g es lineal:
g(e1 + e2) = 2
g(e2 − e3) = 1
g(e3 − e1) = 3

⇔


g(e1) + g(e2) = 2
g(e2)− g(e3) = 1
g(e3)− g(e1) = 3.

Resolviendo, obtenemos g(e1) = −1, g(e2) = 3, g(e3) = 2. Sea B∗ =
{f1, f2, f3}, y g = λ1f1 + λ2f2 + λ3f3. Por definición de base dual:

g(e1) = (λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(e1) = λ1

g(e2) = (λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(e2) = λ2

g(e3) = (λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(e3) = λ3.

Las coordenadas de g en B∗ son por tanto (−1, 3, 2).

6. Dado que dim
(
K3
)∗

= 3, los vectores f1, f2, f3 forman base de
(
K3
)∗

si,
y sólo si, son linealmente independientes. Supongamos que

λ1f1 + λ2f2 + λ3f3 = 0, (λ1, λ2, λ3 ∈ K).

Entonces,
(λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(1, 0, 0) = 0(1, 0, 0)

(λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(0, 1, 0) = 0(0, 1, 0)

(λ1f1 + λ2f2 + λ3f3)(0, 0, 1) = 0(0, 0, 1)

⇒


2λ1 + 3λ2 + 4λ3 = 0

− λ1 − 5λ2 + 7λ3 = 0

3λ1 + λ2 + λ3 = 0.

(∗)

El determinante de la matriz del sistema es∣∣∣∣∣∣
2 3 4
−1 −5 7

3 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −10− 4 + 63 + 60− 14 + 3 = 98.
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10.15 Espacio dual, base dual

Podemos expresar 98 = 2 · 72 y dado que la caracteŕıstica de un cuerpo es
infinito a un número primo, si

98 = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
98 veces

fuera 0 la caracteŕıstica de K seŕıa infinito o un número primo dividiento a
98. Como la caracteŕıstica de K es distinta de 2 y 7, se verifica 98 6= 0. La
única solución del sistema (∗) es la trivial, en consecuencia B = {f1, f2, f3}
es base del dual de K3. Si (ξ1, ξ2, ξ3) son las coordenadas de f en B, f =
ξ1f1 + ξ2f2 + ξ3f3. Entonces,

(ξ1f1 + ξ2f2 + ξ3f3)(1, 0, 0) = f(1, 0, 0)

(ξ1f1 + ξ2f2 + ξ3f3)(0, 1, 0) = f(0, 1, 0)

(ξ1f1 + ξ2f2 + ξ3f3)(0, 0, 1) = f(0, 0, 1)

⇒


2ξ1 + 3ξ2 + 4ξ3 = 1

− ξ1 − 5ξ2 + 7ξ3 = 1

3ξ1 + ξ2 + ξ3 = 1.

Resolviendo obtenemos (ξ1, ξ2, ξ3) = (15/49,−3/49,1/7).

7. Dado que dimE∗ = dimLK(E,K) = (dimE)(dimK) = n · 1 = n, basta
demostrar que B∗ es un sistema libre. Para todo i = 1, 2, . . . , n y teniendo
en cuenta que fi(ej) = δij (deltas de Kronecker):

λ1f1 + λ2f2 + · · ·+ λnfn = 0⇒

(λ1f1 + λ2f2 + · · ·+ λnfn) (ei) = 0(ei)⇒ λi = 0,

luego B∗ es base de E∗.

8. Llamemos B = {e1(x), e2(x), e3(x)}, siendo e1(x) = a1 + b1x + c1x
2,

e2(x) = a2 +b2x+c2x
2, e3(x) = a3 +b3x+c3x

2. Por definición de base dual,
φ1(e1) = 1
φ2(e1) = 0
φ3(e1) = 0

⇔


∫ 1

0 (a1 + b1x+ c1x
2) dx = 1

b1 + 2c1 = 0
a1 = 0

⇔


a1 + b1/2 + c1/3 = 1

b1 + 2c1 = 0
a1 = 0

⇔


a1 = 0
b1 = 3

c1 = −3/2.
φ1(e2) = 0
φ2(e2) = 1
φ3(e2) = 0

⇔


∫ 1

0 (a2 + b2x+ c2x
2) dx = 1

b2 + 2c2 = 1
a2 = 0

⇔


a2 + b2/2 + c2/3 = 0

b2 + 2c2 = 1
a2 = 0

⇔


a2 = 0

b2 = −1/2
c2 = 3/4.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales


φ1(e3) = 0
φ2(e3) = 0
φ3(e3) = 1

⇔


∫ 1

0 (a3 + b3x+ c3x
2) dx = 1

b3 + 2c3 = 0
a3 = 1

⇔


a3 + b3/2 + c3/3 = 0

b3 + 2c3 = 0
a3 = 1

⇔


a3 = 1
b3 = −3
c2 = 3/2.

La base pedida es por tanto:

B = {3x− 3x2/2, −x/2 + 3x2/4, 1− 3x+ 3x2/2}.

10.16. Cambio de base en el espacio dual

1. En R3 se consideran las bases:

B1 = {(1, 1, 0), (−1, 0, 2), (0, 2, 5)}
B2 = {(0, 1, 1), (1, 1, 1), (3, 1, 0)}.

Hallar la matriz de cambio de B∗1 a B∗2 .

2. Sean E un espacio vectorial de dimensión 2, B y B′ bases de E, y P la
matriz de cambio de B a B′. Demostrar la matriz H de cambio de B∗ a
(B′)∗ es H =

(
P−1

)T
.

Solución. Recordemos que si E es un espacio vectorial de dimensión finita,
B y B′ son bases de E, y P es la matriz de cambio de B a B′, entonces, la

matriz de cambio de B∗ a (B′)∗ es
(
P−1

)T
.

1. Hallemos la matriz de P de cambio de B1 a B2. Expresemos:
(0, 1, 1) = α1(1, 1, 0) + α2(−1, 0, 2) + α3(0, 2, 5)
(1, 1, 1) = β1(1, 1, 0) + β2(−1, 0, 2) + β3(0, 2, 5)
(3, 1, 0) = γ1(1, 1, 0) + γ2(−1, 0, 2) + γ3(0, 2, 5).

Por tanto,

P =

α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

 .
Podŕıamos resolver los tres sistemas independientemente, ahora bien, estos
equivalen a la igualdad:1 −1 0

1 0 2
0 2 5

α1 β1 γ1

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

 =

0 1 3
1 1 1
1 1 0

 .
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10.16 Cambio de base en el espacio dual

Entonces,

P =

1 −1 0
1 0 2
0 2 5

−1 0 1 3
1 1 1
1 1 0

 .
Usando conocidas propiedades de la transposición y de la inversa:

(
P−1

)T
=


0 1 3

1 1 1
1 1 0

−1 1 −1 0
1 0 2
0 2 5



T

=

 1 1 0
−1 0 2
0 2 5

0 1 1
1 1 1
3 1 0

−1

.

Operando obtenemos la matriz pedida:

(
P−1

)T
=

 2 −2 1
−3 5 −2
−4 9 −3

 .
2. Sean B = {u1, u2}, B′ = {v1, v2}, B∗ = {f1, f2}, (B′)∗ = {g1, g2} y{

v1 = p11u1 + p12u2

v2 = p21u1 + p22u2

{
g1 = h11f1 + h12f2

g2 = h21f1 + h22f2,

con lo cual

P =

[
p11 p21

p12 p22

]
, H =

[
h11 h21

h12 h22

]
.

Por definición de base dual{
g1(v1) = 1
g1(v2) = 0

{
g2(v1) = 0
g2(v2) = 1

⇔

{
(h11f1 + h12f2)(p11u1 + p12u2) = 1
(h11f1 + h12f2)(p21u1 + p22u2) = 0,{
(h21f1 + h22f2)(p11u1 + p12u2) = 0
(h21f1 + h22f2)(p21u1 + p22u2) = 1

⇔
{
h11p11 + h12p12 = 1
h11p21 + h12p22 = 0

{
h21p11 + h22p12 = 0
h21p21 + h22p22 = 1

⇔
[
p11 p12

p21 p22

] [
h11 h21

h12 h22

]
=

[
1 0
0 1

]
⇔ P TH = I ⇔ H =

(
P T
)−1

=
(
P−1

)T
.

Nota. El método anterior es fácilmente generalizable a dimensión n.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

10.17. Subespacio conjugado o anulador

1. En R4 y respecto de una base B se considera el subespacio de ecuaciones
cartesianas:

F :


x1 − x2 + x3 − 2x4 = 0

2x1 − x2 + 2x3 = 0
x1 + x2 − x3 + 3x4 = 0

Hallar unas ecuaciones cartesianas del subespacio conjugado o anulador F 0,
en la base B∗.

2. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y F subespacio de E. Demostrar
que F 0 = {f ∈ E∗ : f(x) = 0 ∀x ∈ F} es subespacio de E∗.

3. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K, F subespacio de E y BF =
{u1, . . . , ur} base de F. Demostrar que f ∈ F 0 ⇔ f(u1) = . . . = f(ur) = 0.

Solución. 1. Llamemos B = {e1, e2, e3, e4}, B∗ = {f1, f2, f3, f4}. Usando
el conocido método para hallar una base de un subespacio dado por unas
ecuaciones cartesianas, obtenemos la base de F : BF = {(1, 8, 3,−2)} (en
coordenadas en B), es decir:

BF = {e1 + 8e2 + 3e3 − 2e4}.

Todo vector f del dual de R4 es de la forma f = x∗1f1 + x∗2f2 + x∗3f3 + x∗4f4

con x∗i ∈ R. Entonces,

f ∈ F 0 ⇔ f(e1 + 8e2 + 3e3 − 2e4) = 0

⇔ (x∗1f1 + x∗2f2 + x∗3f3 + x∗4f4)(e1 + 8e2 + 3e3 − 2e4) = 0

⇔ x∗1 + 8x∗2 + 3x∗3 − 2x∗4 = 0.

Unas ecuaciones pedidas son por tanto

F 0 : x∗1 + 8x∗2 + 3x∗3 − 2x∗4 = 0.

2. La forma lineal nula 0 : E → K satisface 0(x) = 0 para todo x ∈ F, por
tanto pertenece a F 0. Para todo f, g ∈ F 0 y para todo x ∈ F :

(f + g)(x) = f(x) + f(x) = 0 + 0 = 0,

luego f + g ∈ F 0. Por último, para todo λ ∈ K, para todo f ∈ F 0 y para
todo x ∈ F :

(λf)(x) = λf(x) = λ0 = 0,

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



10.18 Aplicación transpuesta

es decir λf ∈ F 0. Concluimos que F 0 es subespacio de E∗.

3. ⇒) Si f ∈ F 0, f(x) = 0 para todo x ∈ F, en particular f(u1) = . . . =
f(ur) = 0 pues {u1, . . . , ur} ⊂ F.
⇐) Supongamos que f ∈ E∗ satisface f(u1) = . . . = f(ur) = 0 y sea x ∈ F.
Como BF es base de F, x = λ1u1 + . . . + λrur para ciertos escalares λi.
Entonces, usando la linealidad de f :

f(x) = f(λ1u1 + . . .+ λrur) = λ1f(u1) + . . .+ λrf(ur)

= λ10 + . . .+ λr0 = 0,

lo cual implica que f ∈ F 0.

10.18. Aplicación transpuesta

1. Se considera la aplicación lineal D : R3[x] → R2[x], D(p) = p′. Hallar la
matriz de la aplicación transpuesta DT respecto de las bases duales de la
canónicas de R2[x] y R3[x].

2. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, E∗ y F ∗ sus duales
respectivos y f : E → F una aplicación lineal. Demostrar que la aplicación
transpuesta de f :

fT : F ∗ → E∗, fT (y∗) = y∗ ◦ f.

es una aplicación lineal.

3. Demostrar que la aplicación ϕ : LK(E,F ) → LK(F ∗, E∗), ϕ(f) = fT es
lineal.

4. Demostrar que si f ∈ LK(E,F ) y g ∈ LK(F,G) entonces, (g ◦ f)T =
fT ◦ gT .

5. Demostrar que si f ∈ LK(E,E), entonces (IE)T = IE∗ .

6. Demostrar que si f ∈ LK(E,F ), es isomorfismo también lo es fT y(
f−1

)T
=
(
fT
)−1

.

7. Sea K un cuerpo, y u : K2 → K2 la aplicación lineal u(x, y) = (x−y, x+y).
Hallar uT (f) siendo f la forma lineal dada por f(x, y) = ax+by con a, b ∈ K.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

8. Sea f : Rn[x] → R la forma lineal f(p) =
∫ b
a p(x)dx con a, b ∈ R. Sea D

el operador derivación sobre Rn[x] Calcular DT (f).

9. Dada T ∈
(
R2
)∗
, comprobar que T pertenece a

(
R3
)∗
, donde T viene

definida por
T (x, y, z) = T (x+ y, x+ y − z).

Definamos ahora ϕ :
(
R2
)∗ → (

R3
)∗
, ϕ(T ) = T .

Demostrar que ϕ es lineal y calcular la matriz asociada a ϕ con respecto de
las bases duales de R2 y R3.

Solución. 1. Llamemos B1 y B2 a las bases canónicas de R3[x] y R2[x]
respectivamente:

B1 = {1, x, x2, x3}, B2 = {1, x, x2}.

Tenemos: D(1) = 0, D(x) = 1, D(x2) = 2x, D(x3) = 3x2. Trasponiendo
coeficientes,

[D]B2
B1

=

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

 ,
por tanto la matriz pedida es la traspuesta de la anterior:

[
DT
]B∗1
B∗2

=
(

[D]B2
B1

)T
=


0 0 0
1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .
2. Dado que f : E → F e y∗ : F → K son lineales, la composición y∗ ◦ f :
E → K es lineal. Es decir, fT (y∗) ∈ E∗ y por tanto la aplicación fT está bien
definida. Veamos que es lineal.
(i) Para todo y∗, z∗ ∈ F ∗ y para todo x ∈ E :[

fT (y∗ + z∗)
]

(x) = [(y∗ + z∗) ◦ f ] (x) = [y∗ ◦ f + z∗ ◦ f ] (x) =

(y∗◦f)(x)+(z∗◦f)(x) =
[
fT (y∗)

]
(x)+

[
fT (z∗)

]
(x) =

[
fT (y∗) + fT (z∗)

]
(x),

y por definición de igualdad de funciones, fT (y∗ + z∗) = fT (y∗) + fT (z∗).
(ii) Para todo λ ∈ K, para todo y∗ ∈ F ∗ y para todo x ∈ E :[

fT (λy∗)
]

(x) = [(λy∗) ◦ f ] (x) = [λ(y∗ ◦ f)] (x) =
[
λfT (y∗)

]
(x),

y por definición de igualdad de funciones, fT (λy∗) = λfT (y∗). Concluimos
que fT es lineal.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



10.18 Aplicación transpuesta

3. Dado que fT : F ∗ → E∗ es lineal, fT ∈ LK(F ∗, E∗) es decir, la aplicación
ϕ está bien definida.
(i) Para todo f, g ∈ LK(E,F ) y para todo y∗ ∈ F ∗ :

[ϕ(f + g)](y∗) = [(f + g)T ](y∗) = y∗ ◦ (f + g) = y∗ ◦ f + y∗ ◦ g

= fT (y∗) + gT (y∗) = [ϕ(f)](y∗) + [ϕ(g)](y∗) = [ϕ(f) + ϕ(g)](y∗),

y por definición de igualdad de aplicaciones, ϕ(f + g) = ϕ(f) + ϕ(g).
(ii) Para todo λ ∈ K, para todo f ∈ LK(E,F ) y para todo y∗ ∈ F ∗ :

[ϕ(λf)](y∗) = [(λf)T ](y∗) = y∗ ◦ (λf) = λ(y∗ ◦ f)

= λfT (y∗) = [λfT ](y∗) = [λϕ(f)](y∗)

y por definición de igualdad de aplicaciones, ϕ(λf) = λϕ(f). Concluimos
que ϕ es lineal.

4. Para todo z∗ ∈ G∗ :

(g ◦ f)T (z∗) = z∗ ◦ (g ◦ f) = (z∗ ◦ g) ◦ f

= gT (z∗) ◦ f = fT [gT (z∗)] = (fT ◦ gT )(z∗),

y por definición de igualdad de aplicaciones, (g ◦ f)T = fT ◦ gT .

5. Para todo y∗ ∈ E∗ se verifica (IE)T (y∗) = y∗ ◦ IE = y∗ = IE∗(y
∗), y por

definición de igualdad de aplicaciones, (IE)T = IE∗ .

6. Si f es un isomorfismo de E sobre F, f−1 es un isomorfismo de F sobre
E y se verifica f−1 ◦ f = IE , f ◦ f−1 = IF . Tomando transpuestas:

fT ◦ (f−1)T = IE∗ , (f−1)T ◦ fT = IF ∗ .

En consecuencia, fT es invertible y (f−1)T = (fT )−1.

7. Por definición de aplicación transpuesta:

uT (f)(x, y) = (f ◦ u)(x, y) = f [u(x, y)] = f(x− y, x+ y)

= a(x− y) + b(x+ y) = (a+ b)x+ (b− a)y.

8. Por definición de aplicación transpuesta

DT (f)(p) = (f ◦D)(p) = f [D(p)] = f [p′(x)]

=

∫ b

a
p′(x) dx = [p(x)]ba = p(b)− p(a).
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

9. Por hipótesis, T : R2 → R es lineal. Definamos la aplicación lineal

f : R3 → R2, f(x, y, z) = (x+ y, x+ y − z).

Entonces, (T ◦ f)(x.y, z) = T (f(x, y, z)) = T (x + y, x + y − z), por tanto
T = T ◦ f y la composición de aplicaciones lineales es lineal, lo cual implica
que T ∈

(
R3
)∗
.

Para todo λ, µ ∈ R, para todo T1, T2 ∈
(
R2
)∗
, y aplicando conocidas pro-

piedades de la composición:

ϕ(λT1 + µT2) = (λT1 + µT2) ◦ f

= λ(T1 ◦ f) + µ(T2 ◦ f) = λϕ(T1) + µϕ(T2),

luego ϕ es lineal.
Observemos que la aplicación dada ϕ es justamente la traspuesta de la f,
por tanto la matriz de ϕ = fT en las duales de las canónicas es la traspuesta
de la de f en las canónicas. Ahora bien,

f

xy
z

 =

[
1 1 0
1 1 −1

]xy
z

 ,
luego la matriz pedida es:

[
1 1 0
1 1 −1

]T
=

1 1
1 1
0 −1

 .

10.19. Matrices de aplicaciones lineales

Sean los espacios vectoriales sobre K de dimensión finita E(K), F (K), G(K)
y sean las bases respectivas BE = {u1, u2, u3}, BF = {v1, v2, v3} y BG =
{w1, w2, w3}. Sean los homomorfismos f ∈ L(E,F ), g ∈ L(F,G) definidos
por 

f(u1) = 2v1 − v3

f(u2) = v2 + 2v3

f(u3) = v1 + 2v3,


g(v1 + v3) = 2w1 + 4w2 + 6w3

g(v2) = w2

g(v1 − v3) = 2w1 + 2w2 + 6w3.

Se pide
1. Matriz M(f) asociada a f respecto a BE y BF .
2. Matriz M(g) asociada a g respecto a BF y BG.
3. Matriz M(g ◦ f) asociada a g ◦ f respecto a BE y BG.
4. Rango de M(g ◦ f).
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10.19 Matrices de aplicaciones lineales

5. Dimensión de la imagen homomorfa de E(K) según g ◦ f .
6. Dimensión de ker f y de Im f .
7. ¿Es inyectiva f? ¿y g ◦ f?
8. ¿Pertenece u1 + u2 + u3 a ker f?
9. Encontrar una nueva base de F , B′F = {v′1, v′2, v′3} tal que la matriz
asociada a f respecto a BE y B′F sea I (matriz identidad).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Arquitectura, UPM).

Solución. 1. Trasponiendo coeficientes, obtenemos la matriz pedida:

M(f) =

 2 0 1
0 1 0
−1 2 2

 .
2. Teniendo en cuenta que g es lineal:{

g(v1) + g(v3) = 2w1 + 4w2 + 6w3

g(v1)− g(v3) = 2w1 + 2w2 + 6w3.

Resolviendo el sistema obtenemos g(v1) = 2w1 + 3w2 + 6w3 y g(v3) = w2

con lo cual 
g(v1) = 2w1 + 3w2 + 6w3

g(v2) = w2

g(v3) = w2.

La matriz M(g) es por tanto M(g) =

2 0 0
3 1 1
6 0 0

 .
3. Usando un conocido teorema

M(g ◦ f) = M(g)M(f) =

2 0 0
3 1 1
6 0 0

 2 0 1
0 1 0
−1 2 2

 =

 4 0 2
5 3 5
12 0 6

 .
4. El determinante de M(g ◦ f) es nulo y al menos hay un menor de orden
no nulo de orden 2, en consecuencia rg M(g ◦ f) = 2.

5. dim(g ◦ f)(E) = rg M(g ◦ f) = 2.

6. La dimensión de la imagen de f es

dim Im f = rg M(f) = rg

 2 0 1
0 1 0
−1 2 2

 = 3.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales

dim ker f = 3− dim Im f = 3− 3 = 0.

7. Dado que dim ker f = 0, concluimos que f es inyectiva. Sin embargo y
usando de nuevo el teorema de las dimensiones

dim(g ◦ f)(E) = 3− rg M(g ◦ f) = 1 6= 0,

es decir g ◦ f no es inyectiva.

8. El vector u1 + u2 + u3 no pertenece a ker f pues no es el vector nulo, y al
ser f es inyectiva se verifica ker f = {0}.

9. La base pedida B′F = {v′1, v′2, v′3} ha de verificar
f(u1) = v′1
f(u2) = v′2
f(u3) = v′3.

Basta elegir por tanto

v′1 = 2v1 − v3, v
′
2 = v2 + 2v3, v

′
3 = v1 + 2v3.

Los tres vectores anteriores forma efectivamente base en F (K) pues el rango
de la matriz M(f) es 3.

10.20. Un endomorfismo nilpotente

Sea f : R3 → R3 la aplicación lineal que tiene respecto a la base canónica
{e1, e2, e3} asociada la matriz

A =

 0 1 − sin θ
−1 0 cos θ
− sin θ cos θ 0

 (θ constante ).

Se pide:
(a) Probar que la aplicación f3 = f ◦ f ◦ f es la aplicación nula.
(b) Si para k ∈ R se define la aplicación lineal ϕk : R3 → R3 mediante

ϕk = i+ kf + (k2/2)f2 (i aplicación identidad).

probar que el conjunto G = {ϕk : k ∈ R} es un grupo respecto de la com-
posición de aplicaciones.
(c) Si e′1 = (cos θ, sin θ, 0), e′2 = (0,−1,− sin θ), e′3 = (1, 0, cos θ), compro-
bar que {e′1, e′2, e′3} es una base de R3.
(d) Hallar la matriz de f asociada a la base {e′1, e′2, e′3}.
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10.20 Un endomorfismo nilpotente

(Propuesto como trabajo personal, Álgebra, ETS de Ing. Aeronaúticos,
UPM).

Solución. (a) La matriz de f3 en la base canónica es A3, por tanto bas-
tará demostrar que A3 = 0. Usando el teorema de Pitágoras trigonométrico:

A2 =

 0 1 − sin θ
−1 0 cos θ
− sin θ cos θ 0

 0 1 − sin θ
−1 0 cos θ
− sin θ cos θ 0

 = − cos2 θ − sin θ cos θ cos θ
− sin θ cos θ − sin2 θ sin θ
− cos θ − sin θ 1

 ,

A3 =

 − cos2 θ − sin θ cos θ cos θ
− sin θ cos θ − sin2 θ sin θ
− cos θ − sin θ 1

 0 1 − sin θ
−1 0 cos θ
− sin θ cos θ 0

 = 0.

(b) Usando conocidas propiedades de la composición de aplicaciones y que
f3 = f4 = 0 :

ϕk ◦ ϕs =

(
i+ kf +

k2

2
f2

)
◦
(
i+ sf +

s2

2
f2

)

= i+ sf +
s2

2
f2 + kf + ksf2 +

ks2

2
f3 +

k2

2
f2 +

k2s

2
f3 +

k2s2

2
f4

i+ (s+ k)f +

(
s2

2
+ ks+

k2

2

)
f2 = i+ (s+ k)f +

(k + s)2

2
f2 = ϕk+s.

La relación anterior implica que la composición es interna en G. La compo-
sición es asociativa en general, luego lo es en G. El elemento neutro i de la
composición pertenece a G pues i = ϕ0. Dado ϕk ∈ G :

i = ϕ0 = ϕk+(−k) = ϕk ◦ ϕ−k ⇒ ϕ−1
k = ϕ−k ∈ G.

Concluimos que (G.◦) es grupo. Es además abeliano pues

ϕk ◦ ϕs = ϕk+s = ϕs+k = ϕs ◦ ϕk.

(c) Dado que dimR3 = 3, para demostrar que {e′1, e′2, e′3} es una base de R3

basta demostrar que son linealmente independientes o bien que el rango de
la matriz correspondiente es 3.∣∣∣∣∣∣

cos θ sin θ 0
0 −1 − sin θ
1 0 cos θ

∣∣∣∣∣∣ = − cos2 θ − sin2 θ = −1 6= 0.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Concluimos que {e′1, e′2, e′3} es efectivamente base de R3.

(d) La matriz de cambio de la base canónica a la {e′1, e′2, e′3} es

P =

cos θ 0 1
sin θ −1 0

0 − sin θ cos θ

 .
Por un conocido teorema, la matriz de f en la nueva base {e′1, e′2, e′3} es
P−1AP. Operando obtenemos

P−1AP =

 0 0 0
cos θ sin θ cos θ sin2 θ
sin θ − cos2 θ − sin θ cos θ

 .
10.21. Hiperplanos

Sea V un espacio vectorial real de dimensión n > 1. Se dice que H es un
hiperplano de V cuando H es un subespacio vectorial de dimensión n − 1.
Se pide:
(a) Determinar cuales de los subconjuntos H1, H2, H3, H4 del espacio vec-
torial R3 son subespacios, y cuales hiperplanos. Justificar las respuestas.

H1 = {(x, x, x) : x ∈ R}, H2 = {(x, x, y) : x ∈ R, y ∈ R},
H3 = {(x, x, 0) : x ∈ R}, H4 = {(x, x, 1) : x ∈ R}.

(b) Sea f : V → R una forma lineal no idénticamente nula. Demostrar que
entonces el núcleo de f es un hiperplano de V.
(c) Enunciar la proposición rećıproca de la anterior, y estudiar su validez
(en caso afirmativo da una demostración, y en caso contrario construir un
contraejemplo.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Un vector pertenece a H1 si y sólo si es de la forma x(1, 1, 1)
con x ∈ R. Es decir, H1 = L[(1, 1, 1)], y sabemos que todo subconjunto
de un espacio vectorial de la forma L[S] es subespacio. Además, (1, 1, 1) es
linealmente independiente y genera a H1 lo cual implica que {(1, 1, 1)} es
base de H1 y por tanto dimH1 = 1. Concluimos que H1 es hiperplano de R3.

De manera análoga, H2 = L[(1, 1, 0), (0, 0, 1)], es decir H2 es subespacio de
R3. Los vectores anteriores son linealmente independientes y generan H2.
Entonces, dimH2 = 2 lo cual implica que H2 no es un hiperplano de R3.
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10.22 Endomorfismo y suma S4 = 14 + ...+ n4

Podemos expresar H3 = L[(1, 1, 0). Como se hizo para H1, concluimos que
H3 es hiperplano de R3. Por último, el vector nulo no pertenece a H4, con
lo cual no es subespacio de R3.

(b) Sea f : V → R una forma lineal no idénticamente nula, entonces existe
v ∈ V tal que f(v) = a 6= 0. Es decir, a ∈ Imf. Dado que {0} 6= Imf ⊂ R,
que Imf es subespacio de R y que dimR = 1 se deduce que dim Imf = 1.
Por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales:

dim(ker f) = dimV − dim(Imf) = n− 1⇒ ker f es hiperplano de R3.

(c) La proposición rećıproca de la anterior es: Sea f : V → R una forma
lineal. Si ker f es un hiperplano de V , entonces f no es idénticamente nula.
Esta proposición es cierta. En efecto, aplicando de nuevo el teorema de las
dimensiones para aplicaciones lineales tenemos que n = n − 1 + dim(Imf),
lo cual implica que dim(Imf) = 1 y por tanto f no es idénticamente nula.

10.22. Endomorfismo y suma S4 = 14 + ...+ n4

1. Sea R5[x] el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor que 6
con coeficientes en R. Se considera la aplicación T : R5[x]→ R5[x] definida
por ∀p(x) ∈ R5[x], T (p(x)) = p(x+ 1)− p(x). Demostrar que T es lineal.
2. Estudiar si es cierto el siguiente enunciado: p ∈ kerT ⇔ p es constante.
3. Hallar las imágenes por T de la base canónica de R5[x] y calcular T−1(x4).
4. Utilizar el resultado anterior para deducir una expresión de la suma

S4 = 14 + 24 + 34 + . . .+ n4.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. El polinomio T (p(x)) = p(x + 1) − p(x) es de grado menor
o igual que 5, en consecuencia pertenece a R5[x]. Por otra parte, ∀λ∀µ ∈
R, ∀p(x)∀q(x) ∈ R5[x] tenemos:

T [(λp(x) + µq(x))] = λp(x+ 1) + µq(x+ 1)− (λp(x) + µq(x)) =
λ(p(x+ 1)− p(x)) + µ(q(x+ 1)− q(x)) = λT (p(x) + µT (q(x)).

2. Sea p = k ∈ R5[x] constante. Entonces, T (p(x)) = k − k = 0 y en
consecuencia p(x) ∈ kerT . Reciprocamente, si p ∈ kerT entonces p(x+1)−
p(x) = 0 o de forma equivalente p(x+1) = p(x). Supongamos que p no fuera
constante. Entonces seŕıa de grado ≥ 1 y por el teorema fundamental del
Álgebra tendŕıa una ráız compleja a. Si p perteneciera a kerT se verificaŕıa
p(x+ 1) = p(x) para todo x ∈ R y por tanto:
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

p(a+ 1) = p(a) = 0, p(a+ 2) = p(a+ 1) = 0, p(a+ 3) = p(a+ 2) = 0, . . .

Es decir, p tendŕıa infinitas ráıces: a, a + 1, a + 2, . . ., lo cual es absurdo.
Podemos pues concluir que kerT = {p ∈ R5[x] : p constante}.

3. Los transformados de la base canónica B de R5[x] son:
T (1) = 1− 1 = 0,
T (x) = (x+ 1)− x = 1,
T (x2) = (x+ 1)2 − x2 = 1 + 2x,
T (x3) = (x+ 1)3 − x3 = . . . = 1 + 3x+ 3x2,
T (x4) = (x+ 1)4 − x4 = . . . = 1 + 4x+ 6x2 + 4x3,
T (x5) = (x+ 1)5 − x5 = . . . = 1 + 5x+ 10x2 + 10x3 + 5x4.

Transponiendo coeficientes, obtenemos la expresión matricial de T en B:

y1

y2

y3

y4

y5

y6

 =



0 1 1 1 1 1
0 0 2 3 4 5
0 0 0 3 6 10
0 0 0 0 4 10
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0





x1

x2

x3

x4

x5

x6

 .

Las coordenadas de x4 en la base canónica B son (0, 0, 0, 0, 1, 0)t. Por tanto,
T−1(x4) está determinado por los (x1, . . . , x6)t tales que:

0
0
0
0
1
0

 =



0 1 1 1 1 1
0 0 2 3 4 5
0 0 0 3 6 10
0 0 0 0 4 10
0 0 0 0 0 5
0 0 0 0 0 0





x1

x2

x3

x4

x5

x6

 .

Resolviendo, (x1, x2, x3, x4, x5, x6)t = (α,−1/30, 0, 1/3,−1/2, 1/5)t con α ∈
R. Por tanto T−1(x4) =

{
α− x/30 + x3/3− x4/2 + x5/5 : α ∈ R

}
.

4. Consideremos cualquier polinomio h(x) ∈ T−1(x4) (por ejemplo el corres-
pondiente a α = 0). Tal polinomio cumple T (h(x)) = x4 es decir h(x+ 1)−
h(x) = x4 (∗). Dando a x los valores 1, 2, . . . , n en (∗) obtenemos:

h(2)− h(1) = 14,
h(3)− h(2) = 24,
h(4)− h(3) = 34,

. . . ,
h(n+ 1)− h(n) = n4.
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10.23 Sucesiones exactas

Sumando y cancelando obtenemos h(n+1)−h(n) = 14 +24 + . . .+n4 = S4.
Es decir:

S4 = h(n+ 1)− h(1) =

−n+ 1

30
+

(n+ 1)3

3
− (n+ 1)4

2
+

(n+ 1)5

5
+

1

30
− 1

3
+

1

2
− 1

5
.

Operando y simplificando obtenemos:

S4 = 14 + 24 + 34 + . . .+ n4 =
n(2n+ 1)(n+ 1)(3n2 + 3n− 1)

30
.

10.23. Sucesiones exactas

Sean E, F, G, H espacios vectoriales, y sean f : E → F , g : F → G,

h : G → H aplicaciones lineales. Se dice que la sucesión E
f→ F

g→ G es
exacta en F cuando Imf = ker g.
(a) Supongamos que dimE = 0. Enunciar y demostrar una condición nece-

saria y suficiente que ha de cumplir g para que la sucesión E
f→ F

g→ G sea
exacta en F .
(b) Supongamos que dimH = 0. Enunciar y demostrar una condición ne-

cesaria y suficiente que ha de cumplir g para que la sucesión F
g→ G

h→ H
sea exacta en G.
(c) Supongamos que la sucesión E

f→ F
g→ G

h→ H es exacta en F y exacta
en G. Estudiar la validez de la proposición f es sobreyectiva si y sólo si h es
inyectiva. Dar una demostración o construir un contraejemplo.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Por hipótesis dimE = 0, esto equivale a E = {0}. Tenemos

por tanto la sucesión {0} f→ F
g→ G lo cual implica que f es necesariamente

la aplicación cero al ser f lineal. Se deduce que Imf = {0}. Entonces

{0} f→ F
g→ G es exacta en F ⇔ Imf = ker g ⇔
{0} = ker g ⇔ g es inyectiva.

Es decir, la sucesión dada es exacta en F si y sólo si g es inyectiva.
(b) Por hipótesis dimH = 0. Esto equivale a H = {0}. Tenemos por tanto

la sucesión F
g→ G

h→ {0} lo cual implica que kerh = G. Entonces

F
g→ G

h→ {0} es exacta en G⇔ Img = kerh⇔
Img = G⇔ g es sobreyeciva.

Es decir, la sucesión dada es exacta en G si y sólo si g es sobreyectiva.
(c) Por hipótesis Imf = ker g e Img = kerh. Tenemos
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

f es sobreyectiva ⇒ Imf = F = ker g ⇒
Img = {0} = kerh⇒ h es inyectiva.

h es inyectiva ⇒ kerh = {0} = Img ⇒
ker g = F = Imf ⇒ f es sobreyectiva.

La proposición es por tanto válida.

10.24. Endomorfismo en un subespacio de C(R).

En el espacio vectorial C(R) de las funciones continuas de R en R se consi-
deran φ1, φ2, φ3 definidas ∀x ∈ R por:

φ1(x) = 1, φ2(x) = x, φ3(x) = x log |x| si x 6= 0, φ3(0) = 0.

1. Probar que B = (φ1, φ2, φ3) es una familia libre en C(R). Si E es el
subespacio vectorial de C(R) generado por B, demostrar que la funcion φ :
R→ R definida por: φ(x) = 1 + x− x log |x| si x 6= 0, φ(0) = 0 pertenece a
E y hallar sus coordenadas en la base B.
2. Sea f el endomorfismo en E cuya matriz respecto de B es:

M =

 2 −2 1
2 −3 2
−1 2 0

 .
Estudiar si f es automorfismo y determinar en su caso f−1. Resolver la
ecuación f(ϕ) = φ, donde φ es la función definida en el apartado anterior.
3. Calcular (M − I)(M + 3I). Expresar M2 y M−1 en función de M y de I.
Probar que ∀n ∈ Z, ∃un, vn ∈ R tales que Mn = unI + vnM y que un + vn
es constante.
4. Expresar un, vn y Mn en función de n para n ≥ 0.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales , UPM).

Solución. 1. Es sencillo comprobar que las funciones φ1, φ2, φ3 son efectiva-
mente continuas en R. En cualquier caso y de la redacción de este apartado
parece darse por supuesto que lo son. Veamos que forman un sistema libre.
Consideremos una combinación lineal de estas funciones igualada a la fun-
ción cero, es decir λ1φ1 + λ2φ2 + λ3φ3 = 0. Dando a x los valores 0, 1, e
obtenemos: 

λ1 = 0
λ1 + λ2 = 0

λ1 + eλ2 + eλ3 = 0.
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10.24 Endomorfismo en un subespacio de C(R).

de lo que se deduce que λ1 = λ2 = λ3 = 0 y por tanto B es una familia
libre. Por otra parte de la definición de φ se deduce inmediatamente que
φ = φ1 + φ2 − φ3. Esto prueba que φ ∈ E y además que las coordenadas de
φ en B son (1, 1,−1).

2. La ecuación matricial de f en la base B es:y1

y2

y3

 =

 2 −2 1
2 −3 2
−1 2 0

x1

x2

x3

 . (1)

Como det(M) = −3 6= 0 tenemos que dim(ker f) = 3 − rg(M) = 0, lo cual
implica que ker f = {0} y f es inyectiva. Por el teorema de las dimensiones
para aplicaciones lineales, dim(Imf) = 3 y f es sobreyectiva. En consecuen-
cia, f es automorfismo.

Si (x1, x2, x3)t son las coordenadas de ϕ en B entonces, usando (1) y que
las coordenadas de φ en B son (1, 1,−1)t se ha de verificar: 1

1
−1

 =

 2 −2 1
2 −3 2
−1 2 0

x1

x2

x3

 .
Resolviendo obtenemos (x1, x2, x3)t = (1/3, 1/3, 1/3) o de manera equiva-
lente ϕ = (1/3)(φ1 + φ2 + φ3). Queda por tanto:

ϕ(x) =
1− x− x log |x|

3
si x 6= 0, ϕ(0) =

1

3
.

3. Operando obtenemos (M − I)(M + 3I) = 0 o bien M2 + 2M − 3I = 0,
por tanto M2 = 3I − 2M . Por otra parte:

M2 + 2M − 3I = 0⇔M(M + 2I) = 3I ⇔M

(
1

3
(M + 2I)

)
= I.

Se deduce pues que M−1 = (1/3)(M + 2I). Veamos por inducción que si
n ≥ 0 existen un, vn ∈ R tales que Mn = unI + vnM . Tenemos:

M0 = I = 1I + 0M, M1 = 0I + 1M, M2 = 3I − 2M.

En consecuencia es cierto para n = 0, 1, 2 verificándose además para estos
valores de n que un + vn = 1. Supongamos que es cierto para n, entonces:

Mn+1 = (unI + vnM)M = unM + vnM
2 =

unM + vn(3I − 2M) = 3vnI + (un − 2vn)M.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Existen pues un+1 = 3vn, vn+1 = un−2vn tales que Mn+1 = un+1I+vn+1M
cumpliéndose además un+1 + vn+1 = 3vn + (un − 2vn) = un + vn = 1.

Procedemos de análoga manera para M−k con k > 0: M−1 = (2/3)I +
(1/3)M es decir, M−1 = u−1I + v−1M con u−1 + v−1 = 1. Si M−k =
u−k + v−kM con u−k + v−k = 1 entonces:

M−k−1 = M−kM−1 = (u−k + v−kM)

(
2

3
I +

1

3
M

)
=

. . . =
2u−k + 3v−k

3
I +

u−k
3
M = u−k−1I + v−k−1M,

en donde hemos usado M2 = 3I−2M . Como u−k−1+v−k−1 = u−k+v−k = 1,
podemos concluir que para todo n ∈ Z existen números reales un y vn cuya
suma es constante e igual a 1 tales que Mn = unI + vnM .

4. Efectuando la división eucĺıdea de xn entre x2 + 2x− 3 obtenemos:

xn = (x2 + 2x− 3)q(x) + αx+ β (α, β ∈ R). (2)

Sustituyendo x por M en (2), obtenemos Mn = αM + βI. Para determinar
α, β sustituimos x por las ráıces de x2 + 2x − 3, es decir por 1 y por −3,
obteniendo un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que resuelto,
proporciona los valores:

α =
1− (−3)n

4
, β =

3 + (−3)n

4
.

Obtenemos Mn en función de n:

Mn =
1− (−3)n

4
M +

3 + (−3)n

4
I (n ≥ 0),

con lo cual quedan determinados un y vn en función de n.

10.25. Un operador traspuesto en el espacio dual

Sea E = {p ∈ R[x] : gr p < 5}, F = {p ∈ E : p(0) = p(1) = 0}, f el
endomorfismo en E definido por:

a0 +a1x+a2x
2 +a3x

3 +a4x
4 → a0 +a1x+ (a2−a4)x2− (a1 +a2−a4)x3.

y g la restricción de f a F. Se pide:
1. Demostrar que F es un espacio vectorial y hallar una base B de F.
2. Demostrar que f(F ) ⊂ F y hallar la matriz de g respecto de B.
3. Determinar unas bases de ker g e Im g.
4. Obtener la matriz gt, operador traspuesto de g, respecto de la base dual
de B, y hallar la imagen de x3 − x por la forma lineal gt(φ) siendo φ el
elemento de F ∗ definido por φ(p) = 2.
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10.25 Un operador traspuesto en el espacio dual

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Dado que E es espacio vectorial y F ⊂ E, bastará demostrar
que F es subespacio de E. Usamos una conocida caracterización de subespa-
cios. (i) El polinomio nulo claramente pertenece a F. (ii) Para todo λ, µ ∈ R
y p, q ∈ F, se verifica{

(λp+ µq)(0) = λp(0) + µq(0) = λ · 0 + µ · 0 = 0
(λp+ µq)(1) = λp(1) + µq(1) = λ · 0 + µ · 0 = 0.

Es decir, λp+µq ∈ F. Concluimos que F es subespacio de E. Hallemos una
base de F. Los polinomios p(x) = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 de F son
los que cumplen p(0) = p(1) = 0. Por tanto:

p ∈ F ⇔
{

a0 = 0
a0 + a1 + a2 + a3 + a4 = 0.

(1)

Tenemos aśı unas ecuaciones cartesianas de F respecto de la base canónica
Bc de E. Su dimensión es

dimF = dimE − rg

[
1 0 0 0 0
1 1 1 1 1

]
= 5− 2 = 3.

Dando a las incógnitas libres a2, a3, a4 los valores de las filas de la matriz
identidad de orden 3, obtenemos una base de F expresada en coordenadas
en Bc :

{(0, −1, 1, 0, 0), (0, −1, 0, 1, 0), (0, −1, 0, 0, 1)}.

En consecuencia, una base de F es B = {−x+ x2, −x+ x, −x+ x4}.

2. Si un polinomio p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 pertenece a F,

entonces satisface las condiciones (1). El transformado de p(x) por f es el
polinomio

q(x) = a0 + a1x+ (a2 − a4)x2 − (a1 + a2 − a4)x3.

Se verifica q(0) = a0 = 0, q(1) = 0 lo cual implica que f [p(x)] ∈ F. Hemos
demostrado que f(F ) ⊂ F, en consecuencia está bien definida la restricción
g : F → F. De acuerdo con la definición de g :

g(−x+ x2) = −x+ x2

g(−x+ x3) = −x+ x3

g(−x+ x4) = −x− x2 + 2x3 = −(−x+ x2) + 2(−x+ x3).

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz A pedida:
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

A =

1 0 −1
0 1 2
0 0 0

 .
3. La expresión matricial de g en la base B esy1

y2

y3

 =

1 0 −1
0 1 2
0 0 0

x1

x2

x3

 .
Entonces,

ker g ≡

1 0 −1
0 1 2
0 0 0

x1

x2

x3

 =

0
0
0

⇔ {
x1 − x2 = 0
x2 + 2x3 = 0.

La dimensión del núcleo es dim(ker g) = dimF − rgA = 3 − 2 = 1. Dando
a x3 el valor 1 obtenemos una base de ker g en coordenadas con respecto de
B : {(−2,−2, 1)}. Corresponde al vector de F :

−2(x− x2)− 2(−x+ x3) + 1(−x+ x4) = −x+ 2x2 − 2x3 + x4.

Es decir, una base de ker g es Bker g = {−x+ 2x2− 2x3 +x4}. El rango de A
es 2, y sus dos primeras columnas son linealmente independientes, por tanto
determinan una base de Im g en coordenadas en B. En consecuencia, una
base de la imagen de g es BIm g = {−x+ x2,−x+ x3}.

4. Por un conocido teorema, si M es la matriz de una aplicación lineal
h : V →W en unas bases BV y BW , entonces la aplicación lineal traspuesta
las bases ht : W ∗ → V ∗ es M t. En nuestro caso la matriz pedida es:

At =

 1 0 0
0 1 0
−1 2 0

 .
Por definición de aplicación lineal traspuesta, gt(φ) = φ ◦ g en consecuen-
cia (gt(φ))(x3 − x) = (φ ◦ g)(x3 − x). Usando la expresión matricial de g
deducimos inmediatamente que g(x3 − x) = x3 − x. Entonces,

(gt(φ))(x3 − x) = φ(x3 − x) = 23 − 2 = 6.

10.26. Interpolación en el espacio dual

Sea V el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y de grado
menor o igual que 2. Se consideran las formas lineales f0, f1, f2 : V → R
definidas por

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



10.26 Interpolación en el espacio dual

< f0, p(x) >= p(0), < f1, p(x) >= p′(0), < f2, p(x) >= p′′(0).

Estas formas lineales son una base del espacio dual V ∗.
1. Encontrar una base de V cuya dual sea la base {f0, f1, f2}. Encontrar un
polinomio q(x) (de V ) tal que q(0) = 0!, q′(1) = 1!, q′′(0) = 2!.
2. Encontrar un polinomio r(x) (de V ) tal que

r(0) = 0!

r′(0) + r′′(0) = 1! + 2!

r(0) + r′(0) + r′′(0) = 0! + 1! + 2!.

¿Queda r(x) determinado uńıvocamente por las condiciones anteriores? En
V , se consideran las formas lineales g0, g1, g2 : V → R definidas por

< g0, p(x) >= p(0)

< g1, p(x) >= p′(0) + p′′(0)

< g2, p(x) >= p(0) + p′(0) + p′′(0).

¿ Son una base de V ∗?

Sea ahora E un espacio vectorial real de dimensión n+1 y h0, h1, h2, . . . , hn,
n+1 formas lineales en E, hi : E → R y sean z0, z1, z2, . . . , zn, n+1 números
reales. Se denomina problema de interpolación al siguiente:
Encontrar un elemento v de E tal que

< h0, v >= z0, < h1, v >= z1, < h2, v >= z2, . . . < hn, v >= zn

Aśı pues, los los problemas de los apartados 1. y 2. son problemas de inter-
polación.

3. Demostrar que una condición suficiente para que un problema de in-
terpolación tenga solución y sea única, para cada conjunto de números
z0, z1, z2, . . . , zn es que las formas lineales h0, h1, h2, . . . , hn sean una base
de E∗. Indicación: Expresar la posible solución en la base de E cuya dual
es h0, h1, h2, . . . , hn.
4. ¿Esta condición es también necesaria? Dar una demostración o un con-
traejemplo.

En el espacio V de los apartados 1. y 2. se considera la base s0(x) = 1,
s1(x) = 1 + x, s2(x) = 1 + x+ x2.

5. Calcular los determinantes∣∣∣∣∣∣
< f0, s0 > < f1, s0 > < f2, s0 >
< f0, s1 > < f1, s1 > < f2, s1 >
< f0, s2 > < f1, s2 > < f2, s2 >

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
< g0, s0 > < g1, s0 > < g2, s0 >
< g0, s1 > < g1, s1 > < g2, s1 >
< g0, s2 > < g1, s2 > < g2, s2 >

∣∣∣∣∣∣ .
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

En el espacio E del apartado 3. se considera una base {e0, e1, e2, . . . , en}.
Enunciar y demostrar una condición necesaria y suficiente sobre el valor del
determinante

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣
< h0, e0 > . . . < hn, e0 >

...
...

< h0, en > . . . < hn, en >

∣∣∣∣∣∣∣
para que el problema de interpolación tenga solución única para cada con-
junto de números z0, z1, . . . , zn.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Sea {p0(x), p1(x), p2(x)} la base de V cuya dual es {f0, f1, f2}.
Por definición de base dual se ha de verificar < fi, pj(x) >= δij (deltas de
Kronecker). Llamando p0(x) = a+ bx+ cx2 tenemos

< f0, p0(x) >= 1
< f1, p0(x) >= 0
< f2, p0(x) >= 0

⇔


a = 1
b = 0

2c = 0.

Obtenemos pues p0(x) = 1. Razonando de manera análoga para p1(x) y
p2(x), obtenemos p1(x) = x y p2(x) = x2/2. Sea ahora q(x) = α+βx+γx2,
imponiendo las condiciones dadas obtenemos α = β = γ = 1, es decir
q(x) = 1 + x+ x2.

2. Sea r(x) = A+Bx+ Cx2. Entonces
r(0) = 0!

r′(0) + r′′(0) = 1! + 2!
r(0) + r′(0) + r′′(0) = 0! + 1! + 2!

⇔


A = 1

B + 2C = 3
A+B + 2C = 4.

Las soluciones del sistema son A = 1, B = 3 − 2λ, C = λ con λ ∈ R. El
sistema es indeterminado, por tanto r(x) no está uńıvocamente determinado
por las condiciones dadas. Para λ = 0 (por ejemplo) obtenemos uno de ellos:
r(x) = 1 + 3x. Es claro que g2 = g0 + g1 lo cual implica que {g0, g1, g2} no
es sistema libre y por tanto no es base de V.

3. Supongamos que B∗ = {h0, . . . , hn} es base de E∗ y consideremos la
base B = {u0, . . . , un} de E cuya dual B∗. Consideremos el vector v =
z0u0 + . . .+ znun. Entonces, por definición de base dual

< h0, v >=< h0, z0u0 + . . .+ znun >= z0

. . .
< hn, v >=< hn, z0u0 + . . .+ znun >= zn.
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10.26 Interpolación en el espacio dual

Esto implica que el problema de interpolación tiene solución para cada con-
junto de números z0, . . . , zn. Además, es única pues si otro vector u =
λou0 + . . . + λun fuera solución, aplicando las condiciones < hi, u >= zi
obtenemos inmediatamente λi = zi para todo i = 0, . . . , n, es decir u = v.

4. Veamos que la condición también es necesaria. Supongamos que para todo
conjunto de números z0, . . . , zn, el problema de interpolación tiene solución.
Dado que dimE∗ = dimE = n+1, para demostrar que {h0, . . . , hn} es base
de E∗ basta demostrar que son linealmente independientes. Supongamos que

λ0h0 + . . .+ λnhn = 0.

Para todo i = 0, . . . , n, elijamos (z0, . . . , zn) = Zi en donde Zi representa el
i-ésimo vector de la base canónica de Rn+1. Por hipótesis existe un vector
vi ∈ E tal que

< h0, vi >= 0, < h1, vi >= 0, . . . , < hi, vi >= 1, . . . , < hn, vi >= 0.

Entonces, < λ0h0 + . . .+ λnhn, vi >= λi = 0 para todo i = 0, . . . , n, lo cual
demuestra que {h0, . . . , hn} es base de E.

5. Tenemos∣∣∣∣∣∣
< f0, s0 > < f1, s0 > < f2, s0 >
< f0, s1 > < f1, s1 > < f2, s1 >
< f0, s2 > < f1, s2 > < f2, s2 >

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 1 0
1 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 2.

∣∣∣∣∣∣
< g0, s0 > < g1, s0 > < g2, s0 >
< g0, s1 > < g1, s1 > < g2, s1 >
< g0, s2 > < g1, s2 > < g2, s2 >

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 2
1 3 4

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Veamos que una condición necesaria y suficiente para que el problema de in-
terpolación tenga solución única para cada conjunto de números z0, z1, . . . , zn
es que ∆ 6= 0. Como consecuencia de los apartados 3. y 4., basta demostrar
que:

∆ 6= 0⇔ h0, . . . , hn son linealmente independientes.

⇒) Sea λoh0 + . . .+ λnhn = 0. Entonces
< λ0h0 + . . .+ λnhn, e0 >= 0

. . .
< λ0h0 + . . .+ λnhn, en >= 0

⇔


λ0 < h0, e0 > + . . .+ λn < hn, e0 >= 0

. . .
λ0 < h0, en > + . . .+ λn < hn, en >= 0.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

El determinante de la matriz del sistema homogéneo anterior es ∆ 6= 0, por
tanto la única solución es λ0 = . . . = λn = 0.

⇐) Por reducción al absurdo. Si ∆ 6= 0, existe una columna combinación
lineal de las demás. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que es la
última. Dado que las aplicaciones lineales están determinadas conociendo
los transformados de una base del espacio inicial, tenemos que hn es de la
forma hn = µ0h0 + . . .+ µn−1hn−1 y {h0, . . . , hn} no es base de E∗.

10.27. Clasificación de una familia de endomor-
fismos

Se consideran los homomorfismos fλ de un espacio vectorial real E de di-
mensión 3 definidos por las ecuaciones

fλ(e1) = e1 + e2 + λe3

fλ(e2) = e1 + λe2 + e3

fλ(e1) = e1 + e2 + λ2e3.

donde λ ∈ R y B = {e1, e2, e3} es una base de E.
1. Clasificar en función de λ los distintos endomorfismos fλ indicando su
naturaleza. Para aquellos fλ que no sean automorfismos, definir la imagen
y el núcleo. Para los que sean automorfismos, definir su inverso.
2. Dado el vector b = e1 + 2e2 + e3 disentir la existencia o no de solución de
la ecuación fλ(x) = b.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Caminos, UPM).

Solución. 1. Trasponiendo coeficientes obtenemos la matriz Aλ del endo-
morfismo fλ respecto de la base B y la expresión matricial correspondiente.

A =

1 1 1
1 λ 1
λ 1 λ2

 ,

y1

y2

y3

 = Aλ

x1

x2

x3


Hallemos dim(Imfλ), es decir rg(Aλ). Efectuando las transformaciones por
filas F2−F1, F3−λF1 y luego F3 +F2 obtenemos la forma escalonada de la
matriz Aλ :

Aλ =

1 1 1
1 λ 1
λ 1 λ2

 ∼
1 1 1

0 λ− 1 0
0 1− λ λ2 − λ

 ∼
1 1 1

0 λ− 1 0
0 0 λ2 − λ

 .
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10.27 Clasificación de una familia de endomorfismos

Primer caso: λ2−λ = 0. Equivale a decir λ = 0 o λ = 1. Para λ = 0 tenemos
dim(Imf0) = rg(A0) = 2 y por el teorema de las dimensiones para aplicacio-
nes lineales, dim(ker f0) = 1. Para λ = 1 tenemos dim(Imf1) = rg(A1) = 1 y
por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales, dim(ker f) = 2.

Segundo caso: λ2 − λ 6= 0. Equivale a decir λ 6= 0 y λ 6= 1. En este caso
tenemos dim(Imfλ) = rg(Aλ) = 3 y de nuevo, por el teorema de las dimen-
siones para aplicaciones lineales, dim(ker fλ) = 0. Es decir, en este segundo
caso cada aplicación fλ es inyectiva y sobre, por tanto isomorfismo. Al ser
endomorfismo, es automorfismo.

Podemos pues concluir para la familia de endomorfismos dada, tenemos
automorfismos exactamente para λ 6= 0 y λ 6= 1. Definamos ahora el núcleo
y la imagen en los casos que no son automorfismos. Usando la expresión
matricial de fλ obtenemos de forma inmediata unas ecuaciones cartesianas
del núcleo y unas ecuaciones paramétricas de la imagen:

ker(f0) ≡


x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x3 = 0
x2 = 0

Im(f0) ≡


y1 = x1 + x2 + x3

y2 = x1 + x3

y3 = x2

(xi ∈ R),

ker(f1) ≡
{
x1 + x2 + x3 = 0 Im(f1) ≡


y1 = x1 + x2 + x3

y2 = x1 + x2 + x3

y3 = x1 + x2 + x3

(xi ∈ R).

Ahora encontramos fácilmente unas bases de estos subespacios en coorde-
nadas con respecto de la base B :

Bker(f0) = {(−1, 0, 1)} , BIm(f0) = {(1, 1, 0), (1, 0, 1)},
Bker(f1) = {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)} , BIm(f1) = {(1, 1, 1)}.

Es decir:

Bker(f0) = {−e1 + e3} , BIm(f0) = {e1 + e2, e1 + e3},
Bker(f1) = {−e1 + e2, −e1 + e3} , BIm(f1) = {e1 + e2 + e3}.

Por un conocido teorema, para cada automorfismo, es decir para cada λ 6= 0
y λ 6= 1 la matriz de su automorfismo inverso es (Aλ)−1.

2. La existencia de soluciones de la ecuación fλ(x) = b equivale a la existencia
de soluciones del sistema:1 1 1

1 λ 1
λ 1 λ2

x1

x2

x3

 =

1
1
1

 .
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

Efectuando las transformaciones por filas F2−F1, F3− λF1 y luego F3 +F2

obtenemos la forma escalonada del sistema: 1 1 1 1
1 λ 1 1
λ 1 λ2 1

 ∼
 1 1 1 1

0 λ− 1 0 0
0 1− λ λ2 − λ 1− λ


∼

 1 1 1 1
0 λ− 1 0 0
0 0 λ2 − λ 1− λ

 .
Para λ 6= 0 y λ 6= 1, el sistema es compatible y determinado y por tanto
la ecuación tiene solución única. Para λ = 0, el sistema es incompatible y
la ecuación no tiene solución. Para λ = 1, el sistema es indeterminado y la
ecuación tiene infinitas soluciones.

10.28. Dos aplicaciones lineales

Sea E el espacio vectorial de las funciones reales de una variable real que
son indefinidamente derivables, con las operaciones habituales de suma de
funciones y producto por números reales. Se consideran en E las aplicaciones
I y D definidas por

I (f(x)) =

∫ x

0
f(t) dt, D (f(x)) = f ′(x).

a) Demostrar que I y D son aplicaciones lineales de E en E.
b) Determinar D ◦ I − I ◦ D.
c) Hallar ker (Id− I) y ker (Id−D) , siendo Id la identidad en E.
d) ¿Existen la aplicación inversa de Id−D?

Solución. a) Sea f ∈ E. Por el teorema fundamental del Cálculo,

d

dx
I (f(x)) =

d

dx

(∫ x

0
f(t) dt

)
= f(x).

Como f(x) es infinitamente derivable, también lo es I (f(x)) , y por tanto
I (f(x)) ∈ E. Es decir, I : E → E está bien definida. Veamos que es lineal.
Para todo λ, µ ∈ R y para todo f, g ∈ E :

I(λf + µg) =

∫ x

0
(λf(t) + µg(t)) dt

= λ

∫ x

0
f(t) dt+ µ

∫ x

0
g(t) dt = λI(f) + µI(g).
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10.28 Dos aplicaciones lineales

Si f ∈ E, es infinitamente derivable luego también lo es f ′(x), y por tanto
D (f(x)) ∈ E. Es decir, D : E → E está bien definida. Veamos que es lineal.
Para todo λ, µ ∈ R y para todo f, g ∈ E :

D(λf(x) + µg(x)) = (λf(x) + µg(x))′

= λf ′(x) + µg′(x) = λD(f(x)) + µD(g(x)).

b) Para todo f(x) ∈ E :

(D ◦ I − I ◦ D) (f(x)) = (D ◦ I) (f(x))− (I ◦ D) (f(x))

= D [I (f(x))]− I [D (f(x))] = D
(∫ x

0
f(t) dt

)
− I

(
f ′(x)

)
= f(x)−

∫ x

0
f ′(t) dt = f(x)− (f(x)− f(0)) = f(0).

En la última linea hemos aplicado la regla de Barrow.

c) Tenemos:

f(x) ∈ ker (Id− I)⇔ (Id− I) (f(x)) = 0⇔ f(x)−
∫ x

0
f(t) dt = 0.

Derivando la última igualdad, obtenemos f ′(x) = f(x), y por un sencillo
resultado de ecuaciones diferenciales, f(x) es necesariamente de la forma
f(x) = kex con k ∈ R. Ahora bien,

(Id− I) (kex) = kex −
∫ x

0
ket dt = kex − k(ex − 1) = k,

por tanto ha de ser k = 0. Concluimos que ker (Id− I) = {0}.

Hallemos ahora el otro núcleo. Tenemos:

f(x) ∈ ker (Id−D)⇔ (Id−D) (f(x)) = 0⇔ f(x)− f ′(x) = 0,

y f(x) es necesariamente de la forma f(x) = kex con k ∈ R. Rećıprocamente,
si f(x) = kex, entonces (Id−D) (f(x)) = kex − kex = 0 luego f(x) ∈
ker (Id−D) . Por tanto,

ker (Id−D) = {f(x) = kex : k ∈ R}.

d) Dado que ker(Id−D) 6= {0}, la aplicación Id−D no es inyectiva, luego
no tiene inversa.
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Caṕıtulo 10. Aplicaciones lineales

10.29. Endomorfismo en C sobre R

Sea C el espacio vectorial de los números complejos respecto del cuerpo R
de los números reales. Se considera la aplicación f : C → C definida para
todo z ∈ C por f(z) = uz, en donde u = 1 + i siendo i la unidad imaginaria.

1. Demostrar que f es una aplicación lineal.
2. Determinar la matriz asociada a f respecto de la base canónica {1, i}.
3. Determinar el núcleo y la imagen de f.
4. Determinar según el valor de n entero y positivo, la matriz de fn respecto
de la base canónica.
5. Determinar la dimensión del espacio vectorial sobre R formado por todas
las aplicaciones lineales que son combinación lineal de las fn, es decir del
espacio vectorial F = {

∑
n∈N anf

n : an ∈ R}.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Para cualquier par de escalares λ, µ ∈ R y para cada par de
vectores z, w ∈ C se verifica:

f(λz + µw) = u(λz + µw)

= λuz + µuw

= λf(z) + µf(w).

Es decir, f es lineal.

2. Hallando los transformados por f de la base canónica obtenemos la matriz
A pedida: {

f(1) = (1 + i)1 = 1 + i
f(i) = (1 + i)i = −1 + i

⇒ A =

[
1 −1
1 1

]
.

3. Denotemos por (x1, x2)t ∈ R2 a las coordenadas de un vector z ∈ C y por
(y1, y2)t ∈ R2 a las coordenadas de su transformado f(z). Entonces[

y1

y2

]
=

[
1 −1
1 1

] [
x1

x2

]
⇒ ker f ≡

{
x1 − x2 = 0
x1 + x2 = 0

⇒ x1 = x2 = 0.

Es decir, ker f = {0}. Usando el teorema de las dimensiones para aplica-
ciones lineales, tenemos dimC = dim ker f + dim Imf o equivalentemente
dim Im f = 2 lo cual implica Imf = C.

4. La matriz de fn respecto de la base canónica es An. Las primeras potencias
son:

A1 = A, A2 =

[
0 −2
2 0

]
, A3 =

[
−2 −2

2 −2

]
, A4 =

[
−4 0

0 −4

]
= −4I.
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10.29 Endomorfismo en C sobre R

De lo cual deducimos
A5 = −4A
A6 = −4A2

A7 = −4A3

A8 = (−4)2I


A9 = (−4)2A
A10 = (−4)2A2

A11 = (−4)2A3

A12 = (−4)3I

. . .


A4k+1 = (−4)kA
A4k+2 = (−4)kA2

A4k+3 = (−4)kA3

A4k = (−4)kI

para todo entero k ≥ 0.

5. Fijada una base B en un espacio vectorial E de dimensión n sobre el cuer-
po K, sabemos que la aplicación entre el álgebra End E de los endomorfis-
mos sobre E y el álgebra de matrices Kn×n que asocia a cada endomorfismo
f ∈ End E su matriz con respecto a B, es un isomorfismo de álgebras. En
consecuencia bastará hallar la dimensión del subespacio vectorial de R2×2

dado por F1 = {
∑

n∈N anA
n : an ∈ R}.

De los resultados del apartado 4. deducimos que este espacio está generado
por el sistema de vectores {I, A,A3, A3}, es decir por los vectores

I =

[
1 0
0 1

]
, A =

[
1 −1
1 1

]
, A2 =

[
0 −2
2 0

]
, A3 =

[
−2 −2

2 −2

]
.

Expresando estos vectores en coordenadas respecto de la base canónica de
R2×2 tenemos

dimF = dimF1 = rg


1 0 0 1
1 −1 1 1
0 −2 2 0
−2 −2 2 −2

 = 2.
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Caṕıtulo 11

Valores y vectores propios

11.1. Concepto de valor y vector propio

1. Se considera el endomorfismo f : R2 → R2 dado por

f

(
x1

x2

)
=

(
2 2
1 3

)(
x1

x2

)
.

Analizar cuales de los siguientes vectores son vectores propios de f

v = (1, 1)t, v = (−2, 1)t, w = (3, 1)

2. Sea E el espacio vectorial

E = {x : R→ R : x es infinitamente derivable en R}.

Demostrar que para todo a ∈ R, la función v(t) = eat es vector propio del
endomorfismo

f : E → E, f (x(t)) = x′(t).

3. En el espacio vectorial real E de los vectores libres del plano se considera
el endomorfismo f que rota cada vector x ∈ E un ángulo θ = 900. Demostrar
que f no tiene vectores propios.

4. Sea E 6= {0} un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Hallar los valores y
vectores propios de los endomorfismos

(a) 0 : E → E, 0(x) = 0 ∀x ∈ E (endomorfismo nulo).
(b) I : E → E, I(x) = x ∀x ∈ E (endomorfismo identidad).

5. Se considera la matriz

A =


a b b b
b a b b
b b a b
b b b a

 (a, b ∈ R).

379
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11.1 Concepto de valor y vector propio

Comprobar que u = (1, 1, 1, 1)t y v = (1, 0, 0,−1)t son vectores propios de
la matriz A.

6. Una matriz cuadrada A se dice que es involutiva si, y sólo si A2 = I.
Demostrar que si λ es valor propio de una matriz involutiva, entonces λ = 1
o λ = −1.

7. Supongamos que x es un vector propio de un endomorfismo f : E → E,
asociado a un valor propio λ. Demostrar que para todo entero n > 0, x
también es un vector propio de fn correspondiente a λn.

Solución. 1. Vector u:

f(u) =

(
2 2
1 3

)(
1
1

)
=

(
4
4

)
= 4

(
1
1

)
= 4u, por tanto u es vector propio de

f asociado al valor propio λ = 4.

Vector v :

f(v) =

(
2 2
1 3

)(
−2
1

)
=

(
−2
1

)
= 1

(
−2
1

)
= 1v, es decir v es vector propio

de f asociado al valor propio λ = 1.

Vector w :

f(w) =

(
2 2
1 3

)(
3
1

)
=

(
8
6

)
, ahora bien,

(
8
6

)
= λ

(
3
1

)
⇔ λ = 8/3 y λ = 6.

No existe λ ∈ R satisfaciendo las condiciones anteriores, luego w no es vector
propio de f .

2. Para todo a ∈ R la función v(t) = eat es no nula y se verifica

f (v(t)) = v′(t) = aeat = av(t).

Es decir, v(t) = eat es vector propio de f asociado al valor propio λ = a.

3. Si x ∈ E es no nulo, entonces f(x) es no nulo y está en distinta dirección
que x. Esto implica que f(x) no es proporcional a x o equivalentemente
f(x) 6= λx para todo λ ∈ R. Es decir, f no tiene ni valores ni vectores pro-
pios.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

4. (a) Para todo x ∈ E no nulo se verfica 0(x) = 0 = 0x, es decir todo vector
no nulo de E es valor propio del endomorfismo nulo asociado al único valor
propio λ = 0.

(b) Para todo x ∈ E no nulo se verifca I(x) = x = 1x, es decir todo vector
no nulo de E es valor propio del endomorfismo identidad asociado al único
valor propio λ = 1.

5. Tenemos

Au =


a b b b
b a b b
b b a b
b b b a




1
1
1
1

 =


a+ 3b
a+ 3b
a+ 3b
a+ 3b

 = (a+ 3b)


1
1
1
1

 ,

Av =


a b b b
b a b b
b b a b
b b b a




1
0
0
−1

 =


a− b

0
0

b− a

 = (a− b)


1
0
0
−1

 .
Es decir, u es vector propio de A correspondiente al valor propio λ = a+ 3b,
y v lo es correspondiente al λ = a− b

6. Si λ es valor propio de la matriz involutiva A, existe vector columna x no
nulo tal que Ax = λx. Multiplicando por A :

A(Ax) = A(λx)⇒ A2x = λ(Ax)⇒ Ix = λ(λx)⇒ x = λ2x

⇒
(
λ2 − 1

)
x = 0 ⇒︸︷︷︸

x6=0

λ2 − 1 = 0⇒ λ = 1 ∨ λ = −1.

7. Tenemos que demostrar que fn(x) = λnx para todo entero n > 0. Apli-
camos el método de inducción.

Paso base. Por hipótesis, f(x) = λx, es decir f1(x) = λ1x lo cual implica
que la propiedad es cierta para n = 1.

Paso de inducción. Se la propiedad cierta para n. Veamos que es cierta para
n+ 1. En efecto, usando la hipótesis de inducción y que fn (composición de
aplicaciones lineales) es lineal:

fn+1(x) = f (fn(x)) = f(λnx) = λnf(x) = λnλx = λn+1x.

La fórmula es cierta para n+ 1.
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11.2 Primeras propiedades de los valores y vectores propios

11.2. Primeras propiedades de los valores y vecto-
res propios

1. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensión finita n y f :
E → E un endomorfismo. Demostrar que si B es una base de E formada
por vectores propios de f , entonces la matriz de f en la base B es diagonal.

2. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y f : E → E un endomorfismo.
Sea λ valor propio de f . Demostrar que Vλ = {x ∈ E : f(x) = λx} es
subespacio vectorial de E.

3. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y f : E → E un endomorfismo
que admite m valores propios distintos λ1, . . . , λm. Sea S = {x1, . . . , xm} en
donde para cada i = 1, . . . ,m, xi es vector propio asociado a λi. Demostrar
que S es un sistema libre.

Solución. 1. Sea B = {e1, e2, . . . , en} una base de E formada por vectores
propios de f . Por definición de vector propio, existen escalares λ1, λ2, . . . , λn
tales que 

f(e1) = λ1e1

f(e2) = λ2e2

. . .
f(en) = λnen.

Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz de f en B :

D =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
0 0 . . . λn

 (matriz diagonal).

2. Un vector x de E pertenece a Vλ si y sólo si f(x) = λx. Pero

f(x) = λx⇔ f(x)− λx = 0⇔ (f − λI)(x) = 0⇔ x ∈ ker(f − λI),

y el núcleo de toda aplicación lineal sabemos que es un subespacio del espa-
cio inicial.

3. El resultado es cierto para m = 1. En efecto, como x1 6= 0 de la igualdad
α1x1 = 0 se deduce α1 = 0, luego S = {x1} es un sistema libre. Sea cierta
la propiedad para m− 1 y consideremos la igualdad

α1x1 + . . .+ αnxm = 0. (1)
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

Aplicando f a ambos miembros:

α1λ1x1 + . . .+ αmλmxm = 0. (2)

Multiplicando la relación (1) por λ1 :

λ1α1x1 + . . .+ λ1αmxm = 0. (3)

Restando a la igualdad (2) la (3) :

α2(λ2 − λ1)x2 + . . .+ αn(λm − λ1)xm = 0.

Por hipótesis de inducción, {x2, . . . , xm} es sistema libre, por tanto:

α2(λ2 − λ1) = 0, . . . , αn(λm − λ1) = 0.

Dado que los λi son distintos dos a dos, se verifica λi − λ1 6= 0 para todo
i = 2, . . . ,m, luego α2 = . . . = αm = 0. Sustituyendo en (1) obtenemos
α1 = 0 y queda demostrada la propiedad para m.

11.3. Polinomio caracteŕıstico

1. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensión finita n. Sea A la
matriz de f respecto de una determinada base B de E. Demostrar que:
(a) λ ∈ K es valor propio de f ⇔ det(A− λI) = 0
(b) Si λ ∈ K es valor propio de f , entonces x ∈ Vλ ⇔ (A − λI)X = 0 en
donde X es el vector de coordenadas de x en la base B.

2. Sea K un cuerpo y A,B ∈ Kn×n dos matrices semejantes. Demostrar que
A y B tienen el mismo polinomio caracteŕıstico.

3. Sea A ∈ Kn×n y sea χ(λ) su polinomio caracteŕıstico. Demostrar que:

χ(λ) = λ2 − (traza A)λ+ detA (si n = 2),

χ(λ) = −λ3 + (traza A)λ2 − (A11 +A22 +A33)λ+ detA (si n = 3),

en donde Aii representa el adjunto del elemento aii de la matriz A.

4. Sea A ∈ Kn×n y sea χ(λ) su polinomio caracteŕıstico. Demostrar que

χ(λ) = (−1)nλn + (−1)n−1(traza A)λn−1 + . . .+ detA.

5. Sea f un endomorfismo sobre un espacio vectorial E de dimensión finita
sobre el cuerpo K. Sea λi valor propio de f . Demostrar que 1 ≤ dimVλi ≤
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11.3 Polinomio caracteŕıstico

m(λi), en donde m(λi) representa la multiplicidad de λ como ráız del poli-
nomio caracteŕıstico de f .

6. Sin efectuar previamente el producto, calcular el polinomio caracteŕıstico
de la matriz AB, siendo

A =


1 2
2 −2
−1 3

3 0
0 4

 , B =

[
2 1 −3 0 1
1 0 2 1 −2

]
.

7. Demostrar que una matriz cuadrada A y su traspuesta At tienen el mismo
polinomio caracteŕıstico. ¿Tienen los mismos vectores propios?

8. Hallar el polinomio caracteŕıstico de la matriz

A =


a1 a2 . . . an
a1 a2 . . . an
...

...
a1 a2 . . . an


siendo a1, a2, . . . , an escalares.

9. Una matriz A = [aij ] cuadrada real de orden n se dice que es matriz de
Markov si y sólo si todos sus elementos aij son mayores o iguales que 0 y la
suma de las componentes de cada columna de A es 1. Demostrar que λ = 1
es valor propio de toda matriz de Markov.

Solución. 1. (a) λ ∈ K es valor propio de f si y sólo si existe un x ∈ E no
nulo tal que f(x) = λx. Esto equivale a decir que existe un x ∈ E no nulo
tal que (f − λI)x = 0, que a su vez equivale a decir que ker(f − λI) 6= {0}.
Dado que la matriz de f−λI en la base B es A−λI, su rango no es máximo,
que equivale a decir que det(A− λI) = 0.

(b) x ∈ Vλ si y sólo si (f −λI)x = 0. Como la matriz de f −λI en la base B
es A − λI, la condición (f − λI)x = 0 equivale a (A − λI)X = 0 en donde
X es el vector de coordenadas de x en la base B.

2. Si A y B son matrices semejantes, existe P ∈ Kn×n invertible tal que
B = P−1AP . Entonces, usando conocidas propiedades de los determinantes:

χB(λ) = |B − λI| = |P−1AP − λP−1IP | = |P−1(A− λI)P |
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

= |P−1||A− λI||P | = 1

|P |
|A− λI||P | = |A− λI| = χA(λ).

Es decir, A y B tienen el mismo polinomio caracteŕıstico.

3. Una matriz genérica de orden 2 × 2 tiene la forma A =

[
a b
c d

]
. Su

polinomio caracteŕıstico es:

χ(λ) =

∣∣∣∣a− λ b
c d− λ

∣∣∣∣ = ad− dλ− aλ+ λ2 − cd

= λ2 − (a+ d)λ+ ad− cd = λ2 − (traza A)λ+ detA.

Una matriz genérica de orden 3×3 tiene la formaA =

a b c
d e f
g h i

 .Aplicando

la regla de Sarrus y agrupando términos semejantes en λ :

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
a− λ b c
d e− λ f
g h i− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + (a+ e+ i)λ2

− [(ei− hf) + (ai− cg) + (ae− db)]λ+ aei+ dhc+ bfg − gec− hfa− dbi
= −λ3 + (traza A)λ2 − (A11 +A22 +A33)λ+ detA.

4. Una matriz genérica de orden n× n es de la forma:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
an1 an2 . . . ann

 .
Su polinomio caracteŕıstico es:

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
En cada término de un determinante aparece exactamente uno de cada fila
y uno de cada columna. Un término es:

(a11 − λ)(a22 − λ) . . . (ann − λ). (1)
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11.3 Polinomio caracteŕıstico

Cualquier otro término es de grado ≤ n − 2 (por ejemplo, si interviniera
a21 no intervendŕıa ni a11 − λ ni a22 − λ). En consecuencia los términos de
grados n y n− 1 solamente aparecen en (1). Ahora bien

(a11 − λ)(a22 − λ) . . . (ann − λ) =

(−1)nλn + (−1)n−1(a11 + a22 + . . .+ ann)λn−1 + . . . .

Por otra parte, χ(0) = detA con lo cual el término independiente de χ(λ)
es detA. Podemos concluir que:

χ(λ) = (−1)nλn + (−1)n−1(traza A)λn−1 + . . .+ detA.

5. Dado que Vλi 6= {0}, se verifica dimVλi ≥ 1. Sea m(λi) = k y supongamos
que la multiplicidad m(λi) fuera k+1. Por el teorema de la base incompleta
se podŕıa formar una base B de E eligiendo los k + 1 primeros vectores de
Vλi . En tal base la matriz de f tendŕıa la forma por cajas

A =

[
λiIk+1 M

0 N

]
,

siendo Ik+1 la matriz identidad de orden k + 1. Ahora bien, el polinomio
caracteŕıstico de A seŕıa de la forma:

χ(λ) = (λ− λi)k+1q(λ) con q(λ) ∈ K[λ],

por lo que λi seŕıa ráız de multiplicidad mayor que k (contradicción). Con-
cluimos pues que 1 ≤ dimVλi ≤ m(λi).

6. La matriz AB es de orden 5 × 5. Si Bx = 0 con x 6= 0 vector de R5,
entonces (AB)x = A(Bx) = 0 = 0x, luego x es vector propio de AB asociado
al valor propio λ = 0. La dimensión del subespacio de Bx = 0 de R5 es
5− rg B = 5−2 = 3, por tanto λ = 0 es valor propio al menos triple de AB.
Por otra parte, BA es de orden 2 × 2. Si µ es valor propio de BA, existe
v ∈ R2 no nulo tal que (BA)v = µv. Entonces,

BAv = µv ⇒ A(BA)v = A(µv)⇒ (AB)(Av) = µ(Av).

Es decir, µ es valor propio de AB si Av 6= 0. Operando obtenemos BA y sus
valores propios

BA =

[
7 −3
2 0

]
, |BA− µI| = µ2 − 7µ+ 6 = 0⇔ µ1 = 1, µ2 = 6 (simples).

Los correspondientes subespacios propios y unas bases de cada uno de ellos
son

V1 ≡

{
6x1 − 3x2 = 0

2x1 − x2 = 0,
B1 = {v = (1, 2)T },
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

V6 ≡

{
x1 − 3x2 = 0

2x1 − 6x2 = 0,
B6 = {w = (3, 1)T }.

Pero Av y Aw son no nulos, por tanto µ1 = 1 y µ2 = 6 son valores propios
de AB. Podemos concluir que el polinomio caracteŕıstico de AB es

χAB(λ) = −λ3(λ− 1)(λ− 6).

7. Usando que el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta y
conocidas propiedades de la transposición:

|A− λI| = |(A− λI)t| = |At − λI|.

Es decir, A y At tienen el mismo polinomio caracteŕıstico y como conse-
cuencia, los mismos valores propios. No es cierto en general que tienen los
mismos vectores propios, tomemos por ejemplo:

A =

[
0 1
0 0

]
.

Tenemos:

A

[
1
0

]
=

[
0 1
0 0

] [
1
0

]
=

[
0
0

]
= 0

[
1
0

]
, At

[
1
0

]
=

[
0 0
1 0

] [
1
0

]
=

[
0
1

]
6= λ

[
1
0

]
para todo λ ∈ R, por tanto (1, 0)t es vector propio de A pero no de At.

8. El polinomio caracteŕıstico de A es

χ(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − λ a2 . . . an
a1 a2 − λ . . . an
...

...
a1 a2 . . . an − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Restando a todas las filas (a partir de la segunda) la primera:

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 − λ a2 . . . an
λ −λ . . . 0
...

...
λ 0 . . . −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Sumando a la primera fila todas las demás:

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + a2 + . . .+ an − λ a2 . . . an

0 −λ . . . 0
...

...
0 0 . . . −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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11.4 Cálculo de valores y vectores propios

Usando que el determinante de una matriz triangular es el producto de los
elementos de la diagonal principal:

χ(λ) = (a1 + a2 + . . .+ an − λ)(−λ)n−1.

9. Que λ = 1 sea valor propio de una matriz A equivale a decir |A−1I| = 0.
SeaA = [aij ] matriz de Markov y hallemos |A− 1I|.

|A− 1I| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − 1 a12 . . . a1n

a21 a22 − 1 . . . a2n
...

...
an1 an2 . . . ann − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Sumando a última fila la suma de todas las demás, queda:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − 1 a12 . . . a1n

a21 a22 − 1 . . . a2n
...

...
(an1 + . . .+ an1)− 1 (a11 + . . .+ an2)− 1 . . . (a1n + . . .+ ann)− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Teniendo en cuenta que la suma de las componentes de cada columna es 1 :

|A− 1I| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − 1 a12 . . . a1n

a21 a22 − 1 . . . a2n
...

...
0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Es decir, λ = 1 es valor propio de A. Notemos que la condición de ser los
elementos aij mayores o iguales que 0 no ha sido necesaria.

11.4. Cálculo de valores y vectores propios

1. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
2 2
1 3

]
.

(a) Calcular los valores propios de f .

(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

2. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfiamo cuya matriz
en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
5 −1
1 3

]
.

(a) Calcular los valores propios de f .
(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.

3. Sea E un espacio vectorial y f : E → E el endomorfismo cuya matriz en
una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
1 −1
2 −1

]
.

Calcular los valores propios de f , los subespacios propios, sus dimensiones
y una base de cada uno de ellos en los casos:
(a) El cuerpo de escalares es R.
(b) El cuerpo de escalares es C.

4. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfiamo cuya matriz
en una determinada base B = {u1, u2, u3} es

A =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 .
(a) Calcular los valores propios de f .
(b) Determinar los subespacios propios, sus dimensiones y una base de cada
uno de ellos.

5. Sea E = R2×2 el espacio vectorial real de las matrices de orden 2. Se
considera la aplicación

f : E → E , f(X) = Xt (traspuesta de X).

(a) Demostrar que f es lineal.
(b) Hallar la matriz A de f con respecto a la base canónica de E.
(c) Calcular los autovalores de f , los autoespacios, sus dimensiones y una
base de cada uno de ellos.

6. Determinar el endomorfismo h de R3 que verifica las dos condiciones si-
guientes
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11.4 Cálculo de valores y vectores propios

i) Los subespacios L[(1, 0, 1)] y el de ecuación x1 − x2 + x3 = 0 son autoes-
pacios (subespacios propios).
ii) h(0, 0, 1) = (1, 0, 1).

Solución. 1. (a) Valores propios de f :

χ(λ) =

∣∣∣∣2− λ 2
1 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 5λ+ 4 = 0⇔ λ = 4 ∨ λ = 1 (simples).

(b) Subespacios propios:

V4 ≡
{
−2x1 + 2x2 = 0
x1 − x2 = 0

, V1 ≡
{
x1 + 2x2 = 0
x1 + 2x2 = 0.

Al ser λ = 4 valor propio simple, dimV4 = 1 y una base de V4 (en coor-
denadas en B) es {(1, 1)t}. Por tanto, una base de V4 es BV4 = {u1 + u2}.
Razonando análogamente obtenemos BV1 = {−2u1 + u2}.

2. (a) Valores propios de f :

χ(λ) =

∣∣∣∣5− λ −1
1 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 8λ+ 16 = 0⇔ (λ− 4)2 = 0⇔ λ = 4 (doble).

(b) Subespacios propios:

V4 ≡
{
x1 − x2 = 0
x1 − x2 = 0

∼
{
x1 − x2 = 0.

La dimensión de V4 es dimV4 = 2 − rgA =
[
1 −1

]
= 2 − 1 = 1 y una

base de V4 en (coordenadas en B) es {(1, 1)t}. Por tanto, una base de V4 es
BV4 = {u1 + u2}.

3. (a) Valores propios de f :∣∣∣∣1− λ −1
2 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1 = 0⇔ λ = ±i (simples).

Como las ráıces del polinomio caracteŕıstico no son reales, se concluye que
f no tiene valores propios y como consecuencia no tiene vectores propios.
(b) Los valores propios son λ = ±i (simples). Los subespacios propios son

Vi ≡
{

(1− i)x1 − x2 = 0
2x1 + (−1− i)x2 = 0

, V−i ≡
{

(1 + i)x1 − x2 = 0
2x1 + (−1 + i)x2 = 0.

Al ser λ = i valor propio simple, dimVi = 1 y una base de Vi (en coordena-
das en B) es {(1, 1− i)t}, por tanto una base de Vi es BVi = {u1 +(1− i)u2}.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

Razonando análogamente obtenemos BV−i = {u1 + (1 + i)u2}.

4. (a) Valores propios∣∣∣∣∣∣
1− λ −3 3

3 −5− λ 3
6 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 3
−2− λ −5− λ 3

0 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 3

0 −2− λ 0
0 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−2− λ)2(4− λ)

(hemos sumado a la primera columna la segunda y posteriormente hemos
restado a la segunda fila la primera). Los valores propios son λ = 4 (simple)
y λ = −2 (doble).
(b) Subespacios propios:

V4 ≡


−3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
3x1 − 9x2 + 3x3 = 0

6x1 − 6x2 = 0
, V−2 ≡


3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
6x1 − 6x2 + 6x3 = 0.

Al ser λ = 4 valor propio simple, dimV4 = 1 y una base de V4 (en coordena-
das en B) es {(1, 1, 2)t}. Por tanto, una base de V4 es BV4 = {u1 +u2 +2u3}.
La dimensión de V−2 es

dimV−2 = 3− rg

3 −3 3
3 −3 3
6 −6 6

 = 3− 1 = 2,

y una base de V4 (en coordenadas en B) es {(1, 1, 0), (−1, 0, 1)}. Por tanto,
una base de V−2 es BV−2 = {u1 + u2,−u1 + u3}.

5. (a) Para todo α, β ∈ R, para todo X,Y ∈ E y usando conocidas propie-
dades de la trasposición:

f(αX + βY ) = (αX + βY )t = αXt + βY t = αf(X) + βf(Y ).

Es decir, f es lineal.
(b) Consideremos la base canónica B = {u1, u2, u3, u4} de E :

u1 =

[
1 0
0 0

]
, u2 =

[
0 1
0 0

]
, u3 =

[
0 0
1 0

]
, u4 =

[
0 0
0 1

]
.

Hallando los transformados de los elementos deB y trasponiendo coeficientes
obtenemos la matriz A pedida:

f(u1) = u1

f(u2) = u3

f(u3) = u2

f(u4) = u4

⇒ A =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .
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11.4 Cálculo de valores y vectores propios

(c) Tenemos:∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0 0

0 −λ 1 0
0 1 −λ 0
0 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
1 −λ 0
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)(1− λ)(λ2 − 1) = (λ+ 1)(λ− 1)3.

Los valores propios o autovalores son λ = −1 (simple) y λ = 1 (triple). Los
autoespacios o subespacios propios son:

V−1 ≡


2x1 = 0

x1 + x2 = 0
x1 + x2 = 0

2x4 = 0

, V1 ≡


0 = 0

−x2 + x3 = 0
x2 − x3 = 0

0 = 0.

Al ser λ = −1 valor propio simple, dimV−1 = 1 y una base de V−1 (en
coordenadas en B) es {(0, 1,−1, 0)t}, por tanto una base de V−1 es

BV−1 = {u2 − u3} = {
[

0 1
−1 0

]
}.

La dimensión de V1 es dimV1 = 4 − rg (A − I) = 4 − 1 = 3 y una base de
V1 (en coordenadas en B) es {(1, 0, 0, 0)t, (0, 1, 1, 0)t, (0, 0, 0, 1)t}. Es decir,

BV1 = {u1, u2 + u3, u4} = {
[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]
}.

6. Como L[(1, 0, 1] es subespacio propio, existe λ ∈ R tal que h(1, 0, 1) =
λ(1, 0, 1).
Una base del subespacio de ecuación x1−x2 +x3 = 0 es {(1, 1, 0), (−1, 0, 1)},
por tanto existe µ ∈ R tal que

h(1, 1, 0) = µ(1, 1, 0), h(−1, 0, 1) = µ(−1, 0, 1).

Por otra parte,

rg

 1 0 1
1 1 0
−1 0 1

 = 3, i.e. B = {(1, 0, 1), (1, 1, 0), (−1, 0, 1)} es base de R3,

y por tanto la matriz de h en B es D = diag(λ, µ, µ). Usemos ahora la
condición ii) para determinar λ y µ

(0, 0, 1) = α1(1, 0, 1) + α2(1, 1, 0) + α3(−1, 0, 1)
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

⇔


α1 + α2 − α3 = 0

α2 = 0

α1 + α3 = 1

⇔


α1 = 1/2

α2 = 0

α3 = 1/2.

Las coordenadas de (0, 0, 1) en B son por tanto (1/2, 0, 1/2) y las de (1, 0, 1)
en B son evidentemente (1, 0, 0) Entonces,

h(0, 0, 1) = (1, 0, 1)⇔

λ 0 0
0 µ 0
0 0 µ

1/2
0

1/2

 =

1
0
0

⇔ {
λ = 2

µ = 0.

En consecuencia, h es el endomorfismo cuya matriz en la base B es D =
diag (2, 0, 0).

11.5. Endomorfismos diagonalizables

1. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
2 2
1 3

]
.

(a) Estudiar si es diagonalizable.

(b) En caso afirmativo, encontrar una base de E formada por vectores pro-
pios de f y una matriz inverible P tal que P−1AP = D con D matriz
diagonal de valores propios.

2. Sea E un espacio vectorial real y f : E → E el endomorfismo cuya matriz
en una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
5 −1
1 3

]
.

(a) Estudiar si es diagonalizable.
(b) En caso afirmativo, encontrar una base de E formada por vectores pro-
pios de f y una matriz inverible P tal que P−1AP = D con D matriz
diagonal de valores propios.

3. Sea E un espacio vectorial y f : E → E el endomorfismo cuya matriz en
una determinada base B = {u1, u2} es

A =

[
1 −1
2 −1

]
.
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11.5 Endomorfismos diagonalizables

(a) Demostrar que no es diagonalizable si el cuerpo de escalares es R.
(b) Demostrar que es diagonalizable si el cuerpo de escalares es C, encontrar
una base de E formada por vectores propios de f y una matriz invertible P
tal que P−1AP = D con D matriz diagonal de valores propios.

4. Se considera la matriz:

A =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 .
Demostrar que es diagonalizable en R, encontrar una base de R3 formada
por vectores propios de A y una matriz invertible P tal que P−1AP = D
con D matriz diagonal de valores propios.

5. Se considera la matriz: A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 . Demostrar que no es diago-

nalizable en R.

6. Se consideran las matrices reales:

M =


1 0 0 0
2 1 0 0
−1 3 2 0

0 0 4 2

 , N =


1 0 0 0
0 1 0 0
−1 1 2 0

3 1 0 2

 .
Para cada una de ellas, estudiar si es diagonalizable. En caso afirmativo ha-
llar una matriz diagonal semejante y la correspondiente matriz de paso.

7. Se considera la matriz:

A =

3 −1 0
6 −3 2
8 −6 5

 .
(a) Demostrar que no es diagonalizable en R.
(b) Demostrar que es diagonalizable en C y hallar una matriz P ∈ C3×3 tal
que P−1AP = diag (λ1, λ2, λ3) con λ1, λ2, λ3 valores propios de A.

Solución. 1. (a) Valores propios de f :

χ(λ) =

∣∣∣∣2− λ 2
1 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 5λ+ 4 = 0⇔ λ = 4 ∨ λ = 1 (simples).
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

Existen dos valores propios reales y simples, en consecuencia f es diagona-
lizable.

(b) Subespacios propios:

V4 ≡
{
−2x1 + 2x2 = 0
x1 − x2 = 0,

V1 ≡
{
x1 + 2x2 = 0
x1 + 2x2 = 0.

Una base de V4 (en coordenadas en B) es {(1, 1)t}. Por tanto, una base de
V4 es BV4 = {u1 + u2}. Análogamente obtenemos BV1 = {−2u1 + u2}. Una
base de E formada por vectores propios de f es

B′ = {u1 + u2,−2u1 + u2}.

La matriz P pedida es la matriz de cambio de B a B′, es decir

P =

[
1 −2
1 1

]
, y se verifica P−1AP =

[
4 0
0 1

]
.

2. (a) Valores propios de f :

χ(λ) =

∣∣∣∣5− λ −1
1 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 8λ+ 16 = 0⇔ (λ− 4)2 = 0⇔ λ = 4 (doble).

Existen dos valores propios reales. Subespacios propios:

V4 ≡
{
x1 − x2 = 0
x1 − x2 = 0

∼
{
x1 − x2 = 0.

La dimensión de V4 es dimV4 = 2− rgA =
[
1 −1

]
= 2− 1 = 1, menor que

la multiplicidad de λ = 4, por tanto f no es diagonalizable.

(b) No ha lugar.

3. (a) Valores propios de f :∣∣∣∣1− λ −1
2 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 + 1 = 0⇔ λ = ±i (simples).

No existen dos valores propios reales. En consecuencia, f no es diagonalizable
en R.

(b) Existen dos valores propios complejos y además son simples, por tanto
f es diagonalizable en C. Los subespacios propios son

Vi ≡
{

(1− i)x1 − x2 = 0
2x1 + (−1− i)x2 = 0,

V−i ≡
{

(1 + i)x1 − x2 = 0
2x1 + (−1 + i)x2 = 0.
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11.5 Endomorfismos diagonalizables

Una base de Vi (en coordenadas enB) es {(1, 1−i)t}, por tanto una base de Vi
es BVi = {u1 +(1− i)u2}. Análogamente obtenemos BV−i = {u1 +(1+ i)u2}.
Una base de E formada por vectores propios de f es

B′ = {u1 + (1− i)u2, u1 + (1 + i)u2}.

La matriz P pedida es la matriz de cambio de B a B′, es decir

P =

[
1 1

1− i 1 + i

]
, y se verifica P−1AP =

[
i 0
0 −i

]
.

4. Valores propios de A:∣∣∣∣∣∣
1− λ −3 3

3 −5− λ 3
6 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 3
−2− λ −5− λ 3

0 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 3

0 −2− λ 0
0 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−2− λ)2(4− λ) = 0

(hemos sumado a la primera columna la segunda y posteriormente hemos
restado a la segunda fila la primera). Los valores propios son por tanto
λ = 4 (simple), y λ = −2 (doble). La matriz A tiene tres valores reales
en R (repetidos o no). Por otra parte la dimensión del subespacio propio
asociado a λ = 4 es 1 por ser λ = 4 simple. La dimensión del subespacio
propio asociado a λ = −2 es

dimV−2 = 3− rg (A+ 2I) = 3− rg

3 −3 3
3 −3 3
6 −6 6

 = 3− 1 = 2.

Por tanto, A tiene tres valores propios reales y la dimensión de cada subes-
pacio propio coincide con la multiplicidad del correspondiente valor propio:
A es diagonalizable en R. Las ecuaciones de los subespacios propios son

V4 ≡


−3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
3x1 − 9x2 + 3x3 = 0

6x1 − 6x2 = 0,
V−2 ≡


3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
6x1 − 6x2 + 6x3 = 0,

y unas bases respectivas B4 = {(1, 1, 2)} y B−2 = {(1, 1, 0), (−1, 0, 1)}. Tras-
poniendo obtenemos la correspondiente matriz P :

P =

1 1 −1
1 1 0
2 0 1

 , y se verifica P−1AP =

4 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 .
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

5. Hallemos los valores propios de A. Para ello efectuamos la transformación
F3 − F2 y a continuación C2 + C3 :

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15

1 1− λ −5
1 2 −6− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15

1 1 + λ −5
0 1 + λ −1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
2− λ −9 −15

1 −4 + λ −5
0 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−1− λ)

∣∣∣∣2− λ −9
1 −4− λ

∣∣∣∣
= (−1− λ)(λ2 + 2λ+ 1) = −(λ+ 1)(λ+ 1)2 = (λ+ 1)3.

El único valor propio de A es λ = −1 (triple), por tanto A tiene tres valores
propios reales (repetidos o no). La dimensión del subespacio propio asociado
es:

dimV−1 = 3− rg (A+ I) = 3− rg

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

 = 3− 1 = 2.

La dimensión es menor que la multiplicidad, por tanto A no es diagonaliza-
ble en R

6. Polinomio caracteŕıstico de M :

|M − λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0 0

2 1− λ 0 0
−1 3 2− λ 0

0 0 4 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(2− λ)2.

Los valores propios son λ = 1 y λ = 2, ambos dobles. La matriz M tiene por
tanto cuatro valores propios (repetidos o no). Los subespacios propios son:

V1 ≡


2x1 = 0

−x1 + 3x2 + x3 = 0
4x3 + x4 = 0,

V2 ≡


−x1 = 0

2x1 − x2 = 0
−x1 + 3x2 = 0

4x3 = 0.

La dimensión de V1 es:

dimV1 = 4− rg (M − I) = 4− rg

 2 0 0 0
−1 3 1 0

0 0 4 1

 = 4− 3 = 1.
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11.5 Endomorfismos diagonalizables

La dimensión no coincide con la multiplicidad, es decir M no es diagonali-
zable. Polinomio caracteŕıstico de N :

|N − λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0 0

0 1− λ 0 0
−1 1 2− λ 0

3 1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(2− λ)2.

Los valores propios son λ = 1 y λ = 2, ambos dobles. La matriz N tiene por
tanto cuatro valores propios (repetidos o no). Los subespacios propios son:

V1 ≡
{
−x1 + x2 + x3 = 0
3x1 + x2 + x4 = 0,

V2 ≡


−x1 = 0
−x2 = 0

−x1 + x2 = 0
3x1 + x2 = 0.

La dimensión de V1 es:

dimV1 = 4− rg (N − I) = 4− rg

[
−1 1 1 0

3 1 0 1

]
= 4− 2 = 2.

La dimensión de V2 es:

dimV2 = 4− rg (N − 2I) = 4− rg


−1 0 0 0

0 −1 0 0
−1 1 0 0

3 1 0 0

 = 4− 2 = 2.

Para cada valor propio la dimensión coincide con la multiplicidad, luego N
es diagonalizable. Unas bases de V1 y V2 son:

BV1 = {(1, 0, 1,−3)t, (0, 1,−1.− 1)t}, BV2 = {(0, 0, 1, 0)t, (0, 0, 0, 1)t}.

Por tanto, se verifica P−1AP = D siendo:

P =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 −1 1 0
−3 −1 0 1

 , D =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 .
7. (a) Valores propios de A :

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
3− λ −1 0

6 −3− λ 2
8 −6 5− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 5λ2 − 9λ+ 5.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

Una ráız del polinomio caracteŕıstico es λ = 1. Usando la regla de Ruffini
obtenemos:

|A− λI| = (1− λ)(λ2 − 4λ+ 5).

Resolviendo la ecuación λ2 − 4λ + 5 = 0, obtenemos λ = 2 ± i. En conse-
cuencia, los valores propios de A son:

λ1 = 1, λ2 = 2 + i, λ3 = 2− i (simples).

La matriz A no tiene tres valores propios en R (repetidos o no), luego no es
diagonalizable en R.
(b) La matriz A tiene tres valores propios en C (repetidos o no). Además,
al ser todos los valores propios simples, es diagonalizable en C. Subespacios
propios:

Vλ1 ≡


2x1 − x2 = 0

6x1 − 4x2 + 2x3 = 0
8x1 − 6x2 + 4x3 = 0,

Vλ2 ≡


(1− i)x1 − x2 = 0

6x1 + (−5− i)x2 + 2x3 = 0
8x1 − 6x2 + (3− i)x3 = 0,

Vλ3 ≡


(1 + i)x1 − x2 = 0

6x1 + (−5 + i)x2 + 2x3 = 0
8x1 − 6x2 + (3 + i)x3 = 0.

Unas bases respectivas son B1 = {(1, 2, 1)t}, B2 = {(i, 1 + i, 2)t} y B3 =
{(−i, 1− i, 2)t}. Las matrices pedidas son por tanto:

P =

1 i −i
2 1 + i 1− i
1 2 2

 , D = diag (1, 2 + i, 2− i)).

11.6. Potencia enésima de una matriz por diago-
nalización

1. Sea A una matriz cuadrada de orden m con elementos en un cuerpo K y
diagonalizable. Deducir la fórmula para An en función de la correspondiente
matriz diagonal y la matriz de paso.

2. Calcular la potencia enésima de la matriz A =

1 −3 3
3 −5 3
6 −6 4

 .
Solución. 1. Al ser A diagonalizable, sabemos que existe una matriz in-
vertible P ∈ Km×m tal que P−1AP = D siendo D = diag(λ1, . . . , λm)
con λi los correspondientes valores propios de A. Despejando A obtenemos
A = PDP−1 y elevando a n:

An = (PDP−1)(PDP−1) . . . (PDP−1) = PDnP−1.
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11.6 Potencia enésima de una matriz por diagonalización

2. Valores propios de A:∣∣∣∣∣∣
1− λ −3 3

3 −5− λ 3
6 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 3
−2− λ −5− λ 3

0 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −3 3

0 −2− λ 0
0 −6 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−2− λ)2(4− λ) = 0

(hemos sumado a la primera columna la segunda y posteriormente hemos
restado a la segunda fila la primera). Los valores propios son por tanto
λ = 4 (simple), y λ = −2 (doble). La matriz A tiene tres valores reales
en R (repetidos o no). Por otra parte la dimensión del subespacio propio
asociado a λ = 4 es 1 por ser λ = 4 simple. La dimensión del subespacio
propio asociado a λ = −2 es

dimV−2 = 3− rg (A+ 2I) = 3− rg

3 −3 3
3 −3 3
6 −6 6

 = 3− 1 = 2.

Por tanto, A tiene tres valores propios reales y la dimensión de cada subes-
pacio propio coincide con la multiplicidad del correspondiente valor propio:
A es diagonalizable en R. Las ecuaciones de los subespacios propios son

V4 ≡


−3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
3x1 − 9x2 + 3x3 = 0

6x1 − 6x2 = 0,
V−2 ≡


3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
3x1 − 3x2 + 3x3 = 0
6x1 − 6x2 + 6x3 = 0,

y unas bases respectivas B4 = {(1, 1, 2)} y B−2 = {(1, 1, 0), (−1, 0, 1)}. Tras-
poniendo obtenemos la correspondiente matriz P :

P =

1 1 −1
1 1 0
2 0 1

 ,

en consecuencia

An = PDnP−1 =

1 1 −1
1 1 0
2 0 1

 4n 0 0
0 (−2)n 0
0 0 (−2)n

 1 1 −1
1 1 0
2 0 1

−1

= . . . =
1

2

 4n + (−2)n −4n + (−2)n 4n − (−2)n

4n − (−2)n −4n + 3(−2)n 4n − (−2)n

2 · 4n − 2(−2)n −2 · 4n + 2(−2)n 2 · 4n

 .
www.yo

qu
ier

oa
pro

ba
r.e

s



Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

11.7. Teorema de Cayley-Hamilton

1. Verificar la validez del teorema de Cayley-Hamilton para la matriz

A =

[
3 −1
2 1

]
.

2. Se considera la matriz A =

[
4 2
3 3

]
. Usando el teorema de Cayley-

Hamilton, expresar A−1 como combinación lineal de I y de A.

3. Se considera la matriz A =

[
4 2
3 3

]
. Hallar su potencia enésima

(a) Por diagonalización.
(b) Usando el teorema de Cayley-Hamilton.

4. Dada la matriz real A =

[
−14 25
−9 16

]
, calcular ĺım

n→+∞

1

n
An (Propuesto en

examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Polinomio caracteŕıstico de A :

χ(λ) =

∣∣∣∣3− λ −1
2 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ+ 5.

Sustituyendo λ por A :

χ(A) = A2 − 4A+ 5I =

[
7 −4
8 −1

]
− 4

[
3 −1
2 1

]
+ 5

[
1 0
0 1

]
=

[
0 0
0 0

]
.

2. El polinomio caracteŕıstico de A es

χ(λ) =

∣∣∣∣4− λ 2
3 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 7λ+ 6.

Por el teorema de Cayley-Hamilton se verifica A2 − 7A+ 6I = 0, entonces

A2 − 7A+ 6I = 0⇔ A(A− 7I) = −6I ⇔ A

(
−1

6
(A− 7I)

)
= I.

Por definición de matriz inversa se concluye que A−1 = −1

6
A+

7

6
I.

3. (a) Valores propios de A :∣∣∣∣4− λ 2
3 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 7λ+ 6 = 0⇔ λ = 1 ∨ λ = 6.
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11.7 Teorema de Cayley-Hamilton

Los valores propios son reales y simples, en consecuencia A es diagonalizable
en R. Subespacios propios:

V1 ≡
{

3x1 + 2x2 = 0
3x1 + 2x2 = 0,

V6 ≡
{
−2x1 + 2x2 = 0
3x1 − 3x2 = 0.

Unas bases respectivas son BV1 = {(2,−3)} y BV6 = {(1, 1)}. Una matriz P
invertible tal que P−1AP = D con D = diag (1, 6) es por tanto:

P =

[
2 1
−3 1

]
.

Entonces, An es

An = PDnP−1 =

[
2 1
−3 1

] [
1n 0
0 6n

] [
2 1
−3 1

]−1

=
1

5

[
2 + 3 · 6n −2 + 2 · 6n
−3 + 3 · 6n 3 + 2 · 6n

]
.

(b) Consideremos el polinomio p(λ) = λn. Efectuando la división eucĺıdea de
p(λ) entre el polinomio caracteŕıstico de A obtenemos un cociente c(λ) y un
resto, que será de grado a lo sumo 1 y por tanto de la forma r(λ) = aλ+ b.
Queda por tanto:

λn = c(λ)(λ2 − 7λ+ 6) + aλ+ b. (1)

Sustituyendo λ por A en (1) y teniendo en cuenta que A2 − 7A + 6I = 0
(teorema de Cayley-Hamilton) queda:

An = aA+ bI. (2)

Para hallar los valores de a y b, sustituimos λ por cada valor propio en la
igualdad (1): {

1 = a+ b
6n = 6a+ b.

Resolviendo el sistema obtenemos a =
1

5
(6n − 1), b =

1

5
(6 − 6n). Usando

(2) :

An =
1

5
(6n − 1)

[
4 2
3 3

]
+

1

5
(6− 6n)

[
1 0
0 1

]

=
1

5

[
2 + 3 · 6n −2 + 2 · 6n
−3 + 3 · 6n 3 + 2 · 6n

]
.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

4. Polinomio caracteŕıstico de A:

χ(λ) = det(A− λI) = λ2 − tr(A)λ+ detA = λ2 − 2λ+ 1 = (λ− 1)2.

El único valor propio de la matriz es por tanto λ = 1 (doble). Fácilmente
se comprueba que A no es diagonalizable. Usaremos el teorema de Cayley-
Hamilton. Efectuando la división eucĺıdea de λn entre χ(λ) obtenemos:

λn = q(λ)(λ− 1)2 + αλ+ β. (1)

Sustituyendo λ por A en (1) y usando el teorema de Cayley-Hamilton

An = q(A)(λ− I)2 + αA+ βI = q(A) · 0 + αA+ βI = αA+ β. (2)

Sustituyendo el valor propio λ = 1 en (1) obtenemos 1 = α+β. Derivando la
igualdad (1): nλn−1 = q′(λ)(λ−1)2 +2(λ−1)q(λ)+α. Sustituyendo en esta
ultima expresión de nuevo λ = 1 obtenemos n = α, con lo cual β = 1 − n.
Como consecuencia de (2):

An = nA+ (1− n)I = n

[
−14 25
−9 16

]
+ (1− n)

[
1 0
0 1

]
=

[
−15n+ 1 25n
−9n 15n+ 1

]
.

Por tanto

ĺım
n→+∞

1

n
An = ĺım

n→+∞

1

n

[
−15n+ 1 25n
−9n 15n+ 1

]
=

[
−15 25
−9 15

]
.

11.8. Diagonalización según parámetros

1. Determinar los valores de α ∈ R para los cuales es diagonalizable en R la
matriz

A =

2α+ 4 1− α −2α− α2

0 4− α 0
0 0 4− α2

 .
2. Determinar los valores de α y β reales para los cuales es diagonalizable
en R la matriz

A =

5 0 0
0 −1 β
3 0 α

 ∈ R3×3.

3. Determinar los valores de a, b, c ∈ R para los cuales es diagonalizable en
R la matriz

A =

1 a 1
0 1 b
0 0 c

 .
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11.8 Diagonalización según parámetros

4. Determinar los valores de m para los cuales no es diagonalizable en R la
matriz real

A =

 1 −2 −2
−2 m 8

2 8 m

 .
Solución. 1. El polinomio caracteŕıstico de A es

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
2α+ 4− λ 1− α −2α− α2

0 4− α− λ 0
0 0 4− α2 − λ

∣∣∣∣∣∣
= (2α+ 4− λ)(4− α− λ)(4− α2 − λ).

Los valores propios de A son por tanto λ1 = 2α+4, λ2 = 4−α y λ3 = 4−α2.
Dado que los tres valores propios son reales, la matriz A será diagonalizable si
y sólo si la dimensión da cada subespacio propio coincide con la multiplicidad
del mismo. Determinemos que multiplicidades pueden aparecer.
Primer caso: λ1 = λ2. Entonces, 2α+ 4 = 4−α es decir α = 0. En este caso
el único valor propio es λ1 = 4 (triple). La dimensión del subespacio propio
V4 asociado al valor propio 4 es:

dimV4 = 3− rg(A− 4I) = 3− rg

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 = 3− 1 = 2.

La dimensión no coincide con la multiplicidad, por tanto A no es diagonali-
zable.
Segundo caso: λ1 = λ3. Entonces, 2α + 4 = 4 − α2 es decir α2 + 2α = 0.
Las soluciones de esta ecuación son α = 0 y α = −2. El caso α = 0 ya
está estudiado. Para α = −2 tenemos los valores propios λ1 = 0 (doble)
y λ2 = 6 (simple). Por ser 6 valor propio simple, dimV6 = 1. Hallemos la
dimensión de V0 :

dimV0 = 3− rg(A− 0I) = 3− rg

0 3 0
0 6 0
0 0 0

 = 3− 1 = 2.

La matriz es por tanto diagonalizable.
Tercer caso: λ2 = λ3. Entonces, 4 − α = 4 − α2 es decir α2 − α = 0.
Las soluciones de esta ecuación son α = 0 y α = 1. El caso α = 0 ya
está estudiado. Para α = 1 tenemos los valores propios λ1 = 6 (simple)
y λ2 = 3 (doble). Por ser 6 valor propio simple, dimV6 = 1. Hallemos la
dimensión de V3 :

dimV3 = 3− rg(A− 3I) = 3− rg

3 0 −3
0 0 0
0 0 0

 = 3− 1 = 2.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

La matriz es diagonalizable.
Cuarto caso: λ1 6= λ2 6= λ3 6= λ1. Es decir, los valores propios son distintos
dos a dos. Esto ocurre para α 6= 0 ∧ α 6= −2 ∧ α 6= 1. Los tres valores
propios son simples, y en consecuencia A es diagonalizable.
De todos los casos analizados concluimos que A es diiagonalizable si y sólo
si α 6= 0.

2. Polinomio caracteŕıstico de A :∣∣∣∣∣∣
5− λ 0 0

0 −1− λ β
3 0 α− λ

∣∣∣∣∣∣ = (5− λ)(−1− λ)(α− λ).

Los valores propios son λ1 = 5, λ2 = −1 y λ3 = α (todos reales).
Primer caso: λ1 = λ2. Equivale a 5 = −1, por tanto éste caso no ocurre.
Segundo caso: λ1 = λ3. Equivale a 5 = α. Los valores propios son 5 (doble)
y −1 (simple). La dimensión de V−1 es 1 por ser −1 simple. La dimensión
de V5 es

dimV5 = 3− rg (A− 5I) = 3− rg

0 0 0
0 −6 β
3 0 0

 = 3− 2 = 1.

La dimensión no coincide con la multiplicidad, por tanto A no es diagonali-
zable.
Tercer caso: λ2 = λ3. Equivale a −1 = α. Los valores propios son 5 (simple)
y −1 (doble). La dimensión de V5 es 1 por ser 5 simple. La dimensión de
V−1 es

dimV−1 = 3− rg (A+ I) = 3− rg

6 0 0
0 0 β
3 0 0

 .
Si β = 0 tenemos dimV−1 = 3 − 1 = 2 y A es diagonalizable. Si β 6= 0
tenemos dimV−1 = 3− 2 = 1 y A no es diagonalizable.
Podemos concluir:

(α 6= 5) ∧ (α 6= −1) : diagonalizable
α = 5 : no diagonalizable

α = −1

{
β = 0 : diagonalizable

β 6= 0 : no diagonalizable.

3. Valores propios∣∣∣∣∣∣
1− λ a 1

0 1− λ b
0 0 c− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(c− λ) = 0⇔ λ = 1 ∨ λ = c.
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11.8 Diagonalización según parámetros

Los valores propios son todos reales.
Primer caso: c = 1. En éste caso el único valor propio es λ = 1 (triple).

dimV1 = 3− rg (A− I) = 3− rg

0 a 1
0 0 b
0 0 0

 6= 3.

La dimensión no coincide con la multiplicidad y por tanto A no es diagona-
lizable.
Segundo caso: c 6= 1. En éste caso, los valores propios son λ = 1 (doble) y
λ = c (simple). La dimensión de Vc es 1 por ser λ = c simple.

dimV1 = 3− rg (A− I) = 3− rg

0 a 1
0 0 b
0 0 c− 1

 .
Si a = 0, dimV1 = 3−1 = 2 y por tanto, A es diagonalizable. Si a 6= 0, al ser
c− 1 6= 0 tenemos dimV1 = 3− 2 = 1 y por tanto, A no es diagonalizable.
Podemos concluir:

A es diagonalizable⇔ (c 6= 1) ∧ (a = 0).

4. Sumando a la tercera fila la segunda y posteriormente, restando a la
segunda columna la tercera::∣∣∣∣∣∣

1− λ −2 −2
−2 m− λ 8

2 8 m− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −2 −2
−2 m− λ 8

0 m− λ+ 8 m− λ+ 8

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 −2
−2 m− λ− 8 8

0 0 m− λ+ 8

∣∣∣∣∣∣ = (m− λ− 8)

∣∣∣∣ 1− λ −2
0 m− λ+ 8

∣∣∣∣
= (m−λ−8)(m−λ+ 8)(λ−1) = 0⇔ (λ = m−8)∨ (λ = m+ 8)∨ (λ = 1).

Todos los valores propios son reales.
Primer caso: m− 8 = m+ 8. Equivale a decir −8 = 8, es decir éste caso no
ocurre.

Segundo caso: m− 8 = 1. Equivale a m = 9 y los valores propios son λ = 1
(doble) y λ = 17 (simple). La dimensión de V17 es 1 por ser λ = 17 simple.

dimV1 = 3− rg (A− I) = 3− rg

 0 −2 −2
−2 8 8
2 8 8

 = 3− 2 = 1.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

La matriz A no es diagonalizable.

Tercer caso: m+ 8 = 1. Equivale a m = −7 y los valores propios son λ = 1
(doble) y λ = −15 (simple). La dimensión de V−15 es 1 por ser λ = −15
simple.

dimV1 = 3− rg (A− I) = 3− rg

 0 −2 −2
−2 −8 8
2 8 −8

 = 3− 2 = 1.

La matriz A no es diagonalizable.

Cuarto caso: los valores propios son distintos dos a dos. Equivale a m 6= 9
y m 6= −7. En éste caso al ser los valore propios simples, la matriz es
diagonalizable. Podemos concluir que:

A no es diagonalizable⇔ (m = 9) ∨ (m = −7).

11.9. Suma y producto de valores propios

Se considera la matriz real

A =

1 5 6
5 0 3
6 3 4

 .
Hallar la suma y el producto de sus valores propios sabiendo que es diago-
nalizable.

Solución. Por hipótesis, existe P ∈ R3×3 invertible cumpliendo:

P−1AP = D, con D =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 ,
siendo λ1, λ2, λ3 los valores propios de A. Como A y D son semejantes tienen,
según sabemos, la misma traza y el mismo determinante. Por tanto:

λ1 + λ2 + λ3 = traza D = traza A = 5, λ1λ2λ3 = detD = detA = 71.

11.10. Valores propios del endomorfismo inverso

Sea λ un valor propio de un endomorfismo f : E → E invertible.

(a) Demostrar que λ 6= 0.

(b) Demostrar que 1/λ es valor propio de f−1.
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11.10 Valores propios del endomorfismo inverso

(c) Aplicación: se considera la matriz

A =

[
2 3
3 2

]
.

Hallar los valores y vectores propios de A−1.

Solución. (a) Supongamos que fuera λ = 0. Entonces existiŕıa un x ∈ E no
nulo tal que f(x) = 0x = 0. Es decir ker f no se reduciŕıa al vector nulo y
por tanto f no seŕıa inyectiva. Esto es una contradicción pues f es invertible
por hipótesis.

(b) Por hipótesis, existe x ∈ E no nulo tal que f(x) = λx. Aplicando f−1 a
ambos miembros y teniendo en cuenta que f−1 es lineal:

f(x) = λx⇒ f−1 (f(x)) = f−1 (λx)⇒ (f−1 ◦ f)(x) = λf−1(x)

⇒ I(x) = λf−1(x)⇒ x = λf−1(x)⇒ f−1(x) =
1

λ
x.

Es decir, 1/λ es valor propio de f−1 y además, los correspondientes vectores
propios asociados a λ para f y 1/λ para f−1 coinciden.

(c) Como detA = −5 6= 0, A representa un endomorfismo invertible en R2

con respecto de la base canónica, y la matriz del endomorfismo inverso en
tal base es justamente A−1. Valores propios de A :∣∣∣∣2− λ 3

3 2− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ− 5 = 0⇔ λ1 = 5 ∨ λ2 = −1 (simples).

Subespacios propios de A :

Vλ1 ≡
{
−3x1 + 3x2 = 0
3x1 − 3x2 = 0,

Vλ2 ≡
{

3x1 + 3x2 = 0
3x1 + 3x2 = 0.

Unas bases respectivas son BVλ1 = {(1, 1)t} y BVλ2 = {(−1, 1)t}. Usando el

apartado anterior, concluimos que los valores propios de A−1 son

µ1 =
1

λ1
=

1

5
, µ2 =

1

λ2
= −1,

y unas bases de los correspondientes subespacios propios son

BVµ1 = {(1, 1)t}, BVµ2 = {(−1, 1)t}.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

11.11. Diagonalización de un endomorfismo en
R2×2

Sea E = R2×2 el espacio vectorial real de las matrices de orden 2. Se consi-
dera la aplicación

f : E → E , f(X) = Xt (traspuesta de X).

(a) Demostrar que f es lineal.
(b) Hallar la matriz A de f con respecto a la base canónica de E.
(c) Calcular los autovalores de f , los autoespacios, sus dimensiones y una
base de cada uno de ellos.

Solución. (a) Para todo α, β ∈ R, para todo X,Y ∈ E y usando conocidas
propiedades de la trasposición:

f(αX + βY ) = (αX + βY )t = αXt + βY t = αf(X) + βf(Y ).

Es decir, f es lineal.

(b) Consideremos la base canónica B = {u1, u2, u3, u4} de E :

u1 =

[
1 0
0 0

]
, u2 =

[
0 1
0 0

]
, u3 =

[
0 0
1 0

]
, u4 =

[
0 0
0 1

]
.

Hallando los transformados de los elementos deB y trasponiendo coeficientes
obtenemos la matriz A pedida:

f(u1) = u1

f(u2) = u3

f(u3) = u2

f(u4) = u4

⇒ A =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .
(c) Tenemos:∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 0 0
0 −λ 1 0
0 1 −λ 0
0 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
1 −λ 0
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (1− λ)(1− λ)(λ2 − 1) = (λ+ 1)(λ− 1)3.

Los valores propios o autovalores son λ = −1 (simple) y λ = 1 (triple). Los
autoespacios o subespacios propios son:

V−1 ≡


2x1 = 0

x1 + x2 = 0
x1 + x2 = 0

2x4 = 0

, V1 ≡


0 = 0

−x2 + x3 = 0
x2 − x3 = 0

0 = 0.
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11.12 Diagonalización de un endomorfismo en R2[x]

Al ser λ = −1 valor propio simple, dimV−1 = 1 y una base de V−1 (en
coordenadas en B) es {(0, 1,−1, 0)t}, por tanto una base de V−1 es

BV−1 = {u2 − u3} = {
[

0 1
−1 0

]
}.

La dimensión de V1 es dimV1 = 4 − rg (A − I) = 4 − 1 = 3 y una base de
V1 (en coordenadas en B) es {(1, 0, 0, 0)t, (0, 1, 1, 0)t, (0, 0, 0, 1)t}. Es decir,

BV1 = {u1, u2 + u3, u4} = {
[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]
}.

11.12. Diagonalización de un endomorfismo en
R2[x]

Se considera el endomorfismo T en R2[x] definido por

T (p(x)) = p(x+ 1) + (x+ 1)p′(x+ 1).

1) Hallar la matriz A de T en la base canónica de R2[x]
2) Demostrar que T es diagonalizable.
3) Hallar una base de R2[x] que lo diagonaliza y la matriz diagonal D de T
en dicha base.
4) Encontrar una matriz P invertible tal que P−1AP = D.

Solución. 1) Hallemos los transformados de los elementos de la base canóni-
ca B = {1, x, x2} :

T (1) = 1 + (x+ 1) · 0 = 1 = 1, T (x) = (x+ 1) + (x+ 1) · 1 = 2 + 2x,

T (x2) = (x+ 1)2 + (x+ 1) · 2(x+ 1) = 3 + 6x+ 3x2.

Transponiendo, obtenemos la matriz A de T en la base B :

A =

1 2 3
0 2 6
0 0 3

 .
2) Valores propios:

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 2 3

0 2− λ 6
0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)(2− λ)(3− λ) = 0

⇔ λ = 1 ∨ λ = 2 ∨ λ = 3 (simples).
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

El polinomio caracteŕıstico tiene 3 ráıces en R y la dimensión de cada subes-
pacio propio es 1 por ser todos los valores propios simples, por tanto T es
diagonalizable.

3) Los subespacios propios y unas respectivas bases (en coordenadas en B),
son

V1 ≡


2x2 + 3x3 = 0
x2 + 3x3 = 0

2x3 = 0
, BV1 = {(1, 0, 0)}

V2 ≡


−x1 + 2x2 + 3x3 = 0

6x3 = 0
x3 = 0

, BV2 = {(2, 1, 0)}

V3 ≡
{
−2x1 + 2x2 + 3x3 = 0
−x2 + 6x3 = 0

, BV2 = {(15, 12, 2)}

En consecuencia, una base B′ que diagonaliza a T es:

B′ = {1, 2 + x, 15 + 12x+ 2x2},

y la matriz de T en B′ es D = diag(1, 2, 3).

4) Una matriz P que satisface P−1AP = D, sabemos que es la matriz de
cambio de base de la B a la B′, esto es,

P =

1 2 15
0 1 12
0 0 2

 .
11.13. Valores propios de una matriz nilpotente

Sea A matriz cuadrada nilpotente, es decir existe un entero positivo m tal
que Am = 0. Se pide:
(a) Demostrar que λ = 0 es valor propio de A.
(b) Demostrar que λ = 0 es el único valor propio de A.

Solución. (a) Existe m entero positivo tal que Am = 0. Tomando determi-
nantes queda |Am| = |A|m = 0, por tanto |A| = 0. Entonces, |A− 0I| = 0 lo
cual implica que λ = 0 es valor propio de A.

(b) Si λ valor propio de A, existe un vector columna x no nulo tal que
Ax = λx. Ahora bien,

A2x = A(Ax) = A(λx) = λAx = λ2x,
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11.14 Logaritmo de una matriz

A3x = A(A2x) = A(λ2x) = λ2Ax = λ3x, . . .

Deducimos inmediatamente por inducción que Amx = λmx. Pero Am = 0
con lo cual queda λmx = 0 con x 6= 0. Esto implica λm = 0, luego λ = 0.

11.14. Logaritmo de una matriz

Sean:

(i) A =

0 −2 −2
1 3 1
0 0 2

 ∈ R3×3.

(ii) S el conjunto formado por todas las matrices de R3×3 tales que son
diagonalizables y tienen todos los valores propios mayores que cero.

(iii) La función log : S → R3×3 que cumple las propiedades:

a) Si D = diag(a, b, c) entonces logD = diag(log a, log b, log c).
b) Si M,N ∈ S, P ∈ R3×3 con P invertible y M = P−1NP entonces
logM = P−1(logN)P .

Se pide:

1. Estudiar si S es un subespacio vectorial de R3×3. 2. Comprobar que A ∈ S.

3. Calcular logA.

4. Estudiar si se verifica la igualdad log(MN) = logM + logN .

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. Observación previa: Aunque no se pide expĺıcitamente, demos-
tremos que la función log dada está bien definida. En efecto, para D =
diag(a, b, c) con a, b, c positivos, existen log a, log b, log c y pertenecen a R.
Por tanto existe logD ∈ R3×3.

Sea ahora una matriz A ∈ S cualquiera. Entonces, existe una matriz P ∈
R3×3 invertible tal que P−1AP = D y por la hipótesis b) será logD =
P−1(logA)P o bien logA = P (logD)P−1. Tenemos que demostrar que logA
no depende de la elección de P . En efecto, supongamos que A = QDQ−1,
tenemos:

A = QDQ−1 ⇒ PDQ−1 = QDQ−1 ⇒ D = P−1AP = P−1QDQ−1P =
(Q−1P )−1D(Q−1P )⇒ (por b) logD = (Q−1P )−1(logD)(Q−1P ) =

P−1Q(logD)Q−1P ⇒ P (logD)P−1 = Q(logD)Q−1.

1. La matriz 0 de R3×3 es diagonalizable (ella misma es diagonal) con valor
propio λ = 0 (triple). En consecuencia, 0 6∈ S y por tanto S no es subespacio
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

de R3×3.

2. Polinomio caracteŕıstico de A :

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
−λ −2 −2

1 3− λ 1
0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(λ2 − 3λ+ 2) = −(λ− 2)2(λ− 1).

Los valores propios de A son λ1 = 2 (doble) y λ2 = 1 (simple). La dimensión
de ker(A− λ2I) es 1 por ser λ1 simple. La dimensión de ker(A− λ1I) es:

dim(ker(A− 2I)) = 3− rg

−2 −2 −2
1 1 1
0 0 0

 = 3− 1 = 2.

La matrizA es por tanto diagonalizable con matriz diagonalD = diag(2, 2, 1)
y como consecuencia, A ∈ S.

3. Hallemos bases de los subespacios propios:

ker(A− 2I) ≡

−2 −2 −2
1 1 1
0 0 0

x1

x2

x3

 =

0
0
0

 ,
ker(A− I) ≡

−1 −2 −2
1 2 1
0 0 1

x1

x2

x3

 =

0
0
0

 .
Unas bases respectivas son B2 = {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)} , B1 = {(2,−1, 0)}.
Por tanto, una matriz P tal que P−1AP = D es:

P =

−1 −1 2
1 0 −1
0 1 0

 ,
y la matriz logA = P (logD)P−1 es:

logA = P

log 2 0 0
0 log 2 0
0 0 log 1

P−1 = . . . =

− log 2 −2 log 2 −2 log 2
log 2 2 log 2 log 2

0 0 log 2

 .
4. Dadas M,N ∈ S para que se verifique la igualdad log(MN) = logM +
logN es necesario que MN ∈ S . Veamos que esto no siempre ocurre. En
efecto, consideremos por ejemplo las matrices:

M =

2 0 0
0 2 0
0 0 1

 , N =

0 −2 −2
1 3 1
0 0 2

 .
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11.15 Un determinante por recurrencia

La matriz M pertenece a S y la matriz N la hemos elegido de tal manera
que tenga el mismo polinomio caracteŕıstico que M , es decir χ(λ) = (λ −
2)2(λ− 1). Es fácil comprobar que N ∈ S, sin embargo la matriz

MN =

0 −4 −4
2 6 2
0 0 2

 .
no es diagonalizable como fácilmente se comprueba. Es decir, MN 6∈ S y
por tanto no es cierto en general que log(MN) = logM + logN .

11.15. Un determinante por recurrencia

Sea n ∈ N∗, An ∈ Rn×n y Dn = |An|. En todo lo que sigue supondremos la
existencia de p, q ∈ R tales que si n > 2, Dn = pDn−1 + qDn−2. Se pide:

1. Si q = 0 , hallar Dn en función de p, n,D2.
2. Si q 6= 0 y r, s son las ráıces que suponemos distintas de la ecuación
x2 − px− q = 0, hallar Dn en función de D1, D2, r, s, n.

3. Si A2 =

[
1 1
1 5

]
hallar |A−1

5 | cuando p = 2, q = 0.

4. Calcular el determinante de la matriz:


7 5 0 . . . 0
2 7 5 . . . 0
0 2 7 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 7


2

∈ Rn×n.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Para q = 0 tenemos:

D3 = pD2

D4 = pD3 = p(pD2) = p2D2

D5 = pD4 = p(p2D2) = p3D2

. . .

Se deduce inmediatamente por inducción que Dn = pn−2D2 si n > 2.

2. La relación Dn = pDn−1 + qDn−2 se puede escribir en la forma:[
Dn

Dn−1

]
=

[
p q
1 0

] [
Dn−1

Dn−2

]
= M

[
Dn−1

Dn−2

]
.

Llamando Xk =
[
Dk Dk−1

]t
obtenemos:
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

Xn = MXn−1 = M2Xn−2 = M3Xn−3 = . . . = Mn−2X2 = Mn−2X2.

Es decir, obtenemos la relación:[
Dn

Dn−1

]
= Mn−2

[
D2

D1

]
.

Hallemos Mn−2 por diagonalización. Valores propios de M :

det(M − xI) = det

[
p− x q

1 −x

]
= x2 − px− q,

cuyas ráıces son por hipótesis r, s con r 6= s lo cual asegura que M es
diagonalizable. Los subespacios propios son:

ker(M − rI) ≡
[
p− r q

1 −r

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
,

ker(M − sI) ≡
[
p− s q

1 −s

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
.

Unas bases son Br = {(r, 1)} , Bs = {(s, 1)} respectivamente. Se verifica
pues:

M = PDP−1 con D =

[
r 0
0 s

]
y P =

[
r s
1 1

]
.

Entonces: [
Dn

Dn−1

]
= Mn−2

[
D2

D1

]
= PDn−2P−1

[
D2

D1

]
=

[
r s
1 1

] [
rn−2 0

0 sn−2

]
· 1

r − s

[
1 −s
−1 r

] [
D2

D1

]
=

1

r − s

[
(rn−1 − sn−1)D2 + rs(sn−2 − rn−2D1)
(rn−2 − sn−2)D2 + rs(sn−3 − rn−3D1)

]
.

Queda por tanto:

Dn =
(rn−1 − sn−1)D2 + rs(sn−2 − rn−2)D1

r − s
. (1)

3. Por el apartado 1 tenemos D5 = p3D2, en consecuencia:∣∣A−1
5

∣∣ =
1

|A5|
=

1

D5
=

1

p3D2
=

1

8 · 4
=

1

32
.

4. El determinante pedido es el cuadrado del determinante Dn:
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11.16 Diagonalización en un espacio complejo

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 5 0 . . . 0
2 7 5 . . . 0
0 2 7 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Desarrollando por la primera columna obtenemos Dn = 7Dn−1 − 10Dn−2.
Es decir, estamos en el caso del apartado 2 con p = 7, q = 10. Las ráıces de
x2 − 7x+ 10 = 0 son r = 5, s = 2. Teniendo en cuenta que D2 = 39, D1 = 7
y sustituyendo en (1):

Dn =
1

3

[
39(5n−1 − 2n−1) + 70(2n−2 − 5n−2)

]
.

y la solución es D2
n.

11.16. Diagonalización en un espacio complejo

Sea n ∈ N∗. En el espacio vectorial Cn[z] sobre C de los polinomios complejos
de grado menor o igual que n se considera la aplicación:

fn : Cn[z]→ Cn[z], fn[p(z)] = (1 + z)np

(
1− z
1 + z

)
.

1. Estudiar la linealidad de fn.
2. Obtener fn(pk) siendo pk(z) = (1+z)k con 0 ≤ k ≤ n. Determinar fn◦fn.
3. Calcular los polinomios caracteŕıstico y mı́nimo aśı como los valores pro-
pios de f3.
4. Determinar los subespacios propios de f3. ¿Es diagonalizable f3?

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Veamos que fn está bien definida. Sea p(z) =
∑d

k=0 akz
k ∈

Cn[z] de grado d ≤ n, entonces:

fn[p(z)] = (1 + z)np

(
1− z
1 + z

)
= (1 + z)n

d∑
k=0

ak

(
1− z
1 + z

)k
=

d∑
k=0

ak(1− z)k(1 + z)n−k ∈ Cn[z].

Veamos que fn es lineal. En efecto, para todo λ, µ ∈ C y para todo p(z), q(z) ∈
Cn[z] tenemos:
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

fn[λp(z) + µq(z)] = (1 + z)n(λp+ µq)

(
1− z
1 + z

)
=

(1 + z)n
(
λp

(
1− z
1 + z

)
+ µq

(
1− z
1 + z

))
=

λ(1 + z)np

(
1− z
1 + z

)
+ µ(1 + z)nq

(
1− z
1 + z

)
=

λfn[p(z)] + µfn[q(z)].

2. Tenemos:

fn[pk(z)] = (1 + z)npk

(
1− z
1 + z

)
= (1 + z)n

(
1 +

1− z
1 + z

)k
=

(1 + z)n · 2k

(1 + z)k
= 2k(1 + z)n−k = 2kpn−k(z).

Determinemos fn ◦ fn :

(fn ◦ fn)[p(z)] = fn[fn(p(z))] = fn

[
(1 + z)np

(
1− z
1 + z

)]
=

(1 + z)n
(

1 +
1− z
1 + z

)n
p

(
1− ((1− z)/(1 + z))

1 + ((1− z)/(1 + z))

)
=

(1 + z)n · 2n

(1 + z)n
· p(z) = 2np(z) = 2nI[p(z)]⇒ fn ◦ fn = 2nI.

3. Una base de C3[z] es:

B =
{
p0(z) = 1, p1(z) = 1 + z, p2(z) = (1 + z)2, p3(z) = (1 + z)3

}
.

Según el apartado 2:

f3(p0) = p3, f3(p1) = 2p2, f3(p2) = 22p1, f3(p3) = 23p0.

La matriz de f3 en B es por tanto:

A =


0 0 0 8
0 0 4 0
0 2 0 0
1 0 0 0

 .
Su polinomio caracteŕıstico es:

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0 8

0 −λ 4 0
0 2 −λ 0
1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−λ)

∣∣∣∣∣∣
−λ 4 0

2 −λ 0
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣− 8

∣∣∣∣∣∣
0 −λ 4
0 2 −λ
1 0 0

∣∣∣∣∣∣ =

λ2(λ2 − 8)− 8(λ2 − 8) = (λ2 − 8)2 = (λ+ 2
√

2)2(λ− 2
√

2)2.
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11.17 Ĺımite de una sucesión matricial

Los valores propios de f3 son λ1 = 2
√

2, λ2 = −2
√

2 (dobles). El polinomio
mı́nimo µ(λ) de f3 tiene que dividir a χ(λ) y tener los mismos factores irre-
ducibles. El de menor grado que cumple esto es p(λ) = (λ−2

√
2)(λ+2

√
2) =

λ2−8. Ahora bien, por el apartado 2, tenemos f3◦f3 = 23I o bien f2
3−8I = 0.

Esto implica que p(f3) = 0 y por tanto el polinomio mı́mimo de f3 es
µ(λ) = (λ− 2

√
2)(λ+ 2

√
2).

4. Dado que (f3 − λ1I)(f3 − λ2I) = 0 siendo λ1, λ2 los diferentes valores
propios de f3 , se concluye que este endomorfismo es diagonalizable por
aplicación de un conocido teorema. Hallemos los subespacios propios:

V1 = ker(f3 − λ1I) ≡


−
√

8 0 0 8

0 −
√

8 4 0

0 2 −
√

8 0

1 0 0 −
√

8



x1

x2

x3

x4

 =


0
0
0
0

 .

V2 = ker(f3 − λ2I) ≡


√

8 0 0 8

0
√

8 4 0

0 2
√

8 0

1 0 0
√

8



x1

x2

x3

x4

 =


0
0
0
0

 .
Resolviendo obtenemos sendas bases de V1 y V2 :

B1 =
{

(2
√

2, 0, 0, 1), (0,
√

2, 1, 0)
}
, B2 =

{
(−2
√

2, 0, 0, 1), (0,−
√

2, 1, 0)
}
,

bases que están expresadas en coordenadas enB = {p0(z), p1(z), p2(z), p3(z)},
en consecuencia unas bases de los subespacios propios son:

B1 =
{

2
√

2 + p3(z),
√

2p1(z) + p2(z)
}
,

B2 =
{
−2
√

2 + p3(z),−
√

2p1(z) + p2(z)
}
.

11.17. Ĺımite de una sucesión matricial

Sea f : R2 → R2 una aplicación lineal cuya matriz respecto de la base
canónica es A. Se sabe que f(2,−1) = (1,−1) y que f(1,−2) = (2,−4).

1. Determinar A.
2. Hallar los valores y vectores propios de f.
3. Calcular una matriz P tal que P−1AP sea diagonal y comprobar el resul-
tado.
4. Hallar el ĺımite de la sucesión matricial

ĺım
n→∞

(
I +

1

3
A+

1

32
A2 + . . .+

1

3n
An
)
.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Industriales de la UPM).

Solución. 1. Denominemos por Bc = {e1, e2} a la base canónica de R2.
Entonces, de los datos y teniendo en cuenta que f es lineal:{

f(2e1 − e2) = e1 − e2

f(e1 − 2e2) = 2e1 − 4e2
o bien

{
2f(e1)− f(e2) = e1 − e2

f(e1)− 2f(e2) = 2e1 − 4e2.

Resolviendo el sistema obtenemos f(e1) = 2
3e2, f(e2) = −e1 + 7

3e2 y traspo-

niendo coeficientes: A =

[
0 −1
2
3

7
3

]
.

2. Valores propios de A :∣∣∣∣−λ −1
2
3

7
3 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − 7
3λ+ 2

3 = 0⇔ λ = 2 ∨ λ = 1
3 (simples).

Subespacios propios:

ker(A− 2I) ≡
{
−2x1 − x2 = 0
2
3x1 + 1

3x2 = 0,
ker(A− 1

3I) ≡
{
−1

3x1 − x2 = 0
2
3x1 + 2x2 = 0.

Como ambos valores propios son simples, la dimensión de sus subespa-
cios propios es 1, y unas bases respectivas de éstos son B2 = {(1,−2)} y
B1/3 = {(3,−1)}.

3. La matriz de f en la base B = {(1,−2), (3,−1)} es D = diag (2, 1/3) y
la matriz de cambio de la base canónica a la B es:

P =

[
1 3
−2 −1

]
.

En consecuencia se verifica P−1AP = D o de forma equivalente AP = PD.
Comprobemos el resultado:

AP =

[
0 −1
2
3

7
3

] [
1 3
−2 −1

]
=

[
2 1
−4 −1

3

]
,

PD =

[
1 3
−2 −1

] [
2 0
0 1

3

]
=

[
2 1
−4 −1

3

]
.

4. De la relación P−1AP = D se deduce A = PDP−1 y por tanto Ak =
PDP−1PDP−1 . . . PDP−1 = PDkP−1. La expresión En bajo el ĺımite la
podemos escribir en la forma:

En = I +
1

3
A+

1

32
A2 + . . .+

1

3n
An

= PIP−1 +
1

3
PDP−1 +

1

32
PD2P−1 + . . .+

1

3n
PDnP−1
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11.18 Modelo de poblaciones

= P

(
I +

1

3
D +

1

32
D2 + . . .+

1

3n
Dn

)
P−1

= P

([
1 0
0 1

]
+ 1

3

[
2 0
0 1

3

]
+

1

32

[
22 0
0 1

32

]
+ . . .+

1

3n

[
2n 0
0 1

3n

])
P−1

= P

[
1 +

(
2
3

)
+
(

2
3

)2
+ . . .+

(
2
3

)n
0

0 1 + 1
32

+ 1
34

+ . . .+ 1
32n

]
P−1

= P


(

2
3

)n+1 − 1
2
3 − 1

0

0
1

9n+1 − 1
1
9 − 1

P−1,

en donde hemos aplicado la conocida fórmula de la suma de los términos
de una progresión geométrica. Teniendo en cuenta que si |a| < 1 entonces
an → 0 cuando n → ∞ y que las matrices P y P−1 son constantes (no
dependen de n), el ĺımite pedido es:

ĺım
n→∞

En = P ĺım
n→∞


(

2
3

)n+1 − 1
2
3 − 1

0

0
1

9n+1 − 1
1
9 − 1

P−1 = P

[
3 0
0 9

8

]
P−1

=

[
1 3
−2 −1

] [
3 0
0 9

8

]
1

5

[
−1 −3

2 1

]
=

3

40

[
10 −33
10 51

]
.

11.18. Modelo de poblaciones

Una ciudad A es de tránsito, estimándose que de los habitantes que tiene
al principio de cada año, al final del mismo han emigrado 2/3 a una cierta
región geográfica B y 1/3 a otra región C. Por otra parte y durante ese mismo
año, 1/3 de la población de B y 1/3 de la población de C se establece en A.
Calcular las poblaciones en régimen estacionario, es decir al final de n años
con n→∞, sabiendo que en un determinado año las poblaciones de A,B y
C eran respectivamente 60, 200 y 300.

Solución. Denotemos Xk = (xkA, xkB, xkC)t siendo xkA, xkB y xkC las po-
blaciones de A,B y C respectivamente al principio del año k. De los datos
proporcionados:

xk+1,A = −2
3xk,A −

1
3xk,A + 1

3xk,B + 1
3xk,C + xk,A

xk+1,B = 2
3xk,A −

1
3xk,B + xkB

xk+1,C = 1
3xk,A −

1
3xk,C + xkC .

En forma matricial:
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

xk+1,A

xk+1,B

xk+1,C

 =

 0 1/3 1/3
2/3 2/3 0
1/3 0 2/3

xk,Axk,B
xk,C

 o bien Xk+1 = AXk.

Por tanto Xn = AXn−1 = A2Xn−2 = A3Xn−3 = . . . = AnX0. Llamemos

M =

0 1 1
2 2 0
1 0 2

 .
De A = (1/3)M se deduce que An = (1/3)nMn. Para hallar los autovalores
de M restamos en |M−λI| a la tercera columna la segunda y posteriormente
sumamos a la segunda fila la tercera.

|M − λI| =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 1

2 2− λ 0
1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0

2 2− λ −2 + λ
1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0

3 2− λ 0
1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)(λ2 − 2λ− 3) = 0

⇔ λ = 2 ∨ λ = 3 ∨ λ = −1 (simples).

Los respectivos autoespacios y una base de cada uno de ellos son :

V2 ≡


−2x1 + x2 + x3 = 0

2x1 = 0
x1 = 0,

BV2 = {(0.− 1, 1)t}.

V3 ≡


−3x1 + x2 + x3 = 0

2x1 − x2 = 0
x1 − x3 = 0,

BV3 = {(1, 2, 1)t}.

V−1 ≡


x1 + x2 + x3 = 0

2x1 + 3x2 = 0
x1 + 3x3 = 0,

BV−1 = {(−3, 2, 1)t}.

La matriz M es diagonalizable y una matriz P tal que P−1MP = D =
diag (2, 3,−1) es:

P =

 0 1 −3
−1 2 2

1 1 1

 .
Aplicando la conocida fórmula de la potencia enésima de una matriz diago-
nalizable:
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11.19 Endomorfismo con modelo matemático

Xn = AnX0 =
1

3n
MnX0 =

1

3n
PDnP−1X0.

Teniendo en cuenta que P y P−1 son constantes (no dependen de n):

ĺım
n→∞

Xn = P

(
ĺım
n→∞

1

3n
Dn

)
P−1X0

= P
(

ĺım
n→∞

diag ((2/3)n, 1, (−1/3)n
)
P−1X0

= P diag (0, 1, 0) P−1X0.

Para el estado inicial X0 = (60, 200, 300) :

ĺım
n→∞

Xn =

 0 1 −3
−1 2 2

1 1 1

0 0 0
0 1 0
0 0 0

 1

12

 0 −4 8
3 3 3
−3 1 1

 60
200
300

 =

140
280
140

 .
Es decir, cuando el tiempo aumenta la tendencia de las poblaciones de A,B
y C son respectivamente 140, 280 y 140.

11.19. Endomorfismo con modelo matemático

Sea f el endomorfismo en R2 cuya matriz respecto de la base canónica es

A =

[
1/4 1/2
3/4 1/2

]
,

y sean C1 = {x ∈ R2 : x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0}, Rk = {x ∈ R2 : x1 + x2 = k}
con k ∈ R. Se pide:
1. Comprobar que C1 es f -invariante. Idem para cada Rk.
2. Comprobar que R0 es un subespacio propio de f . Determinar los valores
propios y los subespacios propio de f .
3. Determinar An para cada n natural y ĺımn→∞A

n.
4. La restricción de f a C1 ∩R1 sirve de modelo para el siguiente sistema:

En una autopista de dos carriles, la probabilidad de que un coche esté en el
carril i en el instante n habiendo estado en el carril j en el instante anterior
n−1 es aij . Si xin es la probabilidad de que un coche se encuentre en el carril
i en el instante n y sn = (x1n, x2n)t representa el estado de la autopista en
el instante n, se cumple para todo n ∈ N que sn+1 = f(sn).
Determinar:
(a) Si existen estados estacionarios (es decir si existen se tales que ∀n ∈
N sn = se) y calcularlos en su caso.
(b) sn en función de n y s0.
(c) Si existe ĺımn→∞ sn para cada s0, y calcularlo en su caso.
(d) El carril que tenderá a estar más ocupado al crecer n.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Para todo x = (x1, x2)t ∈ R2 hallemos su transformado y =
(y1, y2)t por medio de f

f(x) = f

([
x1

x2

])
= A

[
x1

x2

]
=

[
x1/4 + x2/2
3x1/4 + x2/2

]
=

[
y1

y2

]
.

Para todo x ∈ C1 tenemos y1 ≥ 0, y2 ≥ 0 y para todo x ∈ Rk, y1 + y2 =
x1 + x2 = k por tanto f(C1) ⊂ C1 y f(Rk) ⊂ Rk. Es decir, C1 y Rk son
f -invariantes.

2. Los vectores x = (x1, x2)t de R0 son los vectores de la forma (α,−α)
con α ∈ R y para estos vectores se verifica A(α,−α)t = (−α/4, α/4) =
(−1/4)(α,−α)t. Esto implica que los vectores de R0 son propios asociados
al valor propio −1/4. Hallemos todos los valores propios

det(A− λI) = 0⇔ λ2 − 3

4
λ− 1

4
= 0⇔ λ1 = 1 ∨ λ2 = −1

4
.

Los valores propios de f son por tanto λ1 = 1 y λ2 = −1/4 (ambos simples).
Hallemos una base de cada uno de los subespacios propios

ker(A− 1I) ≡
{
−3

4x1 + 1
2x2 = 0

3
4x1 − 1

2x2 = 0
≡
{
−3x1 + 2x2 = 0

3x1 − 2x2 = 0
≡
{

3x1 − 2x2 = 0.

ker(A+ (1/4)I) ≡
{

1
2x1 + 1

2x2 = 0
3
4x1 + 3

4x2 = 0
≡
{
x1 + x2 = 0
x1 + x2 = 0

≡
{
x1 + x2 = 0 ≡ R0.

Unas bases respectivas son B1 = {(2, 3)} y B1/4 = {(−1, 1)}.

3. El endomorfismo f es diagonalizable y por tanto:

P−1AP = D =

[
1 0
0 −1/4

]
si P =

[
2 −1
3 1

]
.

Aplicando la conocida fórmula para el cálculo de la potencia enésima de una
matriz diagonalizable

An = PDnP−1 =

[
2 −1
3 1

] [
1 0
0 (−1/4)n

] [
2 −1
3 1

]−1

=

. . . =
1

5

[
2 + 3(−1/4)n 2− 2(−1/4)n

3− 3(−1/4)n 3 + 2(−1/4)n

]
.

Cuando n→∞ se verifica (−1/4)n → 0. En consecuencia

ĺım
n→∞

An =
1

5

[
2 2
3 3

]
.
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11.20 Endomorfismo idempotente

4. (a) De la hipótesis sn+1 = f(sn) deducimos

sn+1 = Asn = A2sn−1 = A3sn−2 = . . . = An+1s0.

Si se es estado estado estacionario, necesariamente se ha de cumplir se+1 =
se o bien Ae+1s0 = Aes0. Como A es invertible, esto implica As0 = s0, es
decir s0 ha de ser vector propio asociado al valor propio 1 o bien s0 = α(2, 3).
Dado que s0 ∈ C1∩R1 se ha de verificar 2α ≥ 0, 3α ≥ 0 y 2α+3α = 1. Esto
se verifica solamente si α = 1/5. Concluimos pues que si existen estados
estacionarios, necesariamente ha de ser s0 = (2/5, 3/5)t.
Por otra parte, para este s0, sn = An−1s0 = An−2s0 = . . . = As0 = s0 para
todo n ∈ N. Concluimos que s0 = (2/5, 3/5)t es el único estado estacionario.
(b) Tenemos que sn = An−1s0 con s0 = (x10, x20)t un vector genérico cum-
pliendo x10 ≥ 0, x20 ≥ 0 y x10 +x20 = 1 y la matriz An−1 ya está calculada.
Basta sustituir.
(c) Teniendo en cuenta que x10 + x20 = 1:

ĺım
n→∞

sn = ĺım
n→∞

An−1s0 =
1

5

[
2 2
3 3

] [
x10

x20

]
=

1

5

[
2
3

]
.

(d) Cuando n→∞ la probabilidad de que un coche ocupe el carril 1 tiende
a 2/5 y de que ocupe el carril 2 tiende a 3/5. Esto significa que al crecer n
el carril 2 tenderá a estar más ocupado.

11.20. Endomorfismo idempotente

Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea f : E → E un endomor-
fismo idempotente es decir, que cumple f2 = f .
1. Demostrar que E = ker f ⊕ Imf .
2. Demostrar que si f no es inyectiva entonces ker f es subespacio propio
asociado a f y si f 6= 0, Imf es subespacio propio asociado a f .
3. Supongamos ahora que dimE = n finita. Demostrar que f es diagona-
lizable. Determinar una base B de E formada por vectores propios de f y
hallar la matriz diagonal D correspondiente.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Montes, UPM).

Solución. 1. (a) Si x ∈ ker f ∩ Imf entonces x ∈ ker f y x ∈ Imf . Es
decir, f(x) = 0 y ∃u ∈ E : x = f(u). Pero f(x) = f2(u) = f(u) por ser f
idempotente. Es decir, x = f(u) = f(x) = 0. Hemos demostrado pues que
ker f ∩ Imf = {0}.

(b) Sea x ∈ E. Por definición de imagen, tenemos f(x) ∈ Imf . Por otra
parte x = (x− f(x)) + f(x). Ahora bien f (x− f(x)) = f(x) − f2(x) =
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

f(x) − f(x) = 0 es decir, (x− f(x)) ∈ ker f , con lo cual E = ker f + Imf .
Concluimos pues que E = ker f ⊕ Imf .

2. f no es inyectiva equivale a decir que existe 0 6= v ∈ E tal que f(v) =
0 = 0v . Esto implica que λ1 = 0 es valor propio del endomorfismo f . El
subespacio propio asociado a λ1 = 0 es V0 = {x ∈ E : f(x) = 0} que es
precisamente la definición de ker f . Es decir, V0 = ker f .

La condición f 6= 0 equivale a decir que Imf 6= {0}. Existe por tanto 0 6=
w ∈ Imf tal que w es de la forma w = f(x). Como f es nilpotente

f(w) = f [f(x)] = f2(x) = f(x) = w = 1w.

Es decir, λ2 = 1 es valor propio del endomorfismo f . Entonces el subespacio
propio asociado es V1 = {x ∈ E : f(x) = x} . Por lo ya visto, Imf ⊂ V1 y
por otra parte si x ∈ V1 se verifica x = f(x) es decir x ∈ Imf . Se concluye
que Imf = V1.

3. Caso 1. Supongamos que f no es inyectiva y f 6= 0 entonces dim(ker f) =
r > 0 y dim(Imf) = n − r > 0. Sea B1 = {e1, . . . , er} base de ker f y
B2 = {er+1, . . . , en} base de Imf . Como E = ker f ⊕ Imf , B = B1 ∪ B2 es
base de E. Además se verifica

f(e1) = 0e1, . . . , f(er) = 0er, f(er+1) = 1er+1, . . . , f(en) = 1en.

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz de f con respecto a la base
B: D = diag (0, . . . , 0, 1 . . . , 1.) es decir f es diagonalizable.

Caso 2. Si f es inyectiva, por el teorema de las dimensiones para aplicaciones
lineales se concluye que también es sobreyectiva, es decir f es un isomorfis-
mo. De la igualdad f2 = f se deduce componiendo con f−1 que f = IE y la
matriz de f respecto de cualquier base de E es I = diag (1, 1, . . . , 1): f es
diagonalizable.

Caso 3. Si f = 0 la matriz de f respecto de cualquier base de E es la matriz
nula 0 = diag (0, 0, . . . , 0): f es diagonalizable.

11.21. Ĺımite de sucesión de puntos diagonalizan-
do en C

Se consideran tres puntos p1, p2, p3 sobre la recta real y se construye una
sucesión del siguiente modo: p4 es el punto medio del segmento p1p2, p5 es
el punto medio de p2p3, p6 es el punto medio de p3p4 y aśı sucesivamente.
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11.21 Ĺımite de sucesión de puntos diagonalizando en C

Se desea conocer el ĺımite de esta sucesión, para ello se pide:

1. Expresar pk+3 en función de pk y pk+1. Hallar una matriz A de tal manera
que si xk = (pk, pk+1, pk+2)t, se cumpla xk+1 = Axk. Obtener una expresión
que determine xk como función de A, k y x1, y demostrar que esta expresión
es cierta ∀k ∈ N∗.
2. Calcular el polinomio caracteŕıstico y los valores propios de A en C.
Justificar por qué A es diagonalizable en C pero no en R, e indicar una
matriz diagonal semejante a ella.
3. Demostrar que si λ ∈ C es valor propio de una matrizM ∈ Rn×n ⊂ Cn×n y
z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn×n es vector propio de M correspondiente a λ, entonces
z̄ = (z̄1, . . . , z̄n) es un vector propio de M asociado a λ̄ . Hallar T ∈ C3×3

tal que T−1AT sea la matriz indicada en el apartado anterior.
4. Calcular en función de p1, p2 y p3, ĺımn→∞ xn y ĺımn→∞ pn.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Por definición de la sucesión, pk+3 es el punto medio de pk y
pk+1, en consecuencia pk+3 = (pk + pk+1)/2. Podemos por tanto escribir:

pk+1 = pk+1, pk+2 = pk+2, pk+3 = (1/2)pk + (1/2)pk+1.

Estas igualdades son equivalentes a la igualdad matricial:pk+1

pk+2

pk+3

 =

 0 1 0
0 0 1

1/2 1/2 0

 pk
pk+1

pk+2

 .
De forma equivalente, xk+1 = Axk . Podemos escribir:

xk = Axk−1 = A2xk−2 = A3xk−3 = . . . = Ak−1x1 (∀k ∈ N∗).

2. Valores propios de la matriz A:∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
0 −λ 1

1/2 1/2 −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + (1/2)λ+ (1/2) = 0.

Resolviendo la ecuación obtenemos λ1 = 1, λ2 = (−1+i)/2, λ3 = (−1−i)/2.
Existe al menos un valor propio que no es real, por tanto la matriz no es
diagonalizable en R. Al ser los tres valores propios complejos y simples se
puede asegurar que es diagonalizable en C. Una matriz diagonal semejante
a A es por tanto D = diag(λ1, λ2, λ3).

3. Si λ ∈ C es valor propio de M entonces existe un vector z ∈ Cn con
z 6= 0 tal que Mz = λz. Tomando conjugados y teniendo en cuenta que
M = M , obtenemos Mz̄ = λ̄z̄ lo cual implica que z̄ es vector propio de M
correspondiente a λ̄. Determinemos los subespacios propios de A :

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

ker(A− λ1I) ≡

−1 1 0
0 −1 1

1/2 1/2 −1

z1

z2

z3

 =

0
0
0

 .
Como λ1 es simple, dim ker(A−λ1I) = 1 y una base B1 estará formada por
un vector no nulo solución del sistema anterior, por ejemplo B1 = {(1, 1, 1)}.

ker(A− λ2I) ≡

(1− i)/2 1 0
0 (1− i)/2 1

1/2 1/2 (1− i)/2

z1

z2

z3

 =

0
0
0

 .
Como λ2 es simple, dim ker(A − λ1I) = 1 y una base B2 estará forma-
da por un vector no nulo solución del sistema anterior, por ejemplo B2 =
{(2,−1 + i,−i)}.
Como λ3 = λ̄2, por lo demostrado en este mismo apartado, una base de
ker(A − λ3I) se obtendrá conjugando el vector obtenido anteriormente, es
decir B3 = {(2,−1− i, i}. Transponiendo las coordenadas de los tres vecto-
res hallados, obtenemos la matriz T :

T =

1 2 2
1 −1 + i −1− i
1 −i i

 .
4. De la igualdad T−1AT = D se deduce A = TDT−1 y An−1 = TDn−1T−1.
Por lo demostrado en el apartado 1. tenemos xn = An−1x1 o bien xn =
TDn−1T−1x1. Tomando ĺımites:

ĺım
n→∞

xn = ĺım
n→∞

(TDn−1T−1x1) = T
(

ĺım
n→∞

Dn−1
)
T−1x1.

Dado que λ1 = 1 y que |λ2| = |λ3| =
√

2/2 < 1:

ĺım
n→∞

Dn−1 = ĺım
n→∞

diag(λn−1
1 , λn−1

2 , λn−1
3 ) = diag(1, 0, 0).

Por otra parte:

T−1 = . . . =
1

10i

 2i 4i 4i
1 + 2i 2− i −3− 3i
−1 + 2i −2− i 3− i

 .
Operando obtenemos:

ĺım
n→∞

xn = T

1 0 0
0 0 0
0 0 0

T−1

p1

p2

p3

 = . . . =
1

5

p1 + 2p2 + 2p3

p1 + 2p2 + 2p3

p1 + 2p2 + 2p3

 .
Como xn = (pn, pn+1, pn+2)t, concluimos que la sucesión dada (pn)∞1 tiene
por ĺımite:

ĺım
n→∞

pn =
p1 + 2p2 + 2p3

5
.
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11.22 Valor propio y aśıntota horizontal

11.22. Valor propio y aśıntota horizontal

Se considera el espacio vectorial

E = {f : R→ R : f continua y ĺım
x→+∞

f(x) ∈ R},

es decir la grafica de f tiene una aśıntota horizontal para x→ +∞.
Se define la aplicación T : E → E de la forma T (f)(x) = f(x+ 1).
(a) Demostrar que T es lineal.
(b) Demostrar que λ = 1 es valor propio de T.
(c) Demostrar que el subespacio propio asociado a λ = 1 está formado
exactamente por las funciones constantes.

Solución. (a) Para todo par de escalares α, β ∈ R, para cada par de fun-
ciones f, g ∈ E y aplicando las conocidas definiciones de operaciones entre
funciones, se verifica para todo x ∈ R :

T (αf + βg)(x) = (αf + βg)(x+ 1) = (αf)(x+ 1) + (βg)(x+ 1)

= αf(x+ 1) + βg(x+ 1) = αT (f)(x) + βT (g)(x) = (αT (f) + βT (g)) (x).

De la definición de igualdad de funciones deducimos que T (αf + βg) =
αT (f) + βT (g), es decir T es lineal.

(b) La función h(x) = 1 es continua, ĺımx→+∞ h(x) = 1 ∈ R, es decir h ∈ E
y además es no nula. Tenemos:

T (h)(x) = h(x+ 1) = 1 = h(x) (∀x ∈ R)⇒ T (h) = h = 1h (h 6= 0),

por tanto, λ = 1 es valor propio de T.

(c) Sea f función constante, es decir f(x) = c ∈ R para todo x ∈ R.
Razonando como en el apartado anterior:

T (f)(x) = f(x+ 1) = c = f(x) (∀x ∈ R)⇒ T (f) = f = 1f

lo cual implica que f pertenece al subespacio propio V1 asociado a λ = 1.
Rećıprocamente, sea f ∈ V1, entonces Tf = f o equivalentemente f(x+1) =
f(x) para todo x ∈ R, es decir, la función es periódica de periodo 1 y por
tanto f(x+n) = f(x) para todo n natural. Si f no fuera constante existiŕıan
números reales x1, x2 con x1 6= x2 tales que f(x1) 6= f(x2). Entonces:

ĺım
x→+∞

f(x1 + n) = ĺım
x→+∞

f(x1) = f(x1),

ĺım
x→+∞

f(x2 + n) = ĺım
x→+∞

f(x2) = f(x2).

Esto implicaŕıa que no existe ĺımx→+∞ f(x) lo cual es absurdo. Concluimos
que V1 está formado exactamente por las funciones constantes.
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

11.23. Coseno de una matriz

Calcular cos
(π

4
A
)

siendo A =

−1/3 2/3 −2/3
2/3 −1/3 −2/3
−2/3 −2/3 −1/3

 .
(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. Industriales, UPM).

Solución. Podemos expresar
π

4
A =

π

12
B, siendo B =

−1 2 −2
2 −1 −2
−2 −2 −1

 .
Hallemos los valores y vectores propios de B

det(B − λI) =

∣∣∣∣∣∣
−1− λ 2 −2

2 −1− λ −2
−2 −2 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−1− λ 0 −2

2 −3− λ −2
−2 −3− λ −1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
−1− λ 0 −2

2 −3− λ −2
−4 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−3−λ)(λ2−9) = 0⇔ −(λ−3)(λ+3)2 = 0.

Los valores propios de B son λ1 = 3 simple y λ2 = −3 doble. Los subespacios
propios son

Vλ1 ≡


−4x1 + 2x2 − 2x3 = 0

2x1 − 4x2 − 2x3 = 0
−2x1 − 2x2 − 4x3 = 0,

Vλ2 ≡


2x1 + 2x2 − 2x3 = 0
2x1 + 2x2 − 2x3 = 0
−2x1 − 2x2 + 2x3 = 0.

Hallando unas bases de estos subespacios obtenemos respectivamente

Bλ1 = {(1, 1,−1)t} , Bλ2 = {(−1, 1, 0)t, (−1, 0, 1)t}.

La matriz B es por tanto diagonalizable y además

P−1BP = D =

3 0 0
0 −3 0
0 0 −3

 si P =

 1 −1 −1
1 1 0
−1 0 1

 .
Como consecuencia

B = PDP−1 ⇒ π

4
A =

π

12
PDP−1 = P

π/4 0 0
0 −π/4 0
0 0 −π/4

 P−1.
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11.24 Matrices componentes

Es decir, la matriz (π/4)A es diagonalizable y la función f(x) = cosx toma
sus valores en el espectro de (π/4)A , por tanto

cos
(π

4
A
)

= P · cos

π/4 0 0
0 −π/4 0
0 0 −π/4

 · P−1

= P

(√
2

2
I

)
P−1 =

√
2

2
I.

11.24. Matrices componentes

Se considera la matriz real A =

[
5 −1
1 3

]
.

(a) Calcular sus matrices componentes.
(b) Como aplicación, calcular

√
A, A−1 y eA.

Solución. Recordamos el siguiente teorema:

Sea A ∈ Kn×n con K = C o K = R de polinomio mı́nimo µ(λ) = (λ −
λ1)m1 . . . (λ− λs)ms . Entonces, existen matrices Aik con i = 1, 2 . . . , s, k =
0, 1, . . . ,mi − 1 tales que para toda función f : Ω ⊂ K → K tal que existe
f(A) es decir ∃f (k)(λi) con i = 1, 2 . . . , s, k = 0, 1, . . . ,mi − 1 se verifica

f(A) =
s∑
i=0

mi−1∑
k=0

f (k)(λi)Aik.

A las matrices Aik se las llama matrices componentes de A.

(a) El polinomio mı́nimo de la matriz A es µ(λ) = (λ− 4)2. Es decir λ1 = 4
es el único valor propio de A, las matrices componentes de A son A10, A11 y
para toda función f para la cual exista f(A) (es decir, existen f(4) y f ′(4))
se verifica:

f(A) = f(4)A10 + f ′(4)A11. (∗)

Para hallar las matrices componentes elegimos las funciones polinómicas
(siempre están definidas) f(λ) = 1, f(λ) = λ y aplicamos la fórmula (∗) lo
cual nos conduce al sistema matricial:{

I = A10

A = 4A10 +A11,
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Caṕıtulo 11. Valores y vectores propios

que resuelto proporciona

A10 = I , A11 =

[
1 −1
1 −1

]
.

(b) Aplicando (∗) a la función f(λ) =
√
λ y usando f ′(λ) = 1/(2

√
λ) obte-

nemos:

f(A) =
√
A = 2A10 +

1

4
A11 =

1

4

[
9 −1
1 7

]
.

Aplicando (∗) a la función f(λ) = 1/λ y usando f ′(λ) = −1/λ2 obtenemos:

f(A) =
1

A
= A−1 =

1

4
A10 −

1

16
A11 =

1

16

[
3 1
−1 5

]
.

Aplicando (∗) a la función f(λ) = eλ y usando f ′(λ) = eλ obtenemos:

f(A) = eA = e4A10 + e4A11 = e4

[
2 −1
1 0

]
.
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Caṕıtulo 12

Formas canónicas de Jordan

12.1. Bloques de Jordan

1. Comprobar que la siguiente matriz es nilpotente de orden 4

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

2. Hallar An siendo A =

[
3 1
0 3

]
.

3. Calcular An, siendo A =


3 1 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
0 0 0 0 −1

 .

Solución. 1. Tenemos:

A2 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

A3 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
433

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



12.1 Bloques de Jordan

A4 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .
Es decir, A es nilpotente de orden 4.

2. Tenemos A = 3I +N con I la matriz identidad y N =

[
0 1
0 0

]
. Entonces:

N2 =

[
0 1
0 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
, N3 = N4 = . . . =

[
0 0
0 0

]

Aplicando la fórmula del binomio de Newton:

An = (3I +N)n =

(
n

0

)
(3I)n +

(
n

1

)
(3I)n−1N +

(
n

2

)
(3I)n−2N2 + · · ·

= 3nI + n3n−1

[
0 1
0 0

]
+

[
0 0
0 0

]
+ · · ·+

[
0 0
0 0

]
= 3n

[
1 0
0 1

]
+ n3n−1

[
0 1
0 0

]
=

[
3n n3n−1

0 3n

]
.

3. La matriz A es de la forma

A =

[
A1 0
0 A2

]
con A1 =

[
3 1
0 3

]
, A2 =

−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

 ,

por tanto la matriz An es An =

[
An1 1
0 An2

]
. La matriz An1 se calculó en el

ejercicio anterior:

An1 =

[
3n n3n−1

0 3n

]
.

Usamos la fórmula del binomio de Newton para hallar An2 . Denotando

N =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 :
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

An2 = (−I +N)n =

(
n

0

)
(−I)n +

(
n

1

)
(−I)n−1N +

(
n

2

)
(−I)n−2N2 + · · ·

= (−1)nI + n(−1)n−1

0 1 0
0 0 1
0 0 0

+
n(n− 1)

2

0 0 1
0 0 0
0 0 0


+

0 0 0
0 0 0
0 0 0

+ · · ·+

0 0 0
0 0 0
0 0 0


=

(−1)n (−1)n−1n (−1)n−2n(n− 1)/2
0 (−1)n (−1)n−1n
0 0 (−1)n


Queda por tanto

An =


3n n3n−1 0 0 0
0 3n 0 0 0
0 0 (−1)n (−1)n−1n (−1)n−2n(n− 1)/2
0 0 0 (−1)n (−1)n−1n
0 0 0 0 (−1)n

 .

12.2. Polinomio mı́nimo

1. Hallar el polinomio mı́nimo de la matriz

A =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 1 1
0 0 −2 4

 ∈ R4×4.

2. Hallar el polinomio mı́nimo de la matriz

A =

 5 −9 −4
6 −11 −5
−7 13 6

 ∈ R3×3.

3. Hallar el polinomio mı́nimo del endomorfismo derivación D en R4[x].

4. Sea p(x) = x3 − 1 el polinomio mı́nimo de un endomorfismo f en R4.
Demostrar que f es invertible y que f−1 = f2.

5. Hallar el polinomio mı́nimo del endomorfismo f : R3[x]→ R3[x] dado por

f [p(x)] =
p(2x)− p(x)

x
.
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12.2 Polinomio mı́nimo

Solución. 1. Polinomio caracteŕıstico de A :

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 0 0

0 2− λ 0 0
0 0 1− λ 1
0 0 −2 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)2(λ2 − 5λ+ 6) = (λ− 2)3(λ− 3).

Como el polinomio mı́nimo de A divide al caracteŕıstico y tiene los mismos
factores irreducibles, los posibles polinomios mı́nimos de A son

µ1(λ) = (λ− 2)(λ− 3),

µ2(λ) = (λ− 2)2(λ− 3),

µ3(λ) = (λ− 2)3(λ− 3).

Sustituyendo λ por A :

µ1(A) = (A− 2I)(A− 3I) = . . . 6= 0,

µ2(A) = (A− 2I)2(A− 3I) = . . . = 0.

En consecuencia, el polinomio mı́nimo de A es µ(λ) = (λ− 2)2(λ− 3).

2. Polinomio caracteŕıstico de A :

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
5− λ −9 −4

6 −11− λ −5
−7 13 6− λ

∣∣∣∣∣∣ .
Efectuando la transformación C1 → C1 + C2 − C3 :

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
−λ −9 −4
−λ −11− λ −5
λ 13 6− λ

∣∣∣∣∣∣
= λ

∣∣∣∣∣∣
−1 −9 −4
−1 −11− λ −5
1 13 6− λ

∣∣∣∣∣∣ = λ(−λ)2 = −λ3.

Los posibles polinomios mı́nimos de A son:

µ1(λ) = λ, µ2(λ) = λ2, µ3(λ) = λ3.

Sustituyendo λ por A :

µ1(A) = A 6= 0, µ2(A) = A2 = . . . 6= 0.
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

En consecuencia, el polinomio mı́nimo de A es µ(λ) = λ3.

3. Hallemos la matriz A de D con respecto de la base canónica de R4[x].
Tenemos

D(1) = 0, D(x) = 1, D(x2) = 2x, D(x3) = 3x2, D(x4) = 4x3.

Trasponiendo coeficientes:

A =


0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4
0 0 0 0 0

 .

El polinomio caracteŕıstico de A es χ(λ) = λ5, por tanto los posibles poli-
nomios mı́nimos de A son

µ1(λ) = λ, µ2(λ) = λ2, µ3(λ) = λ3, µ4(λ) = λ4, µ5(λ) = λ5.

Sustituyendo λ por A obtenemos

µ1(A) = A 6= 0, µ2(A) = A2 = . . . 6= 0,

µ3(A) = A3 = . . . 6= 0, µ4(A) = A4 = . . . 6= 0.

En consecuencia, el polinomio mı́nimo de D es µ(λ) = λ5.

4. Se verifica p(f) = f3 − I = 0 es decir, f3 = I o equivalentemente
f
(
f2
)

= I, lo cual implica que f es invertible y que f−1 = f2.

5. Hallemos la matriz A de f con respecto de la base canónica de R3[x].

f(1) =
1− 1

x
= 0, f(x) =

2x− x
x

= 1,

f(x2) =
4x2 − x2

x
= 3x, f(x3) =

8x3 − x3

x
= 7x2.

Transponiendo coeficientes

A =


0 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 7
0 0 0 0


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12.3 Forma canónica de Jordan

El polinomio caracteŕıstico de f es χ(λ) = λ4, con lo cual los posibles poli-
nomios mı́nimos de f son µ1(λ) = λ, µ2(λ) = λ2, µ3(λ) = λ3 o µ4(λ) = λ4.
Fácilmente verificamos que

µ1(A) = A 6= 0, µ2(A) = A2 6= 0, µ3(A) = A3 6= 0,

es decir, el polinomio mı́nimo de f es λ4.

12.3. Forma canónica de Jordan

1. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos polino-
mio caracteŕıstico y mı́nimo son respectivamente:

χ(λ) = (λ− 2)4(λ− 3)3, µ(λ) = (λ− 2)2(λ− 3)3.

2. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos polino-
mio caracteŕıstico y mı́nimo son respectivamente:

χ(λ) = (λ− 7)5, µ(λ) = (λ− 7)2.

3. Hallar las posibles formas de Jordan para un endomorfismo cuyos polino-
mio caracteŕıstico y mı́nimo son respectivamente:

χ(λ) = (λ− a)3(λ− b)2, µ(λ) = (λ− a)(λ− b), (a 6= b).

4. Hallar el polinomio mı́nimo y la forma canónica de Jordan de la matriz

A =


0 0 0 0
2 0 0 0
2 2 0 0
2 2 0 0

 .

5. Sea M =


b 0 0 b+ 3
0 0 0 b
b 0 0 −2
0 0 0 b

 ∈ R4×4.

Determinar su forma canónica de Jordan según los valores del parámetro b.

Solución. 1. Recordemos el siguiente teorema:

TEOREMA. Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K de dimensión finita n y
f : E → E un endomorfismo. Supongamos que los polinomios caracteŕıstico
y mı́nimo de f son respectivamente:

χ(λ) = (λ− λ1)n1(λ− λ2)n2 . . . (λ− λp)np ,
µ(λ) = (λ− λ1)m1(λ− λ2)m2 . . . (λ− λp)mp ,
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

en donde los λi son escalares distintos dos a dos. Entonces, existe una base
BJ de E respecto de la cual la matriz J de f es diagonal por bloques, siendo
cada uno de los bloques de J de la forma:

Jij =


λi 1 0 . . . 0 0
0 λi 1 . . . 0 0
...

...
0 0 0 . . . λi 1
0 0 0 . . . 0 λi

 .

Para cada valor propio λi se verifica:

(i) Existe al menos un Jij de dimensión mi, los demas Jij son de órdenes
≤ mi.
(ii) La suma de los órdenes de los Jij es ni.
(iii) El número de bloques Jij coincide con la multiplicidad geométrica de
λi �

Usando el teorema anterior, las posibles formas canónicas de Jordan de f
son:

J =



2 1
0 2

2 1
0 2

3 1 0
0 3 1
0 0 3


(si dimV2 = 2).

J =



2 1
0 2

2
2

3 1 0
0 3 1
0 0 3


(si dimV2 = 3).

2. Tenemos:

J =


7 1
0 7

7 1
0 7

7

 (si dimV7 = 3).
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12.3 Forma canónica de Jordan

J =


7 1
0 7

7
7

7

 (si dimV7 = 4).

3. Necesariamente ha de ser

J =


a

a
a

b
b

 ,
por tanto el endomorfismo es diagonalizable.
4. Polinomio caracteŕıstico de A :∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 0 0
2 −λ 0 0
2 2 −λ 0
2 2 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−λ)4 = λ4.

El polinomio mı́nimo sabemos que divide al caracteŕıstico y tiene los mismos
factores irreducibles, por tanto los posibles polinomios mı́nimos de A son:

µ1(λ) = λ, µ2(λ) = λ2, µ3(λ) = λ3, µ4(λ) = λ4.

Tenemos

µ1(A) = A 6= 0, µ2(A) = A2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
4 0 0 0
4 0 0 0

 6= 0, µ3(A) = A3 = 0.

En consecuencia, el polinomio mı́nimo de es µ3(λ) = λ3, y la forma canónica
de Jordan de A :

J =


0 1 0
0 0 1
0 0 0

0

 .
5. Valores propios de M :∣∣∣∣∣∣∣∣

b− λ 0 0 b+ 3
0 −λ 0 b
b 0 −λ −2
0 0 0 b− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (b− λ)2(λ)2 = 0⇔ λ = b ∨ λ = 0,
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

valores propios que son al menos dobles.

Primer caso. Si b = 0 el único valor propio es λ = 0 (cuádruple) y

dimV0 = 4− rg (M − 0I) = 4− rg


0 0 0 3
0 0 0 0
0 0 0 −2
0 0 0 0

 = 4− 1 = 3.

El número de cajas es tres, por tanto la forma de Jordan de M es

J =


0 1
0 0

0
0

 .
Segundo caso. Si b 6= 0 los valores propios son λ = b y λ = 0 (dobles) y

dimVb = 4− rg (M − bI) = 4− rg


0 0 0 b+ 3
0 −b 0 b
b 0 −b −2
0 0 0 0



= 4− rg

b 0 −b −2
0 −b 0 b
0 0 0 b+ 3

 =︸︷︷︸
b6=0

{
4− 3 = 1 si b 6= −3
4− 2 = 2 si b = −3,

dimV0 = 4− rg (M − 0I) = 4− rg


b 0 0 b+ 3
0 0 0 b
b 0 0 −2
0 0 0 b



= 4− rg


b b+ 3
0 b
b −2
0 b

 =︸︷︷︸
b6=0

4− 2 = 2.

Como la dimensión proporciona el número de cajas asociadas al correspon-
diente valor propio, queda

J =


b 1
0 b

0
0

 si b 6= −3, J =


−3

−3
0

0

 si b 6= 3.
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12.4 Cálculo de una base de Jordan (1)

12.4. Cálculo de una base de Jordan (1)

Hallar la forma canónica de Jordan J de la matriz

A =


0 −2 2 −1
2 3 −1 1
2 1 1 1
4 3 −3 4

 ∈ R4×4

y una matriz invertible P tal que P−1AP = J.

Solución. Exponemos previamente un método bastante autocontenido para
hallar la forma canónica de Jordan de una matriz A ∈ Kn×n y la correspon-
diente matriz de cambio.

MÉTODO

1. Hallamos los valores propios de A. 2. Para cada valor propio λ tenemos
que obtener tantos vectores como indica su multiplicidad.

(i) Si la dimensión del subespacio propio asociado a λ coincide con la mul-
tiplicidad de λ elegimos sencillamente una base de dicho subespacio propio.
(ii) Si la dimensión del subespacio propio asociado a λ es menor que la mul-
tiplicidad de λ elegimos vectores e1, e2, e3, . . . satisfaciendo las condiciones:

(A− λI)e1 = 0
(A− λI)e2 = e1

(A− λI)e3 = e2

(A− λI)e4 = e3

. . .

El hallar estos vectores equivale a resolver varios sistemas. Si llegado a un
sistema, este resulta ser incompatible, contamos el número de vectores ob-
tenido. Si es igual a la multiplicidad de λ hemos terminado con este valor
propio. Si no es aśı empezamos a construir una nueva cadena de vectores
e′1, e

′
2, e
′
3, . . . satisfaciendo las condiciones:

(A− λI)e′1 = 0
(A− λI)e′2 = e′1
(A− λI)e′3 = e′2

. . .

El proceso se termina cuando el número de vectores obtenido coincide con
la multiplicidad de λ. Hay que tener la precaución de elegir el conjunto
cuyos vectores son el primero de cada cadena de tal manera que formen
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

sistema libre. Se demuestra que repitiendo el proceso anterior para cada
valor propio, la unión de todos los vectores elegidos es una base de Kn. Esta
base BJ = {e1, e2, e3, . . .} es además de Jordan pues:

(A− λI)e1 = 0⇔ Ae1 = λe1

(A− λI)e2 = e1 ⇔ Ae2 = e1 + λe2

(A− λI)e3 = e2 ⇔ Ae3 = e2 + λe3

. . .

(hemos supuesto para evitar escribir de manera repetitiva el śımbolo de
transposición que los vectores ei que escribamos, son vectores columna). En
consecuencia la matriz del endomorfismo dado por A en la base canónica de
Kn seŕıa en la base BJ :

J =


λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
0 0 λ . . . 0
...

...
0 0 0 . . . µ

 �

1. Hallamos los valores propios de A :∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ −2 2 −1
2 3− λ −1 1
2 1 1− λ 1
4 3 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 2 −1
2 2− λ −1 1
2 2− λ 1− λ 1
4 0 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 2 −1
2 2− λ −1 1
0 0 2− λ 0
4 0 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)

∣∣∣∣∣∣
−λ 2 −1
0 2− λ 0
4 −3 4− λ

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)2

∣∣∣∣−λ −1
4 4− λ

∣∣∣∣ = (λ− 2)2(λ2 − 4λ+ 4) = (λ− 2)4 = 0.

El único valor propio es λ = 2 (cuádruple).

2. Tenemos que hallar cuatro vectores asociados al valor propio 2. La dimen-
sión del subespacio propio asociado V2 es:

dimV2 = 4− rg(A− 2I) = 4− rg


−2 −2 2 −1

2 1 −1 1
2 1 −1 1
4 3 −3 2

 = . . . = 4− 2 = 2.
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12.4 Cálculo de una base de Jordan (1)

Buscamos pues vectores e1, e2, e3, . . . cumpliendo
(A− λI)e1 = 0
(A− λI)e2 = e1

(A− λI)e3 = e2

. . .

Como los sistemas a resolver son todos del mismo tipo, en vez de resolverlos
uno a uno, resolvemos el sistema general:

(A− 2I)x = h⇔


−2 −2 2 −1

2 1 −1 1
2 1 −1 1
4 3 −3 2



x1

x2

x3

x4

 =


h1

h2

h3

h4

 . (1)

Aplicando el método de Gauss obtenemos que el sistema (1) es compatible
si y sólo si se verifica h2 − h3 = 0 y h1 − h2 + h4 = 0 (condiciones de
compatibilidad) y la solución general es

x1 = −1

2
β +

1

2
h1 + h2, x2 = α− h1 − h2, x3 = α, x4 = β

con α, β ∈ R arbitrarios. Procedamos a hallar los vectores e1, e2, e3, . . .

Vector e1. En este caso, h1 = h2 = h3 = h4 = 0 y la solución general de (1)
es e1 = (−β/2, α, α, β). Este vector x estará de h en el siguiente sistema,
aśı que le imponemos las condiciones de compatibilidad, es decir α− α = 0
y −β/2− α+ β = 0. En consecuencia podemos elegir α = 1, β = 2 y obte-
nemos el vector e1 = (−1, 1, 1, 2)t.

Vector e2. En este caso, h1 = −1, h2 = h3 = 1, h4 = 2 y la solución general
de (1) es e2 = (−β/2+1/2, α, α, β). Este vector x estará de h en el siguiente
sistema, aśı que le imponemos las condiciones de compatibilidad, es decir
α − α = 0 y −β/2 + 1/2 − α + β = 0. En consecuencia podemos elegir
α = 0, β = −1 y obtenemos el vector e2 = (1, 0, 0,−1)t.

Vector e3. En este caso, h1 = 1, h2 = h3 = 0, h4 = −1 y la solución general
de (1) es e3 = (−β/2 + 1/2, α − 1, α, β). Este vector x estará de h en el
siguiente sistema, aśı que le imponemos las condiciones de compatibilidad.
Pero la primera condición es α − 1 − α = 0 que no se cumple para ningún
valor de α y β. Por tanto el siguiente sistema no es compatible. Elegimos
por ejemplo α = 0, β = −1 y obtenemos el vector e3 = (0,−1, 0, 1)t.
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

Hemos encontrado tres vectores asociados al valor propio 2 y necesitamos
cuatro. Construimos una nueva cadena de vectores e′1, e

′
2, e
′
3, . . . satisfaciendo

las condiciones: 
(A− λI)e′1 = 0
(A− λI)e′2 = e′1

. . .

(en realidad sólo necesitamos uno: e′1)

Vector e′1. En este caso, h1 = h2 = h3 = h4 = 0 y la solución general de (1)
es e1 = (−β/2, α, α, β). No imponemos condiciones de compatibilidad pues
no hay ningún vector más que hallar. Elegimos por ejemplo α = 1, β = 0 y
obtenemos el vector e′1 = (−0, 1, 1, 0)t que es linealmente independiente con
e1. Una base de Jordan es por tanto

BJ =
{
e1 = (−1, 1, 1, 2)t, e2 = (1, 0, 0,−1)t,e3 = (0,−1, 0, 1)t, e′1 = (0, 1, 1, 0)t

}
.

Se verifican las relaciones
(A− 2I)e1 = 0⇔ Ae1 = 2e1

(A− 2I)e2 = e1 ⇔ Ae2 = e1 + 2e2

(A− 2I)e3 = e2 ⇔ Ae3 = e2 + 2e3

(A− 2I)e′1 = 0⇔ Ae′1 = 2e′1

La forma canónica de Jordan de A es por tanto

J =


2 1 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 .
La matriz de cambio P sabemos que es aquella cuyas columnas son los
vectores de la nueva base BJ , es decir

P =


−1 1 0 0

1 0 −1 1
1 0 0 1
2 −1 1 0

 .

12.5. Cálculo de una base de Jordan (2)

Se considera la matriz

A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 .
Determinar la forma canónica de Jordan J de A y una matriz P invertible
tal que P−1AP = J.
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12.5 Cálculo de una base de Jordan (2)

Solución. Hallemos los valores propios de A. Para ello efectuamos la trans-
formación F3 − F2 y a continuación C2 + C3 :

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15

1 1− λ −5
1 2 −6− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15

1 1 + λ −5
0 1 + λ −1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
2− λ −9 −15

1 −4 + λ −5
0 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−1− λ)

∣∣∣∣2− λ −9
1 −4− λ

∣∣∣∣
= (−1− λ)(λ2 + 2λ+ 1) = −(λ+ 1)(λ+ 1)2 = (λ+ 1)3.

El único valor propio de A es por tanto λ = −1 (triple). La dimensión del
subespacio propio V−1 asociado es:

dim(V−1) = 3− rg(A+ I) = 3− rg

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

 = 3− 1 = 2.

La dimensión no coincide con la multiplicidad, y por tanto A no es diagona-
lizable. Los posibles polinomios mı́nimos son µ1(λ) = λ+1, µ2(λ) = (λ+1)2

o µ3(λ) = (λ+ 1)3. Se verifica µ1(A) = A+ I 6= 0 y µ2(A) = (A+ I)2 = 0,
es decir el polinomio mı́nimo de A es µ2(λ) = (λ+ 1)2. Como consecuencia
la forma canónica de Jordan de A es:

J =

−1 1 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
Una base de Jordan BJ = {e1, e2, e3} en R3 para la matriz A será pues una
base satisfaciendo las condiciones:

Ae1 = −e1

Ae2 = e1 − e2

Ae3 = −e3

o bien


(A+ I)e1 = 0
(A+ I)e2 = e1

(A+ I)e3 = 0.

Tenemos que resolver sistemas del tipo (A+ I)x = h con x = (x1, x2, x3)t y
h = (h1, h2, h3), es decir sistemas del tipo

(A+ I)x = h⇔

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

x1

x2

x3

 =

h1

h2

h3

 . (1)

Aplicando el método de Gauss obtenemos que el sistema (1) es compatible
si y sólo si se verifica h1 = 3h2 y h2 = h3 (condiciones de compatibilidad) y
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

la solución general es
x1 = h2 − 2α+ 5β

x2 = α
x3 = β

(α, β ∈ R).

Vector e1. En este caso, h1 = h2 = h3 = 0 y la solución general de (1)
es e1 = (−2α + 5β, α, β). Este vector x estará de h en el siguiente sis-
tema, aśı que le imponemos las condiciones de compatibilidad, es decir
−2α + 5β = 3α y α = β. En consecuencia podemos elegir α = β = 1 y
obtenemos el vector e1 = (3, 1, 1)t.

Vector e2. En este caso, h1 = 3, h2 = h3 = 1 y la solución general de
(1) es e2 = (1 − 2α + 5β, α, β). Eligiendo α = β = 0 obtenemos el vector
e2 = (1, 0, 0)t.

Vector e3. Como en el caso de e1 la solución general de (1) es e1 = (−2α+
5β, α, β). Elegimos α y β de tal manera que e1 y e3 sean linealmente in-
dependientes, por ejemplo α = 1, β = 0 con lo cual obtenemos el vector
e3 = (−2, 1, 0)t. En consecuencia, una matriz P que satisface P−1AP = J
es

P =
[
e1 e2 e3

]
=

3 1 −2
1 0 1
1 0 0

 .
12.6. Potencia enésima por forma de Jordan

Se considera la matriz A =

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 .

(a) Determinar la forma canónica de Jordan J de A y una matriz P invertible
tal que P−1AP = J.
(b) Como aplicación del apartado anterior, hallar An (n ∈ N).

Solución. Si J es la forma de Jordan de la matriz A ∈ Kp×p con K = R o
K = C, y P ∈ Kp×p es una matriz invertible tal que P−1AP, despejando A
obtenemos A = PJP−1 y por tanto

An = (PJP−1)(PJP−1) . . . (PJP−1) = PJnP−1,

lo cual proporciona un método para calcular la potencia enésima An.
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12.6 Potencia enésima por forma de Jordan

(a) Hallemos los valores propios de A. Para ello efectuamos la transformación
F3 − F2 y a continuación C2 + C3 :

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15

1 1− λ −5
1 2 −6− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 6 −15

1 1 + λ −5
0 1 + λ −1− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
2− λ −9 −15

1 −4 + λ −5
0 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−1− λ)

∣∣∣∣2− λ −9
1 −4− λ

∣∣∣∣
= (−1− λ)(λ2 + 2λ+ 1) = −(λ+ 1)(λ+ 1)2 = (λ+ 1)3.

El único valor propio de A es por tanto λ = −1 (triple). La dimensión del
subespacio propio V−1 asociado es:

dim(V−1) = 3− rg (A+ I) = 3− rg

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

 = 3− 1 = 2.

La dimensión no coincide con la multiplicidad, y por tanto A no es diagona-
lizable. Los posibles polinomios mı́nimos son µ1(λ) = λ+1, µ2(λ) = (λ+1)2

o µ3(λ) = (λ+ 1)3. Se verifica µ1(A) = A+ I 6= 0 y µ2(A) = (A+ I)2 = 0,
es decir el polinomio mı́nimo de A es µ2(λ) = (λ+ 1)2. Como consecuencia
la forma canónica de Jordan de A es:

J =

−1 1 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

Una base de Jordan BJ = {e1, e2, e3} en R3 para la matriz A será pues una
base satisfaciendo las condiciones:

Ae1 = −e1

Ae2 = e1 − e2

Ae3 = −e3,
o bien


(A+ I)e1 = 0
(A+ I)e2 = e1

(A+ I)e3 = 0.

Tenemos que resolver sistemas del tipo (A+ I)x = h con x = (x1, x2, x3)t y
h = (h1, h2, h3), es decir sistemas del tipo

(A+ I)x = h⇔

3 6 −15
1 2 −5
1 2 −5

x1

x2

x3

 =

h1

h2

h3

 . (1)

Aplicando el método de Gauss obtenemos que el sistema (1) es compatible
si y sólo si se verifica h1 = 3h2 y h2 = h3 (condiciones de compatibilidad) y
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

la solución general es
x1 = h2 − 2α+ 5β

x2 = α
x3 = β

(α, β ∈ R).

Vector e1. En este caso, h1 = h2 = h3 = 0 y la solución general de (1)
es e1 = (−2α + 5β, α, β). Este vector x estará de h en el siguiente sis-
tema, aśı que le imponemos las condiciones de compatibilidad, es decir
−2α + 5β = 3α y α = β. En consecuencia podemos elegir α = β = 1 y
obtenemos el vector e1 = (3, 1, 1)t.

Vector e2. En este caso, h1 = 3, h2 = h3 = 1 y la solución general de
(1) es e2 = (1 − 2α + 5β, α, β). Eligiendo α = β = 0 obtenemos el vector
e2 = (1, 0, 0)t.

Vector e3. Como en el caso de e1 la solución general de (1) es e1 = (−2α+
5β, α, β). Elegimos α y β de tal manera que e1 y e3 sean linealmente in-
dependientes, por ejemplo α = 1, β = 0 con lo cual obtenemos el vector
e3 = (−2, 1, 0)t. En consecuencia, una matriz P que satisface P−1AP = J
es

P =
[
e1 e2 e3

]
=

3 1 −2
1 0 1
1 0 0

 .

(b) Despejando A de la relación P−1AP = J obtenemos A = PJP−1 y por
tanto

An = (PJP−1)(PJP−1) . . . (PJP−1) = PJnP−1.

La matriz J es diagonal por cajas:

J1 =

[
−1 1

0 −1

]
∧ J2 = [−1]⇒ J =

[
J1 0
0 J2

]
⇒ Jn =

[
Jn1 0
0 Jn2

]
.

Tenemos Jn2 = [(−1)n], y para hallar Jn1 expresamos:

J1 = −I +N con I =

[
1 0
0 1

]
, N =

[
0 1
0 0

]
.

Dado que −I conmuta con N y que N2 = 0, obtenemos aplicando la fórmula
del binomio de Newton:

Jn1 = (−I +N)n = (−I)n + n(−I)n−1N = (−1)n
[
1 −n
0 1

]
.
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12.7 Formas de Jordan de AB y BA

Usando que An = PJnP−1 obtenemos

An =

3 1 −2
1 0 1
1 0 0

 (−1)n

1 −n 0
0 1 0
0 0 1

3 1 −2
1 0 1
1 0 0

−1

= (−1)n

1− 3n −6n 15n
−n 1− 2n 5n
−n −2n 1 + 5n

 .
12.7. Formas de Jordan de AB y BA

Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n. En general AB y BA son
matrices distintas, y sin embargo tienen atributos iguales. Por ejemplo, se
verifica det(AB) = det(BA). El objetivo de este ejercicio es, además de eva-
luar a los alumnos, estudiar algunas otras caracteŕısticas comunes.

a) Demostrar que AB y BA tienen el mismo polinomio caracteŕıstico y los
mismos valores propios.
Indicación: Efectuar los productos por cajas CD y DC, y comparar det(CD)
con det(DC).

C =

[
λI A
B I

]
, D =

[
−I 0
B −λI

]
.

b) A la vista del resultado anterior es natural preguntar ¿AB y BA tienen
la misma forma de Jordan?, y en particular, ¿si una de ellas es diagonali-
zable, lo es también la otra?. Las respuestas son afirmativas al menos en
el caso particular de suponer A o B invertibles. En efecto, en este caso de-
mostrar que si J es la forma canónica de Jordan de AB con matriz de paso
P (J = P−1(AB)P ), entonces J es también la forma normal de Jordan de
BA. Determinar una matriz invertible Q tal que J = Q−1(BA)Q.
Indicación: Utilizar la igualdad AB = A(BA)A−1 cuando se supone A inve-
rible y otra igualdad análoga cuando se supone B invertible.

c) Construir un contraejemplo para mostrar que las respuestas a las pre-
guntas de b) no siempre son afirmativas. Estudiar si la condición A o B
invertible es necesaria para que AB y BA tengan la misma forma normal
de Jordan.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. a) Hallemos los productos CD y DC:

CD =

[
λI A
B I

] [
−I 0
B −λI

]
=

[
−λI +AB −λA

0 −λI

]
,
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

DC =

[
−I 0
B −λI

] [
λI A
B I

]
=

[
−λI −A

0 BA− λI

]
.

Usando que det(CD) = det(DC) obtenemos:

det(AB − λI)(−λ)n = (−λ)n det(BA− λI)

Queda det(AB − λI) = det(BA − λI), es decir, AB y BA tienen el mis-
mo polinomio caracteŕıstico y como consecuencia los mismos valores propios.

b) Por hipótesis J = P−1(AB)P . Entonces:

J = P−1(AB)P = P−1[A(BA)A−1]

= P−1A(BA)A−1P = (A−1P )−1(BA)(A−1P ).

Es decir, para Q = A−1P tenemos J = Q−1(BA)Q lo cual implica que la
forma de Jordan de BA es J (la misma que la de AB). El razonamiento es
totalmente análogo si se considera B invertible.

c) Consideremos las matrices:

A =

[
1 0
0 0

]
, B =

[
0 1
0 0

]
.

Entonces:

AB =

[
0 1
0 0

]
, BA =

[
0 0
0 0

]
.

Las matrices AB y BA no tienen la misma forma de Jordan, lo cual implica
que la respuesta a la primera pregunta del apartado b) no siempre es afir-
mativa. Por otra parte, eligiendo A = 0 y B = 0 tenemos AB = BA = 0, es
decir AB y BA tienen la misma forma de Jordan sin ser necesario que A o
B sean invertibles.

12.8. Forma canónica del operador derivación

Sea V el espacio vectorial real formado por los polinomios q(x) de grado
menor o igual que n, respecto de las operaciones usuales. Se considera la
aplicación lineal

D : V → V, q(x)→ D(q(x)) = q′(x).

Hallar la matriz A de D respecto de la base de V : {1, x, x2, . . . , xn}. Encon-
trar su forma canónica de Jordan A∗ (o en particular, su forma diagonal) y
una matriz P regular y diagonal tal que A∗ = P−1AP . Especificar la nueva
base.
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12.8 Forma canónica del operador derivación

(Propuesto en examen, Álgebra , ETS Ing. Montes, UPM).

Solución. Hallemos los transformados por D de los elementos de la base
B = {1, x, x2, . . . , xn} de V

D(1) = 0, D(x) = 1, D(x2) = 2x, . . . , D(xn) = nxn−1.

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz cuadrada de orden n + 1
pedida

A =



0 1 0 . . . 0
0 0 2 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . n
0 0 0 . . . 0


El polinomio caracteŕıstico de D es χ(λ) = λn+1, por tanto λ = 0 es el único
valor propio y su multiplicidad algebraica es n+ 1. Obviamente det(A) = 0
y eliminando la primera columna y última fila de A obtenemos una subma-
triz con determinante n!, lo cual implica que rgA = n. En consecuencia la
multiplicidad geométrica de λ = 0 es (n+ 1)− n = 1 (una caja ) y la forma
canónica de Jordan de D es

A∗ =



0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0


Una base B∗ = {p1(x), p2(x), . . . , pn+1(x)} de V tal que la matriz de D
respecto de B∗ es A∗ ha de cumplir

D[p1(x)] = 0

D[p2(x)] = p1(x)

D[p3(x)] = p2(x)

. . .

D[pn+1(x)] = pn(x).

Teniendo en cuenta que D es el operador derivación, una base B∗ cumpliendo
las condiciones anteriores es

B∗ = {1, x , x2/2 , x3/(2 · 3) , x4/(2 · 3 · 4) , . . . , xn/(n!)}.
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

La matriz P pedida es por tanto la matriz de paso de B a B∗ :

P =



1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1/2 . . . 0
...

...
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 1/n!


Es decir,

P = diag (1/0! , 1/1! , 1/2! , . . . , 1/n!).

12.9. Número e y exponencial de una matriz

En la Enseñanza Media se define el número e como el ĺımite:

ĺım
m→∞

(
1 +

1

m

)m
,

y de manera más general resulta ser

ea = ĺım
m→∞

(
1 +

1

m
a

)m
,

donde a es un número real cualquiera. Se puede intentar definir formalmente
la exponencial de la matriz A mediante

(∗) eA = ĺım
m→∞

(
I +

1

m
A

)m
donde A es una matriz real n × n, I la identidad de orden n × n, y n =
1, 2, 3, . . . Se pide:

a) Comprobar que la definición (∗) tiene sentido cuando A es una matriz
2× 2 diagonal. Aplicar esta demostración para calcular eA cuando:

A =

[
3 0
0 −1

]
.

b) Comprobar que la definición (∗) tiene sentido también cuando A es una
matriz 2×2 diagonalizable. Aplicar esta demostración para calcular eA cuan-
do:

A =

[
7 4
−8 −5

]
.
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12.9 Número e y exponencial de una matriz

c) Comprobar que la definición (∗) tiene aún sentido también cuando A es
una matriz 2×2 no diagonalizable que admite forma de Jordan. Aplicar esta
demostración para calcular eA cuando:

A =

[
3 1
−1 1

]
.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. a) Sea A = diag(λ1, λ2). Entonces

I +
1

m
A =

[
1 0
0 1

]
+

1

m

[
λ1 0
0 λ2

]
=

[
1 + λ1

m 0

0 1 + λ2
m

]

⇒
(
I +

1

m
A

)m
=

(1 + λ1
m

)m
0

0
(

1 + λ2
m

) .

Usando la definición (∗) :

eA = ĺım
m→∞

(
I +

1

m
A

)m
= ĺım

m→∞


(

1 +
λ1

m

)m
0

0

(
1 +

λ2

m

)m


=

 ĺım
m→∞

(
1 +

λ1

m

)m
0

0 ĺım
m→∞

(
1 +

λ2

m

)m
 =

[
eλ1 0
0 eλ2

]
.

En concreto, para la matriz A dada es

eA =

[
e3 0
0 e−1

]
.

b) Si A es diagonalizable entonces existe P invertible tal que A = PDP−1.
Entonces:

I +
1

m
A = PIP−1 +

1

m
PDP−1 = P

(
I +

1

m
A

)
P−1.

Elevando a m :(
I +

1

m
A

)m
= P

(
I +

1

m
D

)
P−1P

(
I +

1

m
D

)
P−1 . . . P

(
I +

1

m
D

)
P−1

= P

(
I +

1

m
D

)m
P−1.
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

Por el apartado anterior, existe eD al ser D diagonal y P es constante (no
depende de m). Tomando ĺımites:

ĺım
m→∞

(
I +

1

m
A

)m
= ĺım

m→∞
P

(
I +

1

m
D

)m
P−1

= P

[
ĺım
m→∞

(
I +

1

m
D

)m]
P−1

= PeDP−1.

Es decir, existe eA y es igual a PeDP−1. Calculemos ahora la exponencial
de la matriz dada. Valores propios:∣∣∣∣7− λ 4

−8 −5− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ+ 3 = 0⇔ λ = 3 ∨ λ = −1 (simples).

Al ser todos los valores propios simples, la matriz es diagonalizable. Subes-
pacios propios:

V3 ≡
{

4x1 + 4x2 = 0
−8x1 − 8x2 = 0,

V−1 ≡
{

8x1 + 4x2 = 0
−8x1 − 4x2 = 0.

Unas bases respectivas de estos subespacios propios son e1 = (1,−1)t y e2 =
(1,−2)t. Por tanto, una matriz que cumple A = PDP−1 es P =

[
e1 e2

]
.

Entonces:

eA =

[
1 1
−1 −2

] [
e3 0
0 e−1

] [
1 1
−1 −2

]−1

=

[
2e3 − e−1 e3 − e−1

−2e3 + 2e−1 −e3 + 2e−1

]
.

c) Si A ∈ R2×2 no es diagonalizable pero tiene forma canónica de Jordan J,

ha de ser necesariamente del tipo J =

[
λ 1
0 λ

]
. Entonces:

I+
1

m
J =

[
1 0
0 1

]
+

1

m

[
λ 1
0 λ

]
=

[
1 + λ

m
1
m

0 1 + λ
m

]
=

(
1 +

λ

m

)
I+

[
0 1

m
0 0

]
.

Como los dos últimos sumandos conmutan, podemos aplicar la fórmula del
binomio de Newton. Además, el último sumando es una matriz nilpotente
de orden 2, por tanto:(

I +
1

m
J

)m
=

(
1 +

λ

m

)m
Im +m

(
1 +

λ

m

)m−1

Im−1

[
0 1

m
0 0

]
=

(
1 +

λ

m

)m
I +

(
1 +

λ

m

)m−1 [
0 1
0 0

]
.
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12.10 Formas de Jordan de rango 1

Usando la definición (∗) :

eJ = ĺım
m→∞

(
I +

1

m
J

)m
= eλI + eλ

[
0 1
0 0

]
= eλ

[
1 1
0 1

]
.

Es decir, existe eJ . Si P es una matriz cumpliendo A = PJP−1 entonces,
razonando de manera análoga a la del apartado anterior deducimos que eA =
PeJP−1. Apliquemos ahora esta demostración al cálculo de la exponencial
de la matriz dada. Valores propios:∣∣∣∣3− λ 1

−1 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2 = 0⇔ λ = 2 (doble).

La dimensión del subespacio propio asociado al valor propio 2 es:

dimV2 = rg(A− 2I) = 2− rg

[
1 1
−1 −1

]
= 2− 1 = 1.

En consecuencia la forma de Jordan de A es J =

[
2 1
0 2

]
. Fácilmente en-

contramos que una matriz satisfaciendo A = PJP−1 es P =

[
1 1
−1 0

]
.

Entonces:

eA = PeJP−1 =

[
1 1
−1 0

]
e2

[
1 1
0 1

] [
1 1
−1 0

]−1

= e2

[
2 1
−1 0

]
.

12.10. Formas de Jordan de rango 1

Se trata de estudiar las posibles formas canónicas de Jordan (o en su caso,
forma diagonal) de las matrices cuadradas de rango 1.

1. Estudiamos en primer lugar un caso particular para matrices 3× 3. Dada
la matriz

A =

1 a −1
1 a −1
1 a −1

 ,
determinar, según los valores del parámetro real a su forma canónica de
Jordan A∗ (o en particular su forma diagonal) y una matriz P no singular
tal que A = PA∗P−1
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

2. Sea ahora A una matriz real cuadrada n×n de rango 1. Justificar que en
general dicha matriz será de la forma

A =


λ1v1 λ2v1 . . . λnv1

λ1v2 λ2v2 . . . λnv2
...

...
λ1vn λ2vn . . . λnvn

 ,
con algún λi 6= 0 (i = 1, 2, . . . , n) y con v = (v1, v2, . . . , vn)t 6= (0, 0, . . . , 0)t.
Hallar las soluciones del sistema AX = 0 con X = (x1, x2, . . . , xn)t y
0 = (0, 0, . . . , 0)t

3. Calcular AX con X = (x1, x2, . . . , xn)t. Calcular Av. Hallar los autovalo-
res y los autovectores de la matriz A.

4. Enunciar y demostrar una condición necesaria y suficiente que que deben
satisfacer los coeficientes de la matriz A para que esta sea diagonalizable.
Comprobar el resultado que se obtenga, en el caso particular de la matriz
que figura en el apartado 1.

5. Las mismas cuestiones para el caso no diagonalizable (naturalmente A∗

será su forma canónica de Jordan en este caso).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Efectuando las transformaciones F3 − F2 y posteriormente
C2 + C3 al determinante de A− λI, obtenemos los valores propios de A :∣∣∣∣∣∣

1− λ a −1
1 a− λ −1
1 a −1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1− λ a −1

1 a− λ −1
0 λ −λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
1− λ a− 1 −1

1 a− 1− λ −1
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣
= (−λ)(λ2 − aλ) = −λ2(λ− a) = 0

⇔ λ = 0 (al menos doble) ∨ λ = a (al menos simple).

Primer caso: a = 0. En este caso tenemos λ = 0 (triple). La dimensión del
subespacio propio V0 asociado es:

dimV0 = 3− rg(A− 0I) = 3− rg

1 0 −1
1 0 −1
1 0 −1

 = 3− 1 = 2.

En consecuencia su forma de Jordan A∗ tiene dos cajas, con lo cual:

A∗ =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 .
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12.10 Formas de Jordan de rango 1

Una base de Jordan BJ = {e1, e2, e3} en R3 para la matriz A será pues una
base satisfaciendo las condiciones Ae1 = 0, Ae2 = e1, Ae3 = 0. Tenemos que
resolver sistemas del tipo Ax = h con x = (x1, x2, x3)t y h = (h1, h2, h3), es
decir sistemas del tipo

Ax = h⇔

1 0 −1
1 0 −1
1 0 −1

 x1

x2

x3

 =

h1

h2

h3

 (1)

Aplicando el método de Gauss obtenemos que el sistema (1) es compatible
si y sólo si se verifica h1 = h2 = h3 (condiciones de compatibilidad) y la
solución general es 

x1 = h1 + β
x2 = α
x3 = β

(α, β ∈ R).

Vector e1. En este caso, h1 = h2 = h3 = 0 y la solución general de (1) es
e1 = (β, α, β). Este vector x estará de h en el siguiente sistema, aśı que le
imponemos las condiciones de compatibilidad, es decir β = α. En conse-
cuencia podemos elegir α = β = 1 y obtenemos el vector e1 = (1, 1, 1)t.

Vector e2. En este caso, h1 = h2 = h3 = 1 y la solución general de (1) es
e2 = (1 + β, α, β). Eligiendo α = β = 0 obtenemos el vector e2 = (1, 0, 0)t.

Vector e3. Como en el caso de e1 la solución general de (1) es e1 = (β, α, β).
Elegimos α y β de tal manera que e1 y e3 sean linealmente independientes,
por ejemplo α = 1, β = 0 con lo cual obtenemos el vector e3 = (0, 1, 0)t.

En consecuencia, una matriz Q que satisface Q−1AQ = A∗ es

Q =
[
e1 e2 e3

]
=

1 1 0
1 0 1
1 0 0

 .
Por tanto, una matriz P que cumple A = PA∗P−1 es P = Q−1.

Segundo caso: a 6= 0. En este caso los valores propios λ = 0 (doble) y λ = 0
(simple). La dimensión de Va es uno por ser a valor propio simple. Por
otra parte tenemos que dimV0 = 3 − rg(A − 0I) = 3 − 1 = 2, de lo cual
concluimos que A es diagonalizable y su forma canónica de Jordan (diagonal
en este caso) es A∗ = diag(0, 0, a).

Una matriz Q cumpliendo Q−1AQ = A∗ es una matriz cuyas columnas
están formadas por los respectivos vectores vectores propios. Fácilmente
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

encontramos:

Q =

1 0 1
0 1 1
1 a 1

 .
Por tanto, una matriz P que cumple A = PA∗P−1 es P = Q−1.

2. Si la matriz A =
[
C1, C2, . . . , Cn

]
tiene rango 1, alguna de sus columnas ha

de ser necesariamente no nula, y podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que es la Cn, es decir será de la forma Cn = v = (v1, v2, . . . , vn)t 6=
(0, 0, . . . , 0)t. También sin pérdida de generalidad podemos suponer que
vn 6= 0. Las demás columnas Cj han de ser combinación lineal de Cn, por
tanto de la forma Cj = λjv.

Concluimos que A =
[
λ1v, λ2v, . . . , λn−1v, v

]
, y en consecuencia es de la

forma requerida. Como el rango por columnas de una matriz es igual al
rango por filas, el sistema AX = 0 es equivalente al sistema

λ1vnx1 + λ2vnx2 + . . .+ λn−1vnxn−1 + vnxn = 0 (vn 6= 0),

cuya solución general es:
x1 = α1

x2 = α2

. . .
xn−1 = αn−1

xn = −λ1α1 − λ2α2 − . . .− λn−1αn−1

(αj ∈ R).

Podemos expresarla en forma vectorial de la siguiente manera
x1

x2
...

xn−1

xn

 = α1


1
0
...
0
−λ1

+ α2


0
1
...
0
−λ2

+ . . .+ αn−1


0
0
...
1

−λn−1

 (αi ∈ R) (∗)

3. Teniendo en cuenta la forma de la matriz A :

AX =
[
λ1v, λ2v, . . . , λn−1v, v

]

x1

x2
...
xn


= (λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λn−1xn−1 + xn)v.
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12.10 Formas de Jordan de rango 1

En el caso particular X = v obtenemos

Av = (λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λn−1vn−1 + vn)v.

Llamemos a = λ1v1+λ2v2+. . .+λn−1vn−1+vn. El vector no nulo v satisface
Av = av y por tanto es vector propio asociado al valor propio a. Por otra
parte, las soluciones no nulas del sistema AX = 0 satisfacen AX = 0X,
luego son vectores propios asociados al valor propio 0. Los n − 1 vectores
columnas {w1, w2, . . . , wn−1} que aparecen en la igualdad (∗) son no nulos y
claramente linealmente independientes, son por tanto n−1 vectores propios
linealmente independientes asociados al valor propio 0. Los vectores propios
de A son por tanto:

w1 =


1
0
...
0
−λ1

 , w2 =


0
1
...
0
−λ2

 , . . . , wn−1 =


0
0
...
1

−λn−1

 , v =


v1

v2
...

vn−1

vn

 ,

los n− 1 primeros asociados al valor propio 0 y el último asociado al a.

4. Del apartado anterior deducimos que dimV0 = n − 1. Entonces, A es
diagonalizable si y sólo si tiene un valor propio no nulo y simple. Necesaria-
mente este valor propio ha de ser a = λ1v1 + λ2v2 + . . . + λn−1vn−1 + vn.
Obsérvese que si ocurre a 6= 0 entonces B = {w1, w2, . . . , wn−1, v} es base
de Rn formada por vectores propios. Esta base satisface:

Aw1 = 0
Aw2 = 0
. . .

Awn−1 = 0
Av = av.

lo cual implica que A∗ = diag (0, 0, . . . , 0, a). La matriz del primer apartado
es A =

[
−v,−av, v

]
con v = (−1,−1,−1)t y por tanto λ1 = −1, λ2 = −a.

Según lo que acabamos de demostrar, A =
[
−v,−av, v

]
es diagonalizable si

y sólo si se verifica λ1v1 +λ2v2 +v3 6= 0 o equivalentemente si y sólo si a 6= 0
que fue lo que obtuvimos en 1.

5. Como hemos visto, la matriz A no es diagonalizable si y sólo si a = 0. En
este caso el único valor propio de A es 0 y al ser dimV0 = n − 1, su forma
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

canónica A∗ tiene n− 1 cajas, es decir es la matriz diagonal por cajas

A∗ =


A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
...

...
0 0 . . . An−1

 con A1 =

[
0 1
0 0

]
, Ai = [0], (2 ≤ i ≤ n− 1),

que es la forma de Jordan que obtuvimos en el caso particular del primer
apartado.

12.11. Espacio de funciones y forma de Jordan

Consideremos el espacio vectorial V generado por el sistema de funciones

{1, x, x2, x3, sh x, ch x}.

(a) Sea D : V → V la aplicación derivada, es decir D(f) = f ′. Calcular unas
bases de kerD e Im D.
(b) Calcular la forma canónica de Jordan J de D y encontrar una base de
V de forma que la matriz asociada a D en esa base sea precisamente J.
(c) Sea T : V → V la aplicación que hace corresponder a cada función f ∈ V
su polinomio de Taylor de orden 2 en x = 0. Probar que T es lineal y calcular
su matriz respecto de la base de V

B = {1, x, x2, x3, sh x, sh x}.

(d) Calcular kerT y como aplicación resolver la ecuación

T (f) = 1 + x+ x2 para f ∈ V.

(e) Calcular las matrices asociadas a las composiciones T ◦D y D◦T respecto
a la base B y como aplicación resolver la ecuación

(T ◦D) (f) = (D ◦ T ) (f) para f ∈ V.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Demostremos que B = {1, x, x2, x3, sh x, ch x} es base de V.
Es sistema generador por hipótesis. Sea la combinación lineal

λ1 · 1 + λ2x+ λ3x
2 + λ4x

3 + λ5sh x+ λ6ch x = 0.

Derivando sucesivamente obtenemos

λ2 + 2λ3x+ 3λ4x
2 + λ5ch x+ λ6sh x = 0,
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12.11 Espacio de funciones y forma de Jordan

2λ3 + 6λ4x+ λ5sh x+ λ6ch x = 0, 6λ4 + λ5ch x+ λ6sh x = 0,

λ5sh x+ λ6ch x = 0, λ5ch x+ λ6sh x = 0.

Sustituyendo x = 0 en las seis igualdades anteriores,

λ1 + λ6 = 0, λ2 + λ5 = 0, 2λ3 + λ6 = 0,

6λ4 + λ5 = 0, λ6 = 0, λ5 = 0.

Se deduce inmediatamente que λ1 = . . . = λ6 = 0, luego B es base de V.
La aplicación D está bien definida, pues claramente cualquier combinación
lineal de elementos de B al derivarla, es también una combinación lineal
de elementos de B. Hallemos la matriz A de D en la base B. Derivando
obtenemos

D(1) = 0

D(x) = 1

D
(
x2
)

= 2x

D
(
x3
)

= 3x2

D (sh x) = ch x

D (ch x) = sh x.

Trnasponiendo coeficientes,

A =



0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 3 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

 .

En coordenadas en la base B :

kerD :



x2 = 0

2x3 = 0

3x4 = 0

x6 = 0

x5 = 0

⇔



x1

x2

x3

x4

x5

x6

 =



α
0
0
0
0
0

 = α



1
0
0
0
0
0

 , (α ∈ R).

Una base de kerD es
{

(1, 0, 0, 0, 0, 0)T
}

(en coordenadas en B), por tanto
una base de kerD es BkerD = {1}. Las columnas de A desde la segun-
da a la última, son linealmente independientes y generan a la imagen de
D (en coordenadas en B). Simplificando, obtenemos una base de Im D :
BIm D = {1, x, x2, x3, ch x, sh x}.
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

(b) Valores propios de D∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 1 0 0 0 0
0 −λ 2 0 0 0
0 0 −λ 3 0 0
0 0 0 −λ 0 0
0 0 0 0 −λ 1
0 0 0 0 1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0⇔ (−λ)4(λ2 − 1) = 0.

Los valores propios son λ = 0 (cuádruple) y λ = ±1 (simples). Las dimen-
siones de los subespacios propios son dimV0 = 6− rg (A− 0I) = 6− 5 = 1,
dimV1 = 1, dim−1 = 1. Tenemos por tanto una caja de orden 4 para el valor
propio 0, y una de orden 1 para cada uno de los valores propios 1 y −1. Es
decir

J =



0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1
−1

 .

Para hallar una base de V cuya matriz es J podŕıamos usar el método
general, ahora bien teniendo en cuenta que la aplicación D es la aplicación
derivada, podemos razonar de ora manera. Si BJ = {e1, . . . , e6} es base cuya
matriz es J se ha de verificar

De1 = 0 (basta elegir e1 = 1), De2 = e1 (basta elegir e2 = x),

De3 = e2 (basta elegir e3 = x2/2), De4 = e3 (basta elegir e4 = x3/6),

De5 = e5 (basta elegir e5 = ex), De6 = −e6 (basta elegir e5 = e−x).

Obsérvese que ex y e−x son vectores de V pues ex = sh x + ch x y e−x =
ch x− sh x. La base pedida es

BJ =
{

1, x, x2/2, x3/6, ex, e−x
}

(c) La aplicación es T (f) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 =

2∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk.

Esta aplicación está bien definida, pues las funciones de V son derivables
hasta cualquier orden, y T (f) claramente pertenece a V. Veamos que T es
lineal. Para todo λ, µ ∈ R, y para todo f, g ∈ V

T (λf + µg) =

2∑
k=0

(λf + µg)(k)(0)

k!
xk = λ

2∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk
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12.11 Espacio de funciones y forma de Jordan

+µ

2∑
k=0

g(k)(0)

k!
xk = λT (f) + µT (g).

Los transformados de los elementos de la base B son

T (1) = 1, T (x) = x, T
(
x2
)

= x2,

T
(
x3
)

= 0, T (sh x) = x, T (ch x) = 1 + x2/2.

Transponiendo coeficientes obtenemos la matriz de T en B

A1 =



1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1/2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

(d) En coordenadas en la base B :

kerT :


x1 + x6 = 0

x2 + x5 = 0

x3 + x6/2 = 0,

dim kerT = 6− rg A1 = 6− 3 = 3.

Una base de kerT en coordenadas en B es

{(0, 0, 0, 1, 0, 0)T , (0,−1, 0, 0, 1, 0)T (−2, 0,−1, 0, 2)T },

y pasando a los auténticos vectores de V

BkerT = {x3, −x+ sh x, −2− x2 + ch x}.

La ecuación T (f) = 1 + x + x2 es equivalente en coordenadas en B a la
ecuación matricial

1
1
1
0
0
0

 =



1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1/2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0





x1

x2

x3

x4

x5

x6

 ,

x1 + x6 = 1

x2 + x5 = 1

x3 + x6/2 = 1.

Las soluciones del sistema anterior son

x1 = 1− γ, x2 = 1− β, x3 = 1− γ/2, x4 = α, x5 = β, x6 = γ.
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Caṕıtulo 12. Formas canónicas de Jordan

La ecuación T (f) = 1 + x+ x2 es equivalente en coordenadas en B a



1
1
1
0
0
0

 =



1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1/2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0





x1

x2

x3

x4

x5

x6

⇔

x1 + x6 = 1

x2 + x5 = 1

x3 + x6/2 = 1,

⇔ (x1, x2, x3, x4, x4) = (1− γ, 1− β, 1− γ/2, α, β, γ) (α, β, γ ∈ R).

Las soluciones de la ecuación son por tanto

f(x) = 1− γ + (1− β)x+

(
1− 1

2
γ

)
x2 + αx3 + β sh x + γ ch x,

con α, β, γ ∈ R.

(e) Sabemos que la composición de endomorfismos corresponde al producto
de matrices. La matrices de T ◦D y D ◦ T son respectivamente

A1A = . . . =



0 1 0 0 1 0
0 0 2 0 0 1
0 0 0 3 1/2 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 , AA1 = . . . =



0 1 0 0 1 0
0 0 2 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

En coordenadas en B, la ecuación dada equivale a

A1A

x1
...
x6

 = AA1

x1
...
x6

⇔ . . .⇔
{

6x4 + x5 = 0 ⇔



x1 = α1

x2 = α2

x3 = α3

x4 = α4

x5 = 6α4

x6 = α5

(αi ∈ R).

Las soluciones de la ecuación son por tanto

f(x) = α1 + α2x+ α3x
2 + α4x

3 − 6α4sh x + α5ch x (αi ∈ R).
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12.12 Matrices con cuadrado nulo

12.12. Matrices con cuadrado nulo

(a) Caracterizar las matrices complejas X de orden 2 × 2 que satisfacen
X2 = 0.
(b) Idem para las de orden 3× 3 que satisfacen X2 = 0.

Solución. (a) Dado que X2 = 0, los posibles polinomios mı́nimos de X son
λ o λ2. Es decir, las formas canónicas de Jordan de X son

J1 =

[
0 0
0 0

]
∨ J2 =

[
0 1
0 0

]
.

Entonces, si X2 = 0, X es necesariamente de la forma X = PJkP
−1 con

k = 1 o k = 2 y P invertible. Pero para toda P invertible con X = PJkP
−1 :

X2 =
(
PJkP

−1
) (
PJkP

−1
)

= PJ2
kP ‘−1 = P0P−1 = 0.

En consecuencia, las matrices de orden 2× 2 que satisfacen X2 = 0 son las
matrices semejantes a J1 o a J2.

(b) El razonamiento es totalmente análogo. Ahora las posibles formas de
Jordan de X son

K1 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∨ K2 =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 .
Por tanto, las matrices de orden 3×3 que satisfacen X2 = 0 son las matrices
semejantes a K1 o a K2.
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Caṕıtulo 13

Formas bilineales y
cuadráticas

13.1. Concepto de forma bilineal

1. Sea E = C[a, b] el espacio vectorial real de las funciones reales continuas
x(t) en el intervalo [a, b]. Se considera la aplicación

f : E × E → R, f [x(t), y(t)] =

∫ b

a
x(t)y(t) dt.

Demostrar que f es una forma bilineal.

2. Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sean f1 : E → K,
f2 : F → K aplicaciones lineales. Demostrar que la aplicación:

f : E × F → K, f(x, y) = f1(x) f2(y)

es una forma bilineal.

3. Sea E = Kn×n el espacio vectorial de las matrices cuadradas de ordenes
n y M ∈ E matriz fija dada. Se define la aplicación:

f : E × E → K, f(X,Y ) = tr
(
XTMY

)
,

en donde tr denota la traza. Demostrar que f es forma bilineal.

4. Demostrar que la aplicación

f : R[x]× R[x]→ R, f(p, q) = p(0) · q(0)

es una forma bilineal.

467
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13.1 Concepto de forma bilineal

Solución. 1. Para todo λ, µ ∈ R, para todo x(t), y(t), z(t) ∈ E, y teniendo
en cuenta las propiedades de linealidad de la integral definida:

(i) f (λx(t) + µy(t), z(t)) =

∫ b

a
(λx(t) + µy(t)) z(t) dt

=

∫ b

a
(λx(t)z(t) + µy(t)z(t)) dt = λ

∫ b

a
x(t)z(t) dt+ µ

∫ b

a
y(t)z(t) dt

= λf ((x(t), z(t)) + µf (y(t), z(t)) .

(ii) f (x(t), λy(t) + µz(t)) =

∫ b

a
x(t) (λy(t) + µz(t)) dt

=

∫ b

a
(λx(t)y(t) + µx(t)z(t)) dt = λ

∫ b

a
x(t)y(t) dt+ µ

∫ b

a
x(t)z(t) dt

= λf ((x(t), y(t)) + µf (x(t), z(t)) .

Concluimos que f es forma bilineal.

2. Para todo λ, µ ∈ K, para todo x, y ∈ E, para todo z ∈ F y usando la
linealidad de f1:

f(λx+ µy, z) = f1(λx+ µy) f2(z) = (λf1(x) + µf1(y)) f2(z)

= λf1(x) f2(z) + µf1(y) f2(z) = λf(x, z) + µf(y, z).

Para todo λ, µ ∈ K, para todo x ∈ E y para todo y, z ∈ F y usando la
linealidad de f2:

f(x, λy + µz) = f1(x) f2(λy + µz) = f1(x) (λf2(y) + µf2(z))

= λf1(x) f2(y) + µf1(x) f2(z) = λf(x, y) + µf(x, z).

Concluimos que f es forma bilineal.

3. Para todo λ, µ ∈ K, para todo X,Y, Z ∈ E y teniendo en cuenta conocidas
propiedades de la traza y la transposición:

f (λX + µY,Z) = tr
(

(λX + µY )T MZ
)

= tr
((
λXT + µY T

)
MZ

)
= tr

(
λXTMZ + µY TMZ

)
= λ tr

(
XTMZ

)
+ µ tr

(
Y TMZ

)
= λ f (X,Z) + µ f (Y,Z) .

f (X,λY + µZ) = tr
(
XTM (λY + µZ)

)
= tr

(
λXTMY + µXTMZ

)
= λ tr

(
XTMY

)
+ µ tr

(
XTMZ

)
= λ f (X,Y ) + µ f (X,Z) .

Concluimos que f es forma bilineal.
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

4. Para todo λ, µ ∈ R, para todo p, q, r ∈ R[x] :

f(λp+ µq, r) = (λp+ µq) (0) · r(0) = (λp(0) + µq(0)) · r(0)

= λp(0) · r(0) + µq(0) · r(0) = λf(p, r) + µf(q, r).

f(p, λq + µr) = p(0) · (λq + µr) (0) = p(0) · (λq(0) + µr(0))

= λp(0) · q(0) + µp(0) · r(0) = λf(p, q) + µf(p, r).

Concluimos que f es forma bilineal.

13.2. Espacio vectorial de las formas bilineales

Sean E y F dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K, y sea:

B(E,F ) = {f : E × F → K : f es forma bilineal}.

Demostrar que B(E,F ) es espacio vectorial sobre K con las operaciones:
Suma: ∀f, g ∈ B(E,F ), (f + g)(x, y) = f(x, y) + g(x, y).
Ley externa: ∀α ∈ K ∀f ∈ B(E,F ), (αf)(x, y) = αf(x, y).

Solución. Sabemos que F(X,K) conjunto de las aplicaciones de un con-
junto X 6= ∅ sobre un cuerpo K es un espacio vectorial con las operaciones:
Suma. Para todo f, g elementos de F(X,K):

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ X.

Ley externa. Para todo f ∈ F(X,K), y para todo α ∈ K :

(αf)(x) = αf(x) ∀x ∈ X.

En consecuencia, basta demostrar que B(E,F ) es subespacio vectorial de
F(E × F,K).
(i) La aplicación nula de F(E × F,K) es claramente bilineal.
(ii) Sean f, g ∈ B(E,F ). Entonces, para todo λ, µ ∈ K, para todo x, y ∈ E,
para todo z ∈ F y usando que f y g son formas bilineales:

(f + g) (λx+ µy, z) = f (λx+ µy, z) + g (λx+ µy, z)

= λf(x, z) + µf(y, z) + λg(x, z) + µg(y, z)

= λ (f(x, z) + g(x, z)) + µ (f(y, z) + g(y, z))

= λ (f + g) (x, z) + µ (f + g) (y, z).

De manera análoga se demuestra la segunda condición de forma bilineal. Por
tanto, f + g ∈ B(E,F ).
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13.3 Matriz de una forma bilineal

(iii) Sean α ∈ K y f ∈ B(E,F ). Entonces, para todo λ, µ ∈ K, para todo
x, y ∈ E, para todo z ∈ F y usando que f es forma bilineal:

(αf)(λx+ µy, z) = α (f(λx+ µy, z)) = α (λf(x, z) + µf(y, z))

= λ (αf(x, z)) + µ (αf(y, z)) = λ(αf)(x, z) + µ(αf)(y, z).

De manera análoga se demuestra la segunda condición de forma bilineal. Por
tanto, αf ∈ B(E,F ).
Hemos demostrado que B(E,F ) es subespacio vectorial de F(X,K), en con-
secuencia es espacio vectorial.

13.3. Matriz de una forma bilineal

1. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo R y

BE = {u1, u2, u3}, BF = {v1, v2}

bases de E y F respectivamente. Sea f : E ×F → R una forma bilineal que
satisface:

f(u1, v1) = 2 f(u2, v1) = −6 f(u3, 2v1) = 4
f(u1, v2) = −3 f(4u2, v2) = 0 f(2u3, v2) = 6.

Se pide
(a) Hallar la matriz A de f en las bases BE y BF
(b) Hallar la ecuación matricial de f en las mismas bases.
(c) Hallar f(x, y), siendo x = u1 + 2u3, y = 2v1.
(d) Hallar la expresión desarrollada de f(x, y).

2. Se considera la forma bilineal:

f : R2[x]× R2[x]→ R, f(p, q) = p(0) · q(0).

Hallar la matriz de f respecto de la base

B = {2 + x− x2, 1 + 2x, 3}.

3. Se considera la forma bilineal

f : R2×2 × R2×2 → R, f(X,Y ) = tr
(
XTY

)
.

Hallar su matriz respecto de la base canónica.

4. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K y

BE = {u1, . . . , um}, BF = {v1, . . . , vn}
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

bases de E y F respectivamente. Sea f : E × F → K una forma bilineal.
Denotemos

aij = f(uivj) (i = 1, . . .m, j = 1, . . . n).

Demostrar que para todo (x, y) ∈ E × F se verifica:

f(x, y) =
[
x1, x2, . . . , xm

]

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
am1 am2 . . . amn



y1

y2
...
yn


en donde (x1, . . . , xm)T son las coordenadas de x en BE e (y1, . . . , yn)T son
las de y en BF .

Solución. 1. (a) Usando la blinealidad de f, podemos escribir las igualdades
dadas en la forma:

f(u1, v1) = 2 f(u2, v1) = −6 2f(u3, v1) = 2
f(u1, v2) = −3 4f(u2, v2) = 0 −6f(u3, v2) = 6.

En consecuencia,

A =

f(u1, v1) f(u1, v2)
f(u2, v1) f(u2, v2)
f(u3, v1) f(u3, v2)

 =

 2 −3
−6 0
1 −1

 .
(b) La ecuación matricial es

f(x, y) = XTAY =
[
x1, x2, x3

]  2 −3
−6 0
1 −1

[y1

y2

]
.

(c) Sustituyendo las coordenadas de x e y en la ecuación matricial

f(x, y) =
[
1, 0, 2

]  2 −3
−6 0
1 −1

[2
0

]
= . . . = 8.

(d) Multiplicando matrices en la ecuación matricial:

f(x, y) =
[
x1, x2, x3

]  2 −3
−6 0
1 −1

[y1

y2

]
= 2x1y1 − 3x1y2 − 6x2y1 + x3y1 − x3y2.
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13.3 Matriz de una forma bilineal

Observación. Nótese que al desarrollar la ecuación matricial, el coeficiente
xiyj es aij .

2. En este caso E = F = R[x]. Como sólo se menciona una base, se supone
que BE = BF = B. Llamemos u1 = 2 + x − x2, u2 = 1 + 2x, u3 = 3 y
hallemos los correspondientes transformados:

f(u1, u1) = 2 · 2 = 4 f(u1, u2) = 2 · 1 = 2 f(u1, u3) = 2 · 3 = 6,
f(u2, u1) = 1 · 2 = 2 f(u2, u2) = 1 · 1 = 1 f(u2, u3) = 1 · 3 = 3,
f(u3, u1) = 3 · 2 = 6 f(u3, u2) = 3 · 1 = 3 f(u3, u3) = 3 · 3 = 9.

La matriz pedida es por tanto

A =

4 2 6
2 1 3
6 3 9

 .
3. En este caso es más directo hallar la expresión desarrollada de f que los
transformado de los pares de la base canónica. Sean los elementos de R2×2 :

X =

[
x1 x2

x3 x4

]
, Y =

[
y1 y2

y3 y4

]
.

Tenemos

f(X,Y ) = tr
(
XTY

)
= tr

[
x1 x3

x2 x4

] [
y1 y2

y3 y4

]
= tr

[
x1y1 + x3y3 x1y2 + x3y4

x2y1 + x4y3 x2y2 + x4y4

]
= x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4

=
[
x1, x2, x3, x4

] 
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



y1

y2

y3

y4

 . (∗)

Las coordenadas de X e Y con respecto de la base canónica de R2×2 son
respectivamente

(x1, x2, x3, x4)T , (y1, y2, y3, y4)T ,

por tanto (∗) es la ecuación matricial de f en la base canónica de R2×2. En
consecuencia la matriz pedida es

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = I4.
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

4. Usando la bilinealidad de f :

f(x, y) = f

 m∑
i=1

xiui,
n∑
j=1

yjuj

 =
m∑
i=1

xi f

ui, n∑
j=1

yjvj



=

m∑
i=1

xi

 n∑
j=1

yj f(ui, vj)

 =
[
x1, x2, . . . , xm

]

∑n

j=1 yj f(u1, vj)∑n
j=1 yj f(u2, vj)

...∑n
j=1 yj f(um, vj)



=
[
x1, x2, . . . , xm

]

∑n

j=1 yj a1j∑n
j=1 yj a2j

...∑n
j=1 yj amj



=
[
x1, x2, . . . , xm

]

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
am1 am2 . . . amn



y1

y2
...
yn

 .

13.4. Formas bilineales simétricas y antisimétricas

1. Se consideran las formas bilineales en un espacio vectorial real de dimen-
ción 2, cuyas expresiones en coordenadas en una determinada base son:
(a) f(x, y) = 2x1y1 − 5x2y1 − 5x1y2 + 4x2y2.
(b) g(x, y) = −3x2y1 + 3x1y2.
(c) h(x, y) = x1y1 + 7x2y1 − 2x1y2 + 6x2y2.
Estudiar en cada caso si la forma es simétrica o antisimétrica.

2. Estudiar si es simétrica la forma bilineal

f : R[x]× R[x]→ R, f(p, q) = p(0) · q(0).

3. Se considera la formas bilineal en un espacio vectorial real de dimención
2, cuya expresión en coordenadas en una determinada base es:

f(x, y) = 2x1y1 + 7x1y2 + 6x2y1 − x2y2.

Descomponerla en suma de una forma bilineal simétrica y otra antisimétrica.

4. Sea f : E ×E → K una forma bilineal. Se dice que es alternada si, y sólo
si f(u, u) = 0 para todo u ∈ E.
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13.4 Formas bilineales simétricas y antisimétricas

(a) Demostrar que si f es alternada, entonces es antisimétrica.
(b) Demostrar que si f es antisimétrica y carac K 6= 2, entonces f es
alternada.

Solución. 1. (a) La matriz de f en la base dada es

[
2 −5
−5 4

]
(simétrica),

por tanto f es simétrica.

(b) La matriz de g en la base dada es

[
0 3
−3 0

]
(antisimétrica), por tanto g

es antisimétrica.

(c) La matriz de h en la base dada es

[
1 −2
7 6

]
(ni simétrica ni antisimétri-

ca), por tanto h no es simétrica ni antisimétrica.

2. Como la dimensión de R[x] no es finita, no tiene sentido el concepto de
matriz de f, por tanto usaremos la definición. Para todo p, q ∈ R[x] :

f(p, q) = p(0) · q(0) = q(0) · p(0) = f(q, p)

es decir, f es simétrica.

3. Descomponiendo la matriz A de f en la base dada, en suma de una matriz
simétrica y otra antisimétrica:

A =

[
2 7
6 −1

]
=

1

2

[
4 13
13 −2

]
+

1

2

[
0 1
−1 0

]
.

En consecuencia,

f(x, y) =
[
x1, x2

] [2 7
6 −1

] [
y1

y2

]

=
[
x1, x2

] 1

2

[
4 13
13 −2

] [
y1

y2

]
+
[
x1, x2

] 1

2

[
0 1
−1 0

] [
y1

y2

]
.

Las correspondientes formas bilineales simétrica y antisimétrica son respec-
tivamente:

fs(x, y) =
[
x1, x2

] 1

2

[
4 13
13 −2

] [
y1

y2

]
= 2x1y1 +

13

2
x2y1 +

13

2
x1y2 − x2y2.

fa(x, y) =
[
x1, x2

] 1

2

[
0 1
−1 0

] [
y1

y2

]
= −1

2
x2y1 +

1

2
x1y2.
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

4. (a) Si f es alternada, para todo x, y ∈ E se verifica f(x+ y, x+ y) = 0.
Pero por la bilinealidad de f :

0 = f(x+ y, x+ y) = f(x, x+ y) + f(y, x+ y)

= f(x, x) + f(x, y) + f(y, x) + f(y, y) = 0 + f(x, y) + f(y, x) + 0.

Es decir, f(y, x) = −f(x, y), por tanto f es antisimétrica.
(b) Si f es antisimétrica, f(x, y) + f(y, x) = 0 para todo x, y ∈ E. Haciendo
x = y :

0 = f(x, x) + f(x, x) = (1 + 1)f(x, x).

Como 1 + 1 6= 0, queda f(x, x) = 0 para todo x ∈ E, luego f es alternada.

13.5. Suma directa de las formas bilineales simétri-
cas y antisimétricas

Sea E espacio vectorial sobre el cuerpo K y B(E) el espacio vectorial de las
formas bilineales de E × E en K. Demostrar que
1) S = {f ∈ B(E) : f es simétrica} es subespacio de B(E).
2) A = {f ∈ B(E) : f es antisimétrica} es subespacio de B(E).
3) carac K 6= 2⇒ B(E) = S ⊕A.

Solución. 1) (i) la forma bilineal nula 0 satisface 0(y, x) = 0(x, y) = 0 para
todo x, y ∈ E, por tanto 0 ∈ S. (ii) Sean f, g ∈ S. Para todo x, y ∈ E :

(f + g)(y, x) = f(y, x) + g(y, x) = f(x, y) + g(x, y) = (f + g)(x, y),

lo cual implica que f+g ∈ S. (iii) Sean λ ∈ K y f ∈ S. Para todo x, y ∈ E :

(λf)(y, x) = λf(y, x) = λf(x, y) = (λf)(x, y),

lo cual implica que λf ∈ S. Concluimos que S es subespacio de B(E).

2) (i) la forma bilineal nula 0 satisface 0(y, x) = −0(x, y) = 0 para todo
x, y ∈ E, por tanto 0 ∈ A. (ii) Sean f, g ∈ A. Para todo x, y ∈ E :

(f + g)(y, x) = f(y, x) + g(y, x) = −f(x, y)− g(x, y)

= − (f(x, y) + g(x, y)) = −(f + g)(x, y),

lo cual implica que f+g ∈ A. (iii) Sean λ ∈ K y f ∈ S. Para todo x, y ∈ E :

(λf)(y, x) = λf(y, x) = λ (−f(x, y)) = −λf(x, y) = −(λf)(x, y),

lo cual implica que λf ∈ A. Concluimos que A es subespacio de B(E).
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13.6 Formas bilineales: cambio de base

3) Sen f ∈ S ∩ A. Entonces para todo x, y ∈ E se verifica:

f(y, x) = f(x, y), (1)

f(y, x) = −f(x, y), (2)

Restando a la igualdad (1) la (2),

f(x, y) + f(x, y) = (1 + 1)f(x, y) = 0.

Como carac K 6= 2, 1 + 1 6= 0 luego f(x, y) = 0 todo x, y ∈ E, es decir f es
la forma bilineal nula. Hemos demostrado que S ∩ A = {0}.
Sea f ∈ B(E) y denotemos a 1+1 por 2. Como 2 6= 0, existen las aplicaciones
de E × E en K :

fs(x, y) =
1

2
(f(x, y) + f(y, x)) ,

fa(x, y) =
1

2
(f(x, y)− f(y, x)) .

Dado que B(E) es un espacio vectorial, las aplicaciones anteriores pertenecen
a B(E). Además, es inmediato comprobar que fs es simétrica, que fa es
antisimétrica y que f = fs + fa. Hemos demostrado que E = S +A.
Concluimos que E = S ⊕A.

13.6. Formas bilineales: cambio de base

1. La matriz de una forma bilineal f = E×F → K en las bases BE = {u1, u2}
y BF = {v1, v2, v3} es

A =

[
2 −1 1
3 4 1

]
.

Hallar la matriz de f en las nuevas bases

B′E = {u1 − u2, u1 + u2}, B′F = {v1, v1 + v2, v1 + v2 + v3}.

2. La matriz de la forma bilineal f : R2 × R2 → R en la base B =

{(1, 2), (3,−7)} es A =

[
2 −1
3 6

]
. Hallar la matriz de f en la base canónica

de R2.

3. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo K ambos de dimensión
finita y f : E × F → K una forma bilineal. Sean BE y BF bases de E y F
respectivamente y A la matriz de f en las bases BE y BF
Sea B′E una nueva base de E y B′F una nueva base de F. Sea P la matriz
de cambio de BE a B′E y Q la matriz de cambio de BF a B′F .
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

Demostrar que la matriz de la forma bilineal f en la nuevas bases B′E y B′F
es P TAQ.

4. Demostrar que la relación en Kn×n

A ∼ B ⇔ A es congruente con B

es una relación de equivalencia.

Solución. 1. La matrices de cambio de BE a B′E y de BF a B′F son respec-
tivamente

P =

[
1 1
−1 1

]
, Q =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 .
La matriz pedida es por tanto

P TAQ =

[
1 −1
1 1

] [
2 −1 1
3 4 1

]1 1 1
0 1 1
0 0 1


=

[
−1 −6 −6
5 8 10

]
.

2. Estamos en el caso particular del cambio de base. La matriz de cambio
de la base canónica B′ = {(1, 0), (0, 1)} a la base B es[

1 3
2 −7

]
,

por tanto la matriz de cambio de B a B′ es

P =

[
1 3
2 −7

]−1

=
1

13

[
7 3
2 −1

]
.

La matriz pedida es por tanto:

B = P TAP =
1

169

[
150 55
3 18

]
.

3. La expresión de f en las bases BE y BF es

f(x, y) = XTAY, (1)

siendo X las coordenadas de x en BE e Y las de y en BF . Las ecuaciones
del cambio de base en E y F son respectivamente

X = PX ′, Y = QY ′, (2)
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13.7 Diagonalización de formas bilineales simétricas

siendo X ′ las coordennadas de x en B′E e Y ′ las de y en B′F . Sustituyendo
las igualdades (2) en (1) :

f(x, y) =
(
PX ′

)T
AQY ′ = X ′ T

(
P TAQ

)
Y ′.

La matriz de f en la nuevas bases B′E y B′F es por tanto P TAQ.

4. Reflexiva. Para todo A ∈ Kn×n se verifica A = ITAI siendo I invertible,
por tanto A ∼ A.
Simétrica. Para todo A,B ∈ Kn×n :

A ∼ B ⇒ ∃P ∈ Kn×n invertible : B = P TAP ⇒ A =
(
P T
)−1

BP−1

⇒ A =
(
P−1

)T
BP−1 con P−1 invertible ⇒ B ∼ A.

Transitiva. Para todo A,B,C ∈ Kn×n :{
A ∼ B
B ∼ C ⇒

{
∃P ∈ Kn×n invertible : B = P TAP
∃Q ∈ Kn×n invertible : C = QTBQ

⇒

C = QT
(
P TAP

)
Q = (PQ)TA(PQ) con PQ invertible⇒ A ∼ C.

13.7. Diagonalización de formas bilineales simétri-
cas

1. Se considera la forma bilineal simétrica en un espacio vectorial real de
dimensión 3 cuya expresión en coordenadas en una base B = {u1, u2, u3} es

f(x, y) = x1y1+5x2y2+8x3y3+2x1y2+2x2y1−3x1y3−3x3y1−4x2y3−4x3y2.

Hallar una matriz diagonal que la represente y la correspondiente base de
vectores conjugados.

2. Se considera la forma bilineal simétrica:

f : R2 × R2 → R, f(x, y) = x1y2 + x2y1.

Hallar una matriz diagonal que la represente y la correspondiente base de
vectores conjugados.

Solución. 1. La matriz de f en la base B es

A =

 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8

 .
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

Aplicando el método de las transformaciones elementales por filas y colum-
nas:  1 2 −3 1 0 0

2 5 −4 0 1 0
−3 −4 8 0 0 1

F2 − 2F1

F3 + 3F1
∼

 1 2 −3 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 2 −1 3 0 1


C2 − 2C1

C3 + 3C1
∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 2 −1 3 0 1

F3 − 2F2 ∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 0 −5 7 −2 1

C3 − 2C2 ∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 0 −2 1 0
0 0 −5 7 −2 1

 .
Es decir, una matriz diagonal D que representa a la forma bilineal y la
traspuesta de la matriz P del cambio de la base B a la de vectores conjugados
B′ son:

D =

1 0 0
0 1 0
0 0 −5

 , P T =

 1 0 0
−2 1 0
7 −2 1

 .
La correspondiente base de vectores conjugados es por tanto

B′ = {u1,−2u1 + u2, 7u1 − 2u2 + u3}.

2. La matriz de f con respecto de la base canónica de R2 es

A =

[
0 1
1 0

]
.

Aplicando el método de las transformaciones elementales por filas y colum-
nas: [

0 1 1 0
1 0 0 1

]
∼

F1 + F2

[
1 1 1 1
1 0 0 1

]
∼

C1 + C2[
2 1 1 1
1 0 0 1

]
∼

2F2 − F1

[
2 1 1 1
0 −1 −1 1

]
∼

2C2 − C1

[
2 0 1 1
0 −2 −1 1

]
.
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13.8 Concepto de forma cuadrática

Es decir, una matriz diagonal D que representa a la forma bilineal y la
traspuesta de la matriz P del cambio de la base canónica B a la de vectores
conjugados B′ son:

D =

[
2 0
0 −2

]
, P T =

[
1 1
−1 1

]
.

La correspondiente base de vectores conjugados es por tanto

B′ = {(1, 1), (−1, 1)}.

13.8. Concepto de forma cuadrática

1. Determinar las formas cuadráticas asociadas a las formas bilineales:

f1(x, y) =
(
x1, x2

)( 2 4
−1 7

)(
y1

y2

)
.

f2(x, y) =
(
x1, x2

)(2 −3
6 7

)(
y1

y2

)
.

f3(x, y) =
(
x1, x2

)( 2 3/2
3/2 7

)(
y1

y2

)
.

2. Se considera la forma cuadrática q : R3 → R :

q(x1, x2, x3) = x2
1 + 7x2

2 − x2
3 + 8x1x2 + 5x1x3 − 4x2x3.

Expresarla mediante una matriz simétrica y mediante un par de ellas que
no lo sean.

3. ea q la forma cuadrática asociada a una forma bilineal f en un espacio
vectorial E.Demostrar que para toda terna de vectores x, y, z ∈ E se verifica:

q(x+ y + z) = q(x+ y) + q(x+ z) + q(y + z)− q(x)− q(y)− q(z).

4. Sea q : E → K una forma cuadrática. Demostrar la identidad

q(x+ y) + q(x− y) = 2 (q(x) + q(y)) ∀x, y ∈ E.

5. Sea q : E → K una forma cuadrática. Demostrar que:
(a) q(0) = 0.
(b) q(λx) = λ2q(x) ∀λ ∈ K, ∀x ∈ E.
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

Solución. 1. Desarrollando las formas bilineales dadas:

f1(x, y) = 2x1y1 + 4x1y2 − x2y1 + 7x2y2,

f2(x, y) = 2x1y1 − 3x1y2 + 6x2y1 + 7x2y2,

f3(x, y) = 2x1y1 + (3/2)x1y2 + (3/2)x2y1 + 7x2y2.

Igualando x = y, es decir (x1, x2) = (y1, y2) y simplificando términos seme-
jantes, determinamos las correspondientes formas cuadráticas:

q1(x) = f1(x, x) = 2x2
1 + 3x1x2 + 7x2

2,

q2(x) = f2(x, x) = 2x2
1 + 3x1x2 + 7x2

2,

q3(x) = f3(x, x) = 2x2
1 + 3x1x2 + 7x2

2.

Observación. Nótese que en los tres casos hemos obtenido la misma forma
cuadrática q. Es decir, una forma cuadrática procede de más de una forma
bilneal f . Las dos primeras no son simétricas y la tercera, śı lo es.

2. Mediante una matriz simétrica, la expresión de q es necesariamente:

q(x1, x2, x3) =
(
x1, x2, x3

) 1 4 5/2
4 7 −2

5/2 −2 −1

x1

x2

x3

 .

Tenemos infinitas opciones de expresar q mediante una matriz no simétrica.
Dos de ellas son por ejemplo:

q(x1, x2, x3) =
(
x1, x2, x3

)1 8 1
0 7 −1
4 −3 −1

x1

x2

x3

 ,

q(x1, x2, x3) =
(
x1, x2, x3

)1 6 0
2 7 −4
5 0 −1

x1

x2

x3

 .

3. Desarrollando el primer miembro y aplicando la bilinealidad de f :

q(x+ y + z) = f(x+ y + z, x+ y + z) = f(x, x) + f(y, x) + f(z, x)

+f(x, y) + f(y, y) + f(z, y) + f(x, z) + f(y, z) + f(z, z). (1)

Desarrollando el segundo miembro y aplicando la bilinealidad de f :

q(x+ y) + q(x+ z) + q(y + z)− q(x)− q(y)− q(z)

= f(x,+y, x+ y) + f(x+ z, x+ z) + f(y + z, y + z)− f(x, x)
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13.9 Forma polar de una forma cuadrática

−f(y, y)− f(z, z) = f(x, x) + f(y, x) + f(x, y) + f(y, y) + f(x, x)

+f(z, x) + f(x, z) + f(z, z) + f(y, y) + f(z, y) + f(y, z) + f(z, z)

−f(x, x)− f(y, y)− f(z, z). (2)

La expresión (1) es idéntica a la (2).

4. Sea f una forma bilineal tal que q(v) = f(v, v) para todo v ∈ E. Entonces,

q(x+ y) + q(x− y) = f(x+ y, x+ y) + f(x− y, x− y)

= f(x, x) + f(y, x) + f(x, y) + f(y, y)

+f(x, x)− f(y, x)− f(x, y) + f(y, y)

= 2f(x, x) + 2f(y, y) = 2q(x) + 2q(y).

5. Sea f una forma bilineal tal que q(v) = f(v, v) para todo v ∈ E. Entonces,

(a) q(0) = f(0, 0) = f(0, x− x) = f(0, x)− f(0, x) = 0.

(b) q(λx) = f(λx, λx) = λf(x, λx) = λ2f(x, x) = λ2q(x).

13.9. Forma polar de una forma cuadrática

1. Sea q : E → K una forma cuadrática con carac K 6= 2. Demostrar que la
forma polar de q es

1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y)) .

2. Se considera la forma cuadrática q : R3 → R :

q(x1, x2, x3) = x2
1 + 7x2

2 − x2
3 + 8x1x2 + 5x1x3 − 4x2x3.

Determinar la forma polar de q.

Solución. 1. Si f es forma polar de q, entonces f es una forma bilineal
simétrica que satisface q(u) = f(u, u) para todo u ∈ E. Tenemos,

1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y))

=
1

2
(f(x+ y, x+ y)− f(x, x)− f(y, y))

=
1

2
(f(x, x) + f(y, x) + f(x, y) + f(y, y)− f(x, x)− f(y, y))

=
1

2
(f(y, x) + f(x, y)) =

1

2
(2 f(x, y)) = f(x, y).
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

2. Por supuesto que podŕıamos aplicar la fórmula

1

2
(q(x+ y)− q(x)− q(y))

para hallar la forma polar de q, ahora bien, podemos escribir

q(x) = XTAX =
(
x1, x2, x3

) 1 4 5/2
4 7 −2

5/2 −2 −1

x1

x2

x3

 ,

siendo A matriz simétrica. En consecuencia la forma polar de q es:

f(x, y) = XTAY =
(
x1, x2, x3

) 1 4 5/2
4 7 −2

5/2 −2 −1

y1

y2

y3

 .

13.10. Diagonalización de formas cuadráticas por
transformaciones elementales

1. Se considera la forma cuadrática q : R3 → R cuya expresión en una
determinada base B es:

q(x) = x2
1 + 5x2

2 + 8x2
3 + 4x1x2 − 6x1x3 − 8x2x3.

Diagonalizarla y como aplicación descomponerla en suma de cuadrados in-
dependientes.

2. Se considera la forma cuadrática q : R2 → R cuya expresión en una
determinada base B es q(x) = 2x1x2. Diagonalizarla y como aplicación
descomponerla en suma de cuadrados independientes.

Solución. 1. La expresión matricial de q por medio de una matriz simétrica
es:

q(x) =
(
x1, x2, x3

) 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8

x1

x2

x3

 .

Aplicando el método de las transformaciones elementales por filas y colum-
nas:  1 2 −3 1 0 0

2 5 −4 0 1 0
−3 −4 8 0 0 1

F2 − 2F1

F3 + 3F1
∼

 1 2 −3 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 2 −1 3 0 1


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13.10 Diagonalización de formas cuadráticas por transformaciones
elementales

C2 − 2C1

C3 + 3C1
∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 2 −1 3 0 1

F3 − 2F2 ∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 0 −5 7 −2 1

C3 − 2C2 ∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 0 −2 1 0
0 0 −5 7 −2 1

 .
Es decir, una matriz diagonal D que representa a la forma cuadrática y la
traspuesta de la matriz P del cambio de la base B a la de vectores conjugados
B′ son:

D =

1 0 0
0 1 0
0 0 −5

 , P T =

 1 0 0
−2 1 0
7 −2 1

 .
La expresión de q en coordenadas en la base B′ es por tanto:

q(x) =
(
x′1, x

′
2, x

′
3

)1 0 0
0 1 0
0 0 −5

x′1x′2
x′3

 = x′21 + x′22 − 5x′23 .

Expresemos ahora q(x) como suma de cuadrados independientes en función
de las coordenadas originales. Tenemos

X = PX ′ ⇔

x1

x2

x3

 =

1 −2 7
0 1 −2
0 0 1

x′1x′2
x′3



⇔


x′1 − 2x′2 + 7x′3 = x1

x′2 − 2x′3 = x2

x′3 = x3

⇔


x′1 = x1 + 2x2 − 3x3

x′2 = x2 + 2x3

x′3 = x3.

Por tanto,

q(x) = (x1 + 2x2 − 3x3)2 + (x2 + 2x3)2 − 5x2
3.

2. La expresión matricial de q por medio de una matriz simétrica es:

q(x) =
(
x1, x2

)(0 1
1 0

)(
x1

x2

)
.

Aplicando el método de las transformaciones elementales por filas y colum-
nas: [

0 1 1 0
1 0 0 1

]
∼

F1 + F2

[
1 1 1 1
1 0 0 1

]
∼

C1 + C2
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

[
2 1 1 1
1 0 0 1

]
∼

2F2 − F1

[
2 1 1 1
0 −1 −1 1

]
∼

2C2 − C1

[
2 0 1 1
0 −2 −1 1

]
.

Es decir, una matriz diagonal D que representa a la forma cuadrática y la
traspuesta de la matriz P del cambio de la base B a la de vectores conjugados
B′ son:

D =

[
2 0
0 −2

]
, P T =

[
1 1
−1 1

]
.

La expresión de q en coordenadas en la base B′ es por tanto:

q(x) =
(
x′1, x

′
2

)(2 0
0 −2

)(
x′1
x′2

)
= 2x′21 − 2x′22 .

Expresemos ahora q(x) como suma de cuadrados independientes en función
de las coordenadas originales. Tenemos

X = PX ′ ⇔
[
x1

x2

]
=

[
1 −1
1 1

] [
x′1
x′2

]

⇔
{
x′1 − x′2 = x1

x′1 + x′2 = x2
⇔
{
x′1 = 1

2 (x1 + x2)
x′2 = 1

2 (x2 − x1) .

Por tanto,

q(x) =
1

2
(x1 + x2)2 − 1

2
(x1 − x2)2.

13.11. Diagonalización de formas cuadráticas: méto-
do de Gauss

1. Usando el método de Gauss, diagonalizar la forma cuadrática q : R3 → R
dada por

q(x1, x2, x3) = x2
1 − x2

2 + 7x2
3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 8x2x3.

2. Usando el método de Gauss, diagonalizar la forma cuadrática q : R4 → R
dada por

q(x, y, z, t) = xy + xz + xt+ yz + yt+ zt.

Solución. Recordemos que el método de Gauss permite diagonalizar cual-
quier forma cuadrática q : Rn → R. O de forma equivalente, permite des-
componer la forma cuadrática en suma de cuadrados de formas lineales li-
nealmente independientes. Además, este método trabaja directamente sobre
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13.11 Diagonalización de formas cuadráticas: método de Gauss

q. Supondremos que la forma cuadrática q es no nula (trivialmente estaŕıa
diagonalizada) y analizamos dos casos:

Caso 1. La forma cuadrática contiene algún cuadrado. Supondremos sin
pérdida de generalidad que el término que contiene un cuadrado es ax2

1 (a 6=
0). Entonces podemos expresar q(x1, . . . , xn) = ax2

1 +ϕ1x1 + q1 en donde q1

es una forma cuadrática que solamente contiene las n−1 variables x2, . . . , xn
y ϕ1 es una forma lineal que solamente contiene las n−1 variables x2, . . . , xn.
Entonces

q(x1, . . . , xn) = ax2
1 + ϕ1x1 + q1 = a

(
x1 +

ϕ1

2a

)2
− ϕ2

1

4a
+ q1.

Por tanto tenemos expresada q como suma del cuadrado de una forma lineal
más la forma cuadrática −ϕ2

1/4a+q1 que solamente contiene n−1 variables.

Caso 2. La forma cuadrática no contiene cuadrados. Ordenando con respecto
a dos variables (por ejemplo x1 y x2):

q(x1, . . . , xn) = ax1x2 + x1ϕ1 + x2ϕ2 + q1(x3 . . . , xn)

a
(
x1 +

ϕ2

a

)(
x2 +

ϕ1

a

)
+ q1 −

ϕ1ϕ2

a
(a 6= 0).

Podemos introducir dos cuadrados aplicando

AB = (1/4)[(A+B)2 − (A−B)2]

al sumando a(x1 +ϕ2/a)(x2 +ϕ1/a) y la forma cuadrática q1 −ϕ1ϕ2/a de-
pende de las n− 2 variables x3, . . . , xn

Dado que para n = 1 la forma cuadrática es evidentemente diagonalizable,
los casos anteriores demuestran que podemos descomponer q en suma de
cuadrados de n formas lineales. La independencia de estas formas lineales
es fácilmente demostrable por recurrencia. �

1. Estamos en el caso 1. Siguiendo el método general expuesto:

q(x1, x2, x3) = x2
1 + x1(2x2 + 4x3)− x2

2 + 8x2x3 + 7x2
3

= (x1 + x2 + 2x3)2 − (2x2 + 4x3)2

4
− x2

2 + 8x2x3 + 7x2
3

= (x1 + x2 + 2x3)2 − 2x2
2 + 4x2x3 + 3x2

3.
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

Ahora descomponemos −2x2
2 + 4x2x3 + 3x2

3 :

−2x2
2 + 4x2x3 + 3x2

3 = −2x2
2 + x2(4x3) + 3x2

3

= −2(x2 − x3)2 − (4x3)2

−8
+ 3x2

3

= −2(x2 − x3)2 + 5x2
3.

La expresión de q en suma de cuadrados de formas lineales independientes
es:

q(x1, x2, x3) = (x1 + x2 + 2x3)2 − 2(x2 − x3)2 + 5x2
3.

Denotando x′1 = x1 + x2 + 2x3 , x
′
2 = x2 − x3 , x

′
3 = x3 también podemos

expresar q en la forma :

q(x1, x2, x3) = x′21 − 2x′22 + 5x′23 =
(
x′1 x′2 x′3

)1 0 0
0 −2 0
0 0 5

x′1x′2
x′3

 .

2. Estamos en el caso 2. Siguiendo el método general expuesto:

q(x, y, z, t) = xy + x(z + t) + y(2z + t) + 4zt

= (x+ 2z + t)(y + z + t) + 4zt− (z + t)(2z + t)

= (x+ 2z + t)(y + z + t)− 2z2 − t2 + zt

Usando la fórmula AB = (1/4)[(A+B)2 − (A−B)2] obtenemos

(x+ 2z + t)(y + z + t) =
1

4
(x+ y + 3z + 2t)2 − 1

4
(x− y + z)2

Ahora descomponemos −2z2 − t2 + zt :

−2z2 − t2 + zt = −t2 + t(z)− 2z2

= −
(
t− z

2

)2
− z2

4
− 2z2 =

= −
(
t− z

2

)2
− 9

4
z2

La expresión de q en suma de cuadrados de formas lineales independientes
es:

q(x, y, z, t) =
1

4
(x+ y + 3z + 2t)2 − 1

4
(x− y + z)2 −

(
t− z

2

)2
− 9

4
z2

Denotando x′ = x + y + 3z + 2t , y′ = x − y + z , z′ = t − z/2 , t′ = z
también podemos expresar q en la forma :

q(x, y, z, t) =
1

4
x′ 2 − 1

4
y′ 2 − z′ 2 − 9

4
t′ 2
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13.12 Ley de inercia de Sylvester

=
(
x′ y′ z′ t′

)
1/4 0 0 0
0 −1/4 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −9/4



x′

y′

z′

t′

 .

13.12. Ley de inercia de Sylvester

1. Se considera la forma cuadrática q : R3 → R cuya expresión en la base
canónica B de R3 es:

q(x) = x2
1 + 5x2

2 + 8x2
3 + 4x1x2 − 6x1x3 − 8x2x3.

Determinar una base de R3 respecto de la cual la matriz de q sea diagonal
con a lo sumo unos, menos unos y ceros en la diagonal principal.

2. Determinar la signatura de la forma cuadrática del apartado anterior.

Solución. 1. La expresión matricial de q por medio de una matriz simétrica
es:

q(x) =
(
x1, x2, x3

) 1 2 −3
2 5 −4
−3 −4 8

x1

x2

x3

 .

Aplicando el método de las transformaciones elementales por filas y colum-
nas:  1 2 −3 1 0 0

2 5 −4 0 1 0
−3 −4 8 0 0 1

F2 − 2F1

F3 + 3F1
∼

 1 2 −3 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 2 −1 3 0 1


C2 − 2C1

C3 + 3C1
∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 2 −1 3 0 1

F3 − 2F2 ∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 2 −2 1 0
0 0 −5 7 −2 1

C3 − 2C2 ∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 0 −2 1 0
0 0 −5 7 −2 1

 1√
5
F3 ∼

 1 0 0 1 0 0
0 1 0 −2 1 0

0 0 −5/
√

5 7/
√

5 −2/
√

5 1/
√

5

 1√
5
C3 ∼
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

 1 0 0 1 0 0
0 1 0 −2 1 0

0 0 −1 7/
√

5 −2/
√

5 1/
√

5

 .
Es decir, una matriz diagonal D que representa a la forma cuadrática y la
traspuesta de la matriz P del cambio de la base B a la de vectores conjugados
B′ son:

D =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , P T =

 1 0 0
−2 1 0

7/
√

5 −2/
√

5 1/
√

5

 .
La expresión de q en coordenadas en la base

B′ =
{

(1, 0, 0), (−2, 1, 0), (7/
√

5,−2/
√

5, 1/
√

5)
}

es por tanto:

q(x) =
(
x′1, x

′
2, x

′
3

)1 0 0
0 1 0
0 0 −1

x′1x′2
x′3

 = x′21 + x′22 − x′23 .

2. Una matriz diagonal que representa a q es D = diag (1, 1,−1) en conse-
cuencia la signatura de q es (2, 1).

13.13. Clasificación de formas cuadráticas

1. Clasificar la forma cuadrática q : R3 → R :

q(x1, x2, x3) = x2
1 + x2

2 + 5x2
3 + 2ax1x2 − 2x1x3 + 4x2x3 (a ∈ R).

2. Determinar para que valores de a ∈ R es definida positiva la forma
cuadrática

q : R3 → R, q(x) = XT

1 2 1
2 6 2
1 2 a

X.
Solución. 1. Busquemos una matriz diagonal que represente a q. 1 a −1

a 1 2
−1 2 5

 ∼
F2 − aF1

F3 + F1

1 a −1
0 1− a2 2 + a
0 2 + a 4


∼

C2 − aC1

C3 + C1

1 0 0
0 1− a2 2 + a
0 2 + a 4

 .
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13.13 Clasificación de formas cuadráticas

Para a2 − 1 6= 0, es decir para a 6= ±1 :1 0 0
0 1− a2 2 + a
0 2 + a 4

 ∼
(1− a2)F3 − (2 + a)F21 0 0

0 1− a2 2 + a
0 0 −5a2 − 4a

 ∼
(1− a2)C3 − (2 + a)C21 0 0

0 1− a2 0
0 0 (−5a2 − 4a)(1− a2)

 .
Una matriz diagonal que representa a q es por tanto:

D = diag
(
1, 1− a2, (5a2 + 4a)(a2 − 1)

)
(a 6= ±1).

Las ráıces de los polinomios que aparecen en D son a = ±1, a = 0 y
a = −4/5. Según los valores de a obtenemos:
a ∈ (−∞,−1)⇒ D = diag (+, −, +)⇒ q es indefinida.
a ∈ (−1,−4/5)⇒ D = diag (+, +, −)⇒ q es indefinida.
a = −4/5⇒ D = diag (+, +, 0)⇒ q es semidefinida positiva.
a ∈ (−4/5, 0)⇒ D = diag (+, +, +)⇒ q es definida positiva.
a = 0⇒ D = diag (+, +, 0)⇒ q es semidefinida positiva.
a ∈ (0, 1)⇒ D = diag (+, +, −)⇒ q es indefinida.
a ∈ (1,+∞)⇒ D = diag (+, −, +)⇒ q es indefinida.
Diagonalizamos ahora para a = 1 : 1 1 −1

1 1 2
−1 2 5

 ∼
F2 − F1

F3 + F1

1 1 −1
0 0 3
0 3 4

 ∼
C2 − C1

C3 + C1

1 0 0
0 0 3
0 3 4


∼

F2 + F3

1 0 0
0 3 7
0 3 4

 ∼
C2 + C3

1 0 0
0 10 7
0 7 4

 ∼
10F3 − 7F21 0 0

0 10 7
0 0 −9

 ∼
10C3 − 7C2

1 0 0
0 10 0
0 0 −90

 .
En este caso, q es indefinida.
Para a = −1 : 1 −1 −1

−1 1 2
−1 2 5

 ∼
F2 + F1

F3 + F1

1 −1 −1
0 0 1
0 1 4

 ∼
C2 + C1

C3 + C1

1 0 0
0 0 1
0 1 4


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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

∼
F2 + F3

1 0 0
0 1 5
0 1 4

 ∼
C2 + C3

1 0 0
0 6 5
0 5 4

 ∼
6F3 − 5F21 0 0

0 6 5
0 0 −1

 ∼
6C3 − 5C2

1 0 0
0 6 0
0 0 −6

 ,
luego q es indefinida. Podemos pues concluir que

q es definida positiva⇔ a ∈ (−4/5, 0),

q es semidefinida positiva⇔ a ∈ {−4/5, 0},
q es indefinida⇔ a /∈ [−4/5, 0].

2. Usamos el criterio de Sylvester. Los menores principales son:

A1 =
∣∣1∣∣ = 1 > 0, A2 =

∣∣∣∣1 2
2 6

∣∣∣∣ = 2 > 0,

A3 =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 6 2
1 2 a

∣∣∣∣∣∣ = 2a− 2.

Los tres menores principales son positivos si, y sólo si 2a−2 > 0. Por tanto,
q es definida positiva si, y sólo si a > 1.[

13.14. Forma cuadrática mediante una integral

La siguiente función es una forma cuadrática en R3 :

q(x1, x2, x3) =

∫ π/2

0
(x1 cos t+ x2 sin t+ x3)2 dt.

Hallar su rango y signatura (́ındice de positividad, ı́ndice de negatividad e
ı́ndice de nulidad).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Aunque no se pide de manera expĺıcita en el enunciado, es fácil
probar que la función dada es una forma cuadrática q : R3 → R. En efecto,
desarrollando el trinomio del integrando, usando la linealidad de la integral
y la existencia de la integral definida de una función continua en un inter-
valo cerrado, fácilmente verificamos que q se puede expresar en la forma
q(x1, x2, x3) =

∑3
i,j=1 aijx

ixj , es decir como un polinomio homogéneo de
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13.15 Mı́nimo de una función cuadrática

grado dos. Concluimos que q es forma cuadrática.

Calculando los coeficientes aij por medio de las integrales inmediatas que
aparecen, podemos diagonalizar la forma cuadrática por alguno de los méto-
dos conocidos y ya tendŕıamos su rango y su signatura. Ahora bien, en este
caso y dado que la función integrando es ≥ 0 deducimos que q(x1, x2, x3) ≥ 0
para todo vector (x1, x2, x3) de R3. Si demostramos además que

q(x1, x2, x3) = 0⇔ (x1, x2, x3) = (0, 0, 0) (1)

la forma cuadrática será definida positiva y cualquier matriz diagonal que la
representa ha de ser de la forma D = diag (+,+,+). Veamos que se cumple
(1). Por un conocido resultado de Análisis, si f es continua y positiva en

un intervalo [a, b] se verifica
∫ b
a f(t)dt = 0 ⇔ f = 0 en [a, b]. La función

f(t) = (x1 cos t + x2 sin t + x3)2 es continua y además ≥ 0 en [0, π/2] por
tanto:

q(x1, x2, x3) = 0⇔ (x1 cos t+ x2 sin t+ x3)2 = 0

⇔ x1 cos t+ x2 sin t+ x3 = 0 , ∀t ∈ R.

Dando a t los valores 0, π/4, π/2 obtenemos el sistema
x1 + x3 = 0

(
√

2/2)x1 + (
√

2/2)x2 + x3 = 0
x2 + x3 = 0.

Resolviendo obtenemos (x1, x2, x3) = (0, 0, 0). La forma cuadrática dada es
definida positiva, en consecuencia su rango es 3 y su signatura, s = (3, 0, 0).

13.15. Mı́nimo de una función cuadrática

1) La condición de mı́nimo para la función polinómica de segundo grado

p(x) =
1

2
ax2 − bx

es ax = b y a > 0. Demostrar el siguiente resultado análogo para matrices:

Si A es una matriz simétrica definida positiva (es decir, XtAX > 0 cuando

X 6= 0) y B es un vector columna, entonces p(X) =
1

2
XtAX −XtB tiene

mı́nimo para X tal que AX = B.

Sugerencia: Si X verifica AX = B e Y es un vector columna, estudiar el

signo de p(Y )− p(X) verificando que p(Y )− p(X) =
1

2
[(Y −X)tA(Y −X)].

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

2) Sea la función cuadrática p(x1, x2) =
1

2
x2

1 + x1x2 + x2
2 − 3x2. Aplicar el

resultado anterior para hallar el punto (α, β) donde tiene mı́nimo. Verificar

que en ese punto se anulan las derivadas parciales
∂p

∂xi
(i = 1, 2).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1) Veamos que si AX = B entonces, p(Y ) − p(X) =
1

2
[(Y −

X)tA(Y −X)]. Por una parte tenemos

p(Y )− p(X) =
1

2
Y tAY −Y tB− 1

2
XtAX +XtB =

1

2
Y tAY −Y tB+

1

2
XtB.

La matriz XtAY es simétrica (orden 1× 1), y la matriz A es simétrica por
hipótesis. Entonces:

XtAY = (XtAY )t = Y tAtX = Y tAX = Y tB.

Desarrollando el segundo miembro de la sugerencia:

1

2
[(Y −X)tA(Y −X)] =

1

2
[(Y t−Xt)A(Y −X)] =

1

2
[(Y tA−XtA)(Y −X)]

=
1

2
[Y tAY − Y tB − Y tB +XtB] = p(Y )− p(X).

Para todo Y 6= X y teniendo en cuenta que A es definida positiva, se verifica:

p(Y )− p(X) =
1

2
[(Y −X)tA(Y −X)] > 0.

Esto implica p(Y ) > p(X) para todo Y 6= X. Como consecuencia, la función
p tiene un mı́nimo (además estricto) en X.

2) Podemos escribir

p(x1, x2) =
1

2
x2

1 + x1x2 + x2
2 − 3x2 =

1

2
(x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2)− 3x2

=
1

2
(x1 x2)

(
1 1
1 2

)(
x1

x2

)
− (x1 x2)

(
0
3

)
=

1

2
XtAX −XtB.

La matriz A es simétrica y tiene sus menores principales mayores que cero,
por tanto es definida positiva. Según el apartado anterior el mı́nimo de p se
obtiene para la solución de AX = B :

AX = B ⇔
(

1 1
1 2

)(
x1

x2

)
=

(
0
3

)
⇔ (x1, x2) = (−3, 3).

Las parciales
∂p

∂x1
= x1 + x2 y

∂p

∂x2
= x1 + 2x2 − 3 se anulan en (α, β) =

(−3, 3). Esto era de esperar por un conocido resultado de Análisis.
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13.16 Funciones convexas y formas cuadráticas

13.16. Funciones convexas y formas cuadráticas

Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Se dice que una función real
f : V → R es convexa cuando f(αx + βy) ≤ αf(x) + βf(y) ∀x, y ∈ V y
∀α, β ∈ R con α, β ≥ 0, α+ β = 1.

(a) Desde luego las formas lineales o funcionales f : V → R son funciones
convexas como fácilmente se puede comprobar, pero existen funciones con-
vexas que no son lineales. Demostrar que la función f(x) = x2 de R en R es
convexa y no lineal.
(b) Sea f : V → R una forma cuadrática. Demostrar que si f es positiva (es
decir f(x) ≥ 0 para todo x de V ) entonces f es convexa.
(c) Enunciar la propiedad rećıproca de la anterior y estudiar su validez (en
caso afirmativo dar una demostración y en caso contrario construir un con-
traejemplo). En todo caso dar una caracterización de las formas cuadráticas
que son funciones convexas.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Elijamos el escalar λ = 2 y el vector x = 1. Entonces f(λx) =
f(2) = 4 y λf(1) = 2 · 1 = 2, es decir f(λx) 6= λf(x) para algún λ y x y por
tanto la función f(x) = x2 no es lineal. Veamos que es convexa. Claramente
una función f es convexa śı y sólo si:

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y) ∀x, y ∈ V, ∀α ∈ [0, 1].

Para f(x) = x2 tenemos:

(αx+ (1− α)y)2 ≤ αx2 + (1− α)y2

⇔ α2x2 + 2α(1− α)xy + (1− α)2y2 − αx2 − (1− α)y2 ≤ 0

⇔ (α2 − α)x2 + (α2 − α)y2 + 2(α2 − α)xy ≤ 0

⇔ (α2 − α)(x+ y)2 ≤ 0.

La última desigualdad se verifica pues α2 − α ≤ 0 para todo α en [0, 1].
Hemos demostrado por tanto que la función f(x) = x2 es convexa pero no
lineal.

(b) Por hipótesis dimV = n finita y f(x) ≥ 0 para todo x de V . Por un
conocido teorema, existe una base B = {u1, . . . , un} de V respecto de la
cual la expresión de f es:

f(x) = x2
1 + . . .+ x2

r , (r ≤ n , x = x1u1 + . . .+ xnun).
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

Sean x = x1u1 + . . . + xnun, y = y1u1 + . . . + ynun elementos cualesquiera
de V y α, β ∈ R tales que α ≥ 0, β ≥ 0 y α + β = 1. Usando el apartado
anterior:

f(αx+ βy) =

r∑
i=1

(αxi + βyi)
2 ≤

r∑
i=1

(αx2
i + βy2

i )

= α
r∑
i=1

x2
i + β

r∑
i=1

y2
i = αf(x) + βf(y).

Es decir, toda forma cuadrática positiva es una función convexa.

(c) La proposición rećıproca de la anterior es:

Sea f : V → R una forma cuadráticca. Si f es convexa, entonces es positiva.

Veamos que es cierta. En efecto, supongamos que la forma cuadrática f
no fuera positiva. Existiŕıa entonces una base en V respecto de la cual la
expresión de f es f(x) = d1x

2
1 + . . . + drx

2
r (r ≤ n) en donde algún di <

0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que d1 < 0. Elijamos los
escalares α = 2/3 β = 1/3 y los vectores x, y ∈ V cuyas coordenadas en la
base elegida son (1, 0, . . . , 0) y (−1, 0, . . . , 0) respectivamente. Entonces:

f(αx+ βy) = d1/9 > d1 = αf(x) + βf(y),

siendo α ≥ 0, β ≥ 0 y α+β = 1. Es decir, f no seŕıa convexa. Podemos pues
concluir que una forma cuadrática f : V → R con V de dimensión finita es
convexa śı, y sólo si es positiva.

13.17. Núcleo de una forma cuadrática

Sea E un espacio vectorial real, y Q : E → R una forma cuadrática. Llama-
remos núcleo de Q, y lo designaremos con kerQ, al conjunto formado por
los elementos x de E tales que Q(x) = 0.

1. Sea Q : R2 → R la forma cuadrática Q(x) = x2
1 − x2

2 ( x = (x1, x2) ).
Dibujar en el plano cartesiano (x1, x2) el conjunto kerQ. Estudiar si kerQ
es un subespacio vectorial de R2.

2. Sea Q : E → R una forma cuadrática positiva, es decir Q(x) ≥ 0 para
todo x de E. Demostrar que kerQ es subespacio de E. Indicación: Se puede
utilizar la identidad Q(x+ y) +Q(x− y) = 2(Q(x) +Q(y)).
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13.17 Núcleo de una forma cuadrática

3. Sea A una matriz con coeficientes reales m× n, y de rango r. La matriz
At · A es simétrica y puede ser considerada como la matriz de una forma
cuadrática Q : Rs → R, Q(x) = Xt(AtA)X. Demostrar que Q es positiva y
expresar kerQ en términos del conjunto de soluciones del sistema de ecua-
ciones AX = 0. Indicación: Nótese que Q(x) = (AX)t(AX).

4. Clasificar la forma cuadrática del apartado anterior. Es decir, determinar
los ı́ndices de positividad, de negatividad, y de nulidad, en términos de m, n
y r.

5. Como aplicación del apartado anterior, enunciar y demostrar una condi-
ción necesaria y suficiente que ha de cumplir la matriz A para que At ·A sea
una matriz invertible.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Tenemos:

(x1, x2) ∈ kerQ⇔ x2
1 − x2

2 = 0⇔ (x1 + x2)(x1 − x2) = 0

⇔ (x1 + x2 = 0) ∨ (x1 − x2 = 0).

Los vectores de kerQ son por tanto los vectores de la forma
−−→
OM o bien

−−→
ON

siendo O el origen de coordenadas y M, N puntos de las rectas x1− x2 = 0
y x1 + x2 = 0 respectivamente.

Elijamos los vectores (1, 1), (1,−1). Claramente pertenecen a kerQ, sin
embargo su suma (2, 0) no pertenece, en consecuencia kerQ no es subespacio
de R2.

x2

x1

MN

x1 − x2 = 0x1 + x2 = 0

2. Aún no siendo obligatorio, demostremos la indicación. Si Q : E → R es
una forma cuadrática, entonces existe una forma bilineal f : E ×E → R tal
que Q(x) = f(x, x) para todo x ∈ E. Entonces:
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

Q(x+ y) +Q(x− y) = f(x+ y, x+ y) + f(x− y, x− y) =
f(x, x) + f(y, x) + f(x, y) + f(y, y)+
f(x, x)− f(y, x)− f(x, y) + f(y, y) =
2f(x, x) + 2f(y, y) = 2Q(x) + 2Q(y).

Veamos que kerQ es subespacio de E:

(i) Q(0) = f(0, 0) = f(0, x− x) = f(0, x)− f(0, x) = 0⇒ 0 ∈ kerQ.

(ii) Sean x, y ∈ kerQ. Entonces Q(x) = 0 y Q(y) = 0, en consecuencia
se verifica Q(x + y) + Q(x − y) = 2(Q(x) + Q(y)) = 0. Como Q es forma
cuadrática positiva, tenemos Q(x + y) ≥ 0 y Q(x − y) ≥ 0. Esto implica
Q(x+ y) = 0 o de manera equivalente que x+ y ∈ kerQ.

(iii) Sean λ ∈ R y x ∈ kerQ. Entonces:

Q(λx) = f(λx, λx) = λ2f(x, x) = λ2Q(x) = λ20 = 0⇒ λx ∈ kerQ.

Hemos demostrado pues que si Q es una forma cuadrática positiva, entonces
kerQ es un subespacio de E.

3. La matriz A tiene orden m× n por tanto At tiene orden n×m, en con-
secuencia At ·A tiene orden n× n, es decir s = n. Por otra parte, aplicando
propiedades bien conocidas de la trasposición: (AtA)t = (At)(At)t = AtA.
Es decir, AtA es matriz simétrica.

Veamos que la forma cuadrática Q : Rn → R, Q(x) = Xt(AtA)X es efecti-
vamente positiva. LLamando Y = (y1, . . . , ym)t = AX:

Q(x) = Xt(AtA)X = (AX)t(AX) = Y tY = y2
1 + . . .+ y2

m ≥ 0 (∀x ∈ Rn).

Caractericemos kerQ:

x ∈ kerQ⇔ y2
1 + . . .+ y2

m = 0⇔ Y = 0⇔ AX = 0.

Es decir, los vectores de kerQ son las soluciones del sistema AX = 0.

4. Dado que kerQ está determinado por las soluciones del sistema lineal
homogéneo AX = 0 tenemos dim(kerQ) = n − r. Si {e1, e2, . . . , en−r} es
una base de kerQ, podemos ampliarla hasta obtener una base de vectores
conjugados dos a dos de Rn: B = {e1, e2, . . . , en−r, en−r+1, . . . , en}. En esta
base la matriz de Q es:

D = diag (Q(e1, . . . , Q(en−r), Q(en−r+1), . . . , Q(en)) .
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13.18 Forma cuadrática multiplicativa

con Q(ej) = 0 si 0 ≤ j ≤ n− r y Q(ej) > 0 si n− r + 1 ≤ j ≤ n. Por tanto
los ı́ndices pedidos son (r, 0, n− r).

5. La matriz AtA es congruente con D y como consecuencia tienen el mismo
rango. Entonces, AtA es invertible śı y sólo si D lo es, y esto ocurre exacta-
mente cuando el ı́ndice de nulidad n−r es cero. Por tanto, AtA es invertible
śı y sólo si rg(A) = n.

13.18. Forma cuadrática multiplicativa

Sean E = R(2×2), I =

[
1 0
0 1

]
, J =

[
0 1
1 0

]
y

B = ( B1 =

[
1 0
0 0

]
, B2 =

[
0 1
0 0

]
, B3 =

[
0 0
1 0

]
, B4 =

[
0 0
0 1

]
).

Sea Φ una forma cuadrática sobre E no nula tal que para todo A,B ∈ E
verifica Φ(AB) = Φ(A)Φ(B) y φ la forma bilineal simétrica asociada.

1. Hallar Φ(I), Φ(B2), Φ(B3) y Φ(B1)Φ(B4).
2. Si A es invertible, probar que Φ(A) 6= 0.
3. Si A es singular demostrar que A2 = 0 o bien existen ∃P,Q ∈ E regulares
tales que

A = P−1

[
α 0
0 0

]
P y A = Q−1

[
0 0
0 α

]
Q.

Sugerencia. Estudiar posibles polinomios mı́nimos de A.
4. Demostrar que si A es singular, entonces Φ(A) = 0.
5. Calcular φ(I, J) y Φ(J).
6. Calcular la matriz H de φ respecto de B.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Como Φ 6= 0, existe A ∈ E tal que Φ(A) 6= 0. Entonces
Φ(A) = Φ(AI) = Φ(A)Φ(I) lo cual implica Φ(I) = 1. Dado que B2

2 = 0, y
Φ es forma cuadrática, se verifica 0 = Φ(0) = Φ(B2

2) = (Φ(B2))2 de lo que
se deduce que Φ(B2) = 0. Razonando de manera análoga, Φ(B3) = 0. Por
otra parte, Φ(B1)Φ(B4) = Φ(B1B4) = Φ(0) = 0.

2. Si A es invertible, entonces 1 = Φ(I) = Φ(AA−1) = Φ(A)Φ(A−1). Es
decir, Φ(A) 6= 0.

3. Si A es singular, entonces 0 es valor propio de A. Si A2 6= 0 entonces ni
µ(λ) = λ ni µ(λ) = λ2 pueden ser polinomios mı́nimos de A (en ambos casos
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

tendŕıamos A2 = 0). Por tanto, el polinomio mı́nimo de A ha de ser de la
forma µ(λ) = λ(λ−α) con α 6= 0 real. Esto implica que A es diagonalizable
en R y semejante a la matriz diag (α, 0) y a la matriz diag (0, α) con lo cual
hemos demostrado el aserto de este apartado.

4. Si A2 = 0 entonces 0 = Φ(A2) = (Φ(A))2 = 0 lo cual implica que
Φ(A) = 0. Sea ahora A2 6= 0. Si R ∈ E es invertible, entonces

1 = Φ(I) = Φ(RR−1) = Φ(R)Φ(R−1)⇒ Φ(R−1) = (Φ(R))−1.

Usando el apartado anterior

Φ(A) = Φ(P−1(αB1)P ) = Φ(P−1)(α2Φ(B1))Φ(P ) = α2Φ(B1),

Φ(A) = Φ(Q−1(αB4)Q) = Φ(Q−1)(α2Φ(B4))Φ(Q) = α2Φ(B4).

Multiplicando y usando el primer apartado, (Φ(A))2 = α4Φ(B1)Φ(B4) = 0.
Como α 6= 0, deducimos que Φ(A) = 0.

5. Como I + J e I − J son singulares:

0 = Φ(I+J) = φ(I+J, I+J) = Φ(I)+Φ(J)+2φ(I, J) = 1+Φ(J)+2φ(I, J),

0 = Φ(I−J) = φ(I−J, I−J) = Φ(I)+Φ(J)−2φ(I, J) = 1+Φ(J)−2φ(I, J).

Resolviendo el correspondiente sistema, obtenemos inmediatamente que Φ(J) =
−1 y Φ(I, J) = 0.

6. La matriz pedida es la matriz simétrica H = [φ(Bi, Bj)] i, j = 1, 2, 3, 4.
Usando la conocida fórmula de la forma polar y que Φ(Bi) = 0 (i =
1, 2, 3, 4) :

φ(Bi, Bj) =
1

2
(Φ(Bi +Bj)− Φ(Bi)− Φ(Bj)) =

1

2
Φ(Bi +Bj).

Teniendo en cuenta que Φ(I) = 1, Φ(J) = −1 y Φ(A) = 0 si A es singular,
obtenemos

H =


0 0 0 1/2
0 0 −1/2 0
0 −1/2 0 0

1/2 0 0 0

 .
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13.19 Semejanza, congruencia y equivalencia de dos matrices

13.19. Semejanza, congruencia y equivalencia de
dos matrices

Se consideran las matrices reales

A =

a 1 a
1 0 1
a 1 a

 , B =

1 a 1
a 0 a
1 a 1

 .
1. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices semejantes.
En estos casos hallar matrices invertibles P tales que B = P−1AP.
2. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices congruen-
tes. En estos casos hallar matrices invertibles P tales que B = P tAP.
3. Determinar los valores de a para los cuales A y B son matrices equivalen-
tes. En estos casos hallar matrices invertibles P y Q tales que B = PAQ.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Si A y B son semejantes, necesariamente trA = trB es decir,
2a = 2 o bien a = 1. Pero en este caso A = B y en consecuencia B = I−1AI.
Podemos concluir: A y B son semejantes śı y sólo si a = 1 y en este caso
basta elegir P = I.

2. Sabemos que dos matrices A y B reales simétricas y del mismo orden son
congruentes si y sólo si tienen la misma signatura (́ındice de positividad, de
negatividad y nulidad). Al ser ambas matrices simétricas podemos aplicar
el teorema espectral para encontrar matrices diagonales congruentes con las
dadas. Valores propios de A:

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
a− λ 1 a

1 −λ 1
a 1 a− λ

∣∣∣∣∣∣ = . . . = (−λ)(λ2 − 2aλ− 2) = 0

⇔ λ1 = 0, λ2 = a+
√
a2 + 2, λ3 = a−

√
a2 + 2.

Para todo a ∈ R se verifica λ1 = 0, λ2 > 0 y λ3 > 0 es decir, sigA = (1, 1, 1).
De manera análoga obtenemos los valores propios de B: µ1 = 0, µ2 =
1 +
√

1 + 2a2 y µ3 = 1 −
√

1 + 2a2. Claramente obtenemos sigB = (1, 1, 1)
si a 6= 0 y sigB = (1, 0, 2) si a 6= 0. Podemos concluir que A y B son
congruentes si y sólo si a 6= 0.
Para a 6= 0 sabemos que existe una matriz Q ∈ R3×3 invertible tal que
QtAQ = D y una S ∈ R3×3 invertible tal que StAS = D siendo D =
diag (1,−1, 0). Igualando:

StBS = QtAQ⇒ B = (St)−1QtAQS−1
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

⇒ B = (QS−1)tA(QS−1)⇒ B = (QS−1)tA(QS−1).

Basta elegir pues P = QS−1. Aplicando (por ejemplo) el método de las
transformaciones elementales por filas y columnas podemos fácilmente hallar
Q y S. Omitimos los cálculos por lo rutinario de los mismos. Una solución
seŕıa

P = QS−1 =


1√
a

0
1√
a
− 1

0 a
√
a 0

0 0 1

 .
3. Las matrices A y B son equivalentes si y sólo si tienen el mismo rango.
Fácilmente verificamos que rgA = 2 para todo a ∈ R, rgB = 2 para a 6= 0
real y rgB = 1 para a = 0. Por tanto A y B son equivalentes si y sólo si
a 6= 0. Del apartado anterior tenemos una igualdad B = P tAP , es decir
basta elegir como nuevas matrices P y Q la matriz del apartado anterior y
su traspuesta.

13.20. Forma bilineal y sistema diferencial

Sea E el espacio vectorial de las matrices reales y cuadradas de orden 2. Se
define la aplicación:

f : E × E → R , (A,B)→ det(A+B)− det(A−B).

1. Probar que f es una forma bilineal simétrica. 2. Encontrar una base
B = (B1, B2, B3, B4) de E de vectores conjugados dos a dos respecto de f
tal que

f(B1, B1) = f(B2, B2) = −f(B3, B3) = −f(B4, B4) = 1.

3. Sea M la matriz de f respecto de B. Encontrar una matriz real N tal que
N2 = M. Sea x ≥ 0 y la función g(x) = x1/2. ¿Existe g(M)?
4. Determinar la solución φ del sistema de ecuaciones diferenciales X ′ = NX
sabiendo que φ(0, 0, 0, 0) = (1, 0, 1, 0).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Consideremos la matrices genéricas de E :

A =

(
x1 x2

x3 x4

)
, B =

(
y1 y2

y3 y4

)
.

Operando obtenemos

f(A,B) = det

(
x1 + y1 x2 + y2

x3 + y3 x4 + y4

)
− det

(
x1 − y1 x2 − y2

x3 − y3 x4 − y4

)
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13.20 Forma bilineal y sistema diferencial

= x1y4 + 2x4y1 − 2x2y3 − 2x3y2

=
(
x1 x2 x3 x4

)
0 0 0 2
0 0 −2 0
0 −2 0 0
2 0 0 0



y1

y2

y3

y4

 .

Sabemos que toda función de Rn × Rn en R de la forma XtMY con X =
(x1, . . . , xn)t, Y = (y1, . . . yn)t vectores de Rn y M simétrica, representa una
forma bilineal simétrica. En consecuencia lo es f , pues basta tener en cuenta
que en nuestro caso A y B están representadas por sus coordenadas una base
de E (en concreto la canónica).

2. Tenemos que encontrar una matriz P de cambio de base tal que P tMP =
D, siendo D = diag (1, 1,−1,−1). Para ello aplicaremos el teorema espec-
tral. Valores propios de M :

det(M − λI) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ 0 0 2
0 −λ −2 0
0 −2 −λ 0
2 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ+ 2 0 0 2

0 −λ −2 0
0 −2 −λ 0

2− λ 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ+ 2 0 0 2

0 −λ −2 0
0 −2 −λ 0
0 0 0 −λ− 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−λ+ 2)(−λ− 2)(λ2 − 4) = (λ− 2)2(λ+ 2)2.

Es decir, 2 (doble) y -2 (doble). Los subespacios propios son:

V2 ≡


−2x1 + 2x4 = 0
−2x2 − 2x3 = 0
−2x2 − 2x3 = 0
2x1 − 2x4 = 0

, V−2 ≡


2x1 + 2x4 = 0
2x2 − 2x3 = 0
−2x2 + 2x3 = 0
2x1 + 2x4 = 0.

Unas bases ortogomales de V2 y V−2 con respecto del producto escalar usual
son

B2 = {(1, 0, 0,−1), (0, 1,−1, 0)} , B−2 = {(1, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0)}.

Como la matriz M es simétrica, vectores propios asociados a valores propios
distintos son ortogonales dos a dos. Esto implica que los cuatro vectores
anteriores forman una base ortogonal y de vectores propios asociados a M.
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

Dividiendo entre la norma de cada uno de los vectores, obtenemos una base
ortonormal y de vectores propios de R4 :

C =

{
1√
2

(1, 0, 0,−1),
1√
2

(0, 1,−1, 0),
1√
2

(1, 0, 0, 1),
1√
2

(0, 1, 1, 0)

}
.

La matriz P de cambio de la base canónica a la C es por tanto ortogonal y
satisface

P−1MP = P tMP = D = diag (2, 2,−2,−2).

Es decir, ( 1√
2
P )tM( 1√

2
P ) = diag (1, 1,−1,−1). Teniendo en cuenta que es-

tamos trabajando en coordenadas respecto de la base canónica de E, dedu-
cimos que los vectores de la base B pedida son:

B1 =
1

2

(
1 0
0 −1

)
, B2 =

1

2

(
0 1
−1 0

)
,

B3 =
1

2

(
1 0
0 1

)
, B4 =

1

2

(
0 1
1 0

)
.

3. Para hallar una matriz N tal que N2 = M tengamos en cuenta que M se
puede expresar en cajas de la siguiente manera

M =

(
M1 0
0 M2

)
con M1 = I2, M2 =

(
cosπ − sinπ
sinπ cosπ

)
.

Dado que M2 representa un giro de ángulo π, es el cuadrado de un giro de
ángulo π/2. Teniendo en cuenta esto, hallamos N :

N =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosπ/2 − sinπ/2
0 0 sinπ/2 cosπ/2

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0

 .

4. Los valores propios de N son 1 (doble) y ±i (simples). Los subespacios
propios asociados a 1 e i son

V1 ≡
{
−x3 − x4 = 0
x3 − x4 = 0

, Vi ≡


(1− i)x1 = 0
(1− i)x2 = 0
−ix3 − x4 = 0
x3 − ix4 = 0.

Unas bases de estos subespacios propios son

B1 = {e1 = (1, 0, 0, 0)t, e2 = (0, 1, 0, 0)t} Bi = {e3 = (0, 0, i, 1)t}.
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13.21 Cociente de Rayleigh

Dado que N es real, una base el subespacio propio asociado al valor propio
−i se obtiene conjugando e3. Por tanto, la matriz P =

[
e1 e2 e3 e3

]
cumple

P−1NP = D = diag (1, 1, i,−i).

La función φ pedida es por tanto

φ(t) = etN


1
0
1
0

 = PetDP−1


1
0
1
0



=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 i −i
0 0 1 1



et 0 0 0
0 et 0 0
0 0 eit 0
0 0 0 e−it




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 i −i
0 0 1 1


−1 

1
0
1
0

 .
Teniendo en cuenta que P es diagonal por cajas, fácilmente obtenemos:

φ(t) =


et

0
cos t
sin t

 .

13.21. Cociente de Rayleigh

Propuesto en examen de Álgebra de Ingenieros de Montes de la UPM. Trata
sobre el cociente de Rayleigh XtAX/XtBX, si bien no se menciona en el
enunciado este nombre.

Sean q1(x) = XtAX y q2(x) = XtBX dos formas cuadráticas de Rn →
R, siendo A y B matrices cuadradas de orden n, reales y simétricas. Se
supone que q2 es definida positiva. Entonces se sabe (y lo admitiremos) que
existe un cambio de base de ecuación X = PY que permite diagonalizar
simultaneamente las dos formas cuadráticas, expresándolas en la forma:

q1(x) = a1y
2
1 + a2y

2
2 + . . .+ any

2
n

q2(x) = y2
1 + y2

2 + . . .+ y2
n

Se pide:

1. Encontrar y justificar una relación entre los coeficientes a1, a2, . . . , an y
las ráıces de la ecuación det(A− λB) = 0.
2. Clasificar las formas cuadráticas q1 y q2 en el caso particular:
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

A =

[
0 1
1 0

]
B =

[
2 1
1 2

]
Como aplicación, diagonalizar simultaneamente en este caso las formas cuadráti-
cas q1 y q2 (no se pide la matriz de paso P ).
3. Ordenar de menor a mayor:

máx {a1, a2, . . . , an} , mı́n {a1, a2, . . . , an} ,
XtAX

XtBX
(X 6= 0)

Como aplicación, encontrar los valores máximo y mı́nimo de F : Rn → R
dada por F (x) = XtAX, con la condición XtBX = 1.
4. Si v1, v2, . . . , vn son los vectores columna de la matriz P de paso, compro-
bar que se cumplen las condiciones:

(i) Av1 = a1Bv1, Av2 = a2Bv2, . . . , Avn = anBvn
(ii) vtiBvj = 0 si i 6= j, vtiBvi = 1, i, j = 1, 2, . . . , n

5. Las condiciones del apartado 4. permiten hallar una matriz de paso P .
Escribir detalladamente dichas condiciones para las matrices A y B del apar-
tado 2., en particular, determinar el cambio de base X = PY que diagonalice
de manera simultánea las formas cuadráticas q1 y q2 del apartado 2.

Solución. 1. Por hipótesis existe una matriz P real invertible y de orden n
tal que P tAP = D con D = diag(a1, . . . , an) y P tBP = I. Despejando las
matrices A y B obtenemos A = (P t)−1DP−1 y B = (P t)−1IP−1. Entonces:

det(A− λB) = det
(
(P t)−1(D − λI)P−1

)
=

1

det(P t)
· det(D − λI) · 1

detP
=

1

(detP )2
· det(D − λI) = 0

⇔ det(D − λI) = 0⇔ (a1 − λ) · . . . · (an − λ) = 0.

Es decir, a1, . . . , an son exactamente las ráıces de det(A− λB) = 0.

2. La matriz A tiene determinante −1 que es igual al producto de sus valores
propios. Uno ha de ser positivo y otro negativo, por tanto q1 es indefinida.
La matriz B tiene todos sus menores principales mayores que 0, por tanto
q2 es definida positiva. Ahora:

det(A− λB) =

∣∣∣∣−2λ 1− λ
1− λ −2λ

∣∣∣∣ = 0⇔ 3λ2 + 2λ− 1 = 0.

Las soluciones de la anterior ecuación son 1/3 y −1 . De acuerdo con el
apartado 1. existe un cambio de base de ecuación X = PY de tal manera
que:

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



13.21 Cociente de Rayleigh

q1(x) =
1

3
y2

1 − y2
2 , q2(x) = y2

1 + y2
2.

3. Llamemos M = máx{a1, . . . , an} . Usando el cambio X = PY tenemos:

XtAX

XtBX
=

(PY )tA(PY )

(PY )tB(PY )
=
Y tP tAPY

Y tP tAPY
=
Y tDY

Y tIY
=

a1y
2
1 + . . .+ any

2
n

y2
1 + . . .+ y2

n

≤ My2
1 + . . .+My2

n

y2
1 + . . .+ y2

n

=
M(y2

1 + . . .+ y2
n)

y2
1 + . . .+ y2

n

= M.

El razonamiento para m = mı́n{a1, . . . , an} es totalmente simétrico. Pode-
mos pues concluir que:

m = mı́n {a1, . . . , an} ≤
XtAX

XtBX
≤M = máx {a1, . . . , an} (∀X 6= 0).

Nótese que al ser q2 definida positiva, si X 6= 0 entonces XtBX 6= 0 es decir,
el cociente anterior está bien definido.

Por lo demostrado anteriormente, m ≤ F ≤ M . Veamos que F alcanza los
valores m y M . Supongamos sin pérdida de generalidad que m = a1 y que
M = an. Obsérvese que la condición XtBX = 1 equivale a y2

1 + . . .+y2
n = 1.

Si elegimos X1 = PY1 y Xn = PYn con Y1 = (1, 0, . . . , 0)t, Yn = (0, 0, . . . , 1)t

tenemos Xt
1AX1 = a1 = m y Xt

nAXn = an = M . Es decir, el máximo para
F es M y el mı́nimo m.

4. De P tAP = D se deduce AP = (P t)−1D y de P tBP = I que BP =
(P t)−1. Por tanto AP = BPD. Tenemos:

AP = BPD ⇒ A
[
v1, . . . , vn

]
= B

[
a1v1, . . . , anvn

]
⇒[

Av1, . . . , Avn
]

=
[
a1Bv1, . . . , anBvn

]
⇒ Avi = aiBvi (i = 1, . . . , n).

Por otra parte:

P tBP = I ⇔


vt1
vt2
...
vtn

B [v1, v2, . . . , vn
]

=


vt1
vt2
...
vtn

 [Bv1, Bv2, . . . , Bvn
]


vt1Bv1 vt1Bv2 . . . vt1Bvn
vt2Bv1 vt2Bv2 . . . vt2Bvn

...
...

vtnBv1 vtnBv2 . . . vtnBvn

 = I ⇔ vtiBvj = δij (i, j = 1, 2, . . . , n),

en donde δij son las deltas de Kronecker. Quedan pues demostradas las con-
diciones pedidas.

5. Llamando v1 = (x, y)t, v2 = (z, u)t obtenemos:
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Caṕıtulo 13. Formas bilineales y cuadráticas

[
0 1
1 0

] [
x
y

]
=

1

3

[
2 1
1 2

] [
x
y

]
⇔ . . .⇔ (x, y) = (α, α) (α ∈ R),

[
0 1
1 0

] [
z
u

]
= (−1)

[
2 1
1 2

] [
z
u

]
⇔ . . .⇔ (z, u) = (−β, β) (β ∈ R).

Obligando a que vtiBvi = 1 (i = 1, 2):

(α, α)

(
2 1
1 2

)(
α
α

)
= 1⇔ α = ±

√
6/6,

(−β, β)

(
2 1
1 2

)(
−β
β

)
= 1⇔ β = ±

√
2/2.

Por otra parte, para todo α, β ∈ R se verifica:

(α, α)

(
2 1
1 2

)(
−β
β

)
= 0

por tanto, eligiendo α =
√

6/6 y β =
√

2/2 obtenemos la matriz P :

P =

[√
6/6 −

√
2/2√

6/6
√

2/2

]
.
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Caṕıtulo 14

Producto escalar

14.1. Concepto de producto escalar real

1. Demostrar que

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

con x = (x1, . . . , xn)T e y = (y1, . . . , yn)T vectores de Rn es un producto
escalar (se le denomina producto escalar usual de Rn).

2. Sea E = C[a, b] el espacio vectorial real de las funciones reales conti-
nuas x(t) definidas en el intervalo cerrado [a, b]. Demostrar que la siguiente
aplicación es un producto escalar en E

〈x(t), y(t)〉 =

∫ b

a
x(t)y(t) dt.

3. Determinar los valores de a ∈ R para los cuales es un producto escalar en
R3 :

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 =
(
x1, x2, x3

) 1 −3 −1
−3 10 0
−1 0 a

y1

y2

y3

 .

4. Demostrar que 〈X,Y 〉 = traza
(
XTY

)
es un producto escalar en el espa-

cio vectorial E de las matrices reales cuadradas de órdenes n.

5. En el espacio vectorial R2[x] se considera el producto escalar

〈p(x), q(x)〉 =

∫ 1

0
p(x)q(x) dx.

509
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14.1 Concepto de producto escalar real

a) Determinar la matriz de Gram respecto de la base canónica de R2[x]. b)

Calcular

∫ 1

0
(1 + x)(3− x2) dx usando la matriz de Gram.

Solución. 1. La expresión matricial de 〈 , 〉 en la base canónica de Rn es

〈x, y〉 =
(
x1, x2 . . . , xn

)
I


y1

y2
...
yn

 ,

luego 〈 , 〉 es una forma bilineal. Además, es simétrica pues la matriz iden-
tidad I lo es. Claramente todos los menores principales de I son mayores
que cero (en concreto iguales a 1), por tanto, la forma cuadrática asociada
a 〈 , 〉 es definida positiva, lo cual implica que 〈 , 〉 es producto escalar.

2. La aplicación está bien definida pues la integral de una función continua
en un intervalo cerrado siempre existe y es además un número real.

(i) Para todo x(t), y(t) elementos de E se verifica

〈x(t), y(t)〉 =

∫ b

a
x(t)y(t) dt =

∫ b

a
y(t)x(t) dt = 〈y(t), x(t)〉 .

(ii) Para todo α, β números reales y para todo x(t), y(t), z(t) elementos de
E se verifica:

〈αx(t) + βy(t), z(t)〉 =

∫ b

a
(αx(t) + βy(t)) z(t) dt

=

∫ b

a
(αx(t)z(t) + βy(t)z(t)) dt = α

∫ b

a
x(t)z(t) dt

+β

∫ b

a
y(t)z(t) dt = α 〈x(t), z(t)〉+ β 〈y(t), z(t)〉 .

(iii) Si x(t) es una función no nula de E :

〈x(t), x(t)〉 =

∫ b

a
x(t)x(t) dt =

∫ b

a
x(t)2dt.

La función x(t)2 es no nula y no negativa en [a, b]. Por un conocido resultado
de Cálculo, su integral es positiva, es decir 〈x(t), x(t)〉 > 0. Concluimos que
la aplicación dada es un producto escalar.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

3. La expresión dada es una forma bilineal. Además es simétrica pues la
matriz que la representa lo es. Para que la forma cuadrática asociada sea
definida positiva, todos los menores prricipales

A1 = |1| = 1, A2 =

∣∣∣∣ 1 −3
−3 10

∣∣∣∣ = 1, A3 = |A| = a− 10,

han de ser positivos. Esto ocurre si, y sólo si a > 10.

4. (i) Para todo X,Y elementos de E, y usando conocidas propiedades de
la traza:

〈X,Y 〉 = traza
(
XTY

)
= traza

((
XTY

)T)
= traza

(
Y TX

)
= 〈Y,X〉 .

(ii) Para todo α, β números reales, para todo X,Y, Z elementos de E, y
usando conocidas propiedades de la traza:

〈αX + βY, Z〉 = traza
(

(αX + βY )T Z
)

= traza
((
αXT + βY T

)
Z
)

= traza
(
αXTZ + βY TZ

)
= α traza

(
XTZ

)
+ β traza

(
Y TZ

)
= α 〈X,Y 〉+ β 〈Y, Z〉 .

(iii) Si X = [xij ] es una matriz no nula de E,

〈X,X〉 = traza
(
XTX

)

= traza


x11 x21 . . . xn1

x12 x22 . . . xn2
...

...
x1n x2n . . . xnn



x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n
...

...
xn1 xn2 . . . xnn



= traza


x2

11 + x2
21 + · · ·+ x2

n1 . . .
. . .

...
...

. . . x2
1n + x2

2n + · · ·+ x2
nn


=
(
x2

11 + x2
21 + · · ·+ x2

n1

)
+ · · ·+

(
x2

1n + x2
2n + · · ·+ x2

nn

)
.

La suma anterior es la suma de los cuadrados de todos los elementos de
la matriz X. Como X 6= 0, algún xij es no nulo y por tanto 〈X,X〉 > 0.
Concluimos que la aplicación dada es un producto escalar.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



14.2 Espacio euclideo, norma

5. a) Tenemos

〈1, 1〉 =

∫ 1

0
1 dx = 1, 〈1, x〉 = 〈x, 1〉 =

∫ 1

0
x dx = 1/2,

〈
1, x2

〉
=
〈
x2, 1

〉
=

∫ 1

0
x2 dx = 1/3, 〈x, x〉 =

∫ 1

0
x2 dx = 1/3,

〈
x, x2

〉
=
〈
x2, x

〉
=

∫ 1

0
x3 dx = 1/4,

〈
x2, x2

〉
=

∫ 1

0
x4 dx = 1/5.

La matriz de Gram respecto de la base canónica B = {1, x, x2} es por tanto

G =

 〈1, 1〉 〈1, x〉
〈
1, x2

〉
〈x, 1〉 〈x, x〉

〈
x, x2

〉〈
x2, 1

〉 〈
x2, x

〉 〈
x2, x2

〉
 =

 1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

 .

b) Podemos expresar∫ 1

0
(1 + x)(3− x2) dx =

〈
1 + x, 3− x2

〉

=
(
1, 1, 0

) 1 1/2 1/3
1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

 3
0
−1


=
(
3/2, 5/6, 7/12

) 3
0
−1

 =
9

2
− 7

12
=

47

12
.

14.2. Espacio euclideo, norma

1. En el espacio eucĺıdeo R2[x] dotado del producto escalar

〈p(x), q(x)〉 =

∫ 1

0
p(x)q(x) dx,

determinar la norma del vector p(x) = −1 + 2x+ 3x2.

2. En el espacio eucĺıdeo R2[x] dotado del producto escalar

〈p(x), q(x)〉 =

2∑
i=0

p(i)q(i),

determinar la norma del vector p(x) = −1 + 2x+ 3x2.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

3. En el espacio eucĺıdeo R3 dotado del producto escalar

〈x, y〉 =
(
x1, x2, x3

)1 2 0
2 5 0
0 0 3

y1

y2

y3

 .

determinar la norma del vector x = (1,−1, 2).

Solución. 1. Aplicando la definición de norma,

‖p(x)‖ =
√
〈p(x), p(x)〉 =

√∫ 1

0
(−1 + 2x+ 3x2)2 dx.

Calculando la integral del radicando obtenemos el valor 47/15, por tanto

‖p(x)‖ =

√
47

15
.

2. Aplicando la definición de norma,

‖p(x)‖ =
√
〈p(x), p(x)〉 =

√
p(0)2 + p(1)2 + p(2)2

=
√

(−1)2 + 42 + 152 =
√

242 = 11
√

2.

3. El producto escalar 〈x, x〉 es

〈x, x〉 =
(
1,−1, 2

)1 2 0
2 5 0
0 0 3

 1
−1
2

 =
(
−1,−3, 6

) 1
−1
2

 = 14,

luego ‖x‖ =
√

14.

14.3. Desigualdad de Schwartz, ángulos

1. En el espacio vectorial de las funciones reales de clase 2 en el intervalo
[−1, 1] se considera el producto escalar

〈f(t), g(t)〉 =

∫ 1

−1

(
f(t)g(t) + f ′′(t)g′′(t)

)
dt.

Hallar el ángulo formado por las funciones f(t) = 1 + 4t+ t2 y g(t) = 1− t.

2. En el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales y grado
menor que 3 se considera el producto escalar

〈p, q〉 =

3∑
i=0

p(i)q(i).
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14.3 Desigualdad de Schwartz, ángulos

Calcular el ángulo formado por los polinomios x2 + 1 y x2 − 3x+ 1.

3. Sea E un espacio eucĺıdeo. Demostrar que se verifica la desigualdad de
Schwartz:

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ E.

4. Sea E un espacio eucĺıdeo. Demostrar las propiedades
1) ‖x‖ = 0⇔ x = 0.
2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ∀λ ∈ R ∀x ∈ E.
3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ E

Solución. 1. El producto escalar de los vectores dados es

〈f(t), g(t)〉 =

∫ 1

−1

(
(1 + 4t+ t2)(1− t) + 0

)
dt = . . . = 0.

Dado que f(t) y g(t) son no nulos, ‖f(t)‖ ‖g(t)‖ 6= 0. Por tanto

cosα =
〈f(t), g(t)〉
‖f(t)‖ ‖g(t)‖

= 0⇒ α =
π

2
.

2. Llamemos p(x) = x2 + 1 y q(x) = x2 − 3x+ 1. Tenemos

〈p, q〉 = p(0)q(0) + p(1)q(1) + p(2)q(2) = 1 · 1 + 2 · (−1) + 5 · (−1) = −6,

‖p‖ =
√
〈p, p〉 =

√
p(0)2 + p(1)2 + p(2)2 =

√
12 + 22 + 52 =

√
30,

‖q‖ =
√
〈q, q〉 =

√
q(0)2 + q(1)2 + q(2)2 =

√
12 + (−1)2 + (−1)2 =

√
3.

Si α ∈ [0, π] es el ángulo que forman p y q :

cosα =
〈p, q〉
‖p‖ ‖q‖

=
−6√
30
√

3
=
−6

3
√

10
=
−2√
10

= −
√

10

5
.

En consecuencia:

α = arc cos

(
−
√

10

5

)
, (α ∈ [0, π]) .

3. Sea t ∈ R y consideremos la función p(t) = 〈x+ ty, x+ ty〉 . Por la pro-
piedad 〈a, a〉 ≥ 0 para todo a ∈ E, se verifica p(t) ≥ 0 para todo t ∈ R.
Desarrollando p(t) :

p(t) = 〈x+ ty, x+ ty〉 = ‖x‖2 + 2t 〈x, y〉+ t2 ‖y‖2 ≥ 0 (∀t ∈ R).
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

El polinomio p(t) es de segundo grado y no toma valores negativos, lo cual
implica que no puede tener dos ráıces reales distintas. En consecuencia, su
discriminante ha de ser ≤ 0 :

4 〈x, y〉2 − 4 ‖x‖2 ‖y‖2 ≤ 0.

Equivalentemente, 〈x, y〉2 ≤ ‖x‖2 ‖y‖2 , o bien

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ∀x, y ∈ E.

4. Para todo λ ∈ R y para todo x, y ∈ E :
1) ‖x‖ = 0⇔

√
〈x, x〉 = 0⇔ 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.

2) ‖λx‖2 = 〈λx, λx〉 = λ2 ‖x‖2 ⇒ ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ .
3) Desarrollemos ‖x+ y‖2 :

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 2 〈x, y〉+ 〈y, y〉

= ‖x‖2 + 2 〈x, y〉+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2 |〈x, y〉|+ ‖y‖2 .

Por la desigualdad de Schwartz, |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ por tanto,

‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 .

Tomando ráıces cuadradas queda ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

14.4. Ortogonalidad en el espacio eucĺıdeo

1. En el espacio vectorial R2[x] se considera el producto escalar

〈p(x), q(x)〉 =

∫ 1

−1

(
p(x)q(x) + p′′(x)q′′(x)

)
dx.

Comprobar que los vectores p(x) = 1+4x+x2 y q(x) = 1−x son ortogonales.

2. Sea E un espacio eucĺıdeo. Demostrar que
1) El vector 0 es ortogonal a todos los vectores de E
2) El vector 0 es el único que satisface la propiedad anterior.
3) Un vector es ortogonal a todos los vectores de un subespacio F de E si,
y sólo si es ortogonal a los de una base de F.
4) Todo subconjunto S de E formado por vectores ostogonales dos a dos y
no nulos es linealmente independiente.

3. Demostrar el teorema de Pitágoras:
Si x e y son vectores de un espacio eucĺıdeo, x ⊥ y ⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x‖2+‖y‖2 .
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14.5 Bases ortonormales, método de Schmidt

Solución. 1. El producto escalar de los vectores dados es

〈p(x), q(x)〉 =

∫ 1

−1

(
(1 + 4x+ x2)(1− x) + 0

)
dx = . . . = 0,

luego p(x) y q(x) son ortogonales.

2. 1) Para todo x ∈ E, 〈0, x〉 = 〈x− x, x〉 = 〈x, x〉 − 〈x, x〉 = 0.
2) Si x ∈ E es ortogonal a todos los vectores de E, en particular es ortogonal
a śı mismo por tanto 〈x, x〉 = 0 lo cual implica x = 0.
3) Sea B una base del subespacio F y supongamos que x es ortogonal a B.
Sea y ∈ E. Como B es base de E existe un subconjunto {v1, . . . , vm} de B
tal que

y = λ1v1 + · · ·+ λmvm (λi ∈ R).

Entonces, y teniendo en cuenta que x es ortogonal a B :

〈x, y〉 = 〈x, λ1v1 + · · ·+ λmvm〉 = λ1 〈x, v1〉+ · · ·+ λm 〈x, vm〉

= λ1 · 0 + · · ·+ λm · 0 = 0⇒ x es ortogonal a y.

Es decir, x es ortogonal a F.
Rećıprocamente, si x es ortogonal a F, es trivialmente ortogonal a B ⊂ F.
4) Sea S1 = {u1, . . . , up} un subconjuto finito de S. Veamos que es lineal-
mente independiente. En efecto, sea α1u1 + · · · + αpup = 0 con los αj ∈ R.
Multiplicando escalarmente la igualdad anterior por ui, teniendo en cuenta
que ui es ortogonal a los demás vectores de S1 y que ‖ui‖ 6= 0 :

〈ui, α1u1 + · · ·+ αpup〉 = 〈ui, 0〉 ⇒ α1 〈ui, u1〉+ · · ·+ αp 〈ui, up〉 = 0

⇒ αi 〈ui, ui〉 = 0⇒ αi ‖ui‖ = 0⇒ αi = 0.

El razonamiento es válido para todo i = 1, . . . , p luego S1 es linealmente
independiente, lo cual implica que S también lo es.

14.5. Bases ortonormales, método de Schmidt

1. Demostrar que la base canónica de Rn es ortonormal con el producto
escalar usual.

2. Ortonormalizar la base B = {1, x, x2} de R2[x] por el método de Schmidt,
con el producto escalar

〈p, q〉 =
1

2

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

3. En R3 se considera el producto escalar

〈x, y〉 =
(
x1, x2, x3

)1 2 0
2 5 0
0 0 3

y1

y2

y3

 .

Ortonormalizar por el método de Schmidt la base

B = {(2,−1, 0), (3, 0− 4), (2, 1, 3)}.

4. Sea E espacio eucĺıdeo de dimensión finita n. Demostrar que si la base B
de E es ortonormal, entonces para todo x, y ∈ E se verifica

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn,

en donde (x1, . . . , xn) e (y1, . . . , yn) son los respectivos vectores de coorde-
nadas de x e y en la base B.

5. Sea {u1, . . . , um} un sistema libre de un espacio eucĺıdeo. Demostrar que
existe un sistema ortonormal {e1, . . . , em} con el mismo número de elementos
tal que

L[u1, . . . , uk] = L[e1, . . . , ek] (∀k, 1 ≤ k ≤ m).

6. Sea E un espacio eucĺıdeo de dimensión finita n y B = {u1, u2, . . . , un}
una base de E. Demostrar que B′ = {e1, e2, . . . , en} es base ortonormal de
E, siendo

e1 =
u1

‖u1‖
, e2 =

u2 − 〈u2, e1〉e1

‖u2 − 〈u2, e1〉e1‖
,

e3 =
u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1

‖u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1‖
,

. . .

en =
un − 〈un, en−1〉en−1 − · · · − 〈un, e1〉e1

‖un − 〈un, en−1〉en−1 − · · · − 〈un, e1〉e1‖
.

Solución. 1. Si ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) es el i-ésimo vector de la base canónica
e i 6= j, claramente 〈ei, ej〉 = 0. Por otra parte, ‖ei‖ =

√
〈ei, ei〉 =

√
1 = 1

para todo i = 1, . . . , n.

2. Dada una base B = {u1, u2, u3} de un espacio eucĺıdeo E sabemos que la
ortonormalizada por el método de Gram-Schmidt viene dada por

e1 =
u1

‖u1‖
, e2 =

u2 − 〈u2, e1〉e1

‖u2 − 〈u2, e1〉e1‖
,
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14.5 Bases ortonormales, método de Schmidt

e3 =
u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1

‖u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1‖
.

Procedemos a efectuar los cálculos para u1 = 1, u2 = x, u3 = x2

‖u1‖ =

√
1

2

∫ 1

−1
dx = 1⇒ e1 = 1,

u2 − 〈u2, e1〉e1 = x−
(

1

2

∫ 1

−1
xdx

)
· 1 = x

⇒ ‖x‖ =

√
1

2

∫ 1

−1
x2dx =

1√
3
⇒ e2 =

√
3x,

u3− < u3, e2 > e2 − 〈u3, e1〉e1 = x2 −

(√
3

2

∫ 1

−1
x3dx

)
·
√

3x−

(
1

2

∫ 1

−1
x2dx

)
· 1 = x2 − 1

3
⇒
∥∥∥∥x2 − 1

3

∥∥∥∥ =

√
1

2

∫ 1

−1

(
x2 − 1

3

)2

dx

=
2

3
√

5
⇒ e3 = (3

√
5/2)(x2 − 1/3).

La base pedida es por tanto B′ = {1,
√

3x, (3
√

5/2)(x2 − 1/3)}.

3. Para facilitar los cálculos expresamos

〈x, y〉 = x1y1 + 5x2y2 + x3y3 + 2x1y2 + 2x2y1.

Llamamos u1 = (2,−1, 0), u2 = (3, 0 − 4), u3 = (2, 1, 3)}. Sea B′ =
{e1, e2, e3} la base pedida. Vector e1 :

‖u1‖ =
√
〈(2,−1, 0), (2,−1, 0)〉 = 1⇒ e1 = (2,−1, 0).

Vector e2 :

u2 − 〈u2, e1〉e1 = (3, 0− 4)− 〈(3, 0− 4), (2,−1, 0)〉 · (2,−1, 0)

(3, 0− 4)− 0 · (2,−1, 0) = (3, 0,−4)

⇒ ‖(3, 0,−4)‖ =
√
〈(3, 0,−4), (3, 0,−4)〉 =

√
25 = 5

⇒ e2 =
1

5
(3, 0,−4).

Vector e3 :

u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1 = (2, 1, 3)− 1

5
〈(2, 1, 3), (3, 0,−4)〉 · 1

5
(3, 0,−4)
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

−〈(2, 1, 3), (2,−1, 0)〉 · (2,−1, 0) = (2, 1, 3)− 0 · 1

5
(3, 0,−4)

−(−1) · (2,−1, 0) = (4, 0, 3)⇒ ‖(4, 0, 3)‖

=
√
〈(4, 0, 3), (4, 0, 3)〉 =

√
25 = 5⇒ e3 =

1

5
(4, 0, 3).

La base pedida es por tanto

B′ =

{
(2,−1, 0),

1

5
(3, 0,−4),

1

5
(4, 0, 3)

}
.

4. Si la base B = {e1, . . . , en} es ortonormal, se verifica 〈ei, ej〉 = 0 si i 6= j
y 〈ei, ei〉 = 1 para todo i = 1, . . . , n. Por tanto, para todo x, y ∈ E :

〈x, y〉 =
(
x1, x2, . . . , xn

)

〈e1, e1〉 〈e1, e2〉 . . . 〈e1, en〉
〈e2, e1〉 〈e2, e2〉 . . . 〈e2, en〉

...
...

〈en, e1〉 〈en, e2〉 . . . 〈en, en〉



y1

y2
...
yn



=
(
x1, x2, . . . , xn

)


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
0 0 . . . 1



y1

y2
...
yn

 = x1y1 + x2y2 + . . .+ xnyn.

5. Para m = 1 es inmediato pues u1 6= 0 y basta normalizar u1, es decir
formar el vector de norma 1:

e1 =
u1

‖u1‖
.

Supongamos que la propiedad es cierta para m − 1 y que {u1, . . . , um} es
un sistema libre. Por la hipótesis de inducción existe un sistema ortonormal
{e1, . . . , em−1} de vectores tal que

L[u1, . . . , uk] = L[e1, . . . , ek] (∀k, 1 ≤ k ≤ m− 1).

Queremos hallar un vector wm no nulo que sea ortogonal a {e1, . . . , em−1}
y que pertenezca a L[u1, . . . , um−1, um] = L[e1, . . . , em−1, um]. Elijamos wm
de la forma wm = λ1e1 + . . . λm−1em−1 + um. Obligando a que el producto
escalar de wm con ej (j = 1, . . . ,m− 1) sea nulo:

〈wm, ej〉 = λj + 〈um, ej〉 = 0,

en consecuencia wm = −〈um, e1〉 e1− · · · − 〈um, em−1〉 em−1 + um. El vector
wm es por tanto ortogonal a {e1, . . . , em−1} y es además no nulo pues si lo
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14.6 Subespacio ortogonal

fuera, um ∈ L[e1, . . . , em−1] = L[u1, . . . , um−1] y el sistema {u1, . . . , um} no
seŕıa libre. Normalizando wn, es decir tomando

em =
wm
‖wm‖

,

obtenemos un sistema ortonormal {e1, . . . , em} que cumple las condiciones

L[u1, . . . , uk] = L[e1, . . . , ek] (∀k, 1 ≤ k ≤ m− 1),

L[u1, . . . , um−1, um] = L[e1, . . . , em−1, em],

lo cual completa la demostración.

6. Si B = {u1, u2, . . . , un} una base de E, entonces {u1, u2, . . . , um} es siste-
ma libre para todo 1 ≤ m ≤ n. Basta aplicar recurrentemente las fórmulas

wm = um − 〈um, e1〉 e1 − · · · − 〈um, em−1〉 em−1, em =
wm
‖wm‖

del apartado anterior.

14.6. Subespacio ortogonal

1. Sea E un espacio eucĺıdeo y S un subconjunto de E. Demostrar que S⊥

es subespacio de E.

2. Sea el espacio eucĺıdeo
(
R3, 〈 , 〉

)
con

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3.

Determinar una base de F⊥ siendo F el subespacio de R3 de ecuación

x1 + x2 + 2x3 = 0.

3. En el espacio R2[x] con el producto escalar 〈p(x), q(x)〉 =
∫ 1

0 p(x)q(x) dx
determinar el subespacio ortogonal al F = L[1, x].

4. Sea E espacio eucĺıdeo. Demostrar que
(i) M ⊂ N ⇒ N⊥ ⊂M⊥ para M,N subconjuntos de E.
(ii) F ∩ F⊥ = {0} para F subespacio de E.

(iii) M ⊂
(
M⊥

)⊥
para M subconjunto de E.

5. Si E es espacio eucĺıdeo de dimensión finita y F es subespacio de E,
demostrar que E = F ⊕ F⊥.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Solución. 1. (i) El vector nulo 0 de E es ortogonal a todos los de E, en
particular a todos los de S, luego 0 ∈ S⊥.
(ii) Sean x, x′ ∈ S⊥. Entonces, para todo y ∈ S se verifica〈

x+ x′, y
〉

= 〈x, y〉+
〈
x′, y

〉
= 0 + 0 = 0,

en consecuencia x+ x′ ∈ S⊥.
(iii) Sea λ ∈ R y x ∈ S⊥. Para todo y ∈ S se verifica

〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 = λ · 0 = 0,

en consecuencia λx ∈ S⊥. Concluimos que S⊥ es subespacio de E.

2. Para que un vector (x1, x2, x3) sea ortogonal a todos los de F, bas-
ta que sea ortogonal a los de una base de F. Una base de F es BF =
{(1,−1, 0), (−2, 0, 1)}, por tanto

F⊥ ≡
{
〈(x1, x2, x3), (1,−1, 0)〉 = 0
〈(x1, x2, x3), (−2, 0, 1)〉 = 0

≡
{

x1 − 2x2 = 0
−2x1 + 3x3 = 0,

y una base de F⊥ es BF⊥ = {(6, 3, 4)}.

3. Una base de F es BF = {1, x}. Un vector a+ bx+ cx2 de R2[x] pertenece
a F⊥ śı, y sólo si,{ 〈

a+ bx+ cx2, 1
〉

=
∫ 1

0 (a+ bx+ cx2) dx = 0〈
a+ bx+ cx2, x

〉
=
∫ 1

0 (ax+ bx2 + cx3) dx = 0.

Integrando obtenemos

F⊥ ≡
{
a+ b

2 + c
3 = 0

a
2 + b

3 + c
4 = 0

Y una base de F⊥ (en coordenadas en la base canónica de R2[x]) es {(1,−6, 6)}
por tanto F⊥ = L[1− 6x+ 6x2].

4. (i) Si x ∈ N⊥ entonces 〈x, y〉 = 0 para todo y ∈ N. Como M ⊂ N,
〈x, y〉 = 0 para todo y ∈M, luego x ∈M⊥.
(ii) Si x ∈ F ∩ F⊥ = {0}, entonces x ∈ F y x ∈ M⊥ por tanto 〈x, x〉 = 0,
luego necesariamente x = 0. Por otra parte, al ser F y F⊥ subespacios de
E, ambos contienen al vector nulo, en consecuencia F ∩ F⊥ = {0}.
(iii) Si x ∈M entonces 〈x, y〉 = 0 para todo y ∈M⊥ por tanto x ∈

(
M⊥

)⊥
.
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14.7 Proyección ortogonal

5. Sea BF = {e1, . . . , er} una base ortonormal de F. Ampliando, obtenemos
una base de E,

B = {e1, . . . , er, ur+1, . . . , un}.

Aplicando el método de Schmidt a B, obtenemos la base ortonormal de E

B′ = {e1, . . . , er, er+1, . . . , en}.

Veamos que F⊥ = L[er+1, . . . , en], lo cual demostrará que E = F ⊕ F⊥.
Efectivamente sea x ∈ E con x = x1e1 + · · ·+ xnen, entonces

x ∈ F⊥ ⇔


〈x, e1〉 = 0

. . .
〈x, er〉 = 0

⇔


x1 = 0
. . .

xr = 0

⇔ x = xr+1er+1 + · · ·+ xnen ⇔ x ∈ L[er+1, . . . , en].

Nota. Los casos F = {0} y F = E son triviales.

14.7. Proyección ortogonal

1. En R3 con el producto escalar

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3,

hallar la proyección ortogonal del vector x = (1, 1, 1) sobre el subespacio

F ≡ x1 + x2 + 2x3 = 0.

2. En el espacio R2[x] con el producto escalar 〈p(x), q(x)〉 =
∫ 1

0 p(x)q(x) dx
determinar la proyección ortogonal del vector x2 sobre el subespacio F =
L[1, x].

3. En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que
2 se define el producto escalar

〈p, q〉 =
1

2

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx.

Hallar una base ortonormal del subespacio F = L[1, x] y como aplicación,
la proyección ortogonal del vector x2 sobre F.

4. Sea E espacio eucĺıdeo de dimensión finita, F subespacio de E y pF : E →
E la aplicación que a cada vector x de E le hace corresponder su proyección
ortogonal sobre F, pF (x). Demostrar que
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

(i) pF es lineal.
(ii) pF es idempotente, es decir pF ◦ pF = pF .

5. Sea E espacio vectorial eucĺıdeo de dimensión finita, y {e1, . . . , er} una ba-
se ortonormal de F. Demostrar que para todo x ∈ E la proyección ortogonal
de x a F es

pF (x) = 〈x, e1〉 e1 + · · ·+ 〈x, er〉 er.

Solución. 1. Hallemos F⊥. Para que un vector (x1, x2, x3) sea ortogonal a
todos los de F, basta que sea ortogonal a los de una base de F. Una base de
F es BF = {(1,−1, 0), (−2, 0, 1)}, por tanto

F⊥ ≡
{
〈(x1, x2, x3), (1,−1, 0)〉 = 0
〈(x1, x2, x3), (−2, 0, 1)〉 = 0

≡
{

x1 − 2x2 = 0
−2x1 + 3x3 = 0,

y una base de F⊥ es BF⊥ = {(6, 3, 4)}. Como R3 = F ⊕ F⊥, una base de
R3 es B = BF ∪BF⊥ . Expresemos x = (1, 1, 1) como combinación lineal de
los vectores de B :

(1, 1, 1) = [α1(1,−1, 0) + α2(−2, 0, 1)] + α3(6, 3, 4). (1)

Resolviendo obtenemos α1 = −5/17, α2 = 1/17 y α3 = 4/17. La proyección
ortogonal de x sobre F es por tanto el sumando de (1) que pertenece a F,
es decir

pF (x) = − 5

17
(1,−1, 0) +

1

17
(−2, 0, 1) =

1

17
(−7, 5, 1).

2. Hallemos F⊥. Una base de F es BF = {1, x}. Un vector a+ bx+ cx2 de
R2[x] pertenece a F⊥ śı, y sólo si,{ 〈

a+ bx+ cx2, 1
〉

=
∫ 1

0 (a+ bx+ cx2) dx = 0〈
a+ bx+ cx2, x

〉
=
∫ 1

0 (ax+ bx2 + cx3) dx = 0.

Integrando obtenemos

F⊥ ≡
{
a+ b

2 + c
3 = 0

a
2 + b

3 + c
4 = 0

Y una base de F⊥ (en coordenadas en la base canónica de R2[x]) es {(1,−6, 6)}
por tanto F⊥ = L[1− 6x+ 6x2]. Como R3 = F ⊕ F⊥, una base de R2[x] es
B = BF ∪BF⊥ . Expresemos x2 como combinación lineal de los vectores de
B :

x2 = [α1 · 1 + α2x] + α3(1− 6x+ 6x2). (1)
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14.7 Proyección ortogonal

Resolviendo obtenemos α1 = −1/6, α2 = 1 y α3 = −1/6. La proyección
ortogonal de x2 sobre F es por tanto el sumando de (1) que pertenece a F,
es decir

pF (x2) = −1

6
+ x.

3. Una base de F es {u1 = 1, u2 = x}. Según el método de ortonormalización
de Schmidt, una base ortonormal de F es {e1, e2}, siendo

e1 =
u1

‖u1‖
, e2 =

u2 − 〈u2, e1〉e1

‖u2 − 〈u2, e1〉e1‖
.

Efectuando los cálculos:

‖u1‖ =

√
1

2

∫ 1

−1
dx = 1⇒ e1 = 1,

u2 − 〈u2, e1〉e1 = x−
(

1

2

∫ 1

−1
xdx

)
· 1 = x

⇒ ‖x‖ =

√
1

2

∫ 1

−1
x2dx =

1√
3
⇒ e2 =

√
3x,

La proyección pedida es por tanto

pF (x2) = 〈x2, 1〉1+ < x2,
√

3x >
√

3x =

(
1

2

∫ 1

−1
x2dx

)
· 1

−

(√
3

2

∫ 1

−1
x3dx

)
√

3x =
1

3
.

4. (i) Sean x, y ∈ E. Estos vectores se pueden descomponer de manera única
en la forma

x = p+ u
(
p ∈ F, u ∈ F⊥

)
y = p′ + u′

(
p′ ∈ F, u′ ∈ F⊥

)
y por tanto pF (x) = p y pF (y) = p′. Para todo α, β ∈ R :

αx+ βy =
(
αp+ βp′

)
+
(
αu+ βu′

)
,

con αp+ βp′ ∈ F y αu+ βu′ ∈ F⊥. En consecuencia,

pF (αx+ βy) = αp+ βp′ = αpF (x) + βpF (y),

luego pF es lineal.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

(ii) Para todo x ∈ E se verifica

pF (x) = pF (x) + 0 con pF (x) ∈ F y 0 ∈ F⊥,

por tanto (pF ◦ pF ) (x) = pF [pF (x)] = pF (x), lo cual implica que pF ◦ pF =
pF .

5. Sea x ∈ E. Escribamos

x = 〈x, e1〉 e1 + · · ·+ 〈x, er〉 er + u.

Dado que 〈x, e1〉 e1 + · · · + 〈x, er〉 er ∈ F, bastará demostrar que u ∈ F⊥.
Ahora bien para todo i = 1, . . . , r :

〈u, ei〉 = 〈x− 〈x, e1〉 e1 + · · ·+ 〈x, er〉 er, ei〉

= 〈x, ei〉 − 〈x, ei〉 〈ei, ei〉 = 〈x, ei〉 − 〈x, ei〉 = 0,

lo cual implica que u ∈ F⊥.

14.8. Mı́nima distancia de un vector a un subes-
pacio

1. En R3 con el producto escalar

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3,

hallar la distancia del vector x = (1, 1, 1) al subespacio F ≡ x1+x2+2x3 = 0.

2. Sea E espacio eucĺıdeo. Demostrar las propiedades de la distancia:
1) d(x, y) = 0⇔ x = y.
2) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ E.
3) d(x, y) ≤ d(x, z) + x(z, y) para todo x, y, z ∈ E.

3. Sea E espacio eucĺıdeo de dimension finita y F subespacio de E. Entonces,
para todo x ∈ E se verifica d (x, pF (x)) ≤ d(x, y) ∀y ∈ F.

Solución. 1. En un ejercicio anterior hab́ıamos hallado la proyección orto-

gonal de x sobre F, obteniéndose pF (x) =
1

17
(−7, 5, 1). En consecuencia,

d(x, F ) = d (x, pF (x)) =

∥∥∥∥(1, 1, 1)− 1

17
(−7, 5, 1)

∥∥∥∥
=

∥∥∥∥ 1

17
(24, 12, 16)

∥∥∥∥ =
1

17
‖(24, 12, 16)‖
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14.9 Matrices ortogonales

=
1

17

√
242 + 2 · 122 + 3 · 162 =

√
1632

17
=

4
√

102

17
.

2. Usando conocidas propiedades de la norma,

1) d(x, y) = 0⇔ ‖x− y‖ = 0⇔ x− y = 0⇔ x = y.

2) d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖−(y − x)‖ = |−1| ‖y − x‖ = ‖y − x‖ = d(y, x).

3) d(x, y) = ‖x− y‖ = ‖(x− z) + (z − y)‖
≤ ‖x− z‖+ ‖z − y‖ = d(x, z) + x(z, y).

3. El vector x se puede descomponer en la forma x = pF (x) +u con u ∈ F⊥.
Entonces, para todo y ∈ F el vector pF (x) − y pertenece a F. Al ser u ⊥
(pF (x)− y) , podemos aplicar el teorema de Pitágoras. Tenemos:

d2(x, y) = ‖x− y‖2 = ‖u+ (pF (x)− y)‖2

= ‖u‖2 + ‖pF (x)− y‖2 = ‖x− pF (x)‖2 + ‖pF (x)− y‖2

= d2 (x, pF (x)) + d2 (pF (x), y)⇒ d (x, pF (x)) ≤ d(x, y).

14.9. Matrices ortogonales

1. (a) Demostrar que una matriz A es ortogonal si, y sólo si AtA = I.
(b) Comprobar que las siguientes matrices son ortogonales:

M =

[
cosα − senα
senα cosα

]
, N =

1

3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

 .
2. Demostrar las propiedades
(a) El producto de dos matrices ortogonales y del mismo orden es una ma-
triz ortogonal.
(b) La matriz identidad de cualquier orden es ortogonal.
(c) La inversa de una matriz ortogonal es ortogonal.
Nota. Estas propiedades garantizan que el conjunto de las matrices orto-
gonales y del mismo orden tiene estructura de grupo con respecto de la
multiplicación.

3. Demostrar las propiedades
(a) La traspuesta de una matriz ortogonal es ortogonal.
(b) El determinante de una matriz ortogonal es 1 o −1.
(c) Si λ es valor propio real de una matriz ortogonal, entonces λ = 1 o
λ = −1.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

4. Demostrar que una matriz A es ortogonal si, y sólo si sus vectores colum-
nas forman un sistema ortonormal con el producto escalar usual.

5. Determinar los valores de s y t para los cuales es ortogonal la matriz

A =
1

7

2 t s
3 s 2
s −2 t

 .
6. Demostrar que cualquier matriz ortogonal de orden 2 tiene alguna de las
dos formas [

cos θ − sen θ
sen θ cos θ

]
,

[
cos θ sen θ
sen θ − cos θ

]
7. Demostrar que en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita, la matriz de
cambio de una base ortonormal a otra ortonormal es ortogonal.

8. Si A y B son matrices ortogonales y del mismo orden, entonces AB y BA
también son matrices ortogonales, pero no siempre la suma lo es. Se trata
de encontrar todas las parejas de matrices ortogonales de orden dos y de
orden tres tales que S = A+B sea ortogonal.
(a) Supongamos que B es la matriz identidad de orden dos (B = I). Deter-
minar todas las matrices ortogonales de orden dos A de manera que la suma
S = A+ I sea ortogonal.
(b) Supongamos que B es una matriz ortogonal dada de orden dos (no nece-
sariamente la identidad). Determinar todas las matrices ortogonales A tales
que S = A+B sea ortogonal.
Indicación. Multiplicar por la izquierda por BT los dos miembros de la igual-
dad.
(c) Las mismas cuestiones suponiendo matrices de orden tres.

Solución. 1. (a) Si A es ortogonal, A−1 = At. Multiplicando por A a la
derecha queda I = AtA. Rećıprocamente, si AtA = I, por la definición y
unicidad de la inversa, A−1 = At.
(b) Usando el apartado anterior

M tM =

[
cosα senα
− senα cosα

] [
cosα − senα
senα cosα

]
=

[
cos2 α+ sen2 α 0

0 sen2 α+ cos2 α

]
=

[
1 0
0 1

]
.

Es decir, M es matriz ortogonal.

N tN =
1

3

 2 2 1
−2 1 2
1 −2 2

 1

3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2


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14.9 Matrices ortogonales

=
1

9

9 0 0
0 9 0
0 0 9

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,
luego N es ortogonal.

2. (a) Si A y B son ortogonales y del mismo orden:

(AB)t(AB) = BtAtAB = BtIB = BtB = I ⇒ AB es ortogonal.

(b) ItI = II = I ⇒ A es ortogonal.
(c) Si A es ortogonal, A−1 = At, por tanto(

A−1
)t
A−1 =

(
At
)t
A−1 = AA−1 = I ⇒ A−1 es ortogonal.

3. (a) Si A es ortogonal, A−1 = At y vimos que la inversa de una matriz
ortogonal es ortogonal, por tanto At es ortogonal.
(b) Si A es ortogonal, AtA = I. Tomando determinantes,

∣∣AtA∣∣ = |I| = 1.
Ahora bien∣∣AtA∣∣ =

∣∣At∣∣ |A| = |A| |A| = |A|2 = 1⇒ |A| = 1 o |A| = −1.

(c) El producto escalar usual de dos vectores de Rn,

u = (u1, . . . , un)t, v = (v1, . . . , vn)t

se puede expresar en la forma

〈u, v〉 = u1v1 + · · ·+ unvn =
(
u1, . . . , un

)v1
...
vn

 = utv. (∗)

Sea ahora A matriz ortogonal y λ ∈ R un valor propio de A. Existe un vector
columna x 6= 0 de Rn tal que Ax = λx. Usando el producto escalar usual y
(∗) :

〈Ax,Ax〉 = (Ax)t(Ax) = xtAtAx = xtIx = xtx = 〈x, x〉 = ‖x‖2 6= 0.

Por otra parte 〈λx, λx〉 = λ2〈x, x〉 = λ2 ‖x‖2 . Entonces,

〈Ax,Ax〉 = 〈λx, λx〉 ⇒ ‖x‖2 = λ2 ‖x‖2 ⇒ λ2 = 1⇒ λ = 1 o λ = −1.

4. Si C1, . . . , Cn son las columnas de A,

AtA =


Ct1
Ct2
...
Ctn

 [C1, C2, . . . , Cn
]

=


Ct1C1 Ct1C2 . . . Ct1Cn
Ct2C1 Ct2C2 . . . Ct2Cn

...
...

CtnC1 CtnC2 . . . CtnCn


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Caṕıtulo 14. Producto escalar

=


〈C1, C1〉 〈C1, C2〉 . . . 〈C1, Cn〉
〈C2, C1〉 〈C2, C2〉 . . . 〈C2, Cn〉

...
...

〈Cn, C1〉 〈Cn, C2〉 . . . 〈Cn, Cn〉

 .
En consecuencia,

A es ortogonal ⇔ AtA = I ⇔
{
〈Ci, Cj〉 = 0 i 6= j
〈Ci, Ci〉 = 1 ∀i = 1, . . . , n,

de lo cual se concluye la propiedad.

5. La norma de cada columna ha de ser 1 :

‖C1‖2 =
22 + 32 + s2

49
= 1⇔ s2 = 36⇔ s = ±6.

‖C2‖2 =
t2 + s2 + (−2)2

49
= 1⇔ s2 + t2 = 45.

‖C3‖2 =
s2 + 22 + t2

49
= 1⇔ s2 + t2 = 45.

Necesariamente ha de ser s = ±6 y t =
√

45− 36 = ±3. Es decir, la matriz
sólo puede ser ortogonal cuando (s, t) toma los valores (6, 3), (6,−3), (−6, 3),
o (−6,−3).

Sustituyendo estos valores en A, observamos que las tres columnas son or-
togonales dos a dos sólo en el caso (s, t) = (6,−3), único caso en el que A
es ortogonal.

6. Si A es matriz ortogonal de orden 2, su primera columna C1 ha de tener

norma 1 lo cual obliga a ésta a ser de la forma C1 =

[
cos θ
sen θ

]
.

La segunda columna C2 de A ha de tener norma 1 y ser ortogonal a la pri-

mera. Esto sólo puede suceder si C2 =

[
− sen θ
cos θ

]
o si C2 =

[
sen θ
− cos θ

]
.

7. Si B y B′ son dos bases ortonormales de un espacio euclideo de dimensión
finita, sabemos que la matriz de Gram del producto escalar 〈 , 〉 en la base
B es la identidad I y en la B′, también I

Dado que 〈 , 〉 es una forma bilineal, si P es la matriz de cambio de la base
B a la B′ la matriz de Gram en B′ es P tIP, por tanto P tIP = I. Es decir,
P tP = I lo cual implica que P es ortogonal.
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14.9 Matrices ortogonales

8. (a) Sea A =

[
x y
z t

]
ortogonal. Entonces,

A+ I es ortogonal⇔ (A+ I)T (A+ I) = I ⇔
(
AT + I

)
(A+ I) = I

⇔ ATA+A+AT + I = I ⇔ I +A+AT + I = I ⇔ A+AT = −I

⇔
[
x z
y t

]
+

[
x y
z t

]
=

[
−1 0

0 −1

]
⇔


2x = −1

y + z = 0

2t = −1.

Resolviendo, obtenemos las matrices A de orden dos tales que S = A+ I es
ortogonal

A =

[
−1/2 −α
α −1/2

]
(α ∈ R).

Como A es ortogonal, sus vectores columna han de formar un sistema or-
tonormal con el producto escalar usual. Claramente, forman un sistema or-
togonal. Obligando a que sea unitario obtenemos α2 + 1/4 = 1, es decir
α = ±

√
3/2. La matrices A pedidas son por tanto

A1 =

[
−1/2 −

√
3/2√

3/2 −1/2

]
, A2 =

[
−1/2

√
3/2

−
√

3/2 −1/2

]
.

(b) Sea B matriz ortogonal de orden dos dada. Hallemos todas las matrices
ortogonales A tales que la suma S = A+B es ortogonal. Usando la indicación
dada,

BTS = BT (A+B) = BTA+BTB = BTA+ I.

Según lo demostrado en el apartado anterior, BTA = A1 o BTA = A2, es
decir A = BA1 o A = BA2.

(c) Los razonamientos hechos anteriormente son independientes del orden
de la matriz, sólo difieren los cálculos. Llamemos

A =

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

 .
Imponiendo A+AT = −I y resolviendo el sistema obtenemos

A =

−1/2 −α −β
α −1/2 −γ
β γ −1/2

 (α, β, γ ∈ R).
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Imponiendo que la matriz sea ortogonal,
α2 + β2 + 1/4 = 1

α2 + γ2 + 1/4 = 1

β2 + γ2 + 1/4 = 1,


βγ = 0

αγ = 0

αβ = 0.

No existen α, β, γ cumpliendo las relaciones anteriores pues por ejemplo,
tomando α = β = 0 (dos de las variables han de ser nulas para que se
verifiquen las tres últimas igualdades), tendŕıamos 1/4 = 1 (absurdo).

14.10. Operador traspuesto

1. En el espacio eucĺıdeo R2 con el producto escalar 〈x, y〉 = 2x1y1 + 3x2y2

(siendo x = (x1, x2)t, y = (y1, y2)t), se considera el operador

T (x1, x2) = (x1 − 2x2, 4x1 + 5x2).

Determinar su operador traspuesto.

2. Se considera el espacio eucĺıdeo (R2[x], 〈 , 〉) siendo 〈p, q〉 = 1
2

∫ 1
−1 p(x)q(x) dx.

(i) Comprobar que B = {p1 = 1, p2 =
√

3x, p3 = (3
√

5/2)(x2 − 1/3)} es
base ortonormal.
(ii) Determinar en la base B la matriz del operador traspuesto del operador
T en R2[x] definido mediante T (p1) = 2p1−p3, T (p2) = 2p2+5p3, T (p3) = p3.

3. Sea S y T dos operadores en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita E,
y λ ∈ R. Demostrar que

(S + T )t = St + T t, (λT )t = λT t, (S ◦ T )t = T t ◦ St.

4. Sea E un espacio eucĺıdeo de dimensión finita n, y E∗ su dual. Demostrar
que la aplicación F : E → E∗, F (a) = fa con fa(x) = 〈a, x〉 es un isomor-
fismo.

5. Sea E espacio eucĺıdeo de dimensión finita y T : E → E un operador (es
decir, un endomorfismo). Demostrar que existe un único operador T t : E →
E tal que:

〈v, T (w)〉 = 〈T t(v), w〉 ∀v, w ∈ E.

6. Sea T un operador en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita y B una
base de E. Sea A la matriz de T en la base B y G la matriz de Gram en la
base B. Demostrar que la matriz de T t en la misma base B es G−1AtG.
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14.10 Operador traspuesto

7. Demostrar las propiedades
(a)

(
T t
)t

= T.

(b) kerT =
(
Im T t

)⊥
, kerT t = (Im T )⊥ .

8. Demostrar las propiedades
(a) T y T t tienen el mismo polinomio caracteŕıstico, en consecuencia los
mismos valores propios.
(b) Dos subespacios propios, uno de T y otro de T t que corresponden a dos
valores propios distintos son ortogonales.

Solución. 1. La expresiones matriciales de T y del producto escalar en la
base canónica son

T

(
x1

x2

)
=

(
1 −2
4 5

)(
x1

x2

)
,

〈x, y〉 =
(
x1 x2

)(2 0
0 3

)(
x1

x2

)
.

Las matrices de T y del producto escalar en la base canónica son por tanto

A =

(
1 −2
4 5

)
, G =

(
2 0
0 3

)
.

En consecuencia la matriz de T t en la base canónica es

G−1AtG =

(
1/2 0
0 1/3

)(
1 4
−2 5

)(
2 0
0 3

)
=

(
2 6
−4/3 5

)
,

y su expresión matricial en dicha base:

T t
(
x1

x2

)
=

(
2 6
−4/3 5

)(
x1

x2

)
,

o equivalentemente:

T t(x1, x2) = (2x1 + 6x2,−4x1/3 + 5x2).

2. (i) Fácilmente verificamos (son integrales inmediatas) que para todo i, j =
1, 2, 3, 〈pi(x), pj(x)〉 = δij (deltas de Kronecker) y por tanto la base B es
ortonormal.

(ii) Transponiendo coeficientes, obtenemos la matriz A de T en la base B :

A =

 2 0 0
0 2 0
−1 5 1

 .
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Al ser B ortonormal, la matriz de T t en B es At, es decir

At =

2 0 −1
0 2 5
0 0 1

 .
3. Para todo x, y ∈ E se verifica 〈x, S(y)〉 = 〈St(x), y〉 y 〈x, T (y)〉 =
〈T t(x), y〉. Por tanto, para todo x, y ∈ E :

〈x, (S + T )(y)〉 = 〈x, S(y) + T (y)〉 = 〈x, S(y)〉+ 〈x, T (y)〉

= 〈St(x), y〉+ 〈T t(x), y〉 = 〈St(x) + T t(x), y〉

= 〈(St + T t)(x), y〉 ⇒ (S + T )t = St + T t.

〈x, (λT )(y)〉 = 〈x, λT (y)〉 = λ〈x, T (y)〉 = λ〈T t(x), y〉

= 〈λT t(x), y〉 = 〈(λT t)(x), y〉 ⇒ (λT )t = λT t.

Para demostrar (S ◦ T )t = T t ◦ St vamos a usar un argumento matricial.
Elijamos una base ortonormal B de E. Si M y N son respectivamente las
matrices de S y T en B, entonces las matrices de St y T t en B son respec-
tivamente M t y N t.
La matriz de S◦T en B es MN y la de (S◦T )t en B es (MN)t = N tM t. Por
otra parte, la matriz de T t◦St en B es N tM t. Los operadores (S◦T )t y T t◦St
tienen la misma matriz en la base B, lo cual implica que (S ◦ T )t = T t ◦ St.

4. Primeramente veamos que F está bien definida, es decir que fa ∈ E∗ o
de forma equivalente, que fa : E → R es lineal.
Para todo λ, µ ∈ R, para todo x, y ∈ E y usando las propiedades del pro-
ducto escalar:

fa(λx+ µy) = 〈a, λx+ µy〉 = λ 〈a, x〉+ µ 〈a, x〉 = λfa(x) + µfa(y),

luego fa es lineal.
Veamos ahora que F es lineal. Para todo λ, µ ∈ R, para todo a, b ∈ E, para
todo x ∈ E y usando las propiedades del producto escalar:

F (λa+ µb)(x) = fλa+µb(x) = 〈λa+ µb, x〉 = λ 〈a, x〉+ µ 〈b, x〉

= λfa(x) + µfb(x) = (λfa + µfb) (x) = (λF (a) + µF (b)) (x).

Por definición de igualdad de funciones, F (λa+ µb) = λF (a) + µF (b) luego
F es lineal. El núcleo de F es:

kerF = {a ∈ E : F (a) = 0} = {a ∈ E : fa = 0}
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14.10 Operador traspuesto

= {a ∈ E : 〈a, x〉 = 0 ∀x ∈ E}.

Si x = a, 〈a, a〉 = 0 lo cual implica a = 0 y por tanto kerF = {0}, luego F
es inyectiva. Por el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales,

n = dim(Im F ) = dimE∗ ⇒ Im F = E∗

es decir, F es sobreyectiva. Concluimos que F es isomorfismo.

5. Existencia. Sea a ∈ E. La aplicación h : E → R definida mediante
h(x) = 〈a, T (x)〉 es lineal, pues para todo λ, µ ∈ R y para todo x, y ∈ E :

h(λx+ µy) = 〈a, T (λx+ µy)〉 = 〈a, λT (x) + µT (y)〉

= λ〈a, T (x)〉+ µ〈a, T (y)〉 = λT (x) + µT (y).

Como h ∈ E∗, debido al isomorfismo F construido en el problema anterior,
existe un único a′ ∈ E tal que F (a′) = fa′ = h. Definimos T t(a) = a′. Debido
a la bilinealidad del producto escalar, la aplicación T t es lineal. Además,

h = fa′ ⇔ h(x) = fa′(x) ∀x ∈ E ⇔ 〈a, T (x)〉 = 〈a′, x〉 ∀x ∈ E

⇔ 〈a, T (x)〉 = 〈T t(a), x〉 ∀x ∈ E

Pero el razonamiento anterior es válido para cualquier a ∈ E, por tanto,
denotando a por v y x por w resulta 〈v, T (w)〉 = 〈T t(v), w〉 ∀v, w ∈ E.

Unicidad. Supongamos que un endomorfismo H en E satisface 〈v, T (w)〉 =
〈H(v), w〉 para todo v, w vectores de E. Fijando v :

〈T t(v), w〉 = 〈H(v), w〉 ∀w ∈ E

⇒ 〈(T t −H)(v), w〉 = 0 ∀w ∈ E ⇒ (T t −H)(v) = 0.

El razonamiento anterior es válido para todo v ∈ E, luego T t−H = 0 y por
tanto T t = H.

6. Sean x e y vectores genéricos de E y X e Y sus respectivos vectores de
coordenadas en la base B. Llamemos C a la matriz de T t en la base B.
Entonces,

〈T (x), y〉 = 〈x, T t(y)〉 ⇔ (AX)tGY = XtG(CY )

⇔ Xt(AtG)Y = Xt(GC)Y ⇔ Xt(AtG−GC)Y = 0.

Es decir, la forma bilineal Xt(AtG − GC)Y es la forma bilineal nula, por
tanto ha de ser AtG−GC = 0 de lo cual deducimos C = G−1AtG.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

7. (a) Intercambiando los papeles de x e y en la relación 〈x, T (y)〉 =
〈T t(x), y〉 :

〈y, T (x)〉 = 〈T t(y), x〉, o bien 〈x, T t(y)〉 = 〈T (x), y〉.

Por la unicidad del operador traspuesto,
(
T t
)t

= T.

(b) Veamos que kerT ⊂
(
Im T t

)⊥
:

y ∈ kerT ⇒ T (y) = 0⇒ 0 = 〈x, 0〉 = 〈T t(x), y〉 ∀x ∈ E

es decir, y es ortogonal a todo vector de la imagen de T t. Veamos que(
Im T t

)⊥ ⊂ kerT :

y ∈
(
Im T t

)⊥ ⇒ 〈T t(x), y〉 = 0 = 〈x, T (y)〉 ∀x ∈ E

⇒ T (y) = 0⇒ y ∈ kerT.

Concluimos que kerT =
(
Im T t

)⊥
. Para demostrar kerT t = (Im T )⊥ , bas-

ta intercambiar los papeles de T y T t y usar
(
T t
)t

= T.

8. (a) Sabemos que si A es la matriz de T en una base B y G la matriz
de Gram en la base B, la matriz de T t en la misma base B es G−1AtG.
La matriz A tiene el mismo polinomio caracteŕıstico que At, y G−1AtG es
semejante a At. En consecuencia A y G−1AtG tienen el mismo polinomio
caracteŕıstico.

(b) Sean λ, µ valores propios distintos de T (como consecuencia, también de
T t). Sea y vector propio de T asociado a λ y x vector propio de T t asociado
a µ. Entonces,

〈x, T (y)〉 = 〈T t(x), y〉 ⇒ 〈x, λy〉 = 〈µx, y〉

⇒ λ〈x, y〉 = µ〈x, y〉 ⇒ (λ− µ)〈x, y〉 = 0.

Como λ− µ 6= 0, ha de ser 〈x, y〉 = 0.

14.11. Operador ortogonal

1. Comprobar que en R3 con el producto escalar usual, el siguiente operador
es ortogonal

T

x1

x2

x3

 =
1

3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2

x1

x2

x3

 .
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14.11 Operador ortogonal

2. Demostrar que si λ es valor propio de un operador ortogonal T en un
espacio eucĺıdeo E, entonces λ = 1 o λ = −1.

3. Demostrar que: T es ortogonal ⇔ ‖T (x)‖ = ‖x‖ ∀x ∈ E.

4. Demostrar que todo operador ortogonal en un espacio eucĺıdeo es isomor-
fismo.

5. Demostrar que una condición necesaria y suficiente para que un operador
en un espacio eucĺıdeo E sea ortogonal, es que transforme una base ortonor-
mal en otra ortonormal.

6. Demostrar que un operador en un espacio eucĺıdeo E es ortogonal si, y
sólo si su matriz en una base ortonormal es ortogonal.

Solución. 1. La base canónica de R3 es ortonormal con el producto escalar
usual, por tanto T será ortogonal si su matriz A en tal base es ortogonal. Se
verifica:

AtA =
1

3

 2 2 1
−2 1 2
1 −2 2

 1

3

2 −2 1
2 1 −2
1 2 2



=
1

9

9 0 0
0 9 0
0 0 9

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,
luego A es ortogonal y por tanto lo es T.

2. Si λ es valor propio real de T entonces existe x ∈ E no nulo tal que
T (x) = λx. Como T conserva normas,

‖x‖ = ‖T (x)‖ = ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ ⇒ |λ| = 1⇒ λ = 1 ∨ λ = −1.

3. ⇒) Si T es ortogonal, 〈T (x), T (y)〉=〈x, y〉 para todo x, y ∈ E. Haciendo
x = y queda ‖T (x)‖2=‖x‖2 , luego ‖T (x)‖=‖x‖ .

⇐) Si T conserva la normas, se verifica para todo x, y ∈ E que ‖T (x+ y)‖ =
‖x+ y‖ . Entonces,

‖T (x+ y)‖2 = ‖x+ y‖2 ⇒ 〈T (x+ y), T (x+ y)〉 = 〈x+ y, x+ y〉

⇒ 〈T (x) + T (y), T (x) + T (y)〉 = 〈x+ y, x+ y〉

⇒ ‖T (x)‖2 + 2〈T (x), T (y)〉+ ‖T (y)‖2 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉+ ‖y‖2 .
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Como por hipótesis T conserva normas, simplificando la última igualdad
queda 〈T (x), T (y)〉=〈x, y〉, es decir T es ortogonal.

4. Si T es operador ortogonal en un espacio eucĺıdeo E, se verifica ‖T (x)‖ =
‖x‖ para todo x ∈ E. El núcleo de T es

kerT = {x ∈ E : T (x) = 0} = {x ∈ E : 0 = ‖T (x)‖ = ‖x‖} = {0},

por tanto T : E → E es inyectiva. Como estamos considerando espacios
eucĺıdeos de dimensión finita, T también es sobreyectiva como consecuencia
del teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales. Concluimos que
T es isomorfismo.

5. Supongamos que T es ortogonal y B = {e1, . . . , en} es base ortonormal de
E. Entonces, T es isomorfismo, por tanto B′ = {T (e1), . . . , T (en)} también
es base de E. Entonces, 〈T (ei), T (ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij (deltas de Kronecker),
con lo cual B′ es base ortonormal.
Rećıprocamente, sea B = {e1, . . . , en} base ortonormal de E y suponga-
mos que B′ = {T (e1), . . . , T (en)} también lo es. Para todo x ∈ E sea
x =

∑n
1 xiei, con xi ∈ R. Por ser B′ base ortonormal:

‖T (x)‖2 = 〈T

(
n∑
1

xiei

)
, T

(
n∑
1

xjej

)
〉 = 〈

n∑
1

xiT (ei),
n∑
1

xjT (ej)〉

=

n∑
i,j=1

xixj〈T (ei), T (ej)〉 =

n∑
1

x2
i .

Y por ser B base ortonormal:

‖x‖2 = 〈
n∑
1

xiei,
n∑
1

xjej〉 = 〈
n∑
1

xiei,
n∑
1

xjej〉

=
n∑

i,j=1

xixj〈ei, ej〉 =
n∑
1

x2
i .

Como T conserva normas, es ortogonal.

6. Si T ortogonal y B una base ortonormal de E, la matriz de Gram producto
escalar es la identidad. Sean x, y vectores genéricos de E, X e Y sus vectores
de coordenadas en B y A la matriz de T en B. Entonces, para todo x, y ∈ E

T es ortogonal⇔ 〈T (x), T (y)〉 = 〈x, y〉 ⇔ (AX)t(AY ) = XtY t

⇔ Xt(AtA)Y = XtY ⇔ Xt(AtA− I)Y = 0⇔ AtA = I ⇔ A es ortogonal.
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14.12 Operador simétrico, teorema espectral

14.12. Operador simétrico, teorema espectral

1. En el espacio eucĺıdeo
(
R3, 〈 , 〉

)
donde 〈 , 〉 representa el producto escalar

usual, se considera T ∈ End
(
R3
)

dado por:

T (x, y, z) = (x+ 4y + 8z, 4x+ 16y + 32z, 8x+ 32y + 64z).

Demostrar que T es simétrico.

2. En R2 con el producto escalar

〈(x1, x2), (y1, y2)〉 =
(
x1, x2

)(1 2
2 5

)(
y1

y2

)
,

analizar si es simétrico el operador T (x1, x2) = (2x1, x1 − x2).

3. En R2 se considera el operador T cuya matriz en una base ortonormal

B = {u1, u2} es A =

[
1 −2
−2 1

]
. Demostrar que T es simétrico, hallar una

base ortonormal formada por vectores propios y la matriz diagonal corres-
pondiente.

4. Sea la matriz simétrica A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2


(i) Hallar los valores propios de A. Comprobar que son reales.
(ii) Hallar unas bases de los subespacios propios. Comprobar que A es dia-
gonalizable en R.
(iii) Comprobar que vectores propios de esas bases asociados a valores pro-
pios distintos son ortogonales con el producto escalar usual.
(iv) Hallar una base de R3 ortonormal y de vectores propios.
(v) Comprobar que la matriz P de cambio de base de la canónica a la del
apartado anterior es ortogonal.
(vi) Clasificar la forma cuadrática q : R3 → R dada por q(x) = xtAx.

5. Demostrar que todo operador simétrico en un espacio eucĺıdeo de dimen-
sión n tiene n valores propios reales, contando multiplicidades.

6. Demostrar que el subespacio ortogonal a un vector propio de un operador
simétrico T en un espacio eucĺıdeo E es invariante por este operador.

7. Demostrar es teorema espectral para operadores simétricos:
Sea T un operador simétrico en un espacio eucĺıdeo E. Entonces, existe al

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 14. Producto escalar

menos una base ortonormal de E formada por vectores propios de T.

8. Sea W un subespacio de un espacio eucĺıdeo de dimensión finita V . Para
cualquier v ∈ V, sea v = w +w′ con w ∈W, w′ ∈W⊥. Se define T : V → V
por T (v) = w − w′. Probar T es un operador simétrico de V.

9. Estudiar para qué valores de a, b ∈ R las siguientes matrices son con-
gruentes

A =

[
a b
b a

]
, B =

[
3 2
2 3

]
.

Solución. 1. La expresión matricial de T en la base canónica de R3 es:

T

xy
z

 =

1 4 8
4 16 32
8 32 64

xy
z

 .
La base canónica de R3 es ortonormal con el producto escalar, y su matriz
en tal base es simétrica, en consecuencia T es simétrico.

2. Respecto de la base canónica de R2 las matrices de Gram y de T son
respectivamente

G =

(
1 2
2 5

)
, A =

(
2 0
1 −1

)
,

Tenemos

GA =

(
1 2
2 5

)(
2 0
1 −1

)
=

(
4 −2
9 −5

)
,

AtG =

(
2 1
0 −1

)(
1 2
2 5

)
=

(
4 9
−2 −5

)
.

Dado que GA 6= AtG, el operador T no es simétrico.

3. Como B es ortonormal y A es simétrica, el operador T es simétrico.
Valores propios de T :

χ(λ) =

∣∣∣∣1− λ −2
−2 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ− 3 = 0⇔ λ = −1 ∨ λ = 3 (simples).

Subespacios propios:

V−1 ≡
{

2x1 − 2x2 = 0
−2x1 + 2x2 = 0,

V3 ≡
{
−2x1 − 2x2 = 0
−2x1 − 2x2 = 0.

Una base de V−1 (en coordenadas en B) es {(1, 1)t}. Por tanto, una base de
V−1 es BV−1 = {u1 + u2}. Análogamente obtenemos BV3 = {u1 − u2}. Una
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14.12 Operador simétrico, teorema espectral

base de V−1 (en coordenadas en B) es {(1, 1)t}. Por tanto, una base de V−1

es BV−1 = {u1 + u2}. Análogamente obtenemos BV3 = {u1 − u2}.

Como T es simétrico los vectores u1 + u2 y u1 − u2 son ortogonales, por
tanto una base ortogonal de R2 formada por vectores propios de T es {u1 +
u2, u1 − u2}. Dividiendo cada vector entre su norma, obtenemos una base
ortonormal de R2 formada por vectores propios de T :

B′ =

{
1√
2

(u1 + u2),
1√
2

(u1 − u2)

}
,

y la matriz de T en B′ es

D =

[
−1 0
0 3

]
.

4. (i) Restando a la segunda y tercera filas la primera y posteriormente
sumando a la primera columna las demás en |A− λI| obtenemos:∣∣∣∣∣∣

2− λ 1 1
1 2− λ 1
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1
−1 + λ 1− λ 0
−1 + λ 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
4− λ 1 1

0 1− λ 0
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (4− λ)(1− λ)2 = 0⇔ λ = 4 (simple), λ = 1 (doble).

Los valores propios son reales como era de esperar, pues la matriz dada A
representa un operador simétrico respecto de la base canónica, que con el
producto escalar usual es ortonormal. Por el teorema espectral, A debe ser
diagonalizable en R.

(ii) Subespacios propios

ker(A− 4I) ≡


−2x1 + x2 + x3 = 0
x1 − 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 − 2x3 = 0,

ker(A− I) ≡


x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0
x1 + x2 + x3 = 0.

Entonces, dim ker(A − 4I) = 1 (λ = 4 simple) y dim ker(A − I) = 3 −
rg(A − I) = 2. Al coincidir las dimensiones con las multiplicidades, A es
diagonalizable como era de esperar según el teorema espectral. Unas bases
de los subespacios propios son:

B4 = {(1, 1, 1)} , B1 = {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)} .

(iii) Tenemos

〈(1, 1, 1), (−1, 1, 0)〉 = −1 + 1 = 0, 〈(1, 1, 1), (−1, 0, 1)〉 = −1 + 1 = 0.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Como era de esperar, pues de acuerdo con el teorema espectral, vectores
propios asociados a valores propios distintos son ortogonales. Por supuesto
si están asociados a un mismo valor propio no tienen por qué ser ortogonales.
Tomemos por ejemplo

〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉 = 1 6= 0.

(iv) Bastará elegir en cada subespacio propio de dimensión mayor que 1
una base ortogonal (luego se normalizará). Para ello basta elegir una base
cualquiera y aplicar el método de Schmidt. Ahora bien, en nuestro caso,
una base de ker(A − I) ortogonal encontrada por simple observación es
{(1,−1, 0), (1, 1,−2)}. Dividiendo entre las normas obtenemos la base pedi-
da:

B =

{
1√
3

(1, 1, 1),
1√
2

(1,−1, 0),
1√
6

(1, 1,−2)

}
.

(v) La matriz P de cambio es: P =


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

1√
3

0
−2√

6

 .

Operando obtenemos P tP = . . . = I (o equivalentemente P t = P−1) como
era de esperar, ya que la matriz de cambio de una base ortonormal a otra
ortonormal es siempre ortogonal.

(vi) Dado que P−1AP = P tAP = D = diag(4, 1, 1), la base B no solo dia-
gonaliza el endomorfismo dado por la matriz simétrica A, también la forma
cuadrática dada por A. Es decir, una reducida diagonal de q es D y en con-
secuencia q es definida positiva.

5. Sea A = [aij ] la matriz simétrica que representa a T respecto de una
base ortonormal. El polinomio caracteŕıstico de A tiene n valores propios
complejos, contando multiplicidades. Sea λ un valor propio de A (a priori
complejo). Existe un vector columna X = [xi] ∈ Cn no nulo tal que AX =
λX. Multiplicando por X̄t :

X̄tAX = λX̄tX.

Veamos que X̄tX y X̄tAX = son reales. Por una parte,

X̄tX =
n∑
i=1

xixi =
n∑
i=1

|xi|2 ∈ R, y no nulo.
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14.12 Operador simétrico, teorema espectral

Por otra parte,

X̄tAX =
n∑

i,j=1

aijxixj .

Siendo la matriz A simétrica y real, el conjugado de X̄tAX es

n∑
i,j=1

aijxixj =
n∑

i,j=1

ajixixj = X̄tAX,

lo cual implica que X̄tAX es real. En consecuencia,

λ =
X̄tAX

X̄tX
∈ R.

6. Si x ∈ E es vector propio de T e y ∈ E es ortogonal a x, se verifica
T (x) = λx (para cierto λ ∈ R) y 〈x, y〉 = 0. Usando que T es simétrico,

〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉 ⇒ 〈λx, y〉 = 〈x, T (y)〉 ⇒ 〈λx, y〉 = 〈x, T (y)〉

⇒ λ〈x, y〉 = 〈x, T (y)〉 ⇒ λ · 0 = 〈x, T (y)〉 ⇒ 〈x, T (y)〉 = 0⇒ T (y) ⊥ x.

Es decir, todo vector ortogonal a x se trasnforma en otro también ortogonal
a x.

7. Como T simétrico, sabemos que su polinomio caracteŕıstico se descompone
por completo en el cuerpo de los reales. Si dimE = n y las n ráıces son
distintas dos a dos, T es diagonalizable y si B es base de vectores propios
en E, estará formada por vectores ortogonales dos a dos. Normalizando los
vectores de B, obtenemos una base ortonormal de E formada por vectores
propios de T.
El proceso es generalizable incluso en el caso de ráıces múltiples. Sea u1 un
vector propio de T. Llamemos F1 = L[u1]⊥. Sabemos que F1 es invariante,
por tanto T induce un operador T1 en F1 :

T1 : F1 → F1, T1(x) = T (x),

siendo T1 simétrico de manera obvia y dimF1 = n−1. Sea u2 ∈ F1 un vector
propio de T1. Este vector es vector propio de T y ortogonal a u2.
Podemos continuar de esta manera. El subespacio F2 ortogonal a L[u1, u2]
es invariante por T (¿por qué?), por tanto induce un operador T2 en F2 :

T2 : F2 → F2, T2(x) = T (x),

siendo T2 simétrico de manera obvia y dimF2 = n − 2. Sea u3 ∈ F2 un
vector propio de T2. Este vector es vector propio de T y ortogonal a u1 y
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

u2. Reiterando el proceso, obtenemos una base de B = {u1, . . . , un} de E
ortogonal y formada por vectores propios de T. Basta ahora dividir cada
vector de B entre su norma.

8. Como V = W ⊕W⊥, la descomposición v = w + w′ es única, por tanto
la aplicación T está bien definida. Para todo x, y ∈ V podemos expresar

x = x1 + x2 con x1 ∈W, x2 ∈W⊥, y = y1 + y2 con y1 ∈W, y2 ∈W⊥.

Entonces,

〈x, T (y)〉 = 〈x1 + x2, y1 − y2〉 = 〈x1, y1〉+ 〈x2, y1〉 − 〈x1, y2〉 − 〈x2, y2〉

= 〈x1, y1〉+ 0− 0− 〈x2, y2〉 = 〈x1, y1〉 − 〈x2, y2〉.

〈T (x), y〉 = 〈x1 − x2, y1 + y2〉 = 〈x1, y1〉 − 〈x2, y1〉+ 〈x1, y2〉 − 〈x2, y2〉

= 〈x1, y1〉 − 0 + 0− 〈x2, y2〉 = 〈x1, y1〉 − 〈x2, y2〉.

es decir, 〈x, T (y)〉 = 〈T (x), y〉 para todo x, y ∈ V, luego T es simétrico.

9. Sabemos que dos matrices simétricas son congruentes si, y sólo si tienen
la misma signatura. Las matrices dadas son simétricas y por tanto para
hallar una matriz diagonal de cada una de ellas, podemos aplicar el teorema
espectral. Valores propios de A y de B :∣∣∣∣a− λ b

b a− λ

∣∣∣∣ =︸︷︷︸
F2−F1

∣∣∣∣ a− λ b
b− a+ λ a− b− λ

∣∣∣∣ =︸︷︷︸
C1+C2

∣∣∣∣a+ b− λ b
0 a− b− λ

∣∣∣∣
= (a+ b− λ)(a− b− λ) = 0⇔ λ = a+ b ∨ λ = a− b.∣∣∣∣3− λ 2

2 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 5λ+ 2 = 0⇔ λ =
5 +
√

17

2
∨ λ =

5−
√

17

2
.

Los valores propios de B son positivos, en consecuencia

A y B son congruentes⇔ (a+ b > 0) ∧ (a− b > 0).

14.13. Giros alrededor de una recta

1. Sea r una recta de R3 que pasa por el origen y e1 un vector unitario en
la dirección de r. Sea B = {e1, e2, e3} una base ortonormal de R3 tal que
e1× e2 = e3. Demostrar que la matriz del giro de ángulo α alrededor de r es

G = E

1 0 0
0 cosα −sen α
0 sen α cosα

ET , siendo E =
[
e1, e2, e3

]
.
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14.13 Giros alrededor de una recta

2. Hallar la matriz del giro de ángulo π/2 alrededor de la recta orientada

r : x = 0, y = 4λ, z = 3λ (λ > 0),

y el transformado del punto P = (1, 1, 1)T por tal giro.

Solución. 1. De manera obvia, G(e1) = e1. Denotemos también por G a la
restricción del giro en el plano determinado por e2 y e3. Las coordenadas de
e2 en este plano son [1, 0]T y las de e3, [0, 1]T Dado que e3 = e1 × e2,

G

[
1
0

]
=

[
cosα −sen α
sen α cosα

] [
1
0

]
=

[
cosα
sen α

]
,

G

[
0
1

]
=

[
cosα −sen α
sen α cosα

] [
0
1

]
=

[
−sen α

cosα

]
.

Tenemos por tanto,
G(e1) = e1

G(e2) = (cosα) e2 + (sen α) e3

G(e3) = −(sen α) e2 + (cosα) e3.

Entonces,
GE = G

[
e1, e2, e3

]
=
[
Ge1, Ge2, Ge3

]
=
[
e1, (cosα) e2 + (sen α) e3,−(sen α) e2 + (cosα) e3

]
=
[
e1, e2, e3

] 1 0 0
0 cosα −sen α
0 sen α cosα

 = E

1 0 0
0 cosα −sen α
0 sen α cosα

 .
Pero E es ortogonal (sus columnas forman sistema ortonormal), por tanto
E−1 = ET . Queda

G = E

1 0 0
0 cosα −sen α
0 sen α cosα

ET .
2. El vector e1 = 1

5(0, 4, 3)T es un vector unitario en la dirección y sentido
del eje. La base de R3 :

B =

{
1

5
(0, 4, 3)T ,

1

5
(0,−3, 4)T , (1, 0, 0)T

}
es ortonormal y verifica e1 × e2 = e3. La matriz del giro es por tanto

G =
1

5

0 0 5
4 −3 0
3 4 0

1 0 0
0 cosπ/2 −sen π/2
0 sen π/2 cosπ/2

 1

5

0 4 3
0 −3 4
5 0 0


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Caṕıtulo 14. Producto escalar

=
1

25

0 0 5
4 −3 0
3 4 0

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

0 4 3
0 −3 4
5 0 0

 =
1

25

 0 −15 20
15 16 12
−20 12 9

 .
El transformado del punto P es

GP =
1

25

 0 −15 20
15 16 12
−20 12 9

1
1
1

 =
1

25

 5
43
1

 .
14.14. Matriz adjunta

1. Dada A =

[
1 1− i 4i

1 + i −2 2− 3i

]
, calcular A∗.

2. Demostrar que,
1) (A∗)∗ = A ∀A ∈ Cm×n.
2) (A+B)∗ = A∗ +B∗ ∀A,B ∈ Cm×n.
3) (λA)∗ = λA∗ ∀λ ∈ C, ∀A ∈ Cm×n.
4. (AB)∗ = B∗A∗ ∀A ∈ Cm×n ∀B ∈ Cn×p.

Solución. 1. Tenemos,

A∗ =
(
A
)t

=

[
1 1 + i −4i

1− i −2 2 + 3i

]t
=

 1 1− i
1 + i −2
−4i 2 + 3i

 .
O bien,

A∗ = At =

 1 1 + i
1− i −2

4i 2− 3i

 =

 1 1− i
1 + i −2
−4i 2 + 3i

 .
2. 1) Usando que el conjugado del conjugado de un número complejo es el
propio numero y que la traspuesta de la traspuesta de una matrz es la misma
matriz,

(A∗)∗ =
(
At
)∗

=
(
At
)t

=
(
At
)t

= A.

2) Usando que el conjugado de la suma de complejos es la suma de los
conjugados y que la trapuesta de la suma de matrices es la suma de las
traspuestas,

(A+B)∗ =
(
A+B

)t
=
(
A+B

)t
=
(
A
)t

+
(
B
)t

= A∗ +B∗.

3) Usando que el conjugado del producto de complejos es el producto de los
conjugados y que la traspuesta de un escalar por una matriz es el escalar
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14.15 Matrices hermı́ticas

por la traspuesta de la matriz,

(λA)∗ =
(
λA
)t

=
(
λ A

)t
= λ

(
A
)t

= λA∗.

4) Dado que el conjugado de la suma (producto) de complejos es la suma
(producto) de los conjugados, se verifica AB = A B. Usando además que
la traspuesta del producto de matrices es el producto de las traspuestas
cambiado de orden,

(AB)∗ =
(
AB
)t

=
(
A B

)t
=
(
B
)t (

A
)t

= B∗A∗.

14.15. Matrices hermı́ticas

1. Demostrar que la suma de dos matrices hermı́ticas de Cn×n es hermı́tica
y que el producto de un número real por una matriz hermı́tica también lo es.

2. Demostrar que todos los valores propios de una matriz hermı́tica son
reales.

3. Hallar los valores y vectores propios de la matriz hermı́tica

A =

[
3 2 + 2i

2− 2i 1

]
.

Solución. 1. Sean A,B ∈ Cn×n hermı́ticas, entonces

(A+B)∗ = A∗ +B∗ = A+B ⇒ A+B es hermı́tica.

Sean λ ∈ R y A ∈ Cn×n hermı́tica. Se verifica λ = λ, por tanto

(λA)∗ = λA∗ = λA⇒ λA es hermı́tica.

2. Sea A ∈ Cn×n hermı́tica y sea x ∈ Cn un vector columna. Vamos a
demostrar previamente que x∗Ax es un número real. En efecto,

x∗Ax = xtAx = xtAx.

La matriz xtAx es de orden 1× 1, lo cual implica que es simétrica. Es decir,

x∗Ax = xtAx =
(
xtAx

)t
= (x)t

(
A
)t (

xt
)t

= x∗A∗x = x∗Ax.

Como x∗Ax coincide con su conjugado, es un número real.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Si λ (a priori complejo) es un valor propio de A, existe un vector columna
x = (xi) ∈ Cn no nulo tal que Ax = λx. Multiplicando a la izquierda por x∗

queda x∗Ax = λx∗x. Teniendo en cuenta que

x∗x =
(
x1, . . . , xn

)x1
...
xn

 = x1x1 + · · ·+ xnxn

= |x1|2 + . . .+ |xn|2 > 0,

el valor de λ es por tanto λ =
x∗Ax

x∗x
∈ R.

3. Valores propios de A :

χ(λ) = λ2 − (tr A)λ+ detA = λ2 − 4λ− 5 = 0⇔ λ = 5 ∨ λ = −1.

Subespacios propios:

V5 ≡
{
−2x1 + (2 + 2i)x2 = 0
(2− 2i)x1 − 4x2 = 0

, V−1 ≡
{

4x1 + (2 + 2i)x2 = 0
(2− 2i)x1 + 2x2 = 0.

Unas bases de estos subespacios propios son respectivamente:

B5 = {(2, 1− i)}, B−1 = {(1,−1 + i)}

14.16. Concepto de forma sesquilineal

1. Sea M ∈ Cm×n y la aplicación

f : Cm × Cn → C, f(x, y) = xtM y,

en donde x, y representan vectores columna de Cm y Cn respectivamente.
Demostrar que f es forma sesquilineal.

2. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas continuas
definidas en el intervalo cerrado real [a, b]. Es decir, E = {x : [a, b] →
C, f continua.}. Demostrar que

f : E × E → C, f(x, y) =

∫ b

a
x(t) y(t) dt.

es una forma sequilineal.
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14.16 Concepto de forma sesquilineal

3. Sea E el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas x = (xn)
finitamente no nulas, (es decir con sólo un número finito de términos no
nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

f : E × E → C, f(x, y) =
∑

xjyj

es una forma sesquilineal.

Solución. 1. Para todo α ∈ C, para todo x, y ∈ Cm, para todo z ∈ Cn y
usando conocidas propiedades de las matrices y de la conjugación:

(i) f(x+ y, z) = (x+ y)tM z = (xt + yt)M z

= xtM z + ytM z = f(x, z) + f(y, z).

f(αx, z) = (αx)tM z = αxtM z = αf(x, z).

Para todo α ∈ C, para todo x ∈ Cm, para todo y, z ∈ Cn y usando conocidas
propiedades de las matrices y de la conjugación:

(ii) f(x, y + z) = xtM y + z = xtM (y + z)

= xtM y + xtM z = f(x, y) + f(x, z).

f(x, αy) = xtM αy = αxtM y = αf(x, y).

Concluimos que f es forma sequilineal.

2. La conjugada de una función continua es continua y el producto de conti-
nuas también, luego la integral dada existe y es un número complejo, luego
la aplicación f está bien definida. Para todo α ∈ C, para todo x, y, z ∈ E y
usando conocidas propiedades de la integral:

(i) f(x+ y, z) =

∫ b

a
(x(t) + y(t)) z(t) dt

=

∫ b

a
x(t) z(t) dt+

∫ b

a
y(t) z(t) dt = f(x, z) + f(y, z).

f(αx, y) =

∫ b

a
αx(t) y(t) dt = α

∫ b

a
x(t) y(t) dt = αf(x, y).

(ii) f(x, y + z) =

∫ b

a
x(t) y(t) + z(t) dt

=

∫ b

a
x(t) y(t) dt+

∫ b

a
x(t) z(t) dt = f(x, y) + f(x, z).
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

f(x, αy) =

∫ b

a
x(t) αy(t) dt = α

∫ b

a
x(t) y(t) dt = αf(x, y).

Concluimos que f es forma sequilineal.

3. Claramente f(x, y) ∈ C pues la suma es finita. Para todo α ∈ C y para
todo x, y, z ∈ E,

(i) f(x+ y, z) =
∑

(xj + yj) zj =
∑

(xjzj + yjzj)

=
∑

xjzj +
∑

yjzj = f(x, z) + f(y, z),

f(αx, y) =
∑

(αxj)yj =
∑

α(xjyj) = α
∑

xjyj = αf(x, y).

(ii) f(x, y + z) =
∑

xjyj + zj =
∑

xj (yj + zj)

=
∑

xjyj +
∑

xjzj = f(x, y) + f(x, z),

f(x, αy) =
∑

xjαyj =
∑

xjα yj = α
∑

xjyj = αf(x, y).

Concluimos que f es forma sequilineal.

14.17. Expresión matricial de una forma sesquili-
neal

1. Sea f : E × F → C una forma sequilineal y BE = {u1, . . . , um}, BF =
{v1, . . . , vm} bases de E y F respectivamente. Sea A = [aij ] ∈ Cm×n dada
por aij = f(ui, uj). Demostrar que para todo x ∈ E y para todo y ∈ F se
verifica

f(x, y) = XtAY ,

siendo X el vector de coordenadas de x en B, e Y el de y en B.

2. Sean E y F espacios vectoriales sobre el cuerpo C ambos de dimensión
finita y f : E × F → K una forma sesquilineal. Sean BE y BF bases de E y
F respectivamente y A la matriz de f en las bases BE y BF .

Sea B′E una nueva base de E y B′F una nueva base de F. Sea P la matriz
de cambio de BE a B′E y Q la matriz de cambio de BF a B′F .

Demostrar que la matriz de la forma sesquilineal f en la nuevas bases B′E y
B′F es P tAQ.
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14.18 Concepto de forma hermı́tica o hermitiana

Solución. 1. Sean x ∈ E, y ∈ E, con X = (x1, . . . , xm)t, Y = (y1, . . . , yn)t.
Entonces,

f(x, y) = f(
m∑
i=1

xjui,
n∑
j=1

yjvj) =
m∑
i=1

xif(ui,
n∑
j=1

yjvj)

=
m∑
i=1

xi

n∑
j=1

yjf(uj , vj) =
∑

1≤i≤m, 1≤j≤n
xjykf(ui, vj)

=
(
x1, x2, . . . , xm

)

f(u1, v1) f(u1, v2) . . . f(u1, vn)
f(u2, v1) f(u2, v2) . . . f(u2, vn〉

...
...

f(um, v1) f(um, v2) . . . f(um, vn)



y1

y2
...
yn

 .

Por tanto, f(x, y) = XtAY .

2. La expresión de f en las bases BE y BF es

f(x, y) = XtAY , (1)

siendo X las coordenadas de x en BE e Y las de y en BF . Las ecuaciones
del cambio de base en E y F son respectivamente

X = PX ′, Y = QY ′, (2)

siendo X ′ las coordenadas de x en B′E e Y ′ las de y en B′F . Sustituyendo las
igualdades (2) en (1) :

f(x, y) =
(
PX ′

)t
AQY ′ =

(
X ′
)t (

P tAQ
)
Y ′.

La matriz de f en la nuevas bases B′E y B′F es por tanto P tAQ.

14.18. Concepto de forma hermı́tica o hermitiana

1. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas continuas
definidas en el intervalo cerrado real [a, b]. Demostrar que

f : E × E → C, f(x, y) =

∫ b

a
x(t) y(t) dt.

es una forma hermı́tica.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

2. Sea E el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas x = (xn)
finitamente no nulas, (es decir con sólo un número finito de términos no
nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

f : E × E → C, f(x, y) =
∑

xjyj

es una forma hermı́tica.

3. Sea E espacio vectorial complejo de dimensión finita y B una base de E.
Demostrar que una forma sesquilineal en E es hermı́tica si y sólo si la matriz
de f en B es hermı́tica.

4. Sea f : E×E → C una forma hermı́tica y q : E → R su forma cuadrática
asociada. Demostrar que para todo x, y ∈ E se verifica

f(x, y) =
q(x+ y)− q(x− y)

4
+ i

q(x+ iy)− q(x− iy)

4
.

Solución. 1. Ya hab́ıamos demostrado que f es sesquilineal. Además

f(y, x) =

∫ b

a
y(t) x(t) dt =

∫ b

a
x(t) y(t) dt =

∫ b

a
x(t) y(t) dt = f(x, y).

Es decir, f es forma hermı́tica.

2. Ya hab́ıamos demostrado que f es sesquilineal. Además para todo x, y ∈
E,

f(y, x) =
∑

yjxj =
∑

xjyj =
∑

xjyj = f(x, y).

Es decir, f es forma hermı́tica.

3. Sea B = {u1, . . . , un}. La matriz de f en B es A = [aij ] con aij = f(ui, uj).

Si f es hermı́tica, aji = f(uj , ui) = f(ui, uj) = aij es decir, A es hermı́tica.
Rećıprocamente, si A es hermı́tica se verifica para todo x, y ∈ E :

f(y, x) = Y tAX =
(
Y tAX

)t
=
(
X
)t
At
(
Y t
)t

= XtAtY = XtA∗Y = XtAY = f(x, y)

es decir, f es forma hermı́tica.

4. Usando la definición de forma hermı́tica y de forma cuadrática asociada,
tenemos

q(x+ y)− q(x− y)

4
=
f(x+ y, x+ y)− f(x− y, x− y)

4
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14.19 Producto escalar complejo, espacio unitario

=
q(x) + f(x, y) + f(y, x) + q(y)− q(x) + f(x, y) + f(y, x)− q(y)

4

=
2f(x, y) + 2f(y, x)

4
=
f(x, y) + f(y, x)

2
. (1)

Por otra parte

i
q(x+ iy)− q(x− iy)

4
= i

f(x+ iy, x+ iy)− f(x− iy, x− iy)

4

= i
q(x) + if(y, x)− if(x, y) + q(y)− q(x) + if(y, x)− if(x, y)− q(y)

4

= i
2if(y, x)− 2if(x, y)

4
=
−f(y, x) + f(x, y)

2
(2)

Sumando las igualdades (1) y (2),

f(x, y) =
q(x+ y)− q(x− y)

4
+ i

q(x+ iy)− q(x− iy)

4
.

14.19. Producto escalar complejo, espacio unita-
rio

1. Demostrar que en todo espacio unitario E y para todo λ ∈ C, x, y, z ∈ E
se verifica

1) 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉.
2) 〈x, λy〉 = λ〈x, y〉.
3) 〈x, 0〉 = 〈0, y〉 = 0.

2. Dados dos vectores x = (xj), y = (yj) de Cn se define

〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Demostrar que es un producto escalar complejo (se le llama producto escalar
usual en Cn).

3. Hallar 〈x, y〉, siendo x = (1 + 3i,−2i, 1, 5)t, y = (1 + i, 1, 0,−2 + 3i) con
〈 , 〉 el producto escalar usual en C4.

4. Sea E el espacio vectorial complejo de las funciones complejas continuas
definidas en el intervalo cerrado real [a, b]. Es decir, E = {x : [a, b] →
C, f continua.}. Demostrar que

〈x, y〉 =

∫ b

a
x(t) y(t) dt
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

es un producto escalar en E.

5. Sea E el espacio vectorial complejo de las sucesiones complejas x = (xn)
finitamente no nulas, (es decir con sólo un número finito de términos no
nulos), con las operaciones habituales. Demostrar que

〈x, y〉 =
∑

xjyj

es un producto escalar en E.

6. Sea B = {v1, v2, ..., vn} una base ortonormal de un espacio vectorial real
o complejo con producto escalar. Probar que todo u perteneciente a V se
puede escribir como: u =

∑n
j=1〈u, vj〉vj .

Solución. Recordamos que si E es espacio vectorial complejo, es decir sobre
el cuerpo K = C, se dice que la aplicación

〈 , 〉 : E × E → C
(x, y)→ 〈x, y〉

es un producto escalar complejo si, y sólo si satisfacen las condiciones:
(i) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 para todo x, y, z ∈ E.
(ii) 〈αx, y〉 = α 〈x, y〉 para todo α ∈ C y para todo x, y ∈ E.
(iii) 〈y, x〉 = 〈x, y〉 para todo x, y ∈ E.
(iv) 〈x, x〉 > 0 para todo x ∈ E con x 6= 0.

Equivalentemente, un producto escalar complejo es una forma hermı́tica cu-
ya forma cuadrática asociada es definida positiva.

1. 1) 〈x, y+z〉 = 〈y + z, x〉 = 〈y, x〉+ 〈z, x〉 = 〈y, x〉+ 〈z, x〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉.

2) 〈x, λy〉 = 〈λy, x〉 = λ〈y, x〉 = λ 〈y, x〉 = λ〈x, y〉.

3) 〈0, y〉 = 〈0y, y〉 = 0〈y, y〉 = 0, 〈x, 0〉 = 〈x, 0x〉 = 0〈x, x〉 = 0〈x, x〉 = 0.

2. Escribiendo los vectores x e y en columnas podemos expresar

〈x, y〉 =
(
y1, . . . , yn

)x1
...
xn

 = y∗x.

(i) Para todo x, y, z ∈ Cn :

〈x+ y, z〉 = z∗(x+ y) = z∗x+ z∗y = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 .
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14.19 Producto escalar complejo, espacio unitario

(ii) Para todo α ∈ C y para todo x, y ∈ Cn :

〈αx, y〉 = y∗(αx) = α(y∗x) = α 〈x, y〉 .

(iii) Para todo x, y ∈ Cn.

〈y, x〉 =
n∑
k=1

ykxk =

n∑
k=1

xkyk = 〈x, y〉.

(iv) Para todo 0 6= x ∈ Cn :

〈x, x〉 =
n∑
k=1

xkxk =
n∑
k=1

|xk|2 > 0.

3. 〈x, y〉 = (1 + 3i)(1− i) + (−2i) · 1 + 1 · 0 + 5 · (−2− 3i) = −6− 15i.

4. La conjugada de una función continua es continua y el producto de con-
tinuas también, luego la integral dada existe y es un número complejo. La
aplicación 〈 , 〉 está bien definida. Para todo α ∈ C y para todo x, y, z ∈ E
y usando conocidas propiedades de la integral:

(i) 〈x+ y, z〉 =

∫ b

a
(x(t) + y(t)) z(t) dt

=

∫ b

a
x(t) z(t) dt+

∫ b

a
y(t) z(t) dt = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 .

(ii) 〈αx, y〉 =

∫ b

a
αx(t) y(t) dt = α

∫ b

a
x(t) y(t) dt = α〈x, y〉.

(iii) 〈y, x〉 =

∫ b

a
y(t) x(t) dt =

∫ b

a
x(t) y(t) dt =

∫ b

a
x(t) y(t) dt = 〈x, y〉.

Por último, si x ∈ E es función no nula:

(iv) 〈x, x〉 =

∫ b

a
x(t) x(t) dt =

∫ b

a
|x(t)|2 dt.

La función |x(t)|2 es continua, positiva y no nula en [a, b], luego su integral
es positiva en [a, b] por una conocida propiedad de análisis real. Es decir,
〈x, x〉 > 0.

5. Claramente 〈x, y〉 ∈ C pues la suma es finita.
(i) Para todo x, y, z ∈ E,

〈x+ y, z〉 =
∑

(xj + yj) zj =
∑

(xjzj + yjzj)
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

=
∑

xjzj +
∑

yjzj = 〈x, z〉+ 〈y, z〉.

(ii) Para todo α ∈ C y para todo x ∈ E,

〈αx, y〉 =
∑

(αxj)yj =
∑

α(xjyj) = α
∑

xjyj = α〈x, y〉.

(iii) Para todo x, y ∈ E,

〈y, x〉 =
∑

yjxj =
∑

xjyj =
∑

xjyj = 〈x, y〉.

(iv) Para todo 0 6= x ∈ E existe al menos un xj no nulo, por tanto:

〈x, x〉 =
∑

xjxj =
∑
|xj |2 > 0.

6. Como B = {v1, v2, ..., vn} es base de V, si u ∈ V existen escalares λj con
j = 1, . . . , n tales que u =

∑n
j=1 λjvj . Entonces, para todo i = 1, . . . , n,

u =
n∑
j=1

λjvj ⇒ 〈u, vi〉 = 〈
n∑
j=1

λjvj , vi〉 ⇒ 〈u, vi〉 =
n∑
j=1

λj〈vj , vi〉

⇒︸︷︷︸
B ortogonal

〈u, vi〉 = λi〈vi, vi〉 ⇒︸︷︷︸
B unitaria

〈u, vi〉 = λi · 1 = λi ⇒ u =

n∑
j=1

〈u, vj〉vj .

14.20. Expresión matricial del producto escalar
complejo

1. Si E es espacio unitario de dimensión n y B = {e1, . . . , en} es una base
de E, demostrar que para todo x, y ∈ E

〈x, y〉 = XtGY , con G =


〈e1, e1〉 〈e1, e2〉 . . . 〈e1, en〉
〈e2, e1〉 〈e2, e2〉 . . . 〈e2, en〉

...
...

〈en, e1〉 〈en, e2〉 . . . 〈en, en〉


siendo X el vector de coordenadas de x en B, e Y el de y en B.

2. Demostrar que la matriz de Gram es hermı́tica.

Solución. 1. Sean x, y ∈ E, X = (x1, . . . , xn)t, Y = (y1, . . . , yn)t. Entonces,

〈x, y〉 = 〈
n∑
j=1

xjej ,
n∑
k=1

ykek〉 =
n∑
j=1

xj〈ej ,
n∑
k=1

ykek〉
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14.21 Matrices unitarias

=

n∑
j=1

xj

(
yk

n∑
k=1

〈ej , ek〉

)
=

n∑
j,k=1

xjyk 〈ej , ek〉

=
(
x1, x2, . . . , xn

)

〈e1, e1〉 〈e1, e2〉 . . . 〈e1, en〉
〈e2, e1〉 〈e2, e2〉 . . . 〈e2, en〉

...
...

〈en, e1〉 〈en, e2〉 . . . 〈en, en〉



y1

y2
...
yn

 .

Por tanto, 〈x, y〉 = XtGY .

2. Efectivamente, si G = [gij ] es una matriz de Gram de orden n, para todo

i = 1, . . . , n se verifica gij = 〈ei, ei〉 = 〈ei, ei〉, luego gii es real. Por otra
parte, para todo i 6= j,

gji = 〈ej , ei〉 = 〈ei, ei〉 = gij .

14.21. Matrices unitarias

1. Comprobar que U =
1√
3

[
1 −1 + i

1 + i 1

]
es matriz unitaria.

2. Identificar las matrices unitarias reales.

3. Demostrar que una matriz U ∈ Cn×n es unitaria si, y sólo si sus vectores
columnas forman un sistema ortonormal con el producto escalar complejo
usual.

Aplicación. Comprobar que M =

[
0 i
−i 0

]
es unitaria.

4. Demostrar que:
1) El producto de matrices unitarias y del mismo orden es unitaria.
2) La matriz identidad es unitaria.
3) La inversa de una matriz unitaria es unitaria.
Nota. Estas propiedades demuestran que el conjunto de las matrices uni-
tarias de orden n es subgrupo multiplicativo del grupo multiplicativo de la
matrices invertibles de Cn×n.

5. Demostrar el módulo del determinante de una matriz unitaria es igual a
1.

Solución. 1. Tenemos

U∗U =
1√
3

[
1 1− i

−1− i 1

]
1√
3

[
1 −1 + i

1 + i 1

]
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

=
1

3

[
3 0
0 3

]
=

[
1 0
0 1

]
,

por tanto U es unitaria.

2. Si U es matriz real y unitaria, U∗ =
(
U
)t

= U t. Entonces, U es unitaria
si, y sólo si U tU = I lo cual equivale a decir que U es ortogonal.

3. El producto escalar complejo usual de dos vectores columna x = (xj),
y = (yj) de Cn×n sabemos que viene dado por

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn = y∗x.

Si C1, . . . , Cn son las columnas de U,

U∗U =


C∗1
C∗2
...
C∗n

 [C1, C2, . . . , Cn
]

=


C∗1C1 C∗1C2 . . . C∗1Cn
C∗2C1 C∗2C2 . . . C∗2Cn

...
...

C∗nC1 C∗nC2 . . . C∗nCn



=


〈C1, C1〉 〈C2, C1〉 . . . 〈Cn, C1〉
〈C1, C2〉 〈C2, C2〉 . . . 〈Cn, C2〉

...
...

〈C1, Cn〉 〈C2, Cn〉 . . . 〈Cn, Cn〉

 .
En consecuencia,

U es unitaria ⇔ U∗U = I ⇔
{

〈Ci, Cj〉 = 0 i 6= j

〈Ci, Ci〉 = ‖Ci‖2 = 1 ∀i = 1, . . . , n,

de lo cual se concluye la propiedad. Sean ahora C1 y C2 las columnas de M.
Entonces,

‖C1‖ =
√
〈C1, C1〉 =

√
0 · 0 + (−i) · i =

√
1 = 1,

‖C2‖ =
√
〈C2, C2〉 =

√
i · (−i) + 0 · 0 =

√
1 = 1,

〈C1, C2〉 = 0 · (−i) + (−i) · 0 = 0,

por tanto M es unitaria.

4. 1) Sean A,B ∈ Cn×n unitarias. Entonces,

(AB)∗(AB) = B∗A∗AB = B∗IB = B∗B = I ⇒ AB es unitaria.

2) Tenemos I∗I = II = I, por tanto I es unitaria.
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14.22 Descomposición en valores singulares

3) Si A ∈ Cn×n es unitaria, A−1 = A∗, por tanto(
A−1

)∗
A−1 = (A∗)∗A−1 = AA−1 = I ⇒ A−1 es unitaria.

5. Si U es unitaria, U∗U = I. Tomando determinantes, y teniendo en cuenta
que el determinante de la matriz conjugada es el conjugado del determinante,

(detU∗) · (detU) = 1⇒
(

detU
t
)
· (detU) = 1

⇒
(
detU

)
· (detU) = 1⇒ detU · detU = 1⇒ |detU |2 = 1.

Es decir, |detU | = 1.

14.22. Descomposición en valores singulares

1. Demostrar el teorema de descomposición en valores singulares:
Sea A ∈ Cm×n. Existen matrices unitarias Q1 ∈ Cm×m, Q2 ∈ Cn×n tales
que Q∗1AQ2 = S ∈ Rm×n siendo

(i) S =


σ1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . σm 0 . . . 0

 si m < n.

(ii) S =



σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...

...
0 0 . . . σn
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0


si m > n.

(iii) S =


σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
...

...
0 0 . . . σn

 si m = n,

con σ1, σ2, . . . , σp todos ≥ 0 y p = mı́n{m,n}. A los números σ1, σ2, . . . , σp
se les llama valores singulares de A.

2. (Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Dada la matriz A =

√
2

6

 4 0
−5 3
−2 −6

 calcular números σ1, σ2 y matrices U, V

que verifiquen:
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

(a) σ1 ≥ 0, σ2 ≥ 0.
(b) U ∈ R2×2 y V ∈ R3×3 son ortogonales.

(c) V tAU =

σ1 0
0 σ2

0 0

 .
Solución. 1. Efectivamente, la matriz A∗A ∈ Cn×n cumple

(A∗A)∗ = A∗(A∗)∗ = A∗A,

por tanto es hermı́tica. Como consecuencia del teorema espectral existe una
base ortonormal {e1, . . . , en} en Cn formada por vectores propios de A∗A.
Sea λi valor propio de A∗A asociado al vector propio ei es decir, A∗Aei =
λiei. Tenemos

e∗iA
∗Aei = λie

∗
i ei = λi ⇒ λi = (Aei)

∗(Aei) = 〈Aei, Aei〉 ≥ 0.

Supondremos sin pérdida de generalidad que

λ1 > 0 , . . . , λr > 0 , λr+1 = 0 , . . . , λn = 0.

Llamemos  σi =
√
λi , vi =

1

σi
Aei ∈ Cm (i = 1, . . . , r)

σi = 0 (i = r + 1, . . . , p) con p = mı́n{m,n}.

La familia {v1, . . . , vr} es ortonormal. Efectivamente

(i) 〈vi, vj〉 =

(
1

σi
Aei

)∗( 1

σj
Aej

)
=

1

σiσj
e∗iA

∗Aej

=
λj
σiσj

e∗i ej =
λj
σiσj

〈ei, ej〉 = 0 (si i 6= j).

(ii) ‖vi‖2 = 〈vi, vi〉 =
λi
σ2
i

〈ei, ei〉 = 1 ‖ei‖2 = 1.

Podemos por tanto extender a una base ortonormal {v1, . . . , vr, . . . , vm} de
Cm. Llamando Q1 = [v1, . . . , vm] y Q2 = [e1, . . . , en] tenemos

Q∗1AQ2 =
[
v1, . . . , vm

]∗
A
[
e1, . . . , en

]
=

v
∗
1
...
v∗m

A [e1, . . . , en
]

=

v
∗
1
...
v∗m

 [Ae1, . . . , Aen
]

=

v
∗
1Ae1 . . . v∗1Aen

...
...

v∗mAe1 . . . v∗mAen

 .
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14.22 Descomposición en valores singulares

Veamos qué matriz es Q∗1AQ2

1) Si j > r , ‖Aej‖2 = 〈Aej , Aej〉 = e∗jA
∗Aej = λje

∗
jej = 0. Es decir Aej = 0.

2) Para todo i, j ∈ {1, . . . , r} se verifica

v∗iAej =
1

σi
e∗iA

∗Aej =
λj
σi
e∗i ej =

λj
σi

< ei, ej >= 0,

si i 6= jv∗iAei =
λi
σi
< ei, ei >= σi.

3) ∀i = r + 1, . . . ,m y ∀j = 1, . . . , r se verifica

v∗iAej = v∗i (σjvj) = σj < vi, vj >= 0 (pues i 6= j).

En consecuencia tenemos

Q∗1AQ2 =

[
Σ 0
0 0

]
con Σ = diag (σ1, . . . , σr).

2. Aplicamos a la matriz dada el método general de cálculo que proporciona
la demostración del teorema anterior

A∗A = AtA = . . . =
1

18

[
45 −3
−3 45

]
.

Hallemos los valores propios de 18A∗A, para ello restamos a la segunda fila
la primera y luego a la primera columna le sumamos la segunda∣∣∣∣45− λ −3

−3 45− λ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 45− λ −3
−48 + λ 48− λ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣42− λ −3
0 48− λ

∣∣∣∣
= (42− λ)(48− λ) = 0⇔ λ = 42 ∨ λ = 48.

Los valores propios de A∗A son por tanto λ1 = 42/18 = 7/3 y λ2 = 48/18 =
8/3. Hallemos los subespacios propios asociados a A∗A

ker(A∗A− λ1I) ≡
{

3x1 − 3x2 = 0
−3x1 + 3x2 = 0,

ker(A∗A− λ2I) ≡
{
−3x1 − 3x2 = 0
−3x1 − 3x2 = 0.

Unas respectivas bases son {(1, 1)t} y {(−1, 1)t}. Una base ortonormal for-
mada por vectores propios de A∗A es por tanto

{e1 = (1/
√

2)(1, 1)t, e2 = (1/
√

2)(−1, 1)t}.

En consecuencia la matriz U es

U =
1√
2

[
1 −1
1 1

]
.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Los valores singulares son σ1 =
√

7/3, σ2 =
√

8/3. Los vectores v1, v2 son

v1 =
1

σ1
Ae1 =

√
3

7

√
2

6

 4 0
−5 3
−2 −6

 1√
2

[
1
1

]
=

1√
21

 2
−1
−4

 ,
v2 =

1

σ2
Ae2 =

√
3

8

√
2

6

 4 0
−5 3
−2 −6

 1√
2

[
−1

1

]
=

1√
6

−1
2
−1

 .
Extendemos v1, v2 a una base ortonormal de R3. Un vector v3 = (x1, x2, x3)t

ortogonal a v1 y v2 ha de cumplir 2x1− x2− 4x3 = 0 y −x1 + 2x2− x3 = 0.

Elegimos por ejemplo (3, 2, 1), que normalizado queda v3 = (1/
√

14)(3, 2, 1)t.
La descomposición pedida es por tanto 2/

√
21 −1/

√
21 −4/

√
21

−1/
√

6 2/
√

6 −1/
√

6

3/
√

14 2/
√

14 1/
√

14

 A

[
1/
√

2 −1/
√

2

1/
√

2 1/
√

2

]
=


√

7/3 0

0
√

8/3
0 0

 .
14.23. Matrices normales

1. Comprobar que A =

[
i 1 + i

−1 + i 2i

]
es matriz normal.

2. Aplicar el teorema espectral a la matriz normal:

A =

[
i 1 + i

−1 + i 2i

]
.

3. Demostrar que
1) Las matrices hermiticas antihermı́ticas y unitarias son normales.
2) A normal ⇒ ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ para todo x ∈ Cn.
3) Si A es normal, entonces para todo λ ∈ C y para todo x ∈ Cn, Ax = λx
⇒ A∗x = λ̄x.
4) Vectores propios de una matriz normal asociados a valores propios dis-
tintos, son ortogonales.

4. Se considera la matriz

A =

 5 −2i 4
2i 8 −2i
4 2i 5

 .
Demostrar que es normal y encontrar una matriz unitaria U tal que U−1AU
sea diagonal.
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14.23 Matrices normales

Solución. 1.

AA∗ =

[
i 1 + i

−1 + i 2i

] [
−i −1− i

1− i −2i

]
=

[
3 3− 3i

3 + 3i 6

]
,

A∗A =

[
−i −1− i

1− i −2i

] [
i 1 + i

−1 + i 2i

]
=

[
3 3− 3i

3 + 3i 6

]
Se verifica AA∗ = A∗A es decir, A es normal.

2. Valores propios de A :∣∣∣∣ i− λ 1 + i
−1 + i 2i− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 3iλ = 0⇔ λ = 3i ∨ λ = 0 (simples).

Subespacios propios:

V3i ≡
{
−2ix1 + (1 + i)x2 = 0
(−1 + i)x1 − ix2 = 0

, V0 ≡
{

ix1 + (1 + i)x2 = 0
(−1 + i)x1 + 2ix2 = 0.

Al ser λ = 3i valor propio simple, dimV3i = 1 y una base de V3i es {u1 =
(1, 1 + i)t}. Razonando análogamente obtenemos que una base de V0 es
{u2 = (−1 + i, 1)t}. Dado que la matriz A es normal, los vectores u1, u2 han
de ser ortogonales. En efecto,

〈u1, u2〉 = 1 · (−1− i) + (1 + i) · 1 = 0.

Las normas de estos vectores son ‖u1‖ = ‖u2‖ =
√

3, por tanto la matriz

U =
[
e1 e2

]
=

1√
3

[
1 −1 + i

1 + i 1

]
es unitaria, y según el teorema espectral se verifica

U−1AU = U∗AU = diag (3i, 0).

3. 1) Usando las correspondientes definiciones,

A es hermı́tica ⇒ AA∗ = AA = A∗A⇒ A es normal.

A es antihermı́tica ⇒ AA∗ = A(−A) = (−A)A = A∗A⇒ A es normal.

A es unitaria ⇒ AA∗ = AA−1 = A−1A = A∗A⇒ A es normal.

2) El producto escalar usual de dos vectores u, v de Cn es 〈u, v〉 = v∗u, por
tanto para todo x ∈ Cn :

‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = (Ax)∗ (Ax) = x∗A∗Ax,
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

‖A∗x‖2 = 〈A∗x,A∗x〉 = (A∗x)∗ (A∗x) = x∗AA∗x = x∗A∗Ax.

Es decir, ‖Ax‖ = ‖A∗x‖ .

3) Para todo λ ∈ C, la matriz A− λI es normal. En efecto,

(A− λI) (A− λI)∗ = (A− λI)
(
A∗ − λ̄I

)
= AA∗ − λA∗ − λ̄A+ λλ̄I.

(A− λI)∗ (A− λI) =
(
A∗ − λ̄I

)
(A− λI)

= A∗A− λ̄A− λA∗ + λλ̄I = AA∗ − λA∗ − λ̄A+ λλ̄I.

Entonces, aplicando la propiedad anterior a la matriz A− λI,

Ax = λx⇒ (A− λI)x = 0⇒ ‖(A− λI)x‖ = ‖(A− λI)∗x‖ = 0

⇒
∥∥(A∗ − λ̄I)x

∥∥ =
∥∥A∗x− λ̄x∥∥ = 0⇒ A∗x− λ̄x = 0⇒ A∗x = λ̄x.

4) Si x, y ∈ Cn son vectores propios de A asociados a los valores propios λ
y µ respectivamente con λ 6= µ,{

Ax = λx
Ay = µy

⇒
{
y∗Ax = λy∗x
Ay = µy

⇒︸︷︷︸
Tomando ∗

{
x∗A∗y = λ̄x∗y
Ay = µy.

⇒︸︷︷︸
Propiedad 3.

{
x∗A∗y = λ̄x∗y
A∗y = µ̄y

⇒
{
x∗A∗y = λ̄x∗y
x∗Ay = µ̄x∗y

⇒︸︷︷︸
Restando

(
λ̄− µ̄

)
x∗y = 0 ⇒︸︷︷︸

Tomando ∗

(λ− µ)y∗x = 0

⇒ (λ− µ)〈x, y〉 = 0 ⇒︸︷︷︸
λ6=µ

〈x, y〉 = 0⇒ x e y son ortogonales.

4. La matriz A satisface A∗ = A, por tanto es hermı́tica y como consecuencia,
normal. El polinomio caracteŕıstico de A es χ(λ) = −λ3 + 18λ2 − 81λ, y
los valores propios λ1 = 0 (simple) y λ2 = 9 (doble). Un vector propio
unitario asociado a λ1 es e1 = 1

3(−2, i, 2)t. Hallando una base del subespacio
propio asociado al valor propio λ2 y normalizando por el método de Shmidt
obtenemos

e2 =
1√
2

(1, 0, 1)t, e3 =
1

3
√

2
(−i, 4, i)t.

La matriz unitaria U = [e1, e2, e3] satisface por tanto

U−1AU = diag (0, 9, 9).
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14.24 Matrices de proyección y simetŕıa

14.24. Matrices de proyección y simetŕıa

1. a) Sea Km (K = R o K = C) dotado del producto escalar usual y F
un subespacio de Km. Sea BF = {e1, e2, . . . er} una base ortonormal de F.
Demostrar que la proyección ortogonal p sobre F viene dada por

p : Km → Km, p(x) = (e1e
∗
1 + e2e

∗
2 + · · ·+ ere

∗
r)x, con x =

x1
...
xm

 .
A la matriz P = e1e

∗
1 + e2e

∗
2 + · · · + ere

∗
r se la llama matriz de proyección

sobre el subespacio F.
b) Como aplicación, hallar la matriz de proyección en R3 sobre F ≡ x1 +
x2 + x3.

2. Demostrar que la matriz P de proyección es idempotente y hermı́tica.

3. Sea A ∈ Km×n (K = R o K = C) una matriz con sus n columnas lineal-
mente independientes. Demostrar que la matriz A∗A es invertible.

4. a) Sea A ∈ Km×n (K = R o K = C) una matriz con sus n columnas
linealmente independientes. Sea Km dotado del producto escalar usual. De-
mostrar que la matriz de proyección P sobre el subespacio columna de A
es

P = A (A∗A)−1A∗.

b) Como aplicación, calcular la matrices de proyección P y simetŕıa S sobre
el subespacio de R4 :

F ≡


2x1 − 2x2 + x4 = 0

3x1 − 2x2 + 2x3 − x4 = 0

4x1 − 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0.

5. Sea el hiperplano de Km (K = R o K = C):

F ≡ a1x1 + · · ·+ amxm = 0.

1) Demostrar que la matriz de proyección sobre F es

P = I − NN∗

N∗N
con N =

a1
...
am

 .
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

2) Como aplicación, calcular la matrices de proyección P y simetŕıa S sobre
el hiperplano de C3 : F ≡ 2x1 + ix2 + 2x3 = 0.
3) Hallar el simétrico del vector x = (1, 1, 1)T sobre el subespacio F.

6. Sea A ∈ Km×n matriz real o compleja y con columnas linealmente inde-
pendientes. Sean P y S las matrices de proyección y simetŕıa respectivamente
sobre el subespacio columna de A y con respecto del producto escalar usual,
esto es

P = A (A∗A)−1A∗, S = 2P − I.

Usando las fórmulas anteriores demostrar que:
1) P es idempotente y hermı́tica.
2) S es unitaria y hermı́tica.

7. Sea P ∈ Kn×n con K = R o K = C una matriz idempotente y hermı́tica,
es decir P 2 = P y P ∗ = P. Demostrar que P es la matriz de proyección
sobre un determinado subespacio de Kn con el producto escalar usual.

Solución. 1. a) Recordemos que si E es espacio vectorial eucĺıdeo de di-
mensión finita, y {e1, . . . , er} una base ortonormal de F, entonces, para todo
x ∈ E la proyección ortogonal de x sobre F es

pF (x) = 〈x, e1〉 e1 + · · ·+ 〈x, er〉 er. �

En nuestro caso, usando el producto escalar usual y teniendo en cuenta que
e∗kx es un escalar,

pF (x) = (e∗1x) e1 + · · ·+ (e∗rx) er = e1 (e∗1x) + · · ·+ er (e∗rx)

= (e1e
∗
1)x+ · · ·+ (ere

∗
r)x = (e1e

∗
1 + · · ·+ ere

∗
r)x.

Concluimos que P = e1e
∗
1 + e2e

∗
2 + · · ·+ ere

∗
r .

b) Una base ortogonal de F es {(1,−1, 0)T , (1, 1,−2)T }, y una ortonormal,

BF =

{
e1 =

1√
2

(1,−1, 0)T , e2 =
1√
6

(1, 1,−2)T
}
.

Entonces,

P = e1e
∗
1 + e2e

∗
2 =

1√
2

 1
−1

0

 · 1√
2

[
1,−1, 0

]
+

1√
6

 1
1
−2

 · 1√
6

[
1, 1,−2

]

=
1

2

 1 −1 0
−1 1 0

0 0 0

+
1

6

 1 1 −2
1 1 −2
−2 −2 4

 =
1

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 .
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14.24 Matrices de proyección y simetŕıa

2. En efecto, según el problema anterior P = e1e
∗
1 + · · ·+ ere

∗
r . Entonces,

P ∗ = (e1e
∗
1 + · · ·+ ere

∗
r)
∗ = (e∗1)∗ e∗1 + · · ·+ (e∗r)

∗ e∗r

= e1e
∗
1 + · · ·+ ere

∗
r = P ⇒ P es hermı́tica.

P 2 = (e1e
∗
1 + · · ·+ ere

∗
r) (e1e

∗
1 + · · ·+ ere

∗
r)

=︸︷︷︸
BF base ortog.

e1 (e∗1e1) e∗1 + · · ·+ er (e∗rer) e
∗
r

=︸︷︷︸
BF base unitaria

e1e
∗
1 + · · ·+ ere

∗
r = P ⇒ P es idempotente.

3. En efecto, la matriz A∗A es de orden n × n. Sea A = [a1, a2, . . . , an] .
Entonces, para todo x ∈ Cn :

(A∗A)x = 0⇒ x∗(A∗A)x = x∗0⇒ (Ax)∗(Ax) = 0⇒ 〈Ax,Ax〉 = 0

⇒ ‖Ax‖2 = 0⇒ ‖Ax‖ = 0⇒ Ax = 0⇒ [a1, . . . , an]

x1
...
xn

 = 0

⇒ x1a1 + · · ·+ xnan = 0 ⇒︸︷︷︸
a1,...,an lin. indep.

x1 = . . . = xn = 0⇒ x = 0.

La única solución del sistema lineal homogéneo (A∗A)x = 0 es la trivial, lo
cual implica por el teorema de Rouché-Fröbenius que rg (A∗A) = n (rango
máximo). En consecuencia, A∗A es invertible.

4. a) La matriz P está bien definida, pues vimos que A∗A es invertible.
Además, P es de orden m × m. Sea P = [p1, . . . , pm] y A = [a1, . . . , an] .
Sean e1, . . . , em los vectores de la base canónica de Km, entonces

Pe1 = [p1, . . . , pm]

1
...
0

 = p1, P em = [p1, . . . , pm]

0
...
1

 = pm,

luego las columnas de P pertenecen al subespacio columna de A, y por tanto
serán combinaciones lineales de los vectores a1, . . . , an :

p1 = µ11a1 + · · ·+ µ1nan
. . .

pm = µm1a1 + · · ·+ µmnan
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

con lo cual podemos escribir

P = [p1, . . . , pm] = [a1, . . . , an]

µ11 . . . µm1
...

...
µ1n . . . µmn


︸ ︷︷ ︸

W

= AW.

Como P ∗ = P por ser P matriz de proyección,

P = AW ⇒ P ∗ = W ∗︸︷︷︸
Q

A∗ = QA∗.

Como a1, . . . , an pertenecen al subespacio columna de A,

PA = P [a1, . . . , an] = [Pa1, . . . , Pan] = [a1, . . . , an] = A.

Entonces,

QA∗ = P ⇒ QA∗A = PA⇒ QA∗A = A⇒ Q = A (A∗A)−1

⇒ P = QA∗ = A (A∗A)−1A∗.

b) Hallemos una base de F, 2 −2 0 1 0
3 −2 2 −1 0
4 −2 4 −3 0

 2F2 − 3F1

F3 − 2F1

∼

 2 −2 0 1 0
0 2 4 −5 0
0 2 4 −5 0


F3 − F2

∼

 2 −2 0 1 0
0 2 4 −5 0
0 0 0 0 0

 .
Por tanto,

F ≡

{
2x1 − 2x2 + x4 = 0

2x2 + 4x3 + 2x3 − 5x4 = 0.

Una base de F es

BF =
{

(−2− 2, 1, 0)T , (4, 5, 0, 2)T )
}
.

Entonces, F es el subespacio columna de la matriz

A =


−2 4
−2 5

1 0
0 2

 ,
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14.24 Matrices de proyección y simetŕıa

cuyas columnas son linealmente independientes. Por tanto, la matrices pe-
didas son

P = A (A∗A)−1A∗ = . . . =
1

9


4 4 −2 0
4 5 0 2
−2 0 5 4

0 2 4 4

 ,

S = 2P − I = . . . =
1

9


−1 8 −4 0

8 1 0 4
−4 0 1 8

0 4 8 −1

 .
5. 1) La dimensión de F es m−1. Sea BF = {e2, . . . em} una base ortonormal
de F. La matriz de proyección sobre F es P = e2e

∗
2 + · · ·+ eme

∗
m. Normali-

zando el vector N, obtenemos v = N/
√
N∗N. Dado que Km = F ⊕F⊥, una

base ortonormal de Km es

B = {v, e2, . . . , em}.

La proyección ortogonal de cualquier vector x de Km sobre Km es claramente
x, luego la matriz de proyección sobre Km es la identidad. En consecuencia,

I = vv∗ + e2e
∗
2 + · · ·+ eme

∗
m.

Es decir, I = vv∗ + P, de lo cual se deduce

P = I − vv∗ = I − N√
N∗N

N∗√
N∗N

= I − NN∗

N∗N
.

2) Tenemos N = (2, i, 2)T , por tanto

P =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

− 1

9

2
i
2

 [2 −i 2
]

= . . . =
1

9

 5 2i −4
−2i 8 −2i
−4 2i 5

 ,

S = 2P − I = . . . =
1

9

 1 4i −8
−4i 7 −4i
−8 4i 1

 .
3) El vector pedido es

Sx =
1

9

 1 4i −8
−4i 7 −4i
−8 4i 1

1
1
1

 =
1

9

−7 + 4i
7− 8i
−7 + 4i

 .
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

6. 1) Tenemos

P 2 =
(
A (A∗A)−1A∗

)(
A (A∗A)−1A∗

)
= A (A∗A)−1 (A∗A) (A∗A)−1A∗

= AI (A∗A)−1A∗ = A (A∗A)−1A∗ = P ⇒ P es idempotente.

P ∗ =
(
A (A∗A)−1A∗

)∗
= (A∗)∗

(
(A∗A)−1

)∗
A∗ = A ((A∗A)∗)

−1
A∗

= A (A∗A)−1A∗ = P ⇒ P es hermı́tica.

2) Tenemos

S∗S = (2P − I)∗(2P − I) = (2P ∗ − I)(2P − I) = (2P − I)(2P − I)

= 4P 2 − 2P − 2P + I = 4P − 4P + I = 0⇒ S es unitaria.

S∗ = (2P − I)∗ = 2P ∗ − I = 2P − I = S ⇒ S es hermı́tica.

7. Consideremos el subespacio F de Kn generado por las columnas de P. Es
decir,

F = {Px : x ∈ Kn}.

Veamos que P es la matriz de proyección sobre el subespacio F. En efecto,
para todo x ∈ Kn se verifica Px ∈ F por la propia definición de F. Por otra
parte,

x = Px︸︷︷︸
∈F

+ (x− Px) ∀x ∈ Kn.

Veamos que x − Px ∈ F⊥. En efecto, todo y ∈ F es de la forma y = Pz
para algún z ∈ Kn, por tanto

〈x− Px, y〉 = 〈x− Px, Pz〉 = 〈x, Pz〉 − 〈Px, Pz〉

= (Pz)∗ x− (Pz)∗ (Px) = z∗P ∗x− z∗P ∗Px

=︸︷︷︸
P hermit.

z∗Px− z∗P 2x =︸︷︷︸
P idemp.

z∗Px− z∗Px = 0.

14.25. Lema de Schur

1. Demostrar el lema de Schur: Sea A ∈ Cn×n. Entonces, existe U ∈ Cn×n
unitaria tal que U−1AU = U∗AU = T en donde T es una matriz triangular
superior y los elementos de la diagonal principal de T son los valores propios
de A.
2. Se considera la matriz

A =

[
−5 + i −15

2 6 + i

]
.
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14.25 Lema de Schur

Aplicar el lema de Schur para encontrar una matriz U unitaria tal que
U−1AU = U∗AU = T, con T triangular superior.

Solución. 1. Usaremos el método de inducción.
Paso base. El lema es cierto para n = 1. Efectivamente, si A = [a] basta
elegir U = [1], que es unitaria y además

U∗AU = [1]∗[a][1] = [1][a][1] = [a] = T.

Paso de inducción. Sea el lema cierto para n − 1. Sea λ1 un valor propio
de A y sea u1 un vector propio asociado a λ1 y de módulo 1 (‖u1‖ = 1) .
Ampliando hasta obtener una base de Cn y luego ortonormalizando por el
método de Schmidt obtenemos una base ortonormal de Cn : (u1, u2, . . . , un) .
La matriz U1 =

[
u1, u2, . . . , un

]
es por tanto unitaria y se verifica Au1 =

λ1u1. Entonces,

AU1 = A
[
u1, u2, . . . , un

]
=
[
λ1u1, Au2, . . . , Aun

]

=
[
u1, u2, . . . , un

]

λ1 . . . . . .
0 . . . . . .
...
0 . . . . . .

 = U1

[
λ1 b1
0 A1

]
.

Es decir, se verifica

U−1
1 AU1 =

[
λ1 b1
0 A1

]
, con U1 unitaria y A1 ∈ C(n−1)×(n−1).

Por hipótesis de inducción, existe M2 ∈ C(n−1)×(n−1) unitaria tal que

M−1
2 A1M2 =


λ2 t12 . . . t1,n−1

0 λ3 . . . t2,n−1
...

...
0 0 . . . λn

 ,
siendo λ2, . . . , λn los valores propios de A1. Definamos

U2 =

[
1 0

0 M2

]
.

La matriz U2 es claramente unitaria. Además,

(U1U2)−1A (U1U2) = U−1
2 U−1

1 AU1U2

=

[
1 0

0 M−1
2

]
U−1

1 AU1

[
1 0

0 M2

]
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

=

[
1 0

0 M−1
2

] [
λ1 b1
0 A1

] [
1 0

0 M2

]

=

[
λ1 b1
0 M−1

2 A1

] [
1 0

0 M2

]
=

[
λ1 b1M2

0 M−1
2 A1M2

]

=


λ1 s12 . . . s1n

0 λ2 . . . s2n
...

...
0 0 . . . λn

 = T.

La matriz U = U1U2 es unitaria por ser producto de unitarias y por tanto
U−1AU = U∗AU = T con T triangular. Es claro que λ1, . . . , λn son los valo-
res propios de A debido a la semejanza entre A y T. El lema es cierto para n.

2. Seguimos el esquema de la demostración del lema de Shur. Valores propios
de A :

det(A− λI) = λ2 − (traza A)λ+ detA = λ2 − (1 + 2i)λ− 1 + i = 0,

λ =
1 + 2i±

√
1

2
= {1 + i, i}.

Subspacio propio y base asociados a λ = i :

Vi ≡

{
− 5x1 − 15x2 = 0

2x1 + 6x2 = 0,
Bi = {(−3, 1)T }.

Normalizando, obtenemos u1 = 1√
10

(−3, 1)T . Un vector ortogonal a u1 es

(1, 3)T , y normalizando obtenemos u2 = 1√
10

(1, 3)T . La base {u1, u2} de C2

es ortonormal, por tanto

U1 = [u1, u2] =
1√
10

[
−3 1

1 3

]
es matriz unitaria. Hallemos U∗1AU1 :

U∗1AU1 =
1√
10

[
−3 1

1 3

] [
−5 + i −15

2 6 + i

]
1√
10

[
−3 1

1 3

]

= . . . =
1

10

[
10i 170
0 10 + 10i

]
=

[
i 17
0 1 + i

]
= T.

La matriz U pedida es U = U1.
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14.26 Simetŕıa de Householder

14.26. Simetŕıa de Householder

Sea N 6= 0 un vector columna de Rn. Sabemos que la matriz de simetŕıa
respecto del hiperplano ortogonal a N viene dada por

H = I − 2
NNT

NTN
,

la cual se llama fórmula de Householder y a la simetŕıa asociada, simetŕıa
de Householder. Sea a 6= 0 un vector columna de Rn. Demostrar que existe
al menos una simetŕıa H de Householder de modo que el vector Ha tiene
todas sus componentes nulas con excepción de la primera.

Solución. Consideremos el vector N = a+‖a‖ e1, siendo e1 el primer vector
de la base canónica de Rn i.e. e1 = (1, 0, . . . , 0)T . Hallemos Ha :

Ha =

(
I − 2

NNT

NTN

)
a = Ia− 2

NNT

NTN
a = a−N · 2 NT

NTN
a.

Desarrollemos NTN :

NTN = (a+ ‖a‖ e1)T (a+ ‖a‖ e1) =
(
aT + ‖a‖ eT1

)
(a+ ‖a‖ e1)

= aTa+ ‖a‖ eT1 a+ ‖a‖ aT e1 + ‖a‖2 eT1 e1

= ‖a‖2 + ‖a‖ 〈e1, a〉+ ‖a‖ 〈a, e1〉+ ‖a‖2 = 2
(
‖a‖2 + ‖a‖ 〈e1, a〉

)
.

Por otra parte,

2NTa = 2
(
aT + ‖a‖ eT1

)
a = 2

(
aTa+ ‖a‖ eT1 a

)
= 2

(
‖a‖2 + ‖a‖ 〈e1, a〉

)
.

En consecuencia,

Ha = a−N · 2 NT

NTN
a = a− (a+ ‖a‖ e1)

2
(
‖a‖2 + ‖a‖ 〈e1, a〉

)
2
(
‖a‖2 + ‖a‖ 〈e1, a〉

)

= a− (a+ ‖a‖ e1) = −‖a‖ e1 =


−‖a‖

0
...
0

 ,
como queŕıamos demostrar.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

14.27. Gram-Schmidt con integral impropia

Se considera el espacio vectorial E formado por las funciones

f : R→ R, f(x) = (a+ bx)e−x (a, b ∈ R).

Comprobar que 〈f(x), g(x)〉 =
∫ +∞

0 f(x)g(x) dx es un producto escalar
que confiere a E estructura de espacio eucĺıdeo. Elegir una base de E y
ortonormalizarla por el método de Gram-Schmidt.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Veamos que la función 〈 , 〉 : E×E → R dada está bien definida,
es decir que la integral que la define es convergente. Para que el problema
sea más autocontenido, no usaremos criterios de convergencia, hallando di-
rectamente el valor de la integral. Es claro que 〈f(x), g(x)〉 es de la forma
I =

∫ +∞
0 (Ax2 +Bx+C)e−2x dx. Calculemos pues esta integral. Usamos el

conocido método de identificación de coeficientes para este tipo de funciones.
Escribimos: ∫

(Ax2 +Bx+ C)e−2x dx = (αx2 + βx+ γ)e−2x.

Derivando ambos miembros:

(Ax2 +Bx+ C)e−2x = [−2αx2 + 2(α− β)x+ β − 2γ]e−2x.

Identificando coeficientes y resolviendo:

α = −A
2
, β = −A+B

2
, γ = −A+B + 2C

4
.

Tenemos por tanto:

I(A,B,C) =

∫ +∞

0
(Ax2 +Bx+ C)e−2x dx

=

[
−
(
A

2
x2 +

A+B

2
x+

A+B + 2C

4

)
· 1

e2x

]+∞

0

=
A+B + 2C

4
.

La función 〈 , 〉 está por tanto bien definida. Veamos que es un producto
escalar.

(i) 〈 , 〉 es forma bilineal. En efecto, para todo λ1, λ2 números reales y para
todo f1(x), f2(x), g(x) elementos de E :

〈λ1f1(x) + λ2f2(x), g(x)〉 =

∫ +∞

0
(λ1f1(x) + λ2f2(x))g(x)dx

= λ1

∫ +∞

0
f1(x)g(x)dx+ λ2

∫ +∞

0
f2(x)g(x)dx

= λ1 〈f1(x), g(x)〉+ λ2 〈f2(x), g(x)〉 .
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14.27 Gram-Schmidt con integral impropia

De manera análoga:

〈f(x), λ1g1(x) + λ2g2(x)〉 = λ1 〈f(x), g1(x)〉+ λ2 〈f(x), g2(x)〉 .

(ii) 〈 , 〉 es simétrica. En efecto, para todo f(x), g(x) elementos de E :

〈f(x), g(x)〉 =

∫ +∞

0
f(x)g(x)dx =

∫ +∞

0
g(x)f(x)dx = 〈g(x), f(x)〉 .

(iii) La forma cuadrática Q asociada a 〈 , 〉 es definida positiva. En efec-
to, para todo f(x) ∈ E tenemos Q(f(x)) =

∫ +∞
0 f2(x)dx ≥ 0 al ser

f2 ≥ 0. Por otra parte, dado que f2 es no negativa y continua se verifi-
ca Q(f(x)) = 0 ⇔ f(x) = 0 por un conocido teorema de Cálculo. Hemos
demostrado pues que 〈 , 〉 es producto escalar.

Hallemos una base de E. Todo vector de este espacio se puede expresar en
la forma f(x) = a · e−x + b · (xe−x). Esto implica que {e−x, xe−x} es siste-
ma generador de E. Veamos que es linealmente independiente. En efecto,
si α1e

−x + α2xe
−x = 0, para x = 0 obtenemos α1 = 0. Para x = 1 queda

α2e
−1 = 0 lo que implica α2 = 0.

Una base de E es por tanto B = {u1(x) = e−x, u2(x) = xe−x}. Hallemos
la base B′ = {v1(x), v2(x)} obtenida de B al aplicarle el método de Gram-
Schmidt. Usaremos el valor hallado de I(A,B,C).

‖u1(x)‖2 = 〈u1(x), u1(x)〉 =

∫ +∞

0
e−2xdx = I(0, 0, 1) =

1

2
.

Por tanto v1(x) = u1(x)/ ‖u1(x)‖ =
√

2e−x. Por otra parte sabemos que

v2(x) =
u2(x)− 〈u2(x), v1(x)〉 v1(x)

‖u2(x)− 〈u2(x), v1(x)〉 v1(x)‖
.

El valor de 〈u2(x), v1(x)〉 es:

〈u2(x), v1(x)〉 =

∫ +∞

0
(xe−x)(

√
2e−x)dx =

√
2I(0, 1, 0) =

√
2

4
.

El numerador de v2(x) es n(x) = xe−x − (
√

2/4)
√

2e−x = (x − 1/2)e−x,
entonces:

‖n(x)‖2 = 〈n(x), n(x)〉 =

∫ +∞

0
n2(x)dx

=

∫ +∞

0
(x2 − x+ 1/4)e−2xdx = I(1,−1, 1/4) =

1

8
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

⇒ v2(x) =
n(x)

‖n(x)‖
=
√

8(x− 1/2)e−x =
√

2(2x− 1)e−x.

La base ortonormalizada de B por el método de Gram-Schmidt es por tanto:

B′ = {
√

2e−x,
√

2(2x− 1)e−x}.

14.28. Proyección ortogonal en R2[x]

En el espacio vectorial real de los polinomios de grado menor o igual que 2
se define el producto escalar

〈p, q〉 =
1

2

∫ 1

−1
p(x)q(x) dx.

1. Hallar el coseno del ángulo que forman los vectores p1 = x y p2 = x2.
2. Ortonormalizar la base B = {1, x, x2} por el método de Schmidt.
3. Hallar la proyección ortogonal del vector x2 sobre el subespacio M engen-
drado por 1 y x.
4. Determinar la distancia mı́nima de x2 al subespacio M.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Dado que la integral está definida en el intervalo simétrico
[−1, 1], esta será nula para cualquier función impar. Tenemos < p1, p2 >=
(1/2)

∫ 1
−1 x

3dx = 0. Al ser p1 y p2 no nulos, sus normas no son nulas y en
consecuencia, el coseno del ángulo que forman estos dos vectores es

cosα =
〈p1, p2〉
‖p1‖ ‖p2‖

= 0.

2. Dada una base B = {u1, u2, u3} de un espacio eucĺıdeo E sabemos que la
ortonormalizada por el método de Gram-Schmidt viene dada por

e1 =
u1

‖u1‖
, e2 =

u2 − 〈u2, e1〉e1

‖u2 − 〈u2, e1〉e1‖
,

e3 =
u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1

‖u3 − 〈u3, e2〉e2 − 〈u3, e1〉e1‖
.

Procedemos a efectuar los cálculos para u1 = 1, u2 = x, u3 = x2

‖u1‖ =

√
1

2

∫ 1

−1
dx = 1⇒ e1 = 1,

u2 − 〈u2, e1〉e1 = x−
(

1

2

∫ 1

−1
xdx

)
· 1 = x
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14.29 Signatura en un espacio eucĺıdeo

⇒ ‖x‖ =

√
1

2

∫ 1

−1
x2dx =

1√
3
⇒ e2 =

√
3x,

u3− < u3, e2 > e2 − 〈u3, e1〉e1 = x2 −

(√
3

2

∫ 1

−1
x3dx

)
·
√

3x−

(
1

2

∫ 1

−1
x2dx

)
· 1 = x2 − 1

3
⇒
∥∥∥∥x2 − 1

3

∥∥∥∥ =

√
1

2

∫ 1

−1

(
x2 − 1

3

)2

dx

=
2

3
√

5
⇒ e3 = (3

√
5/2)(x2 − 1/3).

La base pedida es por tanto B′ = {1,
√

3x, (3
√

5/2)(x2 − 1/3)}.

3. Una base del subespacio M es {1, x}, y de los cálculos efectuados en el
apartado anterior deducimos que una base ortonormal de M es {1,

√
3x}.

Por un conocido teorema, la proyección de ortogonal de x2 sobre M es

p = 〈x2, 1〉1+ < x2,
√

3x >
√

3x =

(
1

2

∫ 1

−1
x2dx

)
· 1

−

(√
3

2

∫ 1

−1
x3dx

)
√

3x =
1

3
.

4. La mı́nima distancia de un vector a un subespacio sabemos que es la
distancia del vector a su proyección ortogonal sobre el subespacio. Es decir

d(x2,M) = d

(
x2,

1

3

)
=

∥∥∥∥x2 − 1

3

∥∥∥∥ =

√
1

2

∫ 1

−1
(x2 − 1/3)2dx =

2

3
√

5
=

2
√

5

15
.

14.29. Signatura en un espacio eucĺıdeo

Sea E un espacio vectorial real eucĺıdeo de dimensión n y sea u ∈ E un
vector de norma 1 (‖u‖ = 1). Para cada número real a se define en E la
forma cuadrática

Qa : E → R , Qa(x) = (〈x, u〉)2 + a ‖x‖2 .

(〈 , 〉 representa el producto escalar en E). Se pide:
(a) Determinar razonadamente la signatura de Qa (́ındice de positividad,
ı́ndice de negatividad, ı́ndice de nulidad), según los valores de a, si −1 <
a < 0.
(b) La misma pregunta si a ≥ 0 o bien a ≤ −1.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Como ‖u‖ = 1 el vector u es no nulo y en consecuencia li-
nealmente independiente. Por el teorema de la ampliación de la base, existen
vectores u2, . . . , un de E tales que B = {u, u2, . . . , un} es base de E. Apli-
cando el método de Gram-Schmidt a B obtenemos la base ortonormaal de
E: B′ = {u, e2, . . . , en}.

El vector de coordenadas de u en B′ es (1, 0, . . . , 0). Llamemos (x1, . . . , xn)
al vector de coordenadas de x en B′. Dado que B′ es ortonormal, el producto
escalar de dos vectores por medio de sus coordenadas en B′ se calcula como
en el caso usual. Por tanto:

Qa(x) = x2
1 + a(x2

1 + x2
2 + . . .+ x2

n) = (1 + a)x2
1 + ax2

2 + . . .+ ax2
n.

En forma matricial

Qa(x) =
(
x1, x2, . . . , xn

)


1 + a 0 . . . 0
0 a . . . 0
...

...
0 0 . . . a



x1

x2
...
xn

 .

Si−1 < a < 0 la matriz diagonalD anterior es de la formaD = diag (+,−, . . . ,−)
y la signatura de Qa es en consecuencia s = (1, n− 1, 0).

(b) Para a ≥ 0 tenemos:{
a = 0⇒ D = diag (1, 0, . . . , 0)⇒ s = (1, 0, n− 1)
a > 0⇒ D = diag (+,+, . . . ,+)⇒ s = (n, 0, 0).

Para a ≤ −1:{
a = −1⇒ D = diag (0,−1, . . . ,−1)⇒ s = (0, n− 1, 1)
a < −1⇒ D = diag (−,−, . . . ,−)⇒ s = (0, n, 0).

14.30. Un endomorfismo antisimétrico

En R3 con el producto escalar usual 〈 , 〉 se considera el endomorfismo f
cuya matriz respecto de la base canónica es

A =

 0 −1 2
1 0 3
−2 −3 0

 .
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14.30 Un endomorfismo antisimétrico

Se pide:

1. Calcular 〈x, f(x)〉 para x = (x1, x2, x3) ∈ R3 y los valores propios de f .
2. Determinar una ecuaciones cartesianas y unas bases de ker f e Im f .
3. En Rn con un producto escalar 〈 , 〉 un endomorfismo g se llama anti-
simétrico si ∀x∀y ∈ Rn 〈g(x), y〉 = −〈x, g(y)〉 . Demostrar que:

g es antisimétrico⇔ ∀x ∈ Rn g(x) ⊥ x.

4. Verificar que si g es antisimétrico se cumplen:
i) g no tiene valores propios distintos de 0.
ii) Im g = (ker g)⊥.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Tenemos

〈x, f(x)〉 =
(
x1 x2 x3

) 0 −1 2
1 0 3
−2 −3 0

x1

x2

x3

 .

La expresión anterior es una forma cuadrática q : R3 → R3 representada por
una matriz antisimétrica, lo cual implica que q = 0. Es decir, 〈x, f(x)〉 = 0
para todo x ∈ R3. Hallemos los valores propios de f :

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
−λ −1 2

1 −λ 3
−2 −3 −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − 14λ = (−λ)(λ2 + 14).

El único valor propio es λ = 0, pues estamos trabajando en el cuerpo de los
reales.

2. Unas ecuaciones cartesianas del núcleo son

ker f ≡


−x2 + 2x3 = 0
x1 + 3x3 = 0
−2x1 − 3x3 = 0.

Su dimensión es:

dim(ker f) = 3− rg

 0 −1 2
1 0 3
−2 −3 0

 = 3− 2 = 1.

Una base del núcleo es Bker f = {(−3, 2, 1}. Los vectores (y1, y2, y3) de la
imagen de f son los vectores de R3 que se pueden expresar de la formay1

y2

y3

 =

 0 −1 2
1 0 3
−2 −3 0

x1

x2

x3

 = x1

 0
1
−2

+ x2

−1
0
−3

+ x3

2
3
0


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Caṕıtulo 14. Producto escalar

con x1, x2, x3 variando en R. Los tres vectores anteriores generan por tanto
a Im f , el rango de la matriz A es dos y las dos primeras columnas son
linealmente independientes. Concluimos que una base de Im f es BIm f =
{(0, 1,−2), (−1, 0,−3)}. Unas ecuaciones paramétricas de la imagen son

Im f ≡


y1 = −λ2

y2 = λ1

y3 = −2λ1 − 3λ2

(λ1, λ2 ∈ R).

Eliminando λ1 y λ2 obtenemos 3y1 − 2y2 − y3 = 0 (ecuación cartesiana de
la imagen).

3. ⇒) Usando la propiedad conmutativa del producto escalar

g antisim.⇒ 〈g(x), y〉 = −〈x, g(y)〉 ∀x∀y ∈ Rn

⇒ 〈g(x), x〉 = −〈x, g(x)〉 ∀x ∈ Rn

⇒ 〈x, g(x)〉 = −〈x, g(x)〉 ∀x ∈ Rn

⇒ 2 〈x, g(x)〉 = 0 ∀x ∈ Rn

⇒ 〈x, g(x)〉 = 0 ∀x ∈ Rn

⇒ x ⊥ g(x) ∀x ∈ Rn.

⇐) Por hipótesis y para todo x, y ∈ Rn se verifica 〈x+ y, g(x+ y)〉 = 0.
Usando la linealidad de g :

〈x+ y, g(x+ y)〉 = 0⇒ 〈x+ y, g(x) + g(y)〉 = 0

⇒ 〈x, g(x)〉+ 〈y, g(x)〉+ 〈x, g(y)〉+ 〈y, g(y)〉 = 0

⇒ 〈y, g(x)〉+ 〈x, g(y)〉 = 0

⇒ 〈y, g(x)〉 = −〈x, g(y)〉
⇒ 〈g(x), y〉 = −〈x, g(y)〉
⇒ g antisim.

4. i) Sea λ ∈ R valor propio de g. Entonces existe v ∈ Rn no nulo tal que
g(v) = λv. Como g es antisimétrico se verifica 〈v, g(v)〉 = 0. Usando que
‖v‖2 6= 0 :

〈v, g(v)〉 = 0⇒ 〈v, λv〉 = 0

⇒ λ 〈v, v〉 = 0

⇒ λ ‖v‖2 = 0

⇒ λ = 0.

ii) Si v ∈ Im g, existe u ∈ Rn tal que v = g(u). Para todo x ∈ ker g se
verifica:

〈v, x〉 = 〈g(u), x〉 = −〈u, g(x)〉 = −〈u, 0〉 = 0.
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14.31 Un endomorfismo simétrico

Es decir, v ∈ (ker g)⊥ con lo cual Im g ⊂ (ker g)⊥. Por otra parte, usan-
do el teorema de las dimensiones para aplicaciones lineales y que para F
subespacio de Rn se verifica dimF⊥ = n− dimF , tenemos:

dim (ker g)⊥ = n− dim ker g = n− (n− dim Im g) = dim Im g.

Concluimos que Im g = (ker g)⊥.

14.31. Un endomorfismo simétrico

Sea E = R(2,2) dotado del producto escalar 〈P,Q〉 = tr(P tQ). Dada la
matriz

A(α) =

[
−1 + α 1− α
α −1

]
(α ∈ R),

se considera el endomorfismo Tα de E en E definido por Tα(X) = A(α) ·X.
Se pide:

1. Determinar la matriz M(α) de Tα en la base

B = {
[
1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]
}.

2. Estudiar para qué valores de α no es Tα un isomorfismo de E, y caracte-
rizar en este caso los subespacios kerTα e Im Tα.
3. Demostrar que la matriz M(α) y el endomorfismo Tα tienen los mismos
valores propios para cualquiera que sea α ∈ R.
4. Determinar el endomorfismo traspuesto de Tα e indicar para que valores
de α es Tα un endomorfismo simétrico.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Denotemos B = {e1, e2, e3, e4}, entonces

T (e1) = A(α)e1 =

[
−1 + α 0
α 0

]
= (−1 + α)e1 + αe3,

T (e2) = A(α)e2 =

[
0 −1 + α
0 α

]
= (−1 + α)e2 + αe4,

T (e3) = A(α)e3 =

[
1− α 0
−1 0

]
= (1− α)e1 − e3,

T (e4) = A(α)e4 =

[
0 1− α
0 −1

]
= (−1 + α)e2 − e4.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Trasponiendo coeficientes obtenemos la matriz M(α) de Tα en la base B :

M(α) =


−1 + α 0 1− α 0

0 −1 + α 0 1− α
α 0 −1 0
0 α 0 −1

 .

2. El endomorfismo Tα no es isomorfismo si y sólo si M(α) no es invertible,
o equivalentemente si y sólo si detM(α) 6= 0. Para hallar este determinante
sumamos a la primera columna la tercera:

detM(α) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 1− α 0
0 −1 + α 0 1− α

α− 1 0 −1 0
0 α 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (α− 1)

∣∣∣∣∣∣
0 1− α 0

−1 + α 0 1− α
α 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = (α− 1)2

∣∣∣∣−1 + α 1− α
−1 −1

∣∣∣∣
= (α− 1)2(α2 − 2α+ 1) = (α− 1)4 = 0⇔ α = 1.

Para α = 1 la matriz del endomorfismo T1 es

M(1) =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 −1 0
0 1 0 −1

 .

Unas ecuaciones de kerT1 en coordenadas en la base B y una base kerT1

son: {
x1 − x3 = 0
x2 − x4 = 0

, BkerT1 = {(1, 0, 1, 0)t, (0, 1, 0, 1)t}.

Una base de kerT1 la podemos expresar por tanto en la forma

BkerT1 = {
[
1 0
1 0

]
,

[
0 1
0 1

]
}.

Un conjunto maximal de columnas linealmente independientes de la matriz
de una aplicación lineal sabemos que determina una base de la imagen, en
consecuencia una base de Im T1 es

BIm T1 = {
[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]
}.
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14.32 Automorfismo en un espacio eucĺıdeo

3. Desarrollando por los elementos de la primera columna obtenemos

|M(α)− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 + α− λ 0 1− α 0

0 −1 + α− λ 0 1− α
α 0 −1− λ 0
0 α 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1 + α− λ)(−1− λ)

∣∣∣∣−1 + α− λ 1− α
α −1− λ

∣∣∣∣
= α(1−α)

∣∣∣∣−1 + α− λ 1− α
α −1− λ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1 + α− λ 1− α
α −1− λ

∣∣∣∣2 = |A(α)−λI|2.

Es decir, la matriz A(α) y el endomorfismo Tα tienen los mismos valores
propios para cualquiera que sea α ∈ R.

4. Denotemos

P =

[
x1 x2

x3 x4

]
, Q =

[
y1 y2

y3 y4

]
.

La expresión del producto escalar es

〈P,Q〉 = 〈
[
x1 x2

x3 x4

]
,

[
y1 y2

y3 y4

]
〉 = tr

[
x1 x3

x2 x4

] [
y1 y2

y3 y4

]
= x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4.

Dado que X = (x1, x2, x3, x4)t, Y = (y1, y2, y3, y4)t son las coordenadas de
P y Q respectivamente en la base B, la expresión del producto escalar en
esta base es

〈P,Q〉 = XtIY,

lo cual implica que la base B es ortonormal. La matriz del endomorfismo
traspuesto T tα es por tanto M(α)t y el endomorfismo Tα es simétrico si y
sólo si M(α) es simétrica. Esto ocurre cuando α = 1/2.

14.32. Automorfismo en un espacio eucĺıdeo

Sea E espacio vectorial eucĺıdeo de dimensión n y H ⊂ E subespacio.

1. Probar que existe un único automorfismo f en E cumpliendo{
f(x) = x ∀x ∈ H

f(x) = −x ∀x ∈ H⊥

Probar también que f−1 = f .
2. Calcular dicho automorfismo si E = R3 siendo H el subespacio generado
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

por el vector (−2, 0, 1) y calcular la imagen mediante dicho automorfismo
del subespacio

F = {(x, y, z) ∈ R3 : x− y + 2z = 0}.

(Se considera el producto escalar usual).
3. Sea R3 el espacio tridimensional, H una recta pasando por el origen y la
simetŕıa g respecto de la recta H. Probar que de identificar puntos y vectores
de R3, g es el automorfismo del que se habla en el primer apartado.
4. Deducir que el simétrico de un plano respecto de una recta es a su vez un
plano y que este es único.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Veamos que f es único. En efecto, como E = H ⊕H⊥, todo
x ∈ E se puede expresar de manera única en la forma x = x1 + x2 con
x1 ∈ H, x2 ∈ H⊥. Entonces

f(x) = f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) = x1 − x2.

Concluimos que si el automorfismo f existe, entonces está uńıvocamente
determinado. Veamos ahora que la aplicación f : E → E definida median-
te f(x) = x1 − x2 es efectivamente un automorfismo en E que satisface
f(x) = x para todo x ∈ H y f(x) = −x para todo x ∈ H⊥.

(a) f es lineal. Sean λ, µ ∈ R y sean x, y ∈ E tales que x = x1 + x2 con
x1 ∈ H,x2 ∈ H⊥, y = y1 + y2 con y1 ∈ H, y2 ∈ H⊥. Entonces

λx+ µy = λ(x1 + x2) + µ(y1 + y2) = (λx1 + µy1) + (λx2 + µy2).

en donde λx1 + µy1 ∈ H y λx2 + µy2 ∈ H⊥. Tenemos

f(λx+ µy) = (λx1 + µy1)− (λx2 + µy2)

= λ(x1 − x2) + µ(y1 − y2)

= λf(x) + µf(y)

es decir, f es lineal.

(b) f es inyectiva. Si x ∈ ker f entonces f(x) = x1 − x2 = 0 es decir,
x1 = x2 lo cual implica que x1 y x2 pertenecen a H ∩H⊥ = {0}. Por tanto
x1 = x2 = 0 y en consecuencia x = 0. Hemos demostrado que ker f = {0} o
equivalentemente que f es inyectiva.

(c) f es sobreyectiva. Por el teorema de las dimensiones para aplicaciones
lineales deducimos que dim Im f = dimE es decir, Im f , por tanto f es
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14.32 Automorfismo en un espacio eucĺıdeo

sobreyectiva. Hemos demostrado que f es isomorfismo, y por ende automor-
fismo, al ser el espacio inicial igual al final.

(d) Si x ∈ H entonces x = x + 0 con x ∈ H, 0 ∈ H⊥ y si x ∈ H⊥ entonces
x = 0 + x con 0 ∈ H,x ∈ H⊥. En consecuencia{

f(x) = x− 0 = x ∀x ∈ H
f(x) = 0− x = −x ∀x ∈ H⊥.

Finalmente veamos que f−1 = f o de forma equivalente, que f ◦ f = I.
Efectivamente, para todo x ∈ E se verifica

(f ◦ f)(x) = f(f(x)) = f(x1 − x2) = f(x1)− f(x2)

= x1 − (−x2) = x1 + x2 = x = I(x).

2. Los vectores de H⊥ son los (x, y, z) ∈ R3 ortogonales al vector (−2, 0, 1),
es decir, H⊥ ≡ −2x + z = 0. Una base de H⊥ es {(1, 0, 2), (0, 1, 0)}. Dado
que R3 = H ⊕H⊥, la unión de una base de H con otra de H⊥ es una base
de R3 :

BR3 = {(−2, 0, 1), (1, 0, 2), (0, 1, 0)}.

Expresemos ahora cualquier vector (x, y, z) ∈ R3 como suma de uno de H
y otro de H⊥ :

(x, y, z) = λ1(−2, 0, 1) + λ2(1, 0, 2) + λ3(0, 1, 0).

Resolviendo el sistema correspondiente obtenemos λ1 = (z − 2x)/5, λ2(x+
2z)/5 y λ3 = −y. El sumando que pertenece a H es:

λ1(−2, 0, 1) =
1

5
(4x− 2z, 0,−2x+ z), (1)

y el sumando que pertenece a H⊥ :

λ2(1, 0, 2) + λ3(0, 1, 0) =
1

5
(−x+ 2z, 5y,−2x− 4z). (2)

Restando al sumando (1) el sumando (2) obtenemos el vector (x,−y, z), es
decir el automorfismo f es:

f : R3 → R3, f(x, y, z) = (x,−y, z).

El transformado de F es por tanto f(F ) ≡ x+ y + 2z = 0.

3. La simetŕıa g es un automorfismo que cumple{
g(x) = x ∀x ∈ H

g(x) = −x ∀x ∈ H⊥.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Por la unicidad demostrada en el primer apartado se deduce que g = f .

4. Por ser g automorfismo, conserva la dimensiones de los subespacios en
consecuencia transforma planos en planos. La unicidad de cada plano es
consecuencia inmediata de la definición de aplicación.

14.33. Endomorfismo, forma cuadrática y cono

En R3 con el producto escalar usual 〈 , 〉 y siendo B = {e1, e2, e3} la base
canónica, se considera el endomorfismo T y la forma cuadrática f que cum-
plen las condiciones:

i) ∀x∀y ∈ R3 〈T (x), y〉 = 〈x, T (y)〉 .
ii) T (e1) ∈ L[e1 − e3].

iii) T (e2) ∈ L[e2 + 2e3].

iv) T (e3) = −9e1 + 8e2 − 11e3.

v) ∀x ∈ R3 f(x) = 〈T (x), x〉 .

1. Hallar la matriz de T respecto a B. Estudiar si es un isomorfismo. Estudiar
si es un isomorfismo isométrico.
2. Estudiar si T es diagonalizable. Hallar la suma, el producto y los signos
de los valores propios.
3. Obtener la matriz de f respecto a B, y una expresión polinómica de
f(x1, x2, x3). Reducir esta expresión a suma de cuadrados.
4. Estudiar que figura geométrica es la curva C de ecuaciones

x3 = 1, f(x1, x2, 1) = 0.

Hallar una ecuación no paramétrica, respecto de B del cono de vértice
(0, 0, 0) y directriz C.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. De T (e1) ∈ L[e1 − e3] deducimos que T (e1) = λe1 − λe3, y de
T (e2) ∈ L[e2 + 2e3] que T (e2) = µe2 + 2µe3. Si A es la matriz pedida:

T (e1) = λe1 − λe3

T (e2) = µe2 + 2µe3

T (e3) = −9e1 + 8e2 − 11e3

⇒ A =

 λ 0 −9
0 µ 8
−λ 2µ −11

 .
La condición i) indica que T es un endomorfismo simétrico. Como la base
canónica B es ortonormal con respecto del producto escalar usual, la matriz
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14.33 Endomorfismo, forma cuadrática y cono

A es simétrica. Es decir, λ = −9 y µ = 4. En consecuencia:

A =

 9 0 −9
0 4 8
−9 8 −11

 .
Se verifica detA = −1296 6= 0 lo cual implica que T es isomorfismo. Dado
que la base canónica es ortonormal con el producto escalar usual, T será iso-
morfismo isométrico si y sólo si A es ortogonal, y claramente no lo es.

2. La matriz real A es simétrica, y por tanto diagonalizable en R (teorema
espectral). Como consecuencia, T lo es. Sea D = diag (λ1, λ2, λ3) (con λi
valores propios de A) una matriz semejante con A. Teniendo en cuenta que
matrices semejantes tienen la misma traza y el mismo determinante:

λ1λ2λ3 = detD = detA = −1296

λ1 + λ2 + λ3 = trD = trA = 2.

De las igualdades anteriores se deduce inmediatamente que un valor propio
es negativo y los dos restantes positivos.

3. Llamando x = (x1, x2, x3)t se verifica

f(x) = 〈T (x), x〉 = 〈Ax, x〉 = (Ax)tx = xtAtx = xtAx.

En consecuencia, la matriz de f en la base B es A. Además:

f(x1, x2, x3) = (x1, x2, x3)

 9 0 −9
0 4 8
−9 8 −11

x1

x2

x3


= 9x2

1 + 4x2
2 − 11x2

3 − 18x1x3 + 16x2x3.

Descompongamos ahora f(x1, x2, x3) en suma de cuadrados independientes
usando el método de Gauss:

f(x1, x2, x3) = 9(x2
1 − 2x1x3) + 4x2

2 − 11x2
3 + 16x2x3

= 9(x1 − x3)2 − 9x2
3 + 4x2

2 − 11x2
3 + 16x2x3

= 9(x1 − x3)2 + (4x2
2 − 20x2

3 + 16x2x3).

4x2
2 − 20x2

3 + 16x2x3 = 4(x2
2 + 4x2x3)− 20x2

3

= 4(x2 + 2x3)2 − 16x2
3 − 20x2

3

= 4(x2 + 2x3)2 − 36x2
3.
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

Queda por tanto

f(x1, x2, x3) = 9(x1 − x3)2 + 4(x2 + 2x3)2 − 36x2
3.

4. Tenemos f(x1, x2, 1) = 9(x1− 1)2 + 4(x2 + 2)2− 36, por tanto la curva C
tiene por ecuaciones:

C ≡

(x1 − 1)2

4
+

(x2 + 2)2

9
= 1

x3 = 1.

En consecuencia es una elipse contenida en el plano x3 = 1, de centro
(1,−2, 0) y semiejes a = 2, b = 3. Hallemos la ecuación del cono. La rec-
tas que pasan por el origen y que no son paralelas al plano x3 = 1 son
de la forma X1/λ = X2/µ = X3/1 o equivalentemente de la forma X1 =
λX3, X2 = µX3. Obligando a que corten a la directriz:(λX3 − 1)2

4
+

(µX3 + 2)2

9
= 1

X3 = 1.

Eliminando X3 de las dos igualdades anteriores obtenemos 9(λ−1)2 +4(µ+
2)2 = 36. Esta última relación proporciona la condición que han de cumplir
las rectas X1 = λX3, X2 = µX3 para que pertenezcan al cono. Sustituyendo
en esta relación λ por X1/X2 y µ por X2/X3, obtenemos la ecuación del
cono:

9(X1 −X3)2 + 4(X1 + 2X3)2 − 36X2
3 = 0.

14.34. Subespacio ortogonal al de las matrices
diagonales

Sea E el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden n y entradas
reales. Se considera el producto escalar

〈A,B〉 = tr ABt, ∀A.B ∈ E.

Sea W el subespacio de E formado por las matrices diagonales. Determinar
W⊥, y hallar su dimensión.

Solución. Sea X ∈ E. Para queX pertenezca a W⊥ es necesario y suficiente
que X sea ortogonal a los elementos de una base de W. Elijamos B =
{D1, D2, . . . , Dn} como base de W siendo:

D1 =


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

 , D2 =


0 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0

 , . . . , Dn =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 1


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14.35 Diagonalización simultánea, sistema diferencial

Sea la matriz genérica de E :

X =


x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n
...

...
xn1 xn2 . . . xnn

 .

Entonces

〈D1, X〉 = tr D1X
t =


1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
0 0 . . . 0



x11 x21 . . . xn1

x12 x22 . . . xn2
...

...
x1n x2n . . . xnn



= tr


x11 . . .

0 . . .
...

...
. . . 0

 = x11.

De manera análoga:

〈D2, X〉 = x22 , . . . , 〈Dn, X〉 = xnn

Entonces,

X ∈W⊥ ⇔


〈D1, X〉 = 0
〈D2, X〉 = 0

. . .
〈Dn, X〉 = 0

⇔


x11 = 0
x22 = 0
. . .

xnn = 0.

El subespacio ortogonal a W es por tanto:

W⊥ = {


0 x12 . . . x1n

x21 0 . . . x2n
...

...
xn1 xn2 . . . 0

 : xij ∈ R},

y dado que E = W ⊕W⊥, se verifica

dimW⊥ = dimE − dimW = n2 − n = n(n− 1).

14.35. Diagonalización simultánea, sistema dife-
rencial

(i) Hallar todas las soluciones del sistema diferencial
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

[
1 2
2 8

] [
x′′1(t)
x′′2(t)

]
=

1

2

[
3 4
4 16

] [
x1(t)
x2(t)

]
.

(ii) Hallar la solución particular cumpliendo{
x1(0) = x2(0) = 0

x′1(0) = −
√

2, x′2(0) =
√

2/4.

Solución. Comentamos el método general. Sea el sistema diferencialBX ′′ =
AX con A,B ∈ Rn×n simétricas y B definida positiva. Sabemos que existe
una matriz C ∈ Rn×n invertible tal que{

CtAC = D
CtBC = In.

(1)

siendo D = diag(λ1, . . . , λn) con λi los valores propios generalizados. Efec-
tuando el cambio X = CY obtenemos

BX ′′ = AX ⇔ BCY ′′ = ACY ⇔ (Ct)−1Y ′′ = (Ct)−1DY ⇔ Y ′′ = DY.

(i) Las matrices asociadas al sistema son:

A =
1

2

[
3 4
4 16

]
, B =

[
1 2
2 8

]
.

Ambas matrices son simétricas y B es definida positiva al tener todos sus
menores principales positivos. Los valores propios generalizados son

det(A− λB) =

∣∣∣∣3/2− λ 2− 2λ
2− 2λ 8− 8λ

∣∣∣∣ = 4λ2 − 12λ+ 8 = 0⇔ λ = 1 ∨ λ = 2.

Hallemos los subespacios propios generalizados

Vλ1 ≡
{

(1/2)x1 = 0 , Vλ2 ≡
{

(−1/2)x1 − 2x2 = 0
−2x1 − 8x2 = 0.

Unas bases estos subespacios sonB1 =
{
v1 = (0, 1)t

}
yB2 =

{
v2 = (4,−1)t

}
.

Estos vectores corresponden a valores propios generalizados distintos, en
consecuencia son B-ortogonales. Sus normas son ‖v1‖ =

√
vt1Bv1 = 2

√
2,

‖v2‖ =
√
vt2Bv2 = 2

√
2. Una matriz C cumpliendo las condiciones (1) sabe-

mos que es C = [ v1/ ‖v1‖ , v2/ ‖v2‖ ] es decir

C =

√
2

4

[
0 4
1 −1

]
.

Resolvamos el sistema diagonal Y ′′ = DY

Y ′′(t) = DY (t)⇔
{
y′′1(t) = y1(t)
y′′2(t) = 2y2(t)

⇔
{

y1(t) = αet + βe−t

y2(t) = γe
√

2t + λe−
√

2t.
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14.36 Q(A) = (traza A)2 − 2 detA

Por tanto

X(t) =

[
x1(t)
x2(t)

]
= CY (t) =

√
2

4

[
4γe
√

2t + 4λe−
√

2t

αet + βe−t − γe
√

2t − λe−
√

2t

]
.

(ii) Imponiendo las condiciones X(0) = (0, 0)t, X ′(0) = (−
√

2,
√

2/4)t y
resolviendo el sistema obtenemos

X(t) =
1

8

[
−4e

√
2t + 4e−

√
2t

e
√

2t − e−
√

2t

]
.

14.36. Q(A) = (traza A)2 − 2 detA

En el espacio vectorial M2(R) se considera el producto escalar

〈
[
x1 x2

x3 x4

]
,

[
y1 y2

y3 y4

]
〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4.

Se define la aplicación Q : M2(R)→ R dada por

Q(A) = (traza A)2 − 2 detA.

a) Comprobar que Q es una forma cuadrática y hallar su matriz asociada
en la base canónica de M2(R).
b) Encontrar una base ortonormal con respecto al producto escalar definido
anteriormente en la que la matriz asociada a Q sea diagonal.

Solución. a) Sea A =

[
x1 x2

x3 x4

]
. Entonces,

Q(A) = (x1 + x4)2 − 2 (x1x4 − x2x3) = x2
1 + x2

4 + 2x2x3.

Obsérvese que (x1, x2, x3, x4) son las coordenadas de A en la base canónica
de M2(R). Por el conocido isomorfismo entre todo espacio vectorial E sobre
K y Kn (fijada un base), podemos concluir que Q es una forma cuadrática
al ser un polinomio homogéneo de grado 2. Podemos expresar

Q(A) = (x1, x2, x3, x3)


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1



x1

x2

x3

x4

 .

La matriz asociada a Q en la base canónica de M2(R) es

M =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .
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Caṕıtulo 14. Producto escalar

b) Valores propios de M :∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0 0

0 −λ 1 0
0 1 −λ 0
0 0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(λ2 − 1).

Los valores propios son por tanto 1 (triple) y −1 (simple). Unas ecuacio-
nes cartesianas de los subespacios propios y unas correspondientes bases
ortogonales son

V1 ≡

{
− x2 + x3 = 0

x2 − x3 = 0,
B1 = {(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 1, 1, 0)},

V−1 ≡


2x1 = 0

x2 + x3 = 0

x2 + x3 = 0

2x4 = 0,

B−1 = {(0,−1, 1, 0)}.

Base ortonormal y de vectores propios:{
(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1),

1√
2

(0, 1, 1, 0),
1√
2

(0,−1, 1, 0)

}
(en coordenadas en la base canónica). La base pedida es por tanto

B = {
(

1 0
0 0

)
,

(
0 0
0 1

)
,

1√
2

(
0 1
1 0

)
,

1√
2

(
0 −1
1 0

)
}.

Nota. La matriz P de cambio de la base canónica a la base B es ortogonal
(pues ambas son ortogonales). Por tanto

P−1MP = P tMP = diag (1, 1, 1,−1)

es la matriz de Q en la base B.

14.37. Una matriz normal

Sea A ∈ Cn×n una matriz normal, es decir AA∗ = A∗A (A∗ = Ā t, traspues-
ta de la conjugada de A).

a) Demostrar que ∀x ∈ Cn es ‖Ax‖2 = ‖A∗x‖2 .
b) Sea λ ∈ C, estudiar si la matriz A−λI es normal razonando la respuesta.
Sea ahora λ un valor propio de A, estudiar si λ̄ es valor propio de A∗,
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14.37 Una matriz normal

razonando la respuesta.
c) Sean λ y µ dos valores propios distintos de A. Sean u y v dos vectores
propios de A asociados a λ y µ respectivamente. Estudiar si u y v son siempre
ortogonales, razonando la respuesta.

(Propuesto en examen de Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. a) Usando las definiciones de norma eucĺıdea, producto escalar,
conocidas propiedades del operador ∗, y que A es normal:

‖A∗x‖22 = 〈A∗x,A∗x〉 = (A∗x)∗(A∗x) = x∗(A∗)∗A∗x

= x∗AA∗x = x∗A∗Ax = (Ax)∗(Ax) = 〈Ax,Ax〉 = ‖Ax‖22 .

Es decir, ‖Ax‖2 = ‖A∗x‖2 .

b) Desarrollando (A− λI)∗(A− λI) y (A− λI)(A− λI)∗ :

(A− λI)∗(A− λI) = (A∗ − λ̄I)(A− λI) = A∗A− λ̄A− λA∗ + |λ|2I,

(A− λI)(A− λI)∗ = (A− λI)(A∗ − λ̄I) = AA∗ − λA∗ − λ̄A+ |λ|2I.

Dado que AA∗ = A∗A, deducimos que (A−λI)∗(A−λI) = (A−λI)(A−λI)∗

y por tanto la matriz A− λI es normal.
Si λ es valor propio de A entonces existe un vector w ∈ Cn no nulo tal que
Aw = λw o de forma equivalente, (A− λI)w = 0. Como A− λI es normal,
usando el apartado a):

0 = ‖(A− λI)w‖2 = ‖(A− λI)∗w‖2 .

Deducimos que 0 = (A − λI)∗w = (A∗ − λ̄I)w o equivalentemente que
A∗ = λ̄w con w 6= 0. Por tanto, λ̄ es valor propio de A∗.

c) Por hipótesis Au = λu y Av = µv. Multiplicando por v∗ en la prime-
ra igualdad obtenemos v∗Au = λv∗u y tomando ∗ en ambos miembros,
u∗A∗v = λ̄u∗v. Ahora bien, por el apartado b) se verifica A∗v = µ̄v y por
tanto:

u∗µ̄v = λ̄u∗v ⇒ (λ̄− µ̄)u∗v = 0⇒ (λ̄− µ̄) 〈u, v〉 = 0.

Como λ 6= µ, también λ̄ 6= µ̄ y ha de ser 〈u, v〉 = 0. Los vectores u y v son
ortogonales.www.yo
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Caṕıtulo 15

Álgebra de los números
complejos

15.1. Cuerpo de los números complejos

Demostrar que (C,+, ·) es cuerpo, siendo + y · las operaciones habituales
en C.

Solución. a) (C,+) es grupo abeliano. En efecto,
1. Interna. Para todo x1 + y1i, x2 + y2i ∈ C con x1, y1, x2, y2 ∈ R se verifica

(x1 + y1i) + (x2 + y2i) = (x1 + x2︸ ︷︷ ︸
∈R

) + (y1 + y2︸ ︷︷ ︸
∈R

)i ∈ C.

2. Asociativa. Para todo x1 + y1i, x2 + y2i, x3 + y3i ∈ C con xj , yj ∈ R, y
usando la propiedad asociativa de la suma en R,

[(x1 + y1i) + (x2 + y2i)] + (x3 + y3i) = [(x1 + x2) + (y1 + y2)i] + (x3 + y3i)

= ((x1 + x2) + x3)+((y1 + y2) + y3) i = (x1 + (x2 + x3))+(y1 + (y2 + y3)) i

= (x1+y1i)+[(x2 + x3) + (y2 + y3)i] = (x1+y1i)+[(x2 + y2i) + (x3 + y3i)] .

3. Existencia de elemento neutro. Para todo x + yi ∈ C con x, y ∈ R se
verifica

(x+ yi) + (0 + 0i) = (x+ 0) + (y + 0)i = x+ yi,

(0 + 0i) + (x+ yi) = (0 + x) + (0 + y)i = x+ yi,

por tanto 0 + 0i es elemento neutro.
4. Existencia de elemento simétrico. Para todo x + yi ∈ C con x, y ∈ R se
verifica

(x+ yi) + ((−x) + (−y)i) = (x+ (−x)) + (y + (−y)) i = 0 + 0i,

593
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15.1 Cuerpo de los números complejos

((−x) + (−y)i) + (x+ yi) = ((−x) + x) + ((−y) + y) i = 0 + 0i,

por tanto, todo elemento de C tiene simétrico.
5. Conmutativa. Para todo x1 + y1i, x2 + y2i ∈ C con x1, y1, x2, y2 ∈ R y
usando la propiedad conmutativa en R,

(x1 + y1i) + (x2 + y2i) = (x1 + x2) + (y1 + y2)i

= (x2 + x1) + (y2 + y1)i = (x2 + y2i) + (x1 + y1i).

b) (C, ·) es semigrupo conmutativo y unitario. En efecto,
1. Interna. Para todo x1 + y1i, x2 + y2i ∈ C con x1, y1, x2, y2 ∈ R se verifica

(x1 + y1i)(x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2︸ ︷︷ ︸
∈R

) + (y1x2 + x1y2︸ ︷︷ ︸
∈R

)i ∈ C.

2. Asociativa. Para todo x1 + y1i, x2 + y2i, x3 + y3i ∈ C con xj , yj ∈ R, y
usando conocidas propiedades de la suma y del producto en R,

[(x1 + y1i)(x2 + y2i)] (x3 + y3i) = [(x1x2 − y1y2) + (y1x2 + x1y2)i] (x3 + y3i)

= (x1x2x3−y1y2x3−y1x2y3−x1y2y3)+(x1x2y3−y1y2y3+y1x2x3+x1y2x3)i.

Por otra parte

(x1 + y1i) [(x2 + y2i)(x3 + y3i)] = (x1 + y1i) [(x2x3 − y2y3) + (y2x3 + x2y3)i]

= (x1x2x3−x1y2y3−y1y2x3−y1x2y3)+(y1x2x3−y1y2y3+x1y2x3+x1x2y3)i.

Se verifica la igualdad.
3. Conmutativa. Para todo x1 + y1i, x2 + y2i ∈ C con x1, y1, x2, y2 ∈ R,

(x1 + y1i)(x2 + y2i) = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + y1x2)i,

(x2 + y2i)(x1 + y1i) = (x2x1 − y2y1) + (y2x1 + x2y1)i.

Se verifica la igualdad.
4. Existencia de elemento unidad. Para todo x + yi ∈ C con x, y ∈ R se
verifica

(x+ yi)(1 + 0i) = (1x− 0y) + (1y + 0x)i = x+ yi,

por tanto 1 + 0i es elemento unidad.
c) Todo elemento no nulo de C tiene inverso. En efecto, si x+ yi ∈ C con x,
y ∈ R es no nulo, entonces x 6= 0 o y 6= 0 con lo cual x2 + y2 6= 0. Entonces,

(x+ iy)

(
x

x2 + y2
− y

x2 + y2
i

)
=
x2 + y2

x2 + y2
+
yx− xy
x2 + y2

i = 1 + 0i,

luego x+ iy tiene inverso.
Concluimos que (C,+, ·) es cuerpo.
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Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

15.2. Operaciones con números complejos

1. Expresar en forma binómica de cada uno de los siguientes números com-
plejos:

a)
3− 2i

1 + 4i
. b) i23. c)

1

z
. d)

z − 1

z + 1
. e) (1− 2i)4. f)

√
3− 4i.

2. Resolver en C la ecuación z2 − (2 + i)z − 1 + 7i = 0.

3. Determinar todos los números complejos que son conjugados con su cubo.

4. a) Demostrar que si z ∈ C, entonces Re z > 0⇔ |z − 1| < |z + 1| .
b) Demostrar que si x + yi = (s + ti)n con n ∈ N, x, y, s, t ∈ R, entonces
x2 + y2 = (s2 + t2)n.

5. Demostrar que si r es ráız de un polinomio p(z) ∈ C[z] con coeficientes
reales, también r es ráız de p(z).

6. Sabiendo que el polinomio p(z) = 4z4−12z3 + 13z2−12z+ 9 tiene la ráız
compleja r = i, hallar todas sus ráıces.

7. Determinar el valor real del parámetro a para que la ecuación en z

|z|2 − (3− 4i)z − (3− 4i)z + a = 0

represente una circunferencia en el plano complejo de radio 3.

8. Sean z1 = 1, z2, . . . , zn las distintas ráıces enésimas de la unidad. De-
mostrar que (1− z2)(1− z3) . . . (1− zn) = n.

9. Sea G = {z ∈ C : |z| = 1}. Demostrar que (G, ·) es grupo.

Solución. 1. a)
3− 2i

1 + 4i
=

(3− 2i)(1− 4i)

(1 + 4i)(1− 4i)
=

3− 8 + (−2− 12)i

12 + 42
= − 5

17
−

14

17
i.

b) i23 = i20i3 =
(
i4
)5

(−i) = 15(−i) = −i.

c)
1

z
=

z

zz
=

z

|z|2
=

Re z

|z|2
− Im z

|z|2
i.

d)
z − 1

z + 1
=
z − 1

z + 1
· z + 1

z + 1
=

|z|2 − 1

|z|2 + 1 + 2Re z
+

2Im z

|z|2 + 1 + 2Re z
i.
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15.2 Operaciones con números complejos

e) Usando la fórmula del binomio de Newton

(1−2i)4 =

(
4

0

)
14(2i)0−

(
4

1

)
13(2i)1+

(
4

2

)
12(2i)2−

(
4

3

)
11(2i)3+

(
4

4

)
10(2i)4

= 1− 4 · 2i+ 6 · 4i2 − 4 · 8i3 + 1 · 16i4 = 1− 8i− 24 + 32i+ 16 = −7 + 24i.

f) Tenemos para x, y números reales

√
3− 4i = x+ yi⇔ (x+ yi)2 = 3− 4i⇔ x2 − y2 + 2xyi = 3− 4i

⇔

{
x2 − y2 = 3

2xy = −4.

Resolvamos el sistema anterior. Sustituyendo y = −2/x en la primera ecua-
ción

x2 − 4

x2
= 3, x4 − 3x2 − 4 = 0, x2 =

3±
√

25

2
= {4,−1}.

Como x es real, queda x = ±2 y por tanto, y = ∓1. Es decir,
√

3− 4i =
±(2− i).

2. Tenemos

z =
2 + i±

√
(2 + i)2 − 4(−1 + 7i)

2
=

2 + i±
√

7− 24i

2

= . . . =
2 + i± (4− 3i)

2
= {3− i,−1 + 2i}.

3. Sea z = x+ yi con x, y reales. Entonces,

z3 = z ⇔ (x+ yi)3 = x− yi⇔ x3 + 3x2(yi) + 3x(yi)2 + (yi)3 = x− yi

⇔ x3 − 3xy2 + (3x2y − y3)i = x− yi⇔

{
x3 − 3xy2 = x

3x2y − y3 = −y

⇔

{
x(x2 − 3y2 − 1) = 0

y(3x2 − y2 + 1) = 0.

De la primera ecuación del sistema anterior se deduce que x = 0 o x2−3y2−
1 = 0. Si x = 0, sustituyendo en la segunda obtenemos y(1 − y2) = 0, es
decir y = 0 0 y = ±1. Por tanto, los números complejos 0, y ±i satisfacen
las condiciones del problema.
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Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

Si x2−3y2−1 = 0, de la segunda ecuación se deduce y = 0 o 3x2−y2+1 = 0.
Si y = 0, entonces queda x = ±1. Si 3x2 − y2 + 1 = 0, queda el sistema{

x2 − 3y2 − 1 = 0

3x2 − y2 + 1 = 0.

Restando a la segunda ecuación la primera multiplicada por 3 obtenemos
8y2 + 4 = 0, lo cual no proporciona ninguna solución.
Los números pedidos son por tanto 0, ±1, ±i.

4. a) Tenemos las siguientes equivalencias

|z − 1| < |z + 1| ⇔ |z − 1|2 < |z + 1|2 ⇔ (z − 1)
(
z − 1

)
< (z + 1)

(
z + 1

)
⇔ (z − 1) (z − 1) < (z + 1) (z + 1)⇔ zz − z − z + 1 < zz + z + z + 1

⇔ 0 < 2 (z + z)⇔ 0 < Re z.

b) Tomando módulos en ambos miembros

|x+ yi| = |(s+ ti)n| = |s+ ti|n .

Elevando al cuadrado

|x+ yi|2 = |s+ ti|2n =
(
|s+ ti|2

)n
⇒ x2 + y2 = (s2 + t2)n.

5. Sea p(z) =

n∑
k=0

akz
k con ak ∈ R para todo k. Usando conocidas propieda-

des del conjugado

r es ráız de p(z)⇒ p(r) = 0⇒
n∑
k=0

akr
k = 0⇒

n∑
k=0

akrk = 0

⇒
n∑
k=0

ak rk = 0⇒
n∑
k=0

ak r
k = 0⇒ p (r) = 0⇒ r es ráız de p(z).

6. Como el polinomio p(z) tiene todos los coeficientes reales, −i también es
ráız de p(z), luego

p(z) = (z − i)(z + i)q(z) = (z2 + 1)q(z) con q(z) ∈ C[z].

Dividiendo p(z) entre z2 + 1 obtenemos q(z) = 4z2 − 12z + 9, o bien q(z) =
4(z − 3/2)2. Las ráıces de p(z) son por tanto ±i (simples) y 3/2 (doble).
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15.3 Ráız cuadrada de un número complejo

7. Sea z = x+ yi con x, y números reales. Sustituyendo tenemos

x2 + y2 − (3− 4i)(x+ yi)− (3 + 4i)(x− yi) + a = 0,

x2 + y2 − (3x− 4xi+ 3yi+ 4y)− (3x+ 4xi− 3yi+ 4y) + a = 0,

x2 + y2 − 6x− 8y + a = 0, (x− 3)2 + (y − 4)2 = 25− a.

El radio de la circunferencia es r =
√

25− a. Para que sea r = 3, se ha de
verificar a = 16.

8. Podemos expresar zn − 1 = (z − 1)(z − z2) . . . (z − zn). Por otra parte,

(1− z)(zn−1 + zn−2 + · · ·+ z + 1) = zn − 1.

En consecuencia (z − z2) . . . (z − zn) = zn−1 + zn−2 + · · ·+ z + 1 y dando a
z el valor 1,

(1− z2)(1− z3) . . . (1− zn) = n.

9. Veamos que la aplicación f(z) = |z| es un homomorfismo entre los grupos
multiplicativos C−{0} y (0,+∞). En efecto, para todo z, w ∈ C se verifica

f(zw) = |zw| = |z| |w| = f(z)f(w).

Ahora bien G = ker f lo cual prueba que G es subgrupo del grupo multipli-
cativo C− {0} y por ende, grupo multiplicativo.

15.3. Ráız cuadrada de un número complejo

Siendo a, b ∈ R, calcular
√
a+ bi expresando el resultado en forma binómica.

Solución. Para x, y ∈ R, tenemos las equivalencias

√
a+ bi = x+ yi⇔ (x+ yi)2 = a+ bi⇔ x2 − y2 + 2xyi = a+ bi

⇔

{
x2 − y2 = a

2xy = b.
(1)

De la segunda ecuación de (1), xy = −b/2 y llamando r1 = x2, r2 = −y2

tenemos r1r2 = −b2/4. De la primera ecuación, r1 + r2 = a. Una ecuación
de segundo grado cuyas ráıces son r1 y r2 es (r − r1)(r − r2) = 0 o bien

r2 − ar − b2

4
= 0.
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Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

Supongamos que b 6= 0, entonces

r1 = x2 =
a+
√
a2 + b2

2
> 0, r2 = −y2 =

a−
√
a2 + b2

2
< 0.

En consecuencia se verifica

|x| =

√
a+
√
a2 + b2

2
, |y| =

√
−a+

√
a2 + b2

2
.

Usando la relación 2xy = b podemos deducir la elección de los signos para
las soluciones de x e y :

√
a+ bi = ±

√a+
√
a2 + b2

2
+

√
−a+

√
a2 + b2

2
i

 si b > 0,

√
a+ bi = ±

√a+
√
a2 + b2

2
−

√
−a+

√
a2 + b2

2
i

 si b < 0.

Si b = 0, queda
√
a+ 0i =

√
a. Por tanto,

√
a+ bi = ± |a| si a > 0 y b = 0,

√
a+ bi = ± |a| i si a < 0 y b = 0,
√
a+ bi = 0 si a = 0 y b = 0.

15.4. Forma trigonométrica de los números com-
plejos

1. Expresar en forma binómica
1) 2[cos 135o + i sen 135o]. 2) 5[cos(−π/3) + i sen(−π/3)].

Expresar en forma trigonométrica
3)
√

3− i. 4) − 1 + i. 5) − 4− 4
√

3i. 6) − 3i.

2. Calcular las siguientes potencias expresando el resultado en forma binómi-

ca. a)
(√

3 + i
)15

. b) (1− i)27.

3. Expresar cos 6x y sen 6x en función de cosx y senx.

4. Calcular: a) 3
√

1 + i. b) 6
√

1.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



15.4 Forma trigonométrica de los números complejos

5. Resolver las ecuaciones: a) z6 + 1 = 0. b) z4 + 4 = 0.

6. Demostrar que las ráıces enésimas de un número complejo cualquiera son
los productos de una de ellas por las ráıces enésimas de la unidad.

7. Calcular el mayor valor entero n < 0 tal que

(
1 +

√
3

3
i

)n
sea imaginario

puro.

8. Calcular (1 + w)n, siendo w = cos 2π/3 + i sen 2π/3.

9. Calcular (1 + cosx+ i senx)n con x ∈ R.

Solución. 1. 1) 2[cos 135o + i sen 135o] = 2[−
√

2/2 + i
√

2/2] = −
√

2 +
√

2i.

2) 5[cos(−π/3) + i sen(−π/3)] = 5[1/2− i
√

3/2] = 5/2− 5
√

3i/2.

3) El módulo es ρ =
√

(
√

3)2 + 12 = 2. El argumento θ satisface tan θ =

−1/
√

3 = −
√

3/3, por tanto θ = −π/6 (4o cuadrante). Es decir,

√
3− i = 2[cos(−π/6) + i sen(−π/6)].

4) Tenemos ρ =
√

(−1)2 + 12 =
√

2 y tan θ = −1, por tanto θ = 3π/4 (2o

cuadrante). Es decir,

−1 + i =
√

2[cos(3π/4) + i sen(3π/4)].

5) Tenemos ρ =
√

(−4)2 + (−4
√

3)2 = 8 y tan θ =
√

3, por tanto θ = −2π/3

(3o cuadrante). Es decir,

−4− 4
√

3 = 8[cos(−2π/3) + i sen(−2π/3)].

6) Por una simple consideración geométrica, ρ = 3, θ = −π/2, por tanto

−3i = 3[cos(−π/2) + i sen(−π/2)].

2. a) Usando la fórmula de De Moivre:(√
3 + i

)15
= (2[cosπ/6 + i senπ/6])15 = 215[cos 15π/6 + i sen 15π/6]

= 215[cos 15π/6 + i sen 15π/6] = 215[cos 5π/2 + i sen 5π/2]

= 215[cos(2π + π/2) + i sen(2π + π/2)] = 215[cosπ/2 + i senπ/2] = 215i.
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Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

b) Podemos proceder como en el apartado anterior, ahora bien dado que
(1− i)2 = 1− 1− 2i = −2i,

(1− i)27 =
(
(1− i)2

)13
(1− i) = (−2i)13(1− i) = −213i13(1− i)

= −213i(1− i) = −213 − 213i = −213(1 + i).

3. Usando la fórmula de De Moivre,

(cosx+ i senx)6 = cos 6x+ i sen 6x.

Usando la fórmula del binomio de Newton,

(cosx+ i senx)6 =

(
6

0

)
cos6 x+

(
6

1

)
(cos5 x)(i senx)

+

(
6

2

)
(cos4 x)(i senx)2 +

(
6

3

)
(cos3 x)(i senx)3 +

(
6

4

)
(cos2 x)(i senx)4

+

(
6

5

)
(cosx)(i senx)5 +

(
6

6

)
(i senx)6 = cos6 x+ 6i cos5 x senx

−15 cos4 x sen2 x−20i cos3 x sen3 x+15 cos2 x sen4 x+6i cosx sen5 x−sen6 x.

Igualando partes real e imaginaria,

cos 6x = cos6 x− 15 cos4 x sen2 x+ 15 cos2 x sen4 x− sen6 x,

sen 6x = 6 cosx sen5 x− 20 cos3 x sen3 x+ 6 cosx sen5 x.

4. a) Usando la conocida fórmula de las ráıces enésimas de un número com-
plejo,

3
√

1 + i = 3
√

1(cosπ/4 + i senπ/4)

=
3
√

1

(
cos

(
π/3

4
+

2kπ

3

)
+ i sen

(
π/4

3
+

2kπ

3

))
, (k = 0, 1, 2)

= cos

(
π

12
+

2kπ

3

)
+ i sen

(
π

12
+

2kπ

3

)
, (k = 0, 1, 2).

Dando a k los correspondientes valores, obtenemos las tres ráıces

k = 0⇒ w0 = cos
π

12
+ i sen

π

12
,

k = 1⇒ w1 = cos
9π

12
+ i sen

9π

12
,

k = 2⇒ w2 = cos
17π

12
+ i sen

17π

12
.
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15.4 Forma trigonométrica de los números complejos

b) De manera análoga

6
√

1⇔ z = 6
√

1(cos 0 + i sen 0)

=
6
√

1

(
cos

(
0

6
+

2kπ

6

)
+ i sen

(
0

6
+

2kπ

6

))
, (k = 0, 1, . . . , 5)

= cos
kπ

3
+ i sen

kπ

3
, (k = 0, 1, . . . , 5).

Dando a k los correspondientes valores,

k = 0⇒ w0 = cos 0 + i sen 0 = 1,

k = 1⇒ w1 = cos
π

3
+ i sen

π

3
=

1

2
+

√
3

2
i,

k = 2⇒ w2 = cos
2π

3
+ i sen

2π

3
= −1

2
+

√
3

2
i,

k = 3⇒ w2 = cosπ + i senπ = −1.

Como 6
√

1 son las ráıces del polinomio con coeficientes reales z6−1 las otras
dos ráıces han de ser las conjugadas de w1 y w2. En consecuencia, las ráıces
sextas de la unidad son

±1,
1

2
±
√

3

2
i, −1

2
±
√

3

2
i.

5. a) Usando la conocida fórmula de las ráıces enésimas de un número com-
plejo,

z6 + 1 = 0⇔ z6 = −1⇔ z = 6
√
−1⇔ z = 6

√
1(cosπ + i senπ)

=
6
√

1

(
cos

(
π

6
+

2kπ

6

)
+ i sen

(
π

6
+

2kπ

6

))
, (k = 0, 1, . . . , 5)

= cos

(
π

6
+
kπ

3

)
+ i sen

(
π

6
+
kπ

3

)
, (k = 0, 1, . . . , 5).

Dando a k los correspondientes valores,

k = 0⇒ w0 = cos
π

6
+ i sen

π

6
=

√
3

2
+

1

2
i,

k = 1⇒ w1 = cos
π

2
+ i sen

π

2
= i,

k = 2⇒ w2 = cos
5π

6
+ i sen

5π

6
= −
√

3

2
+

1

2
i.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

Como z6 + 1 es polinomio con coeficientes reales, las otras tres ráıces han de
ser las conjugadas de las anteriores, por tanto las soluciones de z6 + 1 = 0
son √

3

2
± 1

2
i, ±i, −

√
3

2
± 1

2
i.

b) Procediendo de manera análoga,

z4 + 4 = 0⇔ z4 = −4⇔ z = 4
√
−4⇔ z = 4

√
4(cosπ + i senπ)

=
4
√

4

(
cos

(
π

4
+

2kπ

4

)
+ i sen

(
π

4
+

2kπ

4

))
, (k = 0, 1, 2, 3)

=
√

2

(
cos

(
π

4
+
kπ

2

)
+ i sen

(
π

4
+
kπ

2

))
, (k = 0, 1, 2, 3).

Dando a k los correspondientes valores,

k = 0⇒ w0 =
√

2
(

cos
π

4
+ i sen

π

4

)
=
√

2

(√
2

2
+

√
2

2
i

)
= 1 + i,

k = 1⇒ w1 =
√

2

(
cos

3π

4
+ i sen

3π

4

)
=
√

2

(
−
√

2

2
+

√
2

2
i

)
= −1 + i.

Como hab́ıamos comentado en el apartado anterior las otras dos ráıces han
de ser las conjugadas de las anteriores, por tanto las soluciones de z4 +4 = 0
son

1± i, −1± i.

6. Sea z un número complejo y sea w0 una ráız enésima de z, es decir wn0 = z.
Las ráıces enésimas de la unidad son

cos
2kπ

n
+ i sen

2kπ

n
, k = 0, 1, 2, . . . n− 1.

Llamando ε = cos 2π/n + i sen 2π/n, las ráıces enésimas de la unidad se
pueden expresar como

Un = {1, ε, ε2, . . . , εn−1} = {εk : k = 0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Se verifica para todo k = 0, 1, 2, . . . , n− 1(
w0ε

k
)n

= wn0 ε
kn = wn0 (εn)k = z · 1k = z,

es decir el conjunto w0Un está formado por ráıces enésimas de z. Además, los
argumentos de las ráıces enésimas de la unidad son distintos dos a dos, por
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15.5 Miscelánea de números complejos (1)

tanto w0Un tiene exactamente n elementos los cual prueba la proposición.

7. Aplicamos la fórmula de De Moivre:(
1 +

√
3

3
i

)n
=

(√
4

3

(
cos

π

6
+ i sen

π

6

))n

=

(√
4

3

)n (
cos

nπ

6
+ i sen

nπ

6

)
.

Para que sea imaginario puro, se ha de verificar cosnπ/6 = 0, y el mayor
entero estrictamente negativo que lo cumple se obtiene evidentemente para
nπ/6 = −π/2, es decir para n = −3.

8. Tenemos,

1 + w + w2 = 1 + cos
2π

3
+ i sen

2π

3
+ cos

4π

3
+ i sen

4π

3

= 1− 1

2
+

√
3

2
i− 1

2
−
√

3

2
i = 0⇒ 1 + w = −w2.

En consecuencia,

(1 + w)n =
(
−w2

)n
=

(
1

2
+

√
3

2
i

)n

=
(

cos
π

3
+ i sen

π

3

)n
= cos

nπ

3
+ i sen

nπ

3
.

9. Tenemos

1 + cosx+ i senx = 2 cos2 x

2
+ 2i sen

x

2
cos

x

2

= 2 cos
x

2

(
cos

x

2
+ i sen

x

2

)
⇒ (1 + cosx+ i senx)n = 2n cosn

x

2

(
cos

nx

2
+ i sen

nx

2

)
.

15.5. Miscelánea de números complejos (1)

1. Sea D = {z ∈ C : |z| > 1} . Demostrar que para todo w1, w2 ∈ D se
verifica ∣∣∣∣ w1 − w2

1− w1w2

∣∣∣∣ < 1.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

2. Demostrar que
∣∣(1 + i)z3 + iz

∣∣ < 3/4 si |z| < 1/2.

3. Usando la forma trigonométrica de los números complejos, calcular la
suma:

S = 1 +

(
n

1

)
cosx+

(
n

2

)
cos 2x+ · · ·+

(
n

n

)
cosnx.

4. Sean w0, w1, . . . , wn−1 las ráıces enésimas de la unidad y k entero positivo.
Calcular Sk = wk0 + wk1 + · · ·+ wkn−1.

5. Resolver la ecuación en C : z3 − (5 + i)z2 + (6 + 5i)z − 6i = 0.

6. Sean z y w dos números complejos. Demostrar la relación

|z + w|2 + |z − w|2 = 2
(
|z|2 + |w|2

)
.

¿Qué significado geométrico tiene esta identidad?

7. Siendo z, w números complejos no nulos, demostrar la desigualdad

|z + w| ≥ 1

2
(|z|+ |w|)

∣∣∣∣ z|z| +
w

|w|

∣∣∣∣ .
8. Sea z un número complejo tal que |z| > 1 y n entero positivo. Demostrar
que

1

|1 + zn|
≤ 1

|z|n − 1

9. Sea λ ∈ R. Describir geométricamente el conjunto

A = {z ∈ C : |z| = λ |z − 1|}.

Solución. 1. Usando que |w|2 = ww :∣∣∣∣ w1 − w2

1− w1w2

∣∣∣∣ < 1⇔ |w1 − w2| < |1− w1w2|

⇔ |w1 − w2|2 < |1− w1w2|2

⇔ (w1 − w2)(w1 − w2) < (1− w1w2)(1− w1w2)

⇔ |w1|2 − w2w1 − w1w2 + |w2|2 < 1− w2w1 − w1w2 + |w1|2 |w2|2

⇔ |w1|2 + |w2|2 < 1 + |w1|2 |w2|2
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15.5 Miscelánea de números complejos (1)

⇔ |w1|2
(

1− |w2|2
)
< 1− |w2|2 ⇔︸︷︷︸

1−|w2|2<0

|w1|2 > 0,

y la última desigualdad es por hipótesis.

2. Usando conocidas propiedades del módulo,∣∣(1 + i)z3 + iz
∣∣ ≤ ∣∣(1 + i)z3

∣∣+ |iz| = |1 + i| |z|3 + |i| |z|

<
√

2 · 1

8
+ 1 · 1

2
=

√
2 + 4

8
<

2 + 4

8
=

3

4
.

3. Llamemos H =

(
n

1

)
senx+

(
n

2

)
sen 2x+ · · ·+

(
n

n

)
sennx. Entonces,

S + iH = 1 +

(
n

1

)
(cosx+ i senx) +

(
n

2

)
(cos 2x+ i sen 2x)

+ . . .+

(
n

n

)
(cosnx+ i sennx)

=

(
n

0

)
1n +

(
n

1

)
1n−1(cosx+ i senx) +

(
n

2

)
1n−2(cosx+ i senx)2

+ . . .+

(
n

n

)
(cosx+ i senx)n = (1 + cosx+ senx)n .

Usando la conocidas fórmulas de trigonometŕıa

cos2 x

2
=

1 + cosx

2
, senx = 2 sen

x

2
cos

x

2
,

podemos expresar

S + iH =
(

2 cos2 x

2
+ 2i sen

x

2
cos

x

2

)n
[
2 cos

x

2

(
cos

x

2
+ i sen

x

2

)]n
= 2n cosn

x

2

(
cos

x

2
+ i sen

x

2

)n
= 2n cosn

x

2

(
cos

nx

2
+ i sen

nx

2

)
.

Igualando partes reales obtenemos

S = 2n cosn
x

2
cos

nx

2
.

4. Las ráıces enésimas de la unidad son

wj = cos
2jπ

n
+ i sen

2jπ

n
, (j = 0, 1, 2, . . . , n− 1).
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Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

Estás ráıces se pueden expresar en la forma

w0 = 1, w1 = w1, w2 = w2
1, . . . , wn−1 = wn−1

1 .

Por tanto Sk = 1 + wk1 + w2k
1 + · · ·+ w

k(n−1)
1 . Si k es múltiplo de n, k = np

entonces,

Sk = 1 + (wn1 )p + (wn1 )2p + · · ·+ (wn1 )(n−1)p = 1 + 1 + · · ·+ 1 = n.

Si k no es múltiplo de n, entonces wk1 6= 1 y aplicando la fórmula de la suma
de los términos de una progresión geométrica:

Sk =
1 (wn1 − 1)

wk1 − 1
= 0.

5. Una simple inspección de los coeficientes de la ecuación, sugiere ensayar
la posible solución z = i. Tenemos

i3 − (5 + i)i2 + (6 + 5i)i = −i+ 5 + i+ 6i− 5− 6i = 0.

Usando el algoritmo de Ruffini

1 −5− i 6 + 5i −6i
i i −5i 6i

1 −5 6 0

y queda la ecuación z2 − 5z + 6 = 0, cuyas ráıces son 2 y 3.

6. Desarrollando el primer miembro

|z + w|2 + |z − w|2 = (z + w) (z + w) + (z − w) (z − w)

= zz + wz + zw + ww + zz − wz − zw + ww

= 2zz + 2ww = 2
(
|z|2 + |w|2

)
.

La identidad expresa el conocido teorema de geometŕıa: la suma de los cua-
drados de las diagonales de un paralelogramo es igual al doble de la suma
de los cuadrados de los lados.

7. Desarrollando el segundo miembro y usando conocidas propiedades del
módulo,

1

2
(|z|+ |w|)

∣∣∣∣ z|z| +
w

|w|

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣ |z| z|z| +
|z|w
|w|

+
|w| z
|z|

+
|w|w
|w|

∣∣∣∣
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15.5 Miscelánea de números complejos (1)

=
1

2

∣∣∣∣z + w +
|z|w
|w|

+
|w| z
|z|

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∣z + w +
|z|2w + |w|2 z

|zw|

∣∣∣∣∣
=

1

2

∣∣∣∣z + w +
zzw + wwz

|zw|

∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣z + w +
zw (z + w)

|zw|

∣∣∣∣
≤ 1

2

(
|z + w|+

∣∣∣∣zw (z + w)

|zw|

∣∣∣∣) =
1

2

(
|z + w|+ |zw| |z + w|

|zw|

)
=

1

2
(|z + w|+ |z + w|) =

1

2
(|z + w|+ |z + w|)

=
1

2
(|z + w|+ |z + w|) =

1

2
· 2 |z + w| = |z + w| .

8. Por la desigualdad triangular,

|zn| = |zn + 1− 1| ≤ |zn + 1|+ 1.

Esto implica que |z|n − 1 ≤ |zn + 1| . Dado que |z| > 1, tenemos

0 < |z|n − 1 ≤ |zn + 1| .

Por tanto,
1

|1 + zn|
≤ 1

|z|n − 1
.

9. Si λ < 0, A es claramente el conjunto vaćıo. Si λ = 0 queda |z| = 0 con
lo cual A contiene únicamente al origen.
Sea ahora λ > 0 y z = x+ yi con x, y reales. Entonces,

|z| = λ |z − 1| ⇔ |z|2 = λ2 |z − 1|2

⇔ x2 + y2 = λ2
(
(x− 1)2 + y2

)
⇔ x2 + y2 = λ2

(
x2 − 2x+ 1 + y2

)
⇔
(
1− λ2

)
x2 +

(
1− λ2

)
y2 + 2λ2x = λ2.

Si λ = 1 queda 2x = 1, luego A representa la recta x = 1/2. Si λ 6= 1
podemos escribir

x2 + y2 +
2λ2

1− λ2
x =

λ2

1− λ2

⇔
(
x+

λ2

1− λ2

)2

+ y2 =
λ2

1− λ2
+

λ4

(1− λ2)2

⇔
(
x+

λ2

1− λ2

)2

+ y2 =
λ2

(1− λ2)2 .

En este caso A representa una circunferencia de centro C y radio r, siendo

C

(
− λ2

1− λ2
, 0

)
, r =

λ

|1− λ2|
.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

15.6. Miscelánea de números complejos (2)

1. Resolver la ecuación en C : z4 + 2z3 + 4z2 + 8z + 16 = 0.

2. Para a, b números reales, calcular las sumas

R = cos a+ cos(a+ b) + cos(a+ 2b) + · · ·+ cos (a+ (n− 1)b) ,

I = sen a+ sen(a+ b) + sen(a+ 2b) + · · ·+ sen (a+ (n− 1)b) .

3. Demostrar que si 0 6= z = cos θ + i sen θ, (θ ∈ R) y n natural, entonces

zn +
1

zn
= 2 cosnθ.

4. Determinar el subconjunto de R2 :

S = {(x, y) ∈ R2 : (x+ iy)3 ∈ R ∧ |x+ iy| > 8}.

5. Expresar la circunferencia C : x2 + y2 + 2x + 2y = 0 en coordenadas
conjugadas complejas, es decir en función de z = x+ iy y de z.

6. Sea z ∈ C y θ ∈ R. a) Demostrar que el producto z′ = z (cos θ + i sen θ)
es el resultado de girar el vector z un ángulo θ alrededor del origen.
b) Escribir la ecuación matricial del giro.

7. Sean z y w dos números complejos no nulos. Demostrar que si |z + w| =
|z − w| entonces, w/z es imaginario puro.

8. Demostrar que todas las circunferencias y rectas del plano se pueden
expresar en la forma

λzz +Az +Az +B = 0 con λ,B ∈ R, λB < AA.

Solución. 1. Tenemos las igualdades

z4 + 2z3 + 4z2 + 8z + 16 = 16

(
z4

16
+
z3

8
+
z2

4
+
z

2
+ 1

)

16

(
1 +

z

2
+
(z

2

)2
+
(z

2

)3
+
(z

2

)4
)

=︸︷︷︸
si z 6=2

16 · (z/2)5 − 1

z/2− 1
.

Para z 6= 2 la ecuación dada equivale a z5 − 32 = 0. Basta por tanto hallar
las ráıces quintas de 32 y excluir z = 2 (que evidentemente no satisface la
ecuación dada). Efectuando los cálculos obtenemos en forma polar

z1 = 22π/5, z2 = 24π/5, z3 = 26π/5, z4 = 28π/5.
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15.6 Miscelánea de números complejos (2)

2. Tenemos

R+ iI =
n−1∑
k=0

(cos(a+ kb) + i sen(a+ kb))

=
n−1∑
k=0

(cos a+ i sen a) (cos kb+ i sen kb)

= (cos a+ i sen a)

n−1∑
k=0

(cos kb+ i sen kb)

Dado que cos kb+ i sen kb = (cos b+ i sen b)n y usando la fórmula de la suma
de los términos de una progresión geométrica

R+ iH = (cos a+ i sen a)
cosnb+ i sen b

cos b+ i sen b− 1
.

Multiplicando numerador y denominador por cos b− i sen b− 1, y separando
partes real e imaginaria

R =
cos (a+ (n− 1)b)− cos (a+ nb)− cos(a− b) + cos a

2(1− cos b)
,

I =
sen (a+ (n− 1)b)− sen (a+ nb)− sen(a− b) + sen a

2(1− cos b)
.

Usando las conocidas fórmulas que transforman las sumas de las razones
trigonométricas seno y coseno en productos, obtenemos

R = cos

(
a+ (n− 1)

b

2

)
sen(nb/2)

sen(b/2)
,

I = sen

(
a+ (n− 1)

b

2

)
sen(nb/2)

sen(b/2)
.

3. Tenemos

1

z
=

cos θ − i sen θ

(cos θ + i sen θ)(cos θ − i sen θ)
=

cos θ − i sen θ

cos2 θ + sen2θ

= cos θ − i sen θ = cos(−θ) + i sen(−θ)

⇒ zn +
1

zn
= (cos θ + i sen θ)n + (cos(−θ) + i sen(−θ))n

= cosnθ + i sennθ + cos(−nθ) + i sen(−nθ)

= cosnθ + i sennθ + cosnθ − i sennθ = 2 cosnθ.
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Caṕıtulo 15. Álgebra de los números complejos

4. Tenemos (x+ iy)3 = x3 + 3ix2y − 3xy2 − iy3 Entonces,

(x+ iy)3 es real ⇔ 3x2y − y3 = 0⇔ y(3x2 − y2) = 0

⇔ y = 0 ∨ 3x2 − y2 = 0⇔ y = 0 ∨ y2 = 3x2 ⇔ y = 0 ∨ y = ±
√

3x.

Si y = 0, entonces

|x+ iy| > 8⇔ x2 > 64⇔ |x| > 8.

Si y = ±
√

3x, entonces

|x+ iy| > 8⇔ x2 + 3x2 > 64⇔ x2 > 16⇔ |x| > 4.

El conjunto S pedido es por tanto

S = {(x, 0) : |x| > 8} ∪ {(x,±
√

3x) : |x| > 4}.

5. Tenemos z = x + iy, z = x − iy. Sumando y restando estas igualdades
obtenemos

x =
z + z

2
, y =

z − z
2i

.

Sustituyendo en la ecuación de C y usando que x2 + y2 = zz,

C : zz + 2

(
z + z

2

)
+ 2

(
z − z

2i

)
= 0,

C : zz + (1− i)z + (1 + i)z = 0.

6. a) Los valores del módulo y el argumento de z′ son∣∣z′∣∣ = |z| |cos θ + i sen θ| = |z|
(
cos2 θ + sen2 θ

)
= |z| · 1 = |z| ,

arg z′ = arg (z (cos θ + i sen θ)) = (arg z) + θ,

lo cual prueba el resultado.
b) Si z′ = x′ + y′i con x′, y′ reales:

x′ + iy′ = (x+ yi) (cos θ + i sen θ)

= (x cos θ − y sen θ) + (x sen θ + y cos θ)i.

La ecuación matricial del giro es por tanto[
x′

y′

]
=

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

] [
x
y

]
.

7. Tenemos
|z + w| = |z − w| ⇔ |z + w|2 = |z − w|2
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15.6 Miscelánea de números complejos (2)

⇔ (z + w) (z + w) = (z − w) (z − w)

⇔ (z + w) (z + w) = (z − w) (z − w)

⇔ zz + wz + zw + ww = zz − wz − zw + ww

⇔ 2wz + 2zw = 0⇔ 2
(
zw + zw

)
= 0

⇔ 2Re (zw) = 0⇔ Re (zw) = 0.

Entonces,
w

z
=
wz

zz
=

Re (wz) + i Im (wz)

|z|2
=

Im (wz)

|z|2
i,

luego w/z es imaginario puro.

8. Toda circunferencia o recta del plano tiene por ecuación

λx2 + λy2 + ax+ by + c = 0 con λ, a, b, c ∈ R.

Para que sea circunferencia ha de ser λ 6= 0.Ademas, completando cuadrados
queda (

x+
a

2λ

)2
+

(
y +

b

2λ

)2

=
a2 + b2 − 4λc

4λ2
,

con lo cual también se ha de verificar a2 + b2− 4λc > 0. Para que sea recta,
ha de ser λ = 0 y a, b no simultáneamente nulos.

Usando coordenadas conjugadas complejas x = (z + z) /2, y = (z − z) /2i :

λ
z2 + z2 + 2zz

4
− λz

2 + z2 − 2zz

4
+ a

z + z

2
− biz − z

2
+ c = 0,

λzz +

(
a

2
− b

2
i

)
z +

(
a

2
+
b

2
i

)
z + c = 0.

Llamando A = a/2+bi/2 y c = B queda λzz+Az+Az+B = 0. Si λ 6= 0 la
condición a2 + b2 − 4λc > 0 equivale a λB < AA siendo además λ,B reales
por hipótesis.
Si λ = 0, como a y b no son simultáneamente nulos, AA > 0 luego 0 = λB <
AA.www.yo

qu
ier

oa
pro

ba
r.e

s



Caṕıtulo 16

Polinomios en una variable

16.1. División eucĺıdea de polinomios

1. Efectuar la división de A(x) = x4+6x3+10x2+3x−6 entre B(x) = x2+3x.
Deducir de ello la descomposición de A(x) en producto de dos trinomios de
segundo grado.

2. En R[x] hallar los siguientes restos
a) De la división de p(x) = x1237 − 1 entre q(x) = x2 − 1.
b) De la división de p(x) = x1237 − 1 entre q(x) = (x+ 1)2.

3. En R[x] hallar los siguientes restos
a) De la división de p(x) = (x+

√
3)16 entre q(x) = x2 + 1.

b) De la división de (cosh a+ x senh a)n entre x2 − 1.

4. Sean a y b números reales distintos y p(x) un polinomio real. Determinar
el resto de la división de p(x) entre (x−a)(x−b) en función de p(a) y de p(b).

5. (a) Usando el algoritmo de Euclides, hallar el máximo común divisor
mónico D(x) de los polinomios de Q[x] :

p(x) = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1, q(x) = x3 − 2x2 − 2x− 3.

(b) Encontrar polinomios α(x), β(x) en Q[x] tales que

α(x) p(x) + β(x) q(x) = D(x).

Solución. 1. Efectuando la división obtenemos

A(x) = B(x)(x2 + 3x+ 1)− 6.

613
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16.1 División eucĺıdea de polinomios

Por tanto, podemos expresar

A(x) = B(x) (B(x) + 1)− 6 = B2(x) +B(x)− 6

= (B(x)− 2) (B(x) + 3) = (x2 + 3x− 2)(x2 + 3x+ 3).

2. a) Según el teorema de la división eucĺıdea de polinomios, existen únicos
polinomios c(x) y r(x) = ax+ b tales que

x1237 − 1 = (x2 − 1)c(x) + ax+ b. (1)

Las ráıces de x2 − 1 son x = ±1. Sustituyéndolas en (1),

0 = a+ b, −2 = −a+ b.

Resolviendo obtenemos a = 1, b = −1, luego el resto pedido es r(x) = x−1.
b) Análogamente

x1237 − 1 = (x+ 1)2c(x) + ax+ b. (2)

La única ráız de (x+ 1)2 es x = −1 (doble). Sustituyendo en (2),

−2 = −a+ b.

Derivando la igualdad (2),

1237x1236 = 2(x+ 1)c(x) + (x+ 1)2c′(x) + a.

Sustituyendo x = −1 en la igualdad anterior obtenemos 1237 = a, luego el
resto pedido es r(x) = 1237x+ 1235.

3. a) Podemos expresar

(x+
√

3)16 = (x2 + 1)c(x) + ax+ b. (1)

Las ráıces de x2 + 1 son x = ±i. Sustituyendo x = i en (1),

(
√

3 + i)16 = ai+ b. (2)

El módulo de
√

3 + i es 2 y el argumento π/6, por tanto

(
√

3 + i)16 = 216
(

cos 16 · π
6

+ i sen 16 · π
6

)
= 216 (cos 16 · 30o + i sen 16 · 30o)

= 216 (cos 16 · 30o + i sen 16 · 30o)
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

= 216 (cos 480o + i sen 480o)

216 (cos 120o + i sen 120o) = 216
(
−1/2 + i

√
3/2
)
.

Igualando partes real e imaginaria en (2), a = 215
√

3 y b = −215. El resto
pedido es por tanto

r(x) = 215(
√

3x− 1).

b) Podemos expresar

(cosh a+ x senh a)n = (x2 − 1)c(x) +Ax+B. (1)

Las ráıces de x2 − 1 son x = ±1. Sustituyendo en (1),{
(cosh a+ senh a)n = A+B

(cosh a− senh a)n = −A+B

⇔


(
ea + e−a

2
+
ea − e−a

2

)n
= A+B(

ea + e−a

2
− ea − e−a

2

)n
= −A+B

⇔
{

ena = A+B
e−na = −A+B

⇔


A =

ena − e−na

2
= senhna

B =
ena + e−na

2
= coshna.

El resto pedido es por tanto r(x) = x senhna+ coshna.

4. Podemos expresar

p(x) = (x− a)(x− b)c(x) +Ax+B.

Sustituyendo en la igualdad anterior x = a y x = b,{
p(a) = Aa+B
p(b) = Ab+B.

Resolviendo el sistema anterior obtenemos el resto:

Ax+B =
p(a)− p(b)
a− b

x+
ap(b)− bp(a)

a− b
.

5. (a) Efectuando las correspondientes divisiones eucĺıdeas

x+ 3 (1/10)x− 3/10

x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 x3 − 2x2 − 2x− 3 10x2 + 10x+ 10

10x2 + 10x+ 10 0
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16.2 Factorización de polinomios

Entonces, mcd (p(x), q(x)) = 10x2 + 10x+ 10 o bien,

D(x) = mcd (p(x), q(x)) = x2 + x+ 1 (mónico).

(b) De las divisiones hechas en el apartado anterior,

10D(x) = 10x2 + 10x+ 10 = p(x)− (x+ 3)q(x)

⇒ 1

10
p(x) +

(
− 1

10
x− 3

10

)
q(x) = D(x)

⇒ α(x) =
1

10
, β(x) = − 1

10
x− 3

10
.

16.2. Factorización de polinomios

1. Descomponer el polinomio f(x) = x6 + 1 en producto de factores irredu-
cibles, a) En C[x]. b) En R[x].

2. Descomponer el polinomio f(x) = x4 − 10x2 + 1 en producto de factores
irreducibles, a) En C[x]. b) En R[x].

3. Descomponer en producto de factores irreducibles el polinomio de Z5[x]

p(x) = x5 + x4 + 4x3 + 4x2 + 3x+ 3.

4. Efectuar la factorización de f(x) = x8 +x4 +1 en producto de polinomios
irreducibles en R[x].

5. Descomponer en producto de factores irreducibles el polinomio

p(x) = x4 +
7

3
x3 +

73

36
x2 +

7

9
x+

1

9
,

sabiendo que tiene dos ráıces reales dobles.

6. (a) Descomponer en producto de factores irreducibles los polinomios de
Z5[x]

p(x) = x4 + 4x3 + x2 + 4x, q(x) = x3 + x2 + x+ 1.

(b) Calcular mcd (p(x), q(x)) y mcm (p(x), q(x)).

Solución. 1. a) Hallemos las ráıces de f(x). Tenemos

x6 + 1 = 0⇔ x6 = −1⇔ x = 6
√
−1⇔ x = 6

√
1(cosπ + i senπ)
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

=
6
√

1

(
cos

(
π

6
+

2kπ

6

)
+ i sen

(
π

6
+

2kπ

6

))
, (k = 0, 1, . . . , 5)

= cos

(
π

6
+
kπ

3

)
+ i sen

(
π

6
+
kπ

3

)
, (k = 0, 1, . . . , 5).

Dando a k los correspondientes valores,

k = 0⇒ w0 = cos
π

6
+ i sen

π

6
=

√
3

2
+

1

2
i,

k = 1⇒ w1 = cos
π

2
+ i sen

π

2
= i,

k = 2⇒ w2 = cos
5π

6
+ i sen

5π

6
= −
√

3

2
+

1

2
i.

Como f(x) = x6 +1 es polinomio con coeficientes reales, las otras tres ráıces
han de ser las conjugadas de las anteriores, por tanto

f(x) =

(
x−
√

3

2
− 1

2
i

)(
x−
√

3

2
+

1

2
i

)

(x− i)(x+ i)

(
x+

√
3

2
− 1

2
i

)(
x+

√
3

2
+

1

2
i

)
.

b) Operando los factores que corresponden a ráıces conjugadas obtenemos

f(x) = (x2 +
√

3x+ 1)(x2 + 1)(x2 −
√

3x+ 1).

2. a) Hallemos las ráıces de f(x). Tenemos

x4 − 10x2 + 1 = 0, x2 =
10±

√
96

2
=

10± 4
√

6

2
= 5±

√
6.

Ahora bien,
√

5 + 2
√

6 = ±(
√

3 +
√

2) pues
(
±(
√

3 +
√

2)
)2

= 5 + 2
√

6. De

manera análoga,
√

5 + 2
√

6 = ±(
√

3−
√

2). Las ráıces de f(x) son por tanto

√
3 +
√

2, −
√

3−
√

2,
√

3−
√

2, −
√

3 +
√

2,

y la descomposición en factores irreducibles es

f(x) =
(
x−
√

3−
√

2
)(

x+
√

3 +
√

2
)(

x−
√

3 +
√

2
)(

x+
√

3−
√

2
)
.

b) Claramente la descomposición es la misma.
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16.2 Factorización de polinomios

3. Tenemos

p(0) = 3 6= 0, p(1) = 1 + 1 + 4 + 4 + 3 + 4 + 3 = 1 6= 0.

p(2) = 2 + 1 + 2 + 1 + 1 + 3 = 0.

Aplicando el algoritmo de Ruffini,

1 1 4 4 3 3
2 2 1 0 3 2

1 3 0 4 1 0

⇒ p(x) = (x− 2)(x4 + 3x3 + 4x+ 1︸ ︷︷ ︸
p1(x)

).

p1(2) = 1 + 2 + 3 + 1 = 2 6= 0, p1(3) = 1 + 1 + 2 + 1 = 0.

1 3 0 4 1
3 3 3 4 4

1 1 3 3 0

⇒ p1(x) = (x− 3)(x3 + x2 + 3x+ 3︸ ︷︷ ︸
p2(x)

).

p2(3) = 2 + 4 + 4 + 3 = 3 6= 0, p2(4) = 4 + 1 + 2 + 3 = 0.

1 1 3 3
4 4 0 2

1 0 3 0

⇒ p2(x) = (x− 4)(x2 + 3︸ ︷︷ ︸
p3(x)

).

p3(4) = 1 + 3 = 4 6= 0.

En consecuencia, la descomposición en factores irreducibles de p(x) es

p(x) = (x− 2)(x− 3)(x− 4)(x2 + 3),

o de forma equivalente

p(x) = (x+ 3)(x+ 2)(x+ 1)(x2 + 3).

4. Podemos expresar

f(x) = x8 + x4 + 1 =
(
x4 + 1

)2 − x4 =
(
x4 + 1

)2 − (x2
)2

=
(
x4 + 1 + x2

) (
x4 + 1− x2

)
=
(
x4 + x2 + 1

) (
x4 − x2 + 1

)
.

Por otra parte

x4 − x2 + 1 =
(
x2 + 1

)2 − 3x2 =
(
x2 + 1

)2 − (√3x
)2

=
(
x2 + 1 + (

√
3x)
)(

x2 + 1− (
√

3x)
)

=
(
x2 +

√
3x+ 1

) (
x2 − x+ 1

)
.

De manera análoga

x4 + x2 + 1 =
(
x2 + 1

)2 − x2 =
(
x2 + x+ 1

) (
x2 −

√
3x+ 1

)
.
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

Podemos expresar

f(x) =
(
x2 +

√
3x+ 1

)(
x2 −

√
3x+ 1

) (
x2 − x+ 1

) (
x2 + x+ 1

)
.

Los cuatro polinomios de segundo grado que aparecen tienen discriminante
menor que 0 luego son irreducibles en R[x] y por tanto ya tenemos la facto-
rización pedida.

5. Si a es ráız doble de p(x), entonces es ráız simple de p′(x) con lo cual
a es ráız simple del m.c.d. (p(x), p′(x)) . Usando el algoritmo de Euclides
obtenemos

D(x) = m.c.d.
(
p(x), p′(x)

)
= 6x2 + 7x+ 2.

Hallemos las ráıces de D(x) :

6x2 + 7x+ 2 = 0⇔ x =
−7±

√
1

12
= {−1/2,−2/3},

por tanto,

x4 +
7

3
x3 +

73

36
x2 +

7

9
x+

1

9
=

(
x+

1

2

)2(
x+

2

3

)2

.

6. (a) Tenemos p(x) = x (x3 + 4x2 + x+ 4︸ ︷︷ ︸
p1(x)

). Por otra parte,

p1(0) = 4 6= 0, p1(1) = 1 + 4 + 1 + 4 = 0.

Aplicando el algoritmo de Ruffini,

1 4 1 4
1 1 0 1

1 0 1 0

⇒ p1(x) = (x− 1)(x2 + 1︸ ︷︷ ︸
p2(x)

).

p2(1) = 1 + 1 = 2 6= 0, p2(2) = 4 + 1 = 0.

1 0 1
2 2 4

1 2 0

⇒ p2(x) = (x− 2)(x+ 2).

En consecuencia,

p(x) = x(x− 1)(x− 2)(x+ 2) = x(x+ 4)(x+ 3)(x+ 2).

Procediendo de manera análoga obtenemos

q(x) = (x+ 3)(x+ 2)(x+ 1).

(b) De los apartados anteriores deducimos

mcd (p(x), q(x)) = (x+ 3)(x+ 2),

mcm (p(x), q(x)) = x(x+ 4)(x+ 3)(x+ 2)(x+ 1).
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16.3 Fórmulas de Cardano-Vieta

16.3. Fórmulas de Cardano-Vieta

1. Demostrar las fórmulas de Cardano-Vieta: Sea p(x) = anx
n+an−1x

n−1 +
· · ·+a1x+a0 ∈ C[x] (an 6= 0) y sean r1, r2, . . . , rn las ráıces de p(x) en donde
cada una se escribe tantas veces como sea su multiplicidad. Designemos por
σ1, σ2, . . . , σn las llamadas funciones elementales de las ráıces. Se verifica

σ1 =
∑
i

ri = r1 + r2 + · · ·+ rn = −an−1

an
,

σ2 =
∑
i<j

rirj = r1r2 + r1r3 + · · ·+ rn−1rn =
an−2

an
,

σ3 =
∑
i<j<k

rirjrk = r1r2r3 + r1r2r4 + · · ·+ rn−2rn−1rn = −an−3

an
,

. . .

σn = r1r2 · · · rn =
(−1)nan−1

an
.

2. Comprobar las fórmulas de Cardano-Vieta para el polinomio

p(x) = x3 − 4x2 + x+ 6.

3. Resolver la ecuación 17x3 + 16x2 + 33x − 2 = 0 sabiendo que tiene una
ráız compleja de módulo

√
2.

4. Dada la ecuación x3− 7x+ k = 0, calcular k para que una solución sea el
doble de otra. Resolver dicha ecuación.

Solución. 1. Usando el teorema de descomposición de polinomios podemos
expresar

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = an(x− r1)(x− r2) . . . (x− rn).

Igualando los coeficientes de xn−p,

an−p = an
∑

i1<i2<...<ip

(−1)pri1ri2 . . . rip = (−1)panσp,

de donde resultan las fórmulas de Cardano-Vieta.

2. Como p(−1) = −1 − 4 − 1 + 6 = 0, 1 es ráız de p(x). Dividiendo p(x)
entre x+ 1, obtenemos

p(x) = (x+ 1)(x2 − 5x+ 6) = (x+ 1)(x− 2)(x− 3).
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

Las ráıces de p(x) son por tanto r1 = −1, r2 = 2 y r3 = 3. Los coeficiente
de p(x) son a3 = 1, a2 = −4, a1 = 1, a0 = 6. Entonces,

r1 + r2 + r3 = −1 + 2 + 3 = 4 = −−4

1
= −a2

a3
,

r1r2 + r1r3 + r2r3 = (−1) · 2 + (−1) · 3 + 2 · 3 = 1 =
1

1
=
a1

a3
,

r1r2r3 = (−1) · 2 · 3 = −6 = −6

1
= −a0

a3
.

3. Las tres soluciones de la ecuación son de la forma

x1 = a+ bi, x2 = a− bi, x3, con a, b ∈ R, a2 + b2 = 2.

Usando las fórmulas de Cardano-Vieta

x1 + x2 + x3 = 2a+ x3 = −16

17
,

x1x2 + x1x3 + x2x3 = a2 + b2 + (a+ bi)x3 + (a− bi)x3 =
33

17
,

x1x2x3 = (a2 + b2)x3 =
2

17
.

Obtenemos pues el sistema 
2a+ x3 = −16

17
2 + 2ax3 = 33

17
2x3 = 2

17 ,

que resuelto proporciona las solución x3 = 1/17, a = −1/2. Por otra parte
b =
√

2− a2 = ±
√

7/2. Las soluciones de la ecuación dada son por tanto

−1

2
±
√

7

2
i,

1

17
.

4. Las ráıces de la ecuación son de la forma x1, x2 = 2x1 y x3. Aplicando
las fórmulas de Cardano-Vieta,

3x1 + x3 = 0,

2x2
1 + 3x1x3 = −7,

2x2
1x3 = k.

Sustituyendo x3 = −3x1 obtenemos −7x2
1 = −7 de lo cual x1 = ±1, x2 = ±2

y x3 = ∓3. Usando k = 2x2
1x3 queda

k = −6⇒ x1 = 1, x2 = 2, x3 = −3,

k = 6⇒ x1 = −1, x2 = −2, x3 = 3.
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16.4 Ráıces en progresión

16.4. Ráıces en progresión

Se considera el polinomio de tercer grado p(x) = ax3 + bx2 + cx+ d ∈ R[x].

1. (i) Hallar la condición que han de cumplir los coeficientes de p(x) para
que tenga tres ráıces en progresión aritmética.
(ii) Usar los resultados obtenidos para resolver la ecuación

8x3 − 12x2 − 2x+ 3 = 0.

2. (i) Hallar la condición que han de cumplir los coeficientes de p(x) para
que tenga tres ráıces en progresión geométrica.
(ii) Usar los resultados obtenidos para resolver la ecuación

8x3 − 42x2 + 63x− 27 = 0.

Solución. 1. (i) Las tres ráıces del polinomio se pueden expresar en la forma
u− h, u, u+ h. Usando las fórmulas de Cardano-Vieta:

u− h+ u+ u+ h = −b/a
(u− h)u+ (u− h)(u+ h) + u(u+ h) = c/a

(u− h)u(u+ h) = −d/a.

Simplificando obtenemos: 
3u = −b/a

3u2 − h2 = c/a
u3 − uh2 = −d/a.

De la primera ecuación obtenemos u = −b/(3a). Sustituyendo en la segunda:

h2 = 3u2 − c

a
=

b2

3a2
− c

a
=
b2 − 3ac

3a2
.

Sustituyendo en la tercera ecuación u y h2 por sus valores:

− b3

27a3
+

b

3a

b2 − 3ac

3a2
= −d

a
.

Simplificando obtenemos la relación:

27a2d+ b(2b2 − 9ac) = 0.

(ii) Para a = 8, b = −12, c = −2, d = 3 se verifica 27a2d+ b(2b2 − 9ac) = 0.
En este caso tenemos:

u = − b

3a
=

1

2
, h =

√
b2 − 3ac

3a2
= ±1.
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

Para h = 1 obtenemos {u− h, u, u+ h} = {−1/2, 1, 3/2} y para h = −1, las
mismas soluciones: {u − h, u, u + h} = {3/2, 1,−1/2}. Concluimos que las
ráıces del polinomio son −1/2, 1 y 3/2.

2. (i) Las tres ráıces del polinomio se pueden expresar en la forma u/h, u, uh.
Usando las fórmulas de Cardano-Vieta:

(u/h) + u+ uh = −b/a
(u/h)u+ (u/h)(uh) + u(uh) = c/a

(u/h)u(uh) = −d/a.

Simplificando obtenemos:
u ((1/h) + 1 + h) = −b/a
u2 ((1/h) + 1 + h) = c/a

u3 = −d/a.

Dividiendo la segunda ecuación entre la primera obtenemos u = −c/b con
lo cual −d/a = −c3/b3 o bien:

b3d− c3a = 0.

(ii) Para a = 8, b = −42, c = 63, d = −27 se verifica b3d − c3a = 0. En
este caso tenemos u = −c/b = 3/2. La igualdad u ((1/h) + 1 + h) = −b/a
es ahora:

3

2

(
1

h
+ 1 + h

)
=

21

4
.

Operando queda la ecuación 2h2 − 5h + 2 = 0 cuyas soluciones son 2 y
1/2. Para h = 2 obtenemos {u/h, u, uh} = {3/4, 3/2, 3} y para h = 1/2, las
mismas soluciones: {u/h, u, uh} = {3, 3/2, 3/4}. Concluimos que las ráıces
del polinomio son 3/4, 3/2 y 3.

16.5. Ráıces múltiples de polinomios

1. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica distinta de 0, a es un elemento del
cuerpo K y p(x) ∈ K[x]. Demostrar que si a es ráız de orden k ≥ 1 de p(x),
entonces a es ráız de orden k − 1 de p′(x).

2. Demostrar que en Z2[x], a = 1 es ráız doble tanto de p(x) = x(x + 1)2

como de p′(x).

3. Demostrar que 1 es ráız al menos triple el polinomio

p(x) = x2n − nxn+1 + nxn−1 − 1.
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16.5 Ráıces múltiples de polinomios

4. Siendo n ≥ 1, hallar la multiplicidad de 1 como ráız de

ϕ(x) = (x2 − 1)(xn − 1) ∈ C[x].

5. Demostrar que el polinomio p(x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
∈ R[x] no tiene

ráıces múltiples.

6. Hallar las condiciones según las cuales el polinomio

f(x) = x5 + 10ax3 + 5bx+ c, a, b, c ∈ C

tiene al menos una ráız al menos triple y no nula.

7. Calcular la multiplicidad de la ráız a de

p(x) =
x− a

2

(
f ′(x) + f ′(a)

)
− f(x) + f(a) ∈ C[x],

siendo f(x) ∈ C[x].

Solución. 1. Si es ráız de orden k ≥ 1 de p(x), p(x) = (x − a)kq(x) con
q(x) ∈ K[x] y q(a) 6= 0. Derivando

p′(x) = k(x− a)k−1q(x) + (x− a)kq′(x)

= (x− a)k−1
(
kq(x) + (x− a)q′(x)

)
.

Sea h(x) = kq(x)+(x−a)q′(x), entonces h(a) = kq(a). Ahora bien q(a) 6= 0
y k1 6= 0 pues K es de caracteŕıstica distinta de 0, luego h(a) 6= 0.

2. En Z2 se verifica −1 = 1, por tanto p(x) = (x− 1)2x y claramente a = 1
es ráız doble de p(x). Derivando,

p′(x) = (1 + 1)︸ ︷︷ ︸
=0

(x− 1)x+ (x− 1)2 · 1 = (x− 1)2,

es decir a = 1 también es ráız doble de p′(x).

3. Las derivadas primera y segunda de p(x) son

p′(x) = 2nx2n−1 − n(n+ 1)xn + n(n− 1)xn−2,

p′′(x) = 2n(2n− 1)x2n−2 − n2(n+ 1)xn−1 + n(n− 1)(n− 2)xn−3.

Sustituyendo x = 1,
p(1) = 1− n+ n− 1 = 0,
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

p′(1) = 2n− n(n+ 1) + n(n− 1) = n(2− n− 1 + n− 1) = 0,

p′′(0) = 2n(2n− 1)− n2(n+ 1) + n(n− 1)(n− 2)

= n
(
4n− 2− n2 − n+ n2 − 3n+ 2

)
= 0,

luego 1 es ráız al menos triple el polinomio p(x).

4. Se verifica ϕ(1) = 0. Por otra parte,

ϕ′(x) = 2x(xn − 1) + (x2 − 1)nxn−1 ⇒ ϕ′(1) = 0,

ϕ′′(x) = 2(xn − 1) + 2nxn + 2nxn + (x2 − 1)n(n− 1)xn−2

⇒ ϕ′′(0) = 4n 6= 0,

luego 1 es ráız doble de ϕ(x).

5. Si r es ráız múltiple de p(x) se ha de verificar p(r) = p′(r) = 0. Tenemos

p(r) = 1 +
r

1!
+
r2

2!
+ · · ·+ rn

n!
= 0. (1)

Por otra parte,

p′(x) = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn−1

(n− 1)!

⇒ p′(r) = 1 +
r

1!
+
r2

2!
+ · · ·+ rn−1

(n− 1)!
= 0. (2)

Restando a la igualdad (1) la (2) obtenemos rn/n| = 0, es decir r ha de ser
necesariamente 0. Pero claramente 0 no es ráız de p(x).

6. Las derivadas primera y segunda de f(x) son

f ′(x) = 5x4 + 30ax2 + 5b, f ′′(x) = 20x3 + 60ax.

Si x es ráız al menos triple no nula de f(x),
x5 + 10ax3 + 5bx+ c = 0

5x4 + 30ax2 + 5b = 0
20x3 + 60ax = 0

⇔︸︷︷︸
x6=0


x5 + 10ax3 + 5bx+ c = 0

x4 + 6ax2 + b = 0
x2 + 3a = 0.

Sustituyendo x2 = −3a en la segunda igualdad

9a2 − 18a2 + b = 0, o bien b = 9a2.
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16.6 Ráız cuádruple según parámetros

La primera igualdad se puede expresar como x
(
x4 + 10ax2 + 5b

)
+ c = 0.

Sustituyendo en esta, x =
√
−3a,

√
−3a

(
9a2 − 30a2 − b

)
= −c o bien 24a2

√
−3a = −c.

Elevando al cuadrado obtenemos −1728a5 = c2. Las condiciones pedidas
son por tanto {

b = 9a2

1728a5 + c2 = 0.

7. Se verifica p(a) = 0 Derivando sucesivamente obtenemos

p′(x) =
1

2

(
f ′(x) + f ′(a)

)
+
x− a

2
f ′′(x)− f ′(x)⇒ p′(a) = 0,

p′′(x) =
1

2
f ′′(x) +

1

2
f ′′(x) +

x− a
2

f ′′′(x)− f ′′(x)

=
x− a

2
f ′′′(x)⇒ p′′(a) = 0,

p′′′(x) =
1

2
f ′′′(x) +

x− a
2

f (4)(x)⇒ p′′′(a) =
1

2
f ′′′(a).

La multiplicidad de a como cero de p(x) es por tanto k + 3, siendo k ≥ 0 la
multiplicidad de a como ráız de f ′′′(x).

16.6. Ráız cuádruple según parámetros

Determinar m,n, p ∈ R para que el polinomio f(x) = x6+mx4+10x3+nx+p
admita una ráız cuádruple.

Solución. Si x es una ráız cuádruple, ha de verificar f(x) = f ′(x) = f ′′(x) =
f ′′′(x) = 0, es decir

6x5 + 4mx3 + 30x2 + n = 0
30x4 + 12mx2 + 60x = 0
120x3 + 24mx+ 60 = 0

o bien


6x5 + 4mx3 + 30x2 + n = 0

5x4 + 2mx2 + 10x = 0
10x3 + 2mx+ 5 = 0.

No puede ser x = 0 pues no verifica la tercera ecuación. Dividiendo la
segunda ecuación entre x :{

5x3 + 2mx+ 10 = 0
10x3 + 2mx+ 5 = 0

⇒ 5x3 − 5x = 0⇒ x =
3
√

1.

Los únicos posibles valores de x son por tanto x = 1 o cualquiera de las
otras dos ráıces cúbicas ω, ω̄ no reales de la unidad. Esto último no puede
ser, pues al tener f(x) coeficientes reales, si tiene una ráız también tiene
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

la conjugada y f(x) seŕıa de grado 8. Concluimos que la única posible ráız
cuádruple de f(x) es x = 1. Entonces:

f(1) = 0
f ′(1) = 0
f ′′(1) = 0
f ′′′(1) = 0

⇔


1 +m+ 10 + n+ p = 0

6 + 4m+ 30 + n = 0
5 + 2m+ 10 = 0
10 + 2m+ 5 = 0.

Resolviendo el sistema anterior, obtenemos m = −15/2, n = −6, p = 5/2.

16.7. Polinomio de interpolación de Lagrange

1. Sean x0, x1, . . . , xn elementos distintos dos a dos de un cuerpo K. Sean
λ0, λ1, . . . , λn elementos de K. Demostrar que existe un único polinomio
p ∈ K[x] de grado ≤ n tal que

p(x0) = λ0, p(x1) = λ1, . . . , p(xn) = λn.

Al polinomio p se le llama polinomio de interpolación de Lagrange para los
puntos (xi, λi), i = 0,1, . . . , n.

2. Encontrar en R[x] el polinomio de interpolación de Lagrange para los
puntos (1, 3), (−1, 9), (3, 13).

3. Se considera la función f(x) = cos
πx

4
. Hallar el polinomio de menor grado

que toma los mismos valores que f en los puntos −2, −4/3, 0, 4/3, 2.

Solución. 1. Unicidad. Si existieran dos polinomios p, q ∈ K[x] de grado
≤ n cumpliendo p(xi) = λi y q(xi) = λi para todo i = 0,1, . . . , n, entonces
(p − q)(xi) = 0 para todo i = 0,1, . . . , n. Esto implicaŕıa que el polinomio
p− q que es de grado ≤ n tendŕıa más de n ráıces y esto sólo puede ocurrir
cuando p− q = 0, luego p = q.

Existencia. El polinomio

p(x) =

n∑
i=0

λi
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)

es claramente de grado ≤ n y satisface p(xi) = λi para todo i = 0,1, . . . , n.

2. El polinomio de interpolación de Lagrange es en este caso

p(x) = λ0
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+λ1

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+λ2

(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
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16.8 Ecuación de tercer grado

siendo (x0, λ0) = (1, 3), (x1, λ1) = (−1, 9) y (x2, λ2) = (3, 13). Sustituyendo
y operando obtenemos p(x) = 2x2 − 3x+ 4.

3. El polinomio pedido es el polinomio de interpolación de Lagrange para los
puntos (xi, f(xi)), i = 0, 1, . . . , 4 con x0 = −2, x1 − 4/3, x2 = 0, x3 = 4/3,
x4 = 2. Los valores de yi son

y0 = f(−2) = cos
(
−π

2

)
= 0, y1 = f (−4/3) = cos

(
−π

3

)
= 1/2,

y2 = f(0) = cos 0 = 1, y3 = f (4/3) = cos
π

3
= 1/2, y4 = f(2) = cos

π

2
= 0.

Usando la correspondiente fórmula y operando, obtenemos:

p(x) =
1

640

(
9x4 − 196x2 + 640

)
.

16.8. Ecuación de tercer grado

1. Resolver la ecuación x3 + 3x2 − 3x− 14 = 0.

2. Resolver la ecuación x3 − 12x+ 16 = 0.

3. Usando el discriminante, estudiar el tipo de soluciones de las ecuaciones:
(a) x3 + 3x2 − 3x− 14 = 0.
(b) x3 − 12x+ 16 = 0.
(c) x3 − 10x+ 30.

4. Demostrar que la sustitución x = y− a
3

transforma la ecuación x3 +ax2 +

bx+ c = 0, en la ecuación equivalente

y3 + py + q = 0.

Solución. Recordemos los siguiente resultados teóricos:

Teorema. La sustitución x = y− a

3
transforma la ecuación de tercer grado

x3 + ax2 + bx+ c = 0, (a, b, c ∈ C)

en la ecuación equivalente

y3 + py + q = 0, p, q ∈ C. �
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

Teorema. Sea la ecuación y3 + py + q = 0 con p, q ∈ C. Entonces,
(a) Las soluciones de esta ecuación son

y =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27︸ ︷︷ ︸
α

+
3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27︸ ︷︷ ︸
β

siempre y cuando αβ = −p/3.
(b) Sean 1, ε, ε2 las ráıces cúbicas de la unidad, es decir

1, ε =
−1 +

√
3i

2
, ε2 =

−1−
√

3i

2
.

Supongamos que α1 y β1 son valores de α y β respectivamente tales que
α1β1 = −p/3. Entonces, las soluciones de la ecuación dada son

y1 = α1 + β1

y2 = α1ε+ β1ε
2

y3 = α1ε
2 + β1ε. �

1. Efectuando la sustitución x = y − 1 :

(y − 1)3 + 3(y − 1)2 − 3(y − 1)− 14 = 0

⇔ y3 − 6y − 9 = 0.

Tenemos p = −6, q = −9, por tanto

α =
3

√
9

2
+

√
81

4
− 216

27
=

3

√
9

2
+

7

2
=

3
√

8, β =
3

√
9

2
− 7

2
=

3
√

1

Para α1 = 2 y β1 = 1 obtenemos α1β1 = 2 = −p/3, luego las soluciones de
(∗) son

y1 = α1 + β1 = 3,

y2 = α1ε+ β1ε
2 = 2 · −1 +

√
3i

2
+
−1−

√
3i

2
= −3

2
+

√
3

2
i,

y3 = α1ε
2 + β1ε = 2 · −1−

√
3i

2
+
−1 +

√
3i

2
= −3

2
−
√

3

2
i.

En consecuencia, las soluciones de la ecuación dada son

x1 = y1 − 1 = 2,

x2 = y2 − 1 = −5

2
+

√
3

2
i,

x3 = y3 − 1 = −5

2
−
√

3

2
i.
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16.8 Ecuación de tercer grado

2. Tenemos p = −12, q = 16, por tanto

α =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+
p3

27
= . . . = 3

√
−8,

β =
3

√
−q

2
−
√
q2

4
+
p3

27
= . . . = 3

√
−8,

Para α1 = −2 y β1 = −2 obtenemos α1β1 = 4 = −p/3, luego las soluciones
de la ecuación dada son

x1 = α1 + β1 = −4,

x2 = α1ε+ β1ε
2 = −2 · −1 +

√
3i

2
− 2 · −1−

√
3i

2
= 2,

x3 = α1ε
2 + β1ε = −2 · −1−

√
3i

2
− 2 · −1 +

√
3i

2
= 2.

3. Recordemos el siguiente resultado teórico:
Teorema. Sea la ecuación de tercer grado y3 + py + q = 0 con p, q reales y
sea

D = −4p3 − 27q2 = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
su discriminante. Entonces,
(i) Si D < 0, la ecuación tiene una solución real y dos imaginarias conju-
gadas.
(ii) Si D = 0, todas las soluciones son reales siendo dos de ellas iguales
entre śı.
(iii) Si D > 0, la ecuación tiene tres soluciones reales distintas. �

(a) Efectuando la sustitución x = y− 1 obtenemos y3− 6y− 9 = 0, es decir
p = −6, q = −9. El discriminante es

D = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −108

(
81

4
− 216

27

)
< 0.

La ecuación tiene una solución real y dos imaginarias conjugadas.

(b) Tenemos p = −12, q = 16, por tanto

D = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −108

(
256

4
− 216

27

)
= 0.

Todas las soluciones son reales siendo dos de ellas iguales entre śı.

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

(c) Tenemos p = −10, q = 30, por tanto

D = −108

(
q2

4
+
p3

27

)
= −108

(
900

4
− 1000

27

)
> 0.

La ecuación tiene tres soluciones reales distintas.

4. Tenemos (
y − a

3

)3
+ a

(
y − a

3

)2
+ b

(
y − a

3

)
+ c = 0

⇔ y3 − ay2 +
a2

3
y − a3

27
+ ay2 − 2a2

3
y +

a3

9
+ by − ab

3
y + c = 0.

Los términos de segundo grado se cancelan, en consecuencia la ecuación
anterior es de la forma y3 + py + q = 0.

16.9. Miscelánea de polinomios

1. Demostrar que el polinomio f(x) = x3a + x3b+1 + x3c+2 ∈ R[x] con
a, b, c ∈ N es divisible por x2 + x+ 1.

2. Determinar λ real para que el polinomio P (x) = x5 − 209x + λ admita
dos ceros cuyo producto sea igual a 1.

3. Encontrar dos polinomios distintos en Z3[x] que determinen la misma
función de Z3 en Z3.

4. Encontrar un polinomio P (x) ∈ R[x] de quinto grado de manera que
P (x) + 1 sea divisible por (x− 1)3 y P (x)− 1 sea divisible por (x+ 1)3.

Solución. 1. Dado que (x−1)(x2+x+1) = x3−1, se verifica la equivalencia

x2 + x+ 1 | f(x)⇔ x3 − 1 | (x− 1)f(x).

Desarrollando,

(x− 1)f(x) = (x− 1)
(
x3a + x3b+1 + x3c+2

)
= x3a(x− 1) + x3b(x2 − x) + x3c(x3 − x2).

Si r es ráız de x3 − 1 (real o compleja) se verifica r3 = 1, y por tanto

(r − 1)f(r) = 1(r − 1) + 1(r2 − r) + 1(1− r2) = 0.
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16.9 Miscelánea de polinomios

Es decir, toda ráız de x3 − 1 lo es de (x − 1)f(x) luego x3 − 1 divide a
(x− 1)f(x).

2. La condición impuesta equivale a que existe a ∈ C tal que el polinomio
x2 + ax + 1 divide a P (x). Efectuando la división eucĺıdea de P (x) entre
x2 + ax+ 1, obtenemos como resto

R(x) =
(
a4 − 3a2 − 208

)
x+ a3 − 2a+ λ,

y los dos coeficientes han de ser nulos. Resolviendo la ecuación bicuadrada

a4 − 3a2 − 208 = 0

obtenemos las soluciones a = ±4 y a = ±
√

13i. Sustituyendo a = ±4 en
a3 − 2a+ λ = 0 obtenemos λ = ±56 y sustituyendo a = ±

√
13i obtenemos

valores complejos de λ. La solución es por tanto λ = ±56.

3. Los polinomios de Z3[x], f(x) = x4 + 2x y g(x) = x2 + 2x son distintos,
sin embargo,

f(0) = 0, f(1) = 1 + 2 = 0, f(2) = 1 + 1 = 2,

g(0) = 0, g(1) = 1 + 2 = 0, g(2) = 1 + 1 = 2.

Es decir, f y g determinen la misma función de Z3 en Z3.

4. Si P (x) + 1 es divisible por (x − 1)3 entonces (P (x) + 1)′ = P ′(x) es
divisible por (x − 1)2. De manera análoga, P ′(x) es divisible por (x + 1)2.
Dado que (x− 1)2 y (x+ 1)2 son primos entre śı, ha de ser

P ′(x) = α(x− 1)2(x+ 1)2 = α(x2 − 1)2 (α ∈ R).

Entonces, P (x) es necesariamente de la forma

P (x) = α

(
x5

5
− 2x3

3
+ x

)
+ β.

Como P (x)+1 es divisible por (x−1)3 y P (x)−1 por (x+1)3, P (1)+1 = 0
y P (−1)− 1 = 0. Es decir

{
P (1) = −1

P (−1) = 1
⇔


α

(
1

5
− 2

3
+ 1

)
+ β = −1

α

(
−1

5
+

2

3
− 1

)
+ β = 1

⇔

α = −15

8
β = 0.

El polinomio pedido es por tanto

P (x) = −15

8

(
x5

5
− 2x3

3
+ x

)
.
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

16.10. Descomposición en suma de productos de
ráıces

Se consideran n elementos x1, x2, . . . , xn de un cuerpo K y un polinomio
p(x) con coeficientes en K y de grado menor o igual que n. Se desea estudiar
la existencia y unicidad de unos coeficientes c0, c1, . . . , cn en K tales que

p(x) = c0 + c1(x−x1)+ c2(x−x1)(x−x2)+ . . .+ cn(x−x1) . . . (x−xn) (∗)

1. Demostrar la unicidad de c0 y a continuación la de c1.
2. Demostrar la unicidad de todos los ci.
3. Demostrar la existencia de los ci.
4. Encontrar un algoritmo que permita el cálculo sucesivo de los ci mediante
operaciones racionales.
5. Aplicación al caso K = Q, p(x) = x5 + 32, x1 = −2, x2 = −1, x3 = 1,
x4 = 1, x5 = 2.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Supongamos que se verifica la igualdad (∗). Entonces, p(x1) =
c0 lo cual implica que c0 está uńıvocamente determinado. Queda por tanto:

p(x)− p(x1) = c1(x− x1) + c2(x− x1)(x− x2) + . . .+ cn(x− x1) . . . (x− xn)

Consideremos el polinomio

p1(x) =
p(x)− p(x1)

x− x1
= c1 + c2(x− x2) + . . .+ cn(x− x2) . . . (x− xn)

Entonces, p1(x2) = c1 lo cual implica que c1 está uńıvocamente determinado.

2. Tenemos

p1(x)− c1 = p1(x)− p1(x2) = c2(x− x2) + . . .+ cn(x− x2) . . . (x− xn)

Consideremos el polinomio

p2(x) =
p1(x)− p1(x2)

x− x2
= c2 + c3(x− x3) + . . .+ cn(x− x3) . . . (x− xn)

Entonces, p2(x2) = c2 lo cual implica que c2 está uńıvocamente determinado.
Reiterando, obtenemos los polinomios p1, p2, . . . , pk, . . . con

pk(x) =
pk−1(x)− pk−1(xk)

x− xk
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16.10 Descomposición en suma de productos de ráıces

= ck + ck+1(x− xk+1) + . . .+ cn(x− xk+1) . . . (x− xn)

Por tanto, pk(xk+1) = ck lo cual implica que ck está uńıvocamente determi-
nado, siendo cn = an (el coeficiente de xn en p(x)).

3. La existencia de los ci se deduce inmediatamente del apartado anterior,
ya que estos se han ido construyendo recursivamente. Otra forma de demos-
trarlo es considerar la aplicación lineal Kn+1 → Kn[x] :

(c0, c1, . . . , cn)→ c0 + c1(x− x1) + . . .+ cn(x− x1) . . . (x− xn)

Es fácil demostrar que es inyectiva, y por ser los espacios inicial y final de
la misma dimensión, también es biyectiva.

4. De la construcción de los coeficientes ci deducimos:

c0 : resto de la división de p(x) entre x− x1

c1 : resto de la división de p1(x) entre x− x2

c2 : resto de la división de p2(x) entre x− x3

. . .

cn = an

5. Combinando los apartados primero segundo y cuarto obtenemos:

1 0 0 0 0 32
−2 −2 4 −8 16 −32

1 −2 4 −8 16 0

⇒ c0 = 0

1 −2 4 −8 16
−1 −1 3 −7 15

1 −3 7 −15 31

⇒ c1 = 31

1 −3 7 −15
1 1 −2 5

1 −2 5 −10

⇒ c2 = −10

1 −2 5
1 1 −1

1 −1 4

⇒ c3 = 4

1 −1
2 2

1 1

⇒ c4 = 1, c5 = 1

Podemos por tanto expresar:

x5 + 32 = 31(x+ 2)− 10(x+ 2)(x+ 1) + 4(x+ 2)(x+ 1)(x− 1)

+(x+ 2)(x+ 1)(x− 1)2 + (x+ 2)(x+ 1)(x− 1)2(x− 2).
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

16.11. Seno de 72 grados

Se considera la ecuación z2 + z + 1 +
1

z
+

1

z2
= 0.

1) Multiplicar por z − 1 dicha ecuación.

2) Efectuar un cambio w = z +
1

z
en la citada ecuación reduciéndola a otra

cuya única variable sea w.
3) Aplicar lo anterior a obtener razonadamente sin 720 en la forma

sin 720 =
p

q
m

√
e+ f n

√
g + i(1− β)

determinando el número real β y los enteros p, q, m, e, f, n, g.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1) Multiplicando ambos miembros por z − 1 :

(z − 1)

(
z2 + z + 1 +

1

z
+

1

z2

)
= . . . = z3 − 1

z2
= 0.

Ecuación equivalente a la dada salvo por la ráız z = 1.

2) Tenemos w2 = (z + 1/z)2 = z2 + 2 + 1/z2 por consiguiente

z2 + z + 1 +
1

z
+

1

z2
=

(
z2 +

1

z2

)
+

(
z +

1

z

)
+ 1

= w2 − 2 + w + 1 = w2 + w − 1 = 0.

3) La ecuación z3−1/z2 = 0 es equivalente a z5−1 = 0. Hallemos sus ráıces

zk =
5
√

1 = 5
√

1(cos 00 + i sin 00) = cos
3600k

5
+i sin

3600k

5
(k = 0, 1, 2, 3, 4).

Para k = 1 obtenemos la ráız z1 = cos 720 + i sin 720 = a+ bi. Las ráıces de
w2 + w − 1 = 0 son w = (−1±

√
5)/2 = z + 1/z. Entonces

−1±
√

5

2
= a+ bi+

1

a+ bi
= a+ bi+

a− bi
a2 + b2

= a+
a

a2 + b2
+ b

(
1− 1

a2 + b2

)
i.

Como la parte imaginaria es nula obtenemos b = 0 o a2 + b2 = 1. Si b =
0 entonces a = ±1 y no coinciden las partes reales, por tanto ha de ser
a2 + b2 = 1. Igualando partes reales obtenemos (−1±

√
5)/2 = 2a. Es decir
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16.12 Familia de polinomios p(x2) = p(x)p(x+ 1)

a = cos 720 = (−1+
√

5)/4 (elegimos el signo + pues cos 720 > 0 ). Hallemos
sin 720 :

b = sin 720 =

√√√√1−

(
−1 +

√
5

4

)2

=

√
10 + 2

√
5

16
=

1

4

√
10 + 2

√
5.

Además, p = 1, q = 4,m = 2, e = 10, f = 2, n = 2, g = 5, β = 1.

16.12. Familia de polinomios p(x2) = p(x)p(x+ 1)

Se considera el conjunto

E = { p(x) ∈ R[x]− {0} : p(x2) = p(x)p(x+ 1)}.

1. Demostrar que todo polinomio de E es normalizado, es decir el coeficiente
de mayor grado es 1. 2. Demostrar que toda constante de E es igual a 1.
3. Demostrar que si a ∈ C es ráız de un polinomio p(x) ∈ E entonces también
lo son a2 y (a− 1)2.
4. Calcular las posibles ráıces complejas de cualquier p(x) ∈ E.
5. Aplicando el resultado anterior, determinar el conjunto E.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1. Todo polinomio p(x) ∈ E es de la forma p(x) = a0 + a1x +
. . .+ anx

n con an 6= 0. Además

p(x2) = a0 + a1x
2 + a2x

4 + . . .+ anx
2n, p(x+ 1)

= a0 + a1(x+ 1) + a2(x+ 1)2 + . . .+ an(x+ 1)n.

Si p(x2) = p(x)p(x+1) entonces (igualando los coeficientes de x2) se verifica
an = a2

n o de forma equivalente an(an − 1) = 0. Se deduce que an = 0 o
an = 1. Como an 6= 0, ha de ser an = 1, es decir todo polinomio de E es
mónico o normalizado.

2. Si p(x) ∈ E es constante entonces es de la forma p(x) = a0. Como p(x)
es normalizado, ha de ser necesariamente a0 = 1.

3. Si a es ráız de p(x) entonces p(a) = 0. Usando p(x2) = p(x)p(x + 1)
obtenemos

p(a2) = p(a)p(a− 1) = 0 · p(a+ 1) = 0,

p
(
(a− 1)2

)
= p(a− 1)p(a) = p(a− 1) · 0 = 0.
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

es decir, a2 y (a− 1)2 son también ráıces de p(x).

4. Del apartado anterior deducimos que si a es ráız de p(x) entonces: (i)
a2, a4, a8, . . . son también ráıces de p(x). (ii) (a − 1)2, (a − 1)4, (a − 1)8, . . .
son también ráıces de p(x). Como el número de ráıces de un polinomio no
nulo es finito, se ha de verificar

(a = 0 ∨ |a| = 1) ∧ (a = 1 ∨ |a− 1| = 1).

Es decir, a = 0, a = 1 o a cumple |a| = 1 y |a−1| = 1. Llamando a = x+ iy
con x, y ∈ R las condiciones |a| = 1 y |a− 1| = 1 equivalen al sistema{

x2 + y2 = 1
(x− 1)2 + y2 = 1.

Resolviendo obtenemos las soluciones x = 1/2, y = ±
√

3. Podemos concluir
que las únicas posibles ráıces de cualquier polinomio p(x) ∈ E son 0 o 1 o
1/2±

√
3i.

5. Sea p(x) un elemento de E. De los apartados 1. y 4. se deduce que p(x) es
de la forma p(x) = xα(x−1)β

[(
x2 − 1/2−

√
3i
) (
x2 − 1/2 +

√
3i
)]γ

con α, β
y γ enteros no negativos. Operando obtenemos p(x) = xα(x−1)β(x2−x+1)γ .
Por otra parte

p(x)p(x+ 1) = xα(x− 1)β(x2 − x+ 1)γ(x+ 1)αxβ(x2 + x+ 1)γ

= xα+β(x− 1)β(x+ 1)α(x2 − x+ 1)γ(x2 + x+ 1)γ ,

p(x2) = x2α(x+ 1)β(x− 1)β(x4 − x2 + 1)γ .

El polinomio p(x)p(x+ 1) lo tenemos expresado como producto de irreduci-
bles. Para expresar p(x2) en la misma forma, vamos a factorizar x4− x2 + 1
en producto de irreducibles

x4 − x2 + 1 = (x2 + 1)2 − (
√

3x)2 = (x2 +
√

3x+ 1)(x2 −
√

3x+ 1).

Ahora la igualdad p(x2) = p(x)p(x+ 1) la podemos expresar:

xα+β(x− 1)β(x+ 1)α(x2 − x+ 1)γ(x2 + x+ 1)γ

= x2α(x+ 1)β(x− 1)β(x2 +
√

3x+ 1)γ(x2 −
√

3x+ 1)γ .

Todos los polinomios que aparecen en la última igualdad son irreducibles en
R[x]. Como R[x] es dominio de factorización única se deduce que γ = 0, α =
β y α+ β = 2α, o de manera equivalente β = α y γ = 0.

Podemos pues concluir que los polinomios de E son exactamente los del tipo
p(x) = xα(x− 1)α o bien p(x) = (x2 − x)α con α entero no negativo.
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16.13 Cotas de las ráıces de un polinomio

16.13. Cotas de las ráıces de un polinomio

Sea f(z) = anz
n + . . . + a1z + a0 ∈ C[z] con an 6= 0 y c una ráız de f(z).

Demostrar que |c| ≤M siendo

M = máx

{(
n

∣∣∣∣ai−1

an

∣∣∣∣)1/i

: i = 1, . . . , n

}
.

Solución. Supongamos que |z| > M , entonces

|z| >
(
n

∣∣∣∣ai−1

an

∣∣∣∣) 1
i

(∀i = 1, . . . , n)⇒ |z|i > n
|ai−1|
|an|

(∀i = 1, . . . , n)

⇒ |an−i| <
|an| |z|i

n
(∀i = 1, . . . , n)⇒

∣∣an−1z
n−1 + . . .+ a1z + a0

∣∣
≤ |an−1| |z|n−1 + . . .+ |a1| |z|+ |a0| <

|an| |z|n

n
+ . . .+

|an| |z|n

n
= |anzn| .

Es decir, si |z| > M tendŕıamos
∣∣an−1z

n−1 + . . .+ a1z + a0

∣∣ < |−anzn| y
por tanto z no puede ser ráız de f(z).

16.14. Ráıces de f(x) = x3 + βx2 − βx− 1

Sea f(x) ∈ C[x], f(x) = x3 +
1 +
√

7i

2
x2 − 1−

√
7i

2
x− 1.

1) Comprobar que f(x2) = −f(x)f(−x).
2) Demostrar que si a es un cero de f(x), entonces |a| = 1.
3) Demostrar que si 1, j, j2 son las ráıces cúbicas de la unidad, dichas ráıces
no son ceros de f(x)
4) Demostrar que si a es un cero de f(x) entonces, a7 = 1.
5) Determinar las ráıces de f(x).

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. Industriales, UPM).

Solución. 1) Podemos escribir

f(x) = x3 + βx2 − βx− 1 con β =
1 +
√

7i

2
.

Entonces,

−f(x)f(−x) = −
(
(x3 + βx2 − βx− 1

) (
−x3 + βx2 + βx− 1

)
= . . . = x6 −

(
β2 + 2β

)
x4 +

(
β

2
+ 2β

)
x2 − 1.
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Caṕıtulo 16. Polinomios en una variable

Por otra parte,

β2 + 2β =
1− 7 + 2

√
7i

4
+ 2

1−
√

7i

2
= −1

2
−
√

7

2
i = −β.

β
2

+ 2β =
1− 7− 2

√
7i

4
+ 2

1 +
√

7i

2
= −1

2
+

√
7

2
i = −β.

Por tanto, −f(x)f(−x) = x6 + βx4 − βx2 − 1 = f(x2).

2) El número de ráıces de f(x) es finito, por tanto

a es cero de f ⇒ f(a) = 0⇒ f(a2) = −f(a)f(a) = 0⇒ a2 es cero de f

⇒ a, a2, a4, a8, . . . son ceros de f ⇒ |a| = 0 ∨ |a| = 1.

Como 0 no es ráız de f(x), ha de ser necesariamente |a| = 1.

3) Las ráıces cúbicas de la unidad son

1, j = −1

2
+

√
3

2
i, j2 = −1

2
−
√

3

2
i,

y fácilmente comprobamos que no anulan a f(x).

4) Si a es un cero de f(x) entonces a, a2, a4 y a8 son ceros de f(x) según
vimos, por tanto hay dos repetidos entre ellos. Tenemos:

a = a2 ⇒︸︷︷︸
a6=0

a = 1 (absurdo), a = a4 ⇒︸︷︷︸
a6=0

a3 = 1 (absurdo).

a2 = a4 ⇒︸︷︷︸
a6=0

a2 = 1 ⇒︸︷︷︸
a2 cero de f(x)

(absurdo).

a2 = a8 ⇒︸︷︷︸
a6=0

(
a2
)3

= 1 ⇒︸︷︷︸
a2 cero de f(x)

(absurdo).

a4 = a8 ⇒︸︷︷︸
a6=0

a4 = 1 ⇒︸︷︷︸
a4 cero de f(x)

(absurdo).

Necesariamente, a = a8, y al ser a 6= 0, queda a7 = 1.

5) Si a es cero de f(x), cumple a7 = 1 por tanto las ráıces de f(x) han de
ser tres del conjunto{

1, w, w2, w3, w4, w5, w6
}

siendo w = e2πi/7.
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16.14 Ráıces de f(x) = x3 + βx2 − βx− 1

Como 1 no es ráız de f(x) han de ser o bien w, w2 y w4, o bien w3, w5 y w6

(pues si a es ráız de f(x), también lo es a2). Si a, b, c son las ráıces de f(x)
se verifica por la fórmulas de Cardano-Vieta

a+ b+ c = −1 +
√

7i

2
, por tanto, Im (a+ b+ c) = −

√
7

2
< 0.

Por otra parte, Im (w+w2 +w4) > 0, en consecuencia las ráıces de f(x) son

w3 = e6πi/7, w5 = e10πi/7, w6 = e12πi/7.
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Caṕıtulo 17

Cónicas

17.1. Clasificación de cónicas

1. Determinar la naturaleza de las siguientes cónicas sin usar el cuadro de
clasificación.

1) x2 + y2 = 9.

2) 4x2 + 9y2 = 36.

3) 4x2 − 9y2 = 36.

4) y − x2 = 0.

5) 4x2 + 9y2 = −36.

6) x2 + y2 = 0.

7) x2 − y2 = 0.

8) x2 − 5x+ 6 = 0.

9) y2 = 0.

10) x2 + 1 = 0.

2. Clasificar las cónicas
a) 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1 = 0.
b) 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 2 = 0.
c) x2 + y2 + 2y + 1 = 0.

3. Clasificar las cónicas
a) x2 − 2xy − y2 + 4x− 6y − 3 = 0.
b) 2x2 + 3xy + y2 + 5x+ 2y − 3 = 0.
c) x2 − 2xy + y2 − 6x+ 4y + 1 = 0.

4. Clasificar las cónicas
a) 4x2 + 4xy + y2 − 4x− 2y − 3 = 0.
b) x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y + 1 = 0.

641
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17.1 Clasificación de cónicas

c) 4x2 + 4xy + y2 + 4x+ 2y + 2 = 0.

Solución. 1. 1) La cónica es x2 + y2 = 32. Tenemos por tanto una circun-
ferencia, o bien, una elipse degenerada.
2) Dividiendo entre 36 queda x/32 + y2/22 = 1. Tenemos por tanto una
elipse.
3) Dividiendo entre 36 queda x/32 − y2/22 = 1. Tenemos por tanto una
hipérbola.
4) Es una parábola.
5) Para todo (x, y) ∈ R2 4x2 + 9y2 ≥ 0, por tanto la cónica es el conjunto
vaćıo de puntos. Dada la similitud con la cónica 4x2 − 9y2 = 36, también
decimos que se trata de una elipse imaginaria.
6) El único punto que satisface la ecuación es el (0, 0). Ahora bien, usando
números complejos,

x2 + y2 = 0⇔ x2 − (iy)2 = 0⇔ (x+ iy)(x− iy) = 0

⇔ x+ iy = 0 ∨ x− iy = 0.

Se trata pues de un par de rectas imaginarias que se cortan en un punto
real.
7) Tenemos las equivalencias

x2 − y2 = 0⇔ (x+ y)(x− y) = 0⇔ x+ y = 0 ∨ x− y = 0.

Se trata pues de un par de rectas reales secantes.
8) Tenemos las equivalencias

x2 − 5x+ 6 = 0⇔ (x− 2)(x− 3) = 0⇔ x = 2 ∨ x = 3.

Se trata pues de un par de rectas paralelas reales.
9) La ecuación y2 = 0 equivale a y = 0 ∨ y = 0. Se trata pues de un par de
rectas confundidas.
10) Para todo (x, y) ∈ R2 x2+1 6= 0, por tanto la cónica es el conjunto vaćıo
de puntos. Ahora bien, usando números complejos, x2 + 1 = 0 ⇔ x = ±i.
Se trata pues de un par de rectas paralelas imaginarias.

2. Recordamos los resultados teóricos que conducen a la clasificación de
cónicas. Sea la cónica

C : a11x
2 + 2a12xy + 2a13x+ a22y

2 + 2a23y + a33 = 0,

y sean

A =

a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 , ∆ = detA, δ =

∣∣∣∣a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣ , s = a11 + a22.
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Caṕıtulo 17. Cónicas

Tenemos entonces:

A. Cónicas de tipo eĺıptico.

δ > 0

∆ 6= 0

{
s∆ < 0 Elipse real.
s∆ > 0 Elipse imaginaria.

∆ = 0 Par de rectas imaginarias que se cortan en un punto real.

B. Cónicas de tipo hiperbólico.

δ < 0

{
∆ 6= 0 Hipérbola.
∆ = 0 Par de rectas reales secantes.

C. Cónicas de tipo parabólico.

δ = 0


∆ 6= 0 Parábola.

∆ = 0 Par de rectas paralelas


Reales si A11 +A22 < 0
Imaginarias si A11 +A22 > 0
Confundidas si A11 +A22 = 0 �

a) Tenemos

A =

 3 −1 1
−1 3 −2
1 −2 1

 , ∆ = −3 6= 0, δ =

∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣ = 8 > 0, s = 3 + 3 = 6.

Dado que s∆ = −18 < 0, se trata de una elipse real.

b) Tenemos

A =

 3 −1 1
−1 3 −2
1 −2 2

 , ∆ = 5 6= 0, δ =

∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣ = 8 > 0, s = 3 + 3 = 6.

Dado que s∆ = 30 > 0, se trata de una elipse imaginaria.

c) Tenemos

A =

1 0 0
0 1 1
0 1 1

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1 > 0.

Se trata de un par de rectas imaginarias que se cortan en un punto real.
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17.1 Clasificación de cónicas

3. a) Tenemos

A =

 1 −1 2
−1 −1 −3
2 −3 −3

 , ∆ = 13 6= 0, δ =

∣∣∣∣ 1 −1
−1 −1

∣∣∣∣ = −2 < 0.

Se trata de una hipérbola.

b) Tenemos

A =

 2 3/2 5/2
3/2 1 1
5/2 1 −3

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣ 2 3/2
3/2 1

∣∣∣∣ = −1/4 < 0.

Se trata de un par de rectas reales secantes.

c) Tenemos

A =

 1 −1 −3
−1 1 2
−3 2 1

 , ∆ = −1 6= 0, δ =

∣∣∣∣ 1 −1
−1 1

∣∣∣∣ = 0.

Se trata de una parábola.

4. a) Tenemos

A =

 4 2 −2
2 1 −1
−2 −1 −3

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣4 2
2 1

∣∣∣∣ = 0.

Se trata de un par de rectas paralelas. Además,

A11 +A22 =

∣∣∣∣ 1 −1
−1 −3

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 4 −2
−2 3

∣∣∣∣ = −4− 8 = −12 < 0,

luego es un par de rectas paralelas reales.

b) Tenemos

A =

 1 2 −1
2 4 −2
−1 −2 1

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣1 2
2 4

∣∣∣∣ = 0.

Se trata de un par de rectas paralelas. Además,

A11 +A22 =

∣∣∣∣ 4 −2
−2 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1 −1
−1 1

∣∣∣∣ = 0,
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Caṕıtulo 17. Cónicas

luego es un par de rectas confundidas.

c) Tenemos

A =

4 2 2
2 1 1
2 1 2

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣4 2
2 1

∣∣∣∣ = 0.

Se trata de un par de rectas paralelas. Además,

A11 +A22 =

∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣4 2
2 2

∣∣∣∣ = 1 + 4 = 5 > 0,

luego es un par de rectas paralelas imaginarias.

17.2. Rectas que componen las cónicas degenera-
das

1. Las siguientes cónicas son degeneradas. Hallar las rectas que la componen.
a) x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y − 3 = 0.
b) x2 + 3xy + 2y2 + 2x+ 5y − 3 = 0.

2. Hallar las rectas en las que degeneran las cónicas
a) x2 + 4xy + 4y2 + 2x+ 4y + 2 = 0.
b) x2 + y2 + 2x+ 1 = 0.

Solución. 1. a) Podemos expresar la cónica en la forma x2 + (4y − 2)x +
4y2 − 4y − 3 = 0. Resolviendo la ecuación de segundo grado en x

x =
2− 4y ±

√
16y2 − 16y + 4− 16y2 + 16y + 12

2

=
2− 4y ± 4

2
= {3− 2y,−1− 2y} .

Es decir,

x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y − 3 = (x+ 2y − 3)(x+ 2y + 1),

y la cónica está compuesta por las rectas paralelas x + 2y − 3 = 0 y
x+ 2y + 1 = 0.

b) Podemos expresar la cónica en la forma x2 + (3y+ 2)x+ 2y2 + 5y−3 = 0.
Resolviendo la ecuación de segundo grado en x

x =
−3y − 2±

√
9y2 + 12y + 4− 8y2 − 20y + 12

2
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17.3 Ecuaciones reducidas de las cónicas

=
−3y − 2±

√
y2 − 8y + 16

2
=
−3y − 2±

√
(y − 4)2

2

=
−3y − 2± (y − 4)

2
= {−y − 3,−2y + 1} .

Es decir,

x2 + 3xy + 2y2 + 2x+ 5y − 3 = (x+ y + 3)(x+ 2y − 1),

y la cónica está compuesta por las rectas secantes x+y+3 = 0 y x+2y−1 = 0.

2. a) La cónica es x2 + (4y + 2)x+ 4y2 + 4y + 2 = 0. Entonces,

x =
−4y − 2±

√
16y2 + 16y + 4− 16y2 − 16y − 8

2

=
−4y − 2± 2i

2
= {−1 + i− 2y,−1− i− 2y} .

Es decir,

x2 + 4xy + 4y2 + 2x+ 4y + 2 = (x+ 2y + 1− i)(x+ 2y + 1 + i),

y la cónica está compuesta por las rectas paralelas imaginarias x+2y+1−i =
0 y x+ 2y + 1 + i = 0.

b) Tenemos,

x =
−2±

√
4− 4y4 − 4

2
=
−2± 2iy

2
= {−1 + iy,−1− iy} .

Es decir,
x2 + y2 + 2x+ 1 = (x− iy + 1)(x+ iy + 1),

y la cónica está compuesta por las rectas paralelas imaginarias x−iy+1 = 0
y x+ iy + 1 = 0, que se cortan en el punto real (−1, 0).

17.3. Ecuaciones reducidas de las cónicas

1. Hallar las ecuaciones reducidas de las cónicas
a) 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1 = 0.
b) 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 2 = 0.
c) x2 + y2 + 2y + 1 = 0.

2. Hallar las ecuaciones reducidas de las cónicas
a) x2 − 2xy − y2 + 4x− 6y − 3 = 0.
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Caṕıtulo 17. Cónicas

b) 2x2 + 3xy + y2 + 5x+ 2y − 3 = 0.
c) x2 − 2xy + y2 − 6x+ 4y + 1 = 0.

3. Hallar las ecuaciones reducidas de las cónicas
a) 4x2 + 4xy + y2 − 4x− 2y − 3 = 0.
b) x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y + 1 = 0.
c) 4x2 + 4xy + y2 + 4x+ 2y + 2 = 0.

Solución. 1. Recordamos los resultados teóricos que conducen al cálculo de
las ecuaciones reducidas de las cónicas. Sea la cónica

C : a11x
2 + 2a12xy + 2a13x+ a22y

2 + 2a23y + a33 = 0,

sean

A =

a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

 , ∆ = detA, δ =

∣∣∣∣a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣ ,
y λ1 y λ2 los valores propios de la matriz

[
a11 a12

a12 a22

]
. Entonces,

Caso 1. δ 6= 0. La ecuación reducida es λ1x
2 + λ2y

2 +
∆

δ
= 0.

Caso 2. δ = 0. En este caso un valor propio es cero. Supongamos λ1 = 0.
Entonces,

i) Si ∆ 6= 0 la ecuación reducida es λ2y
2 ± 2

√
−∆

λ2
x = 0.

ii) Si ∆ = 0 la ecuación reducida es y2 +
A11 +A22

(a11 + a22)2 = 0. �

a) Tenemos

A =

 3 −1 1
−1 3 −2
1 −2 1

 , ∆ = −3, δ =

∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣ = 8.

Valores propios∣∣∣∣3− λ −1
−1 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 6λ+ 8 = 0⇔ λ = 2 ∨ λ = 4.

La ecuación reducida es por tanto 2x2 + 4y2 − 3

8
= 0.

b) Tenemos

A =

 3 −1 1
−1 3 −2
1 −2 2

 , ∆ = 5, δ =

∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣ = 8.
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17.3 Ecuaciones reducidas de las cónicas

Valores propios∣∣∣∣3− λ −1
−1 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 6λ+ 8 = 0⇔ λ = 2 ∨ λ = 4.

La ecuación reducida es por tanto 2x2 + 4y2 +
5

8
= 0.

c) Tenemos

A =

1 0 0
0 1 1
0 1 1

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

Valores propios∣∣∣∣1− λ 0
0 1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)2 = 0⇔ λ = 1 ∨ λ = 1.

La ecuación reducida es por tanto x2 + y2 = 0.

2. a) Tenemos

A =

 1 −1 2
−1 −1 −3
2 −3 −3

 , ∆ = 13, δ =

∣∣∣∣ 1 −1
−1 −1

∣∣∣∣ = −2

Valores propios ∣∣∣∣1− λ −1
−1 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2 = 0⇔ λ = ±
√

2.

La ecuación reducida es por tanto
√

2x2 −
√

2y2 − 13

2
= 0.

b) Tenemos

A =

 2 3/2 5/2
3/2 1 1
5/2 1 −3

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣ 2 3/2
3/2 1

∣∣∣∣ = 1/4.

Valores propios∣∣∣∣2− λ 3/2
3/2 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − λ− 17/4 = 0⇔ λ =
1± 3

√
2

2
.

La ecuación reducida es por tanto (1 + 3
√

2)x2 + (1− 3
√

2)y2 = 0.
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Caṕıtulo 17. Cónicas

c) Tenemos

A =

 1 −1 −3
−1 1 2
−3 2 1

 , ∆ = −1, δ =

∣∣∣∣ 1 −1
−1 1

∣∣∣∣ = 0.

Valores propios∣∣∣∣1− λ −1
−1 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ = 0⇔ λ = 0 ∨ λ = 2.

La ecuación reducida es por tanto 2y2±2
√

1/2 x = 0. o bien y2±
√

2

2
x = 0.

3. a) Tenemos

A =

 4 2 −2
2 1 −1
−2 −1 −3

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣4 2
2 1

∣∣∣∣ = 0,

A11 +A22 =

∣∣∣∣ 1 −1
−1 −3

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 4 −2
−2 3

∣∣∣∣ = −4− 8 = −12.

La ecuación reducida es por tanto

y2 +
A11 +A22

(a11 + a22)2 = 0, es decir y2 − 12

25
= 0.

b) Tenemos

A =

 1 2 −1
2 4 −2
−1 −2 1

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣1 2
2 4

∣∣∣∣ = 0,

A11 +A22 =

∣∣∣∣ 4 −2
−2 1

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1 −1
−1 1

∣∣∣∣ = 0.

La ecuación reducida es y2 = 0.

c) Tenemos

A =

4 2 2
2 1 1
2 1 2

 , ∆ = 0, δ =

∣∣∣∣4 2
2 1

∣∣∣∣ = 0,

A11 +A22 =

∣∣∣∣1 1
1 2

∣∣∣∣+

∣∣∣∣4 2
2 2

∣∣∣∣ = 1 + 4 = 5.

La ecuación reducida y2 +
1

5
= 0.
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17.4 Centro y ejes de las cónicas

17.4. Centro y ejes de las cónicas

1. Hallar el centro de cada una de las cónicas:
a) 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1 = 0.
b) x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0.
c) x2 + 4xy + 4y2 − 2x− 4y − 3 = 0.

2. Hallar los ejes de las siguientes cónicas:
a) x2 + 2xy − y2 − 6x+ 4y − 3 = 0.
b) x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0.

3. Hallar el véritce de la parábola x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0.

Solución. 1. Recordamos que si la cónica de ecuación f(x, y) = 0 tiene
centro, sus coordenadas son la solución (o soluciones) del sistema lineal

∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= 0.

a) Tenemos 
∂f

∂x
= 0

∂f

∂y
= 0
⇔

{
6x− 2y + 2 = 0

− 2x+ 6y − 4 = 0

⇔

{
3x− y + 1 = 0

x− 3y + 2 = 0
⇔ (x, y) =

(
−1

8
,
5

8

)
.

b) Tenemos
∂f

∂x
= 0

∂f

∂y
= 0
⇔

{
2x− 2y + 4 = 0

− 2x+ 2y − 6 = 0
⇔

{
x− y + 2 = 0

x− y + 3 = 0.

El sistema es incompatible, luego la cónica no tiene centro.

c) Tenemos
∂f

∂x
= 0

∂f

∂y
= 0
⇔

{
2x+ 4y − 2 = 0

4x+ 8y − 4 = 0
⇔
{
x+ 2y − 1 = 0.

Cada punto de la recta x + 2y − 1 = 0 es un centro de la cónica. Tenemos
pues una recta de centros.
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Caṕıtulo 17. Cónicas

2. Recordamos los resultados teóricos que conducen al cálculo de los ejes de
una cónica.
1. Caso elipse o hipérbola. Los ejes son

y − y0 =
λ1 − a11

a12
(x− x0), y − y0 =

λ2 − a11

a12
(x− x0) (λ2 6= 0).

en donde (x0, y0) es el centro de la cónica. Si λ1 = λ2 la cónica es una
circunferencia y cualquier recta que pasa por el centro es eje de la cónica. Si
a12 = 0, los ejes de la cónica son x = x0 e y = y0.
2. Caso parábola. La ecuación del eje es

∂f

∂x
+
λ2 − a11

a12

∂f

∂y
= 0.

Si a12 = 0, el eje es
∂f

∂x
= 0.

a) Fácilmente comprobamos que la cónica es una hipérbola. Su centro es
∂f

∂x
= 0

∂f

∂y
= 0
⇔

{
2x+ 2y − 6 = 0

2x− 2y + 4 = 0
⇔ (x, y) =

(
1

2
,
5

2

)
.

Valores propios ∣∣∣∣1− λ 1
1 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2 = 0⇔ λ = ±
√

2.

Los ejes son por tanto

y − 5

2
=
(√

2− 1
)(

x− 1

2

)
, y − 5

2
= −

(√
2 + 1

)(
x− 1

2

)
.

b) Fácilmente comprobamos que la cónica es una parábola. Valores propios:∣∣∣∣1− λ −1
−1 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 2λ = 0⇔ λ = 0 ∨ λ = 2.

El eje es por tanto

2x− 2y + 4− (−2x+ 2y − 6) = 0, o bien 2x− 2y + 5 = 0.

3. Vimos en el apartado anterior que el eje es 2x− 2y + 5 = 0. El vértice es
la intersección de del eje con la parábola, es decir la solución del sistema{

2x− 2y + 5 = 0

x2 − 2xy + y2 + 4x− 6y + 1 = 0.
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17.5 Giros y traslaciones en las cónicas

Sustituyendo x = y−5/2 en la segunda ecuación y simplificando obtenemos
y = −11/8 con lo cual x = −11/8− 5/2 = −31/8. El vértice es por tanto(

−31

8
,−11

8

)
.

17.5. Giros y traslaciones en las cónicas

1. Se considera la cónica de ecuación f(x, y) = 0, en donde

f(x, y) = 3x2 − 2xy + 3y2 + 2x− 4y + 1.

a) Descomponer f(x, y) en suma de una forma cuadrática q(x, y) y un poli-
nomio de primer grado p(x, y).
b) Encontrar una base ortonormal y de vectores propios de R2 para la matriz
simétrica que representa a q.
c) Expresar la cónica dada en coordenadas con respecto a la base hallada
en el apartado anterior, lo cual permitirá eliminar el término en xy.
d) Interpretar geométricamente el movimiento de ejes realizado.
e) Efectuar una traslación de ejes que permita eliminar los términos de pri-
mer grado en la ecuación de la cónica obtenida en el apartado c).

2. Hallar el centro y ejes de la cónica del apartado anterior, basándose en
los movimientos de ejes realizados.

Solución. 1. a) Podemos expresar

f(x, y) = 3x2 − 2xy + 3y2︸ ︷︷ ︸
q(x,y)

+ 2x− 4y + 1︸ ︷︷ ︸
p(x,y)

,

en donde q(x, y) es una forma cuadrática y p(x, y) es un polinomio de primer
grado.

b) La expresión matricial de q es

q(x.y) = (x, y)M

(
x
y

)
, siendo M =

(
3 −1
−1 3

)
.

Apliquemos a M el teorema espectral. Valores propios∣∣∣∣3− λ −1
−1 3− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 6λ+ 8 = 0⇔ λ = 2 ∨ λ = 4.
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Caṕıtulo 17. Cónicas

Bases de los subespacios propios

V2 ≡

{
x− y = 0

− x+ y = 0
, BV2 = {(1, 1)}

V4 ≡

{
− x− y = 0

− x− y = 0
, BV4 = {(−1, 1)}

Una base ortonormal y de vectores de R2 es por tanto

B′ = {e1, e2} con e1 =
1√
2

(1, 1), e2 =
1√
2

(−1, 1).

c) La matriz de P de cambio de la base canónica B = {(1, 0), (0, 1)} a la B′

es

P =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
(ortogonal),

y la expresión del cambio es

(
x
y

)
= P

(
x′

y′

)
, o bien


x =

1√
2

(x′ − y′)

y =
1√
2

(x′ + y′).

Entonces

f(x, y) = q(x, y) + p(x, y) = (x, y)M

(
x
y

)
+ 2x− 4y + 1

= (x′, y′)P tMP

(
x′

y′

)
+

2√
2

(x′ − y′)− 4√
2

(x′ + y′) + 1

= (x′, y′)

(
2 0
0 4

)(
x′

y′

)
− 2√

2
x′ − 6√

2
y′ + 1

= 2(x′)2 + 4(y′)2 − 2√
2
x′ − 6√

2
y′ + 1.

La ecuación de la cónica en los nuevos ejes x′y′ es por tanto

2(x′)2 + 4(y′)2 − 2√
2
x′ − 6√

2
y′ + 1 = 0.

d) Como P es ortogonal, P−1 = P t(
x
y

)
= P

(
x′

y′

)
⇔
(
x′

y′

)
= P t

(
x′

y′

)
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17.5 Giros y traslaciones en las cónicas

⇔
(
x′

y′

)
=

1√
2

(
1 1
−1 1

)(
x
y

)
⇔
(
x′

y′

)
=

( √
2/2

√
2/2

−
√

2/2
√

2/2

)(
x
y

)
⇔
(
x′

y′

)
=

(
cos(−π/4) − sen(−π/4)
sen(−π/4) cos(−π/4)

)(
x
y

)
.

Es decir, los ejes x′y′ es han obtenido girando los xy un ángulo de −π/4.

e) Consideremos la traslación de ejes{
x′ = x′′ + α

y′ = y′′ + β.

Sustituyendo en 2(x′)2 + 4(y′)2 − 2√
2
x′ − 6√

2
y′ + 1 = 0.,

2
(
x′′ + α

)2
+ 4

(
y′′ + β

)2 − 2√
2

(
x′′ + α

)
− 6√

2

(
y′′ + β

)
+ 1 = 0

⇔ 2
(
x′′
)2

+ 4
(
y′′
)2

+

(
4α− 2√

2

)
x′′ +

(
8β − 6√

2

)
y′′

+2α2 + 4β2 − 2α√
2
− 6β√

2
+ 1 = 0. (1)

Obligando a que los coeficientes de x′′ e y′′ sean nulos
4α− 2√

2
= 0

8β − 6√
2

= 0
⇔


α =

1

2
√

2

β =
3

4
√

2
.

Sustituyendo en (1) obtenemos la ecuación

2
(
x′′
)2

+ 4
(
y′′
)2 − 3

8
= 0,

que es una ecuación reducida de la cónica.

2. La cónica en los ejes x′′y′′ es 2 (x′′)2 + 4 (y′′)2 − 3/8 = 0. Entonces

2
(
x′′
)2

+ 4
(
y′′
)2 − 3

8
= 0⇔ 2

(
x′′
)2

+ 4
(
y′′
)2

=
3

8

⇔ (x′′)2

3/16
+

(y′′)2

3/32
= 1⇔ (x′′)2

(
√

3/4)2
+

(y′′)2

(
√

3/32)2
= 1 (elipse).
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Caṕıtulo 17. Cónicas

El centro de la cónica es el punto (x′′, y′′) = (0, 0). Entonces,

(x′′, y′′) = (0, 0)⇒

{
x′ = x′′ + α

y′ = y′′ + β.
⇒ (x′, y′) =

(
1

2
√

2
,

3

4
√

2

)

⇒


x =

1√
2

(x′ − y′)

y =
1√
2

(x′ + y′).
⇒ (x, y) =

(
−1

8
,
5

8

)
.

Los ejes de la cónica son x′′ = 0 e y′′ = 0. Entonces,

x′′ = 0⇔

{
x′′ = 0

y′′ = t
⇔


x′ =

1

2
√

2

y′ = t+
3

4
√

2

⇔


x =

1√
2

(
1

2
√

2
− t− 3

4
√

2

)
y =

1√
2

(
1

2
√

2
+ t+

3

4
√

2

) ⇔

x = −1

8
− t√

2

y =
5

8
+

1√
2

⇔︸︷︷︸
sumando

2x+ 2y − 1 = 0.

De manera totalmente análoga se halla el otro eje.

17.6. Familia uniparamétrica de cónicas

Clasificar las siguientes cónicas según los distintos valores de λ ∈ R.

λx2 + y2 + 2xy + 2λx+ y = 0.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. La matriz correspondiente a la familia de cónicas dada es:

A =

λ 1 λ
1 1 1/2
λ 1/2 0

 .
Los invariantes lineal, cuadrático y cúbico son:

s = a11 + a22 = λ+ 1, δ = A33 = λ− 1, ∆ = detA = −λ
(
λ− 3

4

)
.
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17.7 Circunferencia, cónica y forma cuadrática

Primer caso: δ > 0. Esto ocurre cuando λ > 1. La cónica es de tipo eĺıptico.
Dado que en este caso δ > 0 y ∆ < 0, se verifica s∆ < 0 y por tanto la
cónica es una elipse real. Veamos si alguna de estas elipses es circunferencia.
Los valores propios asociados a la cónica son las soluciones de la ecuación:∣∣∣∣λ− α 1

1 1− α

∣∣∣∣ = α2 − (λ+ 1)α+ λ− 1 = 0.

Existe un valor propio doble si y sólo si el discriminante (λ+ 1)2 − 4(λ− 1)
es nulo. Esto equivale a α2 − 2α + 5 = 0, ecuación que no tiene soluciones
reales, es decir no hay circunferencias.

Segundo caso: δ < 0. Esto ocurre cuando λ < 1. La cónica es de tipo hi-
perbólico. Es una hipérbola salvo cuando ∆ se anula (λ = 0 o λ = 3/4), en
los que tenemos pares de rectas reales secantes.

Tercer caso: δ = 0. Esto ocurre cuando λ = 1. La cónica es de tipo parabóli-
co. Además en este caso ∆ 6= 0, con lo cual se trata de una parábola.

Agrupando los resultados obtenidos:

Hipérbola : λ ∈ (−∞, 0) ∪ (0, 3/4) ∪ (3/4, 1)

Rectas reales secantes : λ = 0 ∨ λ = 3/4

Parábola : λ = 1

Elipse real : λ ∈ (1,+∞).

17.7. Circunferencia, cónica y forma cuadrática

Se considera la circunferencia x2 + y2 = a2, la cónica

a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy = a2

y la forma cuadrática

Q(x, y) = (a11 − 1)x2 + (a22 − 1)y2 + 2a12xy.

1. Demostrar que si la forma cuadrática Q(x, y) es definida positiva, en-
tonces la circunferencia y la cónica no se cortan. Enunciar el rećıproco y
estudiar su validez, dar una demostración en caso afirmativo o construir un
contraejemplo en caso negativo.
2. Estudiar y describir geométricamente las cónicas

a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy = a2

para las cuales la forma cuadrática Q(x, y) es definida positiva.
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Caṕıtulo 17. Cónicas

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. 1. Supongamos que existiera un punto (α, β) que perteneciera a
la circunferencia y cónica dadas. Entonces se verificaŕıa{

α2 + β2 = a2

a11α
2 + a22β

2 + 2a12αβ = a2.

Restando a la segunda ecuación la primera obtenemos

(a11 − 1)α2 + (a22 − 1)β2 + 2a12αβ = 0,

o de forma equivalente Q(α, β) = 0. Como Q definida positiva, ha de ser
necesariamente (α, β) = (0, 0), pero esto es absurdo pues (0, 0) no satisface la
ecuación de la circunferencia. Concluimos pues que si Q es definida positiva,
la circunferencia y la cónica no se cortan.
Veamos que el rećıproco es falso. En efecto, consideremos la circunferencia
x2 +y2 = 1 y la cónica x2/2+y2/2 = 1. Es claro que no se cortan y la forma
cuadrática Q es

Q(x, y) =

(
1

2
− 1

)
x2 +

(
1

2
− 1

)
y2 = −1

2
x2 − 1

2
y2,

que no es definida positiva.

2. Sea (x, y) un punto de la cónica. Este punto no puede ser el origen pues
a 6= 0. Si Q es definida positiva:

Q(x, y) = (a11 − 1)x2 + (a22 − 1)y2 + 2a12xy

= a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy − x2 − y2 = a2 − (x2 + y2) > 0.

Es decir, todo punto de la cónica ha de estar en el ćırculo D ≡ 0 < x2 +y2 <
a2 y rećıprocamente, si la cónica está contenida en D, la forma cuadrática Q
es definida positiva. Concluimos que las cónicas para las cuales Q es definida
positiva son aquellas contenidas en el disco abierto D.

17.8. Ejes de una cónica por diagonalización si-
multanea

Un plano eucĺıdeo E está referido a unos ejes oblicuos XOY, de ángulo π/3
y vectores de referencia respectivos ~I, ~J ambos con módulo 1. Las coorde-
nadas (x, y) de un punto M cualquiera del plano quedan por tanto definidos

mediante
−−→
OM = x~I + y ~J. Hallar los ejes de simetŕıa de la cónica de E

C : x2 + 3y2 + xy − 4 = 0.
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17.8 Ejes de una cónica por diagonalización simultanea

Solución. La matriz de Gram del producto escalar usual en la base B =
{~I, ~J} es

B =

(
〈~I, ~I〉 〈~I, ~J〉
〈 ~J, ~I〉 〈 ~J, ~J〉

)
=

(
1 1/2

1/2 1

)
.

La ecuación de la cónica en coordenadas en la base B es x2 + 3y2 + xy = 4,
que podemos expresar matricialmente en la forma

(x, y)

(
1 1/2

1/2 3

)
︸ ︷︷ ︸

A

(
x
y

)
= 4.

Diagonalicemos simultaneamente. Valores propios generalizados:

|A− λB| =
∣∣∣∣ 1− λ 1/2− λ/2
1/2− λ/2 3− λ

∣∣∣∣ =
3

4
λ2 − 7

2
λ+

11

4
= 0

⇔ 3λ2 − 14λ+ 11 = 0⇔ λ =
14± 8

6
= {11/3, 1} (simples).

Subespacios propios generalizados y base de cada uno de ellos:

V11/3 ≡


− 8

3
x1 −

4

3
x2 = 0

− 4

3
x1 −

2

3
x2 = 0

, B11/3 = {(1,−2)}

V1 ≡

{
0 = 0

2x2 = 0
, B1 = {(1, 0)}.

Los vectores u1 = (1,−2) y u2 = (1, 0) son B-ortogonales pues corresponden
a valores propios generalizados distintos. La B-norma de cada uno de estos
vectores es

‖u1‖2 = (1,−2)B

(
1
−2

)
= 3, ‖u2‖2 = (1, 0)B

(
1
0

)
= 1.

Una base de E, B-ortonormal y de vectores propios generalizados es por
tanto

B′ =
{
e1 =

(
1/
√

3,−2/
√

3
)
, e2 = (1, 0)

}
.

En consecuencia,

P =

(
1/
√

3 1

−2/
√

3 0

)
⇒ P TAP =

(
11/3 0

0 1

)
, P TBP =

(
1 0
0 1

)
.
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Caṕıtulo 17. Cónicas

Sean (x′y′) las coordenadas del punto M en la base B′, esto es,
−−→
OM =

x′e1 + y′e2, entonces(
x
y

)
=

(
1/
√

3 1

−2/
√

3 0

)(
x′

y′

)
. (∗)

Tenemos,

x2 + 3y2 + xy − 4 = 0⇔ (x, y) A

(
x
y

)
= 4⇔ (x′, y′)P TAP

(
x′

y′

)
= 4

⇔ (x′, y′)

(
11/3 0

0 1

)(
x′

y′

)
= 4⇔ 11

3
(x′)2 + (y′)2 = 4,

y la matriz de Gram en B′ es P TBP = I es decir, la cónica está ahora
expresada en una base ortonormal. Se trata claramente de una elipse de ejes
x′ = 0, y′ = 0. De las relaciones (∗) obtenemos

x′√
3

+ y′ = x

− 2√
3
x′ = y

o bien

x′ = −
√

3

2
y

y′ = x+
y

2
.

Los ejes de la cónica en las coordenadas originales son por tanto y = 0, y
2x+ y = 0.
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17.8 Ejes de una cónica por diagonalización simultanea
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Caṕıtulo 18

Superficies

18.1. Superficies regladas

1. Hallar la ecuación cartesiana del cilindro S de generatrices paralelas al
vector (1, 1, 1) y cuya directriz es la curva

C : x =
t

t− 1
, y =

t2

t− 1
, z =

t3

t− 1
.

2. Hallar la ecuación del cilindro cuya sección recta (perpendicular a las
generatrices) viene dada por la curva{

x = z

x2 + 2y2 − 1 = 0.

3. Hallar la ecuación cartesiana del cono de vértice V (0, 0, 0) y directriz la
curva

C : x = t, y = t2, z = t3.

4. Hallar la ecuación cartesiana del cono de vértice V (1, 0, 0) y directriz la
curva {

x = z

x2 + 2y2 − 1 = 0.

Solución. 1. Recordamos que la ecuaciones paramétricas de una superficie
reglada S de directriz la curva C de ecuaciones paramétricas x = x(t),
y = y(t), z = z(t) con generatrices en cada punto P (x(t), y(t), z(t)) paralelas
al vector VP = (vx(t), vy(t), vz(t)) son

S :


X = x(t) + λvx(t)

Y = y(t) + λvy(t)

Z = z(t) + λvz(t).

661
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18.1 Superficies regladas

En nuestro caso,

S :



X =
t

t− 1
+ λ

Y =
t2

t− 1
+ λ

Z =
t3

t− 1
+ λ.

Eliminemos los parámetros,

Y −X =
t2 − t
t− 1

=
t(t− 1)

t− 1
= t, Z − Y =

t3 − t2

t− 1
=
t2(t− 1)

t− 1
= t2.

La ecuación pedida es Z − Y = (Y −X)2. Operando queda

S : X2 + Y 2 − 2XY + Y − Z = 0.

2. Describimos el método general para hallar la ecuación de un cilindro
cuando la directriz C viene dada por la intersección de dos superficies

C :

{
f(x, y, z) = 0

g(x, y, z) = 0.

Si (a, b, c) es vector paralelo a las generatrices, dividiendo entre c, obtenemos
un vector de la forma (m,n, 1). Eligiendo un punto de cada generatriz de la
forma (p, q, 0), las ecuaciones de las generatrices son

X = p+ λm

Y = q + λn

Z = λ

o bien

{
X = p+mZ

Y = q + nZ.

Obligando a que corten a la directriz obtenemos{
f(p+mZ, p+ nZ,Z) = 0

g(p+mZ, q + nZ,Z) = 0.

Eliminando Z de entre las relaciones anteriores, obtenemos una relación
R(p, q) = 0, que sustituida por sus valores, proporciona la ecuación de la
superficie

R (X −mZ, Y − nZ) = 0. �

En nuestro caso, la directriz está contenida en el plano x−z = 0 y un vector
normal es el (−1, 0, 1). Las generatrices son por tanto de la forma{

X = p− Z
Y = q.
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Caṕıtulo 18. Superficies

Obligando a que corten a la directriz,{
p− Z = Z

(p− Z)2 + 2q2 − 1 = 0.

Eliminando Z de entre las relaciones anteriores, obtenemos la relación p2 +
8q2−4 = 0. Sustituyendo por sus valores, obtenemos la ecuación del cilindro,

(X + Z)2 + 8Y 2 − 4 = 0.

3. En general, toda generatriz de un cono S de vértice V (x0, y0, z0) y directriz
C : x = x(t), y(t), z = z(t), pasa por V y por un punto P (x(t), y(t), z(t)) de
la directriz. Las ecuaciones paramétricas del cono son por tanto

S :


X = x0 + λ (x(t)− x0)

Y = y0 + λ (y(t)− y0)

Z = z0 + λ (z(t)− z0) .

En nuestro caso, S : X = λt, Y = λt2, Z = λt3. Eliminando parámetros

Y

X
= t,

Z

Y
= t⇒ Z

Y
=
Y

X
.

La ecuación cartesiana del cono es por tanto Y 2 − ZX = 0.

4. En general, sea S un cono de vértice V (x0, y0, z0) y directriz la curva

C :

{
f(x, y, z) = 0

g(x, y, z) = 0.

Sea (a, b.c) un vector de dirección de una generatriz. Dividiendo entre entre c
obtenemos un vector de la forma (λ, µ, 1). Las ecuaciones de las generatrices
son

X − x0

λ
=
Y − y0

µ
= Z − z0, o bien

{
X = x0 + λ(Z − z0)

Y = y0 + µ(Z − z0).

Obligando a que corten a la directriz obtenemos{
f (x0 + λ(Z − z0), y0 + µ(Z − z0), Z) = 0

g (x0 + λ(Z − z0), y0 + µ(Z − z0), Z) = 0.

Eliminando Z de entre las relaciones anteriores, obtenemos una relación
R(λ, µ) = 0, que sustituida por sus valores, proporciona la ecuación del
cono

R

(
X − x0

Z − z0
,
Y − y0

Z − z0

)
= 0. �
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18.2 Superficies de revolución

En nuestro caso, las generatrices son de la forma{
X = 1 + λZ

Y = µZ.

Obligando a que corten a la directriz,{
1 + λZ = Z

(1 + λZ)2 + 2µ2Z2 − 1 = 0.

Eliminando Z de entre las relaciones anteriores, obtenemos la relación λ2 −
2µ2 − 2λ = 0. Sustituyendo por sus valores y simplificando obtenemos la
ecuación del cono,

X2 − 2Y 2 − 2Z2 − 2X + 2Z + 1 = 0.

18.2. Superficies de revolución

1. Hallar la ecuación de la superficie de revolución obtenida a girar la recta
x = z, y = z alrededor del eje OZ.

2. Hallar la ecuación cartesiana de la superficie obtenida al girar la recta
C : x = 1, y = 2 alrededor del eje r : x = y = z.

Solución. 1. Recordamos que una superficie de revolución es la superficie
S obtenida al girar una curva C llamada generatriz alrededor de una recta
fija r llamada eje. Supongamos que

C :

{
f(x, y, z) = 0

g(x, y, z) = 0,
r :

x− x0

a
=
y − y0

b
=
z − z0

c
.

Las esferas con centro (x0, y0, z0) tienen por ecuación

(X − x0)2 + (Y − y0)2 + (Z − z0)2 = λ,

y las circunferencias con centro un punto del eje y que son perpendiculares
al eje son de la forma{

(X − x0)2 + (Y − y0)2 + (Z − z0)2 = λ

aX + bY + cZ = µ.

La superficie S está formada por las circunferencias anteriores y que además
cortan a la curva generatriz C. Obligando a que esto ocurra, obtendremos
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Caṕıtulo 18. Superficies

una relación entre λ y µ, que sustituidos por sus valores, nos dará la ecua-
ción de S. �

En nuestro caso, las circunferencias con centro un punto del eje y que son
perpendiculares al eje son de la forma{

X2 + Y 2 + Z2 = λ

Z = µ.

Obligando a que corten a la generatriz{
3Z2 = λ

Z = µ,

y eliminando Z obtenemos λ− 3µ2 = 0. La ecuación de la superficie pedida
es por tanto

X2 + Y 2 − 2Z2 = 0.

2. Las circunferencias con centro un punto del eje y perpendiculares al eje
son {

X2 + Y 2 + Z2 = λ

X + Y + Z = µ.

Obligando a que corten a la generatriz{
5 + Z2 = λ

3 + Z = µ,

y eliminando Z obtenemos λ− 5 = (µ− 3)2. La ecuación de la superficie de
revolución pedida es pedida es por tanto

X2 + Y 2 + Z2 − 5 = (X + Y + Z − 3)2,

y operando queda XY +XZ + Y Z − 3X − 3Y − 3Z + 7 = 0.

18.3. Superficie de revolución y cónica

Se consideran las rectas r : x = y = z . s : −x+ z = 0, x+ 4y + z − 6 = 0.
Se pide:
1) Obtener la ecuación de la superficie que engendra la recta s al girar alre-
dedor de la recta r.
2) Se corta la superficie anterior por el plano z = 1. Clasificar la cónica resul-
tante, indicando los elementos notables (centro, ejes y aśıntotas si las tiene),
si no es degenerada o calcular las rectas que la forman si es degenerada.
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18.3 Superficie de revolución y cónica

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Caminos, UPM).

Solución. 1) La superficie de revolución R pedida está formada por las
circunferencias que son perpendiculares al eje r, con centro un punto de este
eje y que además cortan a s. Las circunferencias C perpendiculares al eje
r con centro un punto del eje se obtienen por la intersección de todas las
esferas con centro un punto del eje (por ejemplo el origen) con todos los
planos perpendiculares al eje. Es decir

C ≡
{
x2 + y2 + z2 = λ1

x+ y + z = λ2.

La recta s la podemos expresar en la forma z = x, y = 3/2−x/2. Obliguemos
a que la circunferencias C corten a s{

x2 + (3/2− x/2)2 + x2 = λ1

x+ 3/2− x/2 + x = λ2.

Despejando x en la segunda ecuación y sustituyendo en la primera, obtene-
mos la relación que han de cumplir λ1 y λ2 para que las circunferencias C
pertenezcan a la superficie R

λ2
2 + 2λ2 − λ1 + 6 = 0.

Sustituyendo λ1 y λ2 por sus valores en C

(x+ y + z)2 + 2(x+ y + z)− x2 − y2 − z2 + 6 = 0.

Simplificando obtenemos la ecuación de la superficie pedida

R ≡ xy + xz + yz + x+ y + z + 6 = 0.

2) Para z = 1 obtenemos la cónica xy + 2x+ 2y + 7 = 0, su matriz es

A =

 0 1/2 1
1/2 0 1
1 1 7

 .
Tenemos ∆ = detA = −3/4 6= 0 y δ = A33 = −1/4 < 0. Se trata pues de
una hipérbola. Hallando las parciales respecto de x e y obtenemos el centro
de la cónica {

y + 2 = 0
x+ 2 = 0

⇔
{
x = −2
y = −2.

El centro es por tanto el punto (−2,−2). Las ecuaciones de los ejes de una
cónica f(x, y) = 0 en el caso elipse o hipérbola no degenerada con a12 6= 0
sabemos que son

y − y0 =
αi − a11

a12
(x− x0) (i = 1, 2), (∗)
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Caṕıtulo 18. Superficies

siendo (x0, y0) el centro de la cónica y αi (i = 1, 2) los valores propios de la
matriz correspondiente a A33∣∣∣∣−α 1/2

1/2 −α

∣∣∣∣ = 0⇔ α2 − 1/4 = 0⇔ α = ±1/2.

Sustituyendo en (∗) obtenemos las ecuaciones de los ejes: x − y = 0, x +
y+ 4 = 0. Para hallar las aśıntotas homogeneizamos la ecuación xy+ 2xt+
2yt + 7t2 = 0. Si t = 0 , entonces xy = 0. Es decir los puntos del infinito
de la cónica son (1, 0, 0) y (0, 1, 0). Las ecuaciones de las aśıntotas son por
tanto x = −2 e y = −2. Teniendo en cuenta que la cónica está contenida en
el plano z = 1 podemos concluir:

Centro: (−2,−2, 1).

Ejes:

{
x− y = 0
z = 1

,

{
x+ y + 4 = 0

z = 1.

Aśıntotas:

{
x = −2
z = 1

,

{
y = −2
z = 1.

18.4. Superficies de traslación

1. Hallar la superficie de traslación de la dos siguientes parábolas{
y2 = 2px

z = 0,

{
z2 = 2qx

y = 0.

2. Hallar la ecuación de la superficie de traslación obtenida al desplazarse la
elipse 

x2

4
+
y2

9
= 1

z = 0

sobre la recta x− 2 =
y

2
=
z

3
.

Solución. 1. Recordamos que si C y C∗ son curvas del espacio de ecuaciones
paramétricas

C :


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t),

C∗ :


x = x∗(u)

y = y∗(u)

z = z∗(u)

que se cortan en el punto P0(x0, y0, z0), entonces las ecuaciones paramétricas
de la superficie S obtenida al trasladarse una de ellas paralelamente a lo largo
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18.4 Superficies de traslación

de la otra, son

S :


x = x(t) + x∗(u)− x0

y = y(t) + y∗(u)− y0

z = z(t) + z∗(u)− z0.

En nuestro caso, tenemos las curvas

C :


x =

t2

2p

y = t

z = 0,

C∗ :


x =

u2

2q

y = 0

z = u

que se cortan en el punto P0(0, 0, 0). La superficie pedida es por tanto

S :


x =

t2

2p
+
u2

2q

y = t

z = u.

Eliminando parámetros obtenemos

S :
y2

2p
+
z2

2q
− x = 0.

2. Las curvas dadas son

C :


x = 2 cos t

y = 3 sen t

z = 0,

C∗ :


x = 2 + u

y = 2u

z = 3u

que se cortan en el punto P0(2, 0, 0). La superficie pedida es por tanto

S :


x = u+ 2 cos t

y = 2u+ 3 sen t

z = 3u.

Eliminemos parámetros. De sen2 t+ cos2 t = 1 obtenemos

S :

(
y − 2z/3

3

)2

+

(
x− z/3

2

)2

= 1.
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Caṕıtulo 18. Superficies

18.5. Una cuádrica como lugar geométrico

Hallar la ecuación cartesiana del lugar geométrico de los puntos del espacio
tales que la razón de sus distancias al plano x+y+ z = 9 y al punto (1, 1, 1)
es
√

3. Comprobar que se trata de una cuádrica (ecuación de segundo grado),
clasificarla y hallar su ecuación reducida.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. Llamemos P0 al punto (1, 1, 1), π al plano x+y+z = 9, P (x, y, z)
a cualquier punto del espacio, y L al lugar geométrico pedido. Entonces:

P ∈ L ⇔ d(P, π)

d(P, P0)
=
√

3⇔ d(P, π) =
√

3 d(P, P0)

⇔
∣∣∣∣x+ y + z − 9√

3

∣∣∣∣ =
√

3
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2.

Elevando al cuadrado ambos miembros de la última igualdad:

(x+ y + z − 9)2 = 9[(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2].

Operando y simplificando obtenemos el lugar geométrico pedido:

L ≡ 4x2 + 4y2 + 4z2 − xy − xz − yz − 27 = 0.

Escribamos ahora la matriz A de la cuádrica. Podemos multiplicar ambos
miembros de la ecuación por 2 para evitar fracciones, obteniendo:

A =


8 −1 −1 0
−1 8 −1 0
−1 −1 8 0

0 0 0 −54

 .

Hallemos los valores propios asociados a la cuádrica, para ello restamos a la
segunda y tercera fila la primera y a continuación, a la primera columna le
sumamos las demás:∣∣∣∣∣∣

8− λ −1 −1
−1 8− λ −1
−1 −1 8− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
8− λ −1 −1
−9 + λ 9− λ 0
−9 + λ 0 9− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
6− λ −1 −1

0 9− λ 0
0 0 9− λ

∣∣∣∣∣∣
= (6− λ)(9− λ)2 = 0⇔ λ = 6 (simple) ∨ λ = 9 (doble).

Para δ = A44 y ∆ = det(A) y λ1, λ2, λ3 los valores propios asociados a la
cuádrica, sabemos que una ecuación reducida de la misma es:

λ1X
2 + λ2Y

2 + λ3Z
2 +

∆

δ
= 0 (si δ 6= 0).
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18.6 Cuádrica, giro y traslación

Dado que ∆ = −54δ, una ecuación reducida de L es 6X2 +9Y 2 +9Z2−54 =
0, que la podemos escribir en la forma X2/9 + Y 2/6 + 9Z2/6 = 1. En
consecuencia:

L ≡ X2

32
+

Y 2

(
√

6)2
+

Z2

(
√

6)2
= 1.

Se trata de un elipsoide de semiejes 3,
√

6,
√

6.

18.6. Cuádrica, giro y traslación

Se considera la cuádrica

C : 2x2 − 7y2 + 2z2 − 10xy − 8xz − 10yz + 6x+ 12y − 6z + 5 = 0.

Efectuar un giro y traslación de ejes que permita hallar la ecuación reducida
de C. Clasificar la cuádrica.

Solución. Podemos escribir C en la forma

(x, y, z)

 2 −5 −4
−5 −7 −5
−4 −5 2


︸ ︷︷ ︸

A

xy
z

+ 2(x, y, z)

 3
6
−3

+ 5 = 0.

Valores propios de A :∣∣∣∣∣∣
2− λ −5 −4
−5 −7− λ −5
−4 −5 2− λ

∣∣∣∣∣∣ =︸︷︷︸
F3−F1

∣∣∣∣∣∣
2− λ −5 −4
−5 −7− λ −5
−6 + λ 0 6− λ

∣∣∣∣∣∣
=︸︷︷︸

C1+C3

∣∣∣∣∣∣
−2− λ −5 −4
−10 −7− λ −5

0 0 6− λ

∣∣∣∣∣∣ = (6− λ)

∣∣∣∣−2− λ −5
−10 −7− λ

∣∣∣∣
= (6− λ)(λ2 + 9λ− 36) = 0⇔ (6− λ)(λ+ 12)(λ− 3) = 0

⇔ λ = −12 ∨ λ = 3 ∨ λ = 6 (simples).

Subespacios propios de A y correspondientes bases

V−12 ≡


14x1 − 5x2 − 4x3 = 0

− 5x1 + 5x2 − 5x3 = 0

− 4x1 − 5x2 + 14x3 = 0,

B−12 = {(1, 2, 1)},

V3 ≡


− x1 − 5x2 − 4x3 = 0

− 5x1 − 10x2 − 5x3 = 0

− 4x1 − 5x2 − x3 = 0,

B3 = {(1,−1, 1)},
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Caṕıtulo 18. Superficies

V6 ≡


− 4x1 − 5x2 − 4x3 = 0

− 5x1 − 13x2 − 5x3 = 0

− 4x1 − 5x2 − 4x3 = 0,

B3 = {(1, 0,−1)}.

Los tres vectores anteriores son ortogonales dos a dos, como era de esperar,
al ser vectores propios asociados a valores propios distintos de una matriz
simétrica. Dividiendo cada vector entre su norma y transponiendo, obtene-
mos una matriz P ortogonal tal que P tAP = D con D diagonal de vectores
propios:

P =

1/
√

6 1/
√

3 1/
√

2

2/
√

6 −1/
√

3 0

1/
√

6 1/
√

3 −1/
√

2

 .

El determinante de P es 1, y determina un giro en el espacio. Efectuando la
transformación xy

z

 = P

uv
w


y sustituyendo en la ecuación de la cuádrica,

(u, v, w)P tAP

uv
w

+ 2(u, v, w)P t

 3
6
−3

+ 5 = 0,

(u, v, w)

−12 0 0
0 3 0
0 0 6

uv
w

+2(u, v, w)


1√
6

2√
6

1√
6

1√
3
− 1√

3
1√
3

1√
2

0 − 1√
2


 3

6
−3

+5 = 0,

−12u2 + 3v2 + 6w2 + 4
√

6u− 4
√

3v + 6
√

2w + 5 = 0.

Completando cuadrados,

−12

(
u− 1√

6

)2

+ 3

(
v − 2√

3

)2

+ 6

(
w +

1√
2

)2

= 0.

Con la traslación de ejes

X = v − 2√
3
, Y = w +

1√
2
, Z = u− 1√

6

obtenemos la ecuación reducida de la cuádrica C :

3X2 + 6Y 2 − 12Z2 = 0, o bien X2 + 2Y 2 − 4Z2 = 0.

Se trata de un cono.
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18.7 Una curva plana

18.7. Una curva plana

Averiguar si es plana la curva de ecuaciones paramétricas

x = t, y =
t2 + t+ 2

t
, z =

−t2 − t+ 3

t
(t > 0).

En caso afirmativo, hallar la ecuación cartesiana del plano que la contiene.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS de Ing. de Montes, UPM).

Solución. La curva es plana si y sólo si y existe un plano que la contiene
es decir, si y sólo si existe un plano π ≡ Ax+By + Cz +D = 0 tal que

At+B

(
t2 + t+ 2

t

)
+

(
−t2 − t+ 3

t

)
+D = 0 (∀t > 0).

Multiplicando por t y agrupando términos semejantes obtenemos equivalen-
temente

(A+B − C)t2 + (B − C +D)t+ 2B + 3C = 0 (∀t > 0).

Las funciones t2, t, 1 son linealmente independientes en el espacio de las
funciones reales en (0,+∞) como fácilmente se puede demostrar, en conse-
cuencia la igualdad anterior se verifica exclusivamente para los A,B,C,D
que satisfacen el sistema lineal homogéneo

A+B − C = 0
B − C +D = 0
2B + 3C = 0.

Resolviendo obtenemos A = D, B = −3D/5, C = 2D/5, D = D. Enton-
ces, para todo D ∈ R se verifica Dx−(3D/5)y+(2D/5)z+Dz = 0. Si D = 0
no obtenemos ningún plano, si D 6= 0, dividiendo entre D y multiplicando
por 5 obtenemos el plano

5x− 3y + 2z + 5 = 0.

Podemos por tanto concluir que la curva es plana y el plano que la contiene
es π ≡ 5x− 3y + 2z + 5 = 0.

18.8. Miscelánea de superficies

1. Hallar la ecuación de la superficie que proyecta la elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1

z = 0
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Caṕıtulo 18. Superficies

desde el punto V (0, 0, c).

2. Dada la curva C : x = t, y = t2, z = t3, determinar la superficie engen-
drada por las rectas tangentes en cada punto.

3. Hallar las ecuaciones de los cilindros que proyectan la hélice

C : x = cos t, y = sen t, z = t

paralelamente a los ejes de coordenadas.

4. Hallar la ecuación de la superficie reglada formada por todas las rectas
que cortan ortogonalmente al eje OZ y se apoyan en la circunferencia

C : y2 + z2 = 1, x = 1.

5. Hallar la ecuación de un cono de revolución de vértice V (1, 1, 1), eje
x = 2z − 1, y = z y ángulo de cada generatriz con el cono igual a π/3.

6. Una recta se mueve manteniéndose paralela al plano XOY y apoyándose
en las rectas

r :

{
y = 2z

x = 3,
s :

{
y = −2z

x = 3.

Hallar la ecuación de la superficie que engendra.

7. Determinar la superficie de traslación obtenida al desplazarse la recta r :
x = y = z a lo largo de la curva C : y = x2, y = x3.

8. Hallar la ecuación de la superficie engendrada por la recta que se mueve
apoyándose en las tres rectas

r1 :

{
x = 2

y = 3
r2 :

{
x = −2

z = −4
r3 :

{
y = −3

z = 4.

Solución. 1. Las ecuaciones de las generatrices son

X

λ
=
Y

µ
= Z − c, o bien

{
X = λ(Z − c)
Y = µ(Z − c).

Obligando a que corten a la directriz,
λ2(Z − c)2

a2
+
µ2(Z − c)2

b2
= 1

Z = 0.
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18.8 Miscelánea de superficies

Eliminando Z de entre las relaciones anteriores, obtenemos λ2c2/a2+µ2c2/b2 =
1. Sustituyendo por sus valores y simplificando obtenemos la ecuación del
cono,

X2

a2
+
Y 2

b2
− (Z − c)2

c2
= 0.

2. El vector tangente a la curva en cada punto P
(
t, t2, t3

)
es v =

(
1, 2t, 3t2

)
.

Las ecuaciones paramétricas de la superficie S pedida son
X = t+ λ

Y = t2 + 2λt

Z = t3 + 3λt2.

3. Un vector paralelo al eje OZ es (0, 0, 1), por tanto, las ecuaciones pa-
ramétricas del cilindro que proyecta C sobre el eje OZ son

X = cos t

Y = sen t

Z = t+ λ.

Eliminando t y λ, obtenemos X2 + Y 2 = 1.

Un vector paralelo al eje OY es (0, 1, 0), por tanto, las ecuaciones paramétri-
cas del cilindro que proyecta C sobre el eje OY son

X = cos t

Y = λ+ sen t

Z = t.

Eliminando t y λ, obtenemos X − cosZ = 0. De manera análoga obtenemos
el tercer cilindro: Y − cosZ = 0.

4. Las rectas que cortan ortogonalmente al eje OZ son Y = λX, Z = µ.
Obligando a que corten a C, {

λ2X2 + µ2 = 1

X = 1.

Eliminando X obtenemos la relación λ2 + µ2 = 1 y sustituyendo por sus
valores λ = Y/X y µ = Z obtenemos la superficie pedida,

Y 2 +X2
(
Z2 − 1

)
= 0.
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Caṕıtulo 18. Superficies

5. Las rectas que pasan por V (1, 1, 1) son de la forma

X − 1

λ
=
Y − 1

µ
=
Z − 1

1
.

Un vector de dirección del eje es u = (2, 1, 1) y uno de las generatrices,
v = (λ, µ, 1). Obligando a que formen un ángulo de π/3,

cos
π

3
=
〈u, v〉
|u| |v|

⇔ 1

2
=

2λ+ µ+ 1
√

6
√
λ2 + µ2 + 1

.

Elevando al cuadrado y simplificando,

5λ2 − µ2 + 8λµ+ 8λ+ 4µ− 1 = 0.

Sustituyendo λ = (X − 1)/(Z − 1), µ = (Y − 1)/(Z − 1) y simplificando
obtenemos la ecuación del cono:

5X2 − Y 2 − Z2 + 8XY + 8XZ + 4Y Z − 26X − 10Y − 10Z + 23 = 0.

6. Las ecuaciones de las rectas paralelas al plano XOY y que se apoyan en
r son {

Z = λ

X − 3 + µ(Y − 2Z) = 0.

Obligando a que corten a s, {
Z = λ

− 6− 4µZ = 0.

Eliminando Z queda 2λµ+3 = 0. Sustituyendo λ = Z y µ = (X−3)/(2Z−Y )
queda

2XZ − 3Y = 0.

7. Las ecuaciones paramétricas de r y C son

r :


x = t

y = t

z = t,

C :


x = u

y = u2

z = u3.

Un punto común es el origen, por tanto la superficie de traslación pedida es

S :


X = t+ u

Y = t+ u2

Z = t+ u3.
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18.8 Miscelánea de superficies

Eliminemos parámetros. Tenemos{
Y −X = u2 − u = u(u− 1)

Z − Y = u3 − u2 = u2(u− 1)
⇒ u =

Z − Y
Y −X

.

Usando que t = X − u y sustituyendo en la segunda ecuación de S :

Y = X − Z − Y
Y −X

+
(Z − Y )2

(Y −X)2
,

y simplificando obtenemos

S : (Y −X)2(Z −X)− (Z − Y )2 = 0.

8. Rectas que se apoyan en r1 y r2

r :

{
X − 2 + λ(Y − 3) = 0

X + 2 + µ(Z + 4) = 0
(λ, µ ∈ R).

Obliguemos a que corten a r3. Sustituyendo Y = −3, Z = 4,{
X − 2− 6λ = 0

X + 2 + 8µ = 0.

Eliminando X obtenemos 3λ + 4µ + 2 = 0, que es la relación que han de
cumplir las rectas r para que pertenezcan a la superficie. Sustituyendo en
esta relación λ y µ por sus valores,

−3 · X − 2

Y − 3
− 4 · X + 2

Z + 4
+ 2 = 0.

Operando, obtenemos la ecuación de la superficie pedida:

2(Y − 3)(Z + 4)− 3(X − 2)(Z + 4)− 4(X + 2)(Y − 3) = 0.
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Caṕıtulo 19

Programación lineal

19.1. Método del simplex

1. Hallar el máximo de la función z = 2x1 + x2 con las restricciones
3x1 + 2x2 ≤ 10

x1 + 3x2 ≤ 5

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

2. Hallar el máximo de la función z = 8x1 + 4x2 + 6x3 con las restricciones
2x1 + 3x2 + x3 ≤ 7

x1 + x2 + 2x3 ≤ 6

2x1 + 4x2 + 3x3 ≤ 15

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

3. Hallar el mı́nimo de la función z = 4x1 + 8x2 + 3x3 con las restricciones
x1 + x2 ≥ 2

2x2 + x3 ≥ 5

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

4. Minimizar la función f(x1, x2, x3, x4) = x1 − 6x2 + 3x3 + x4 bajo las
restricciones 

x1 − 2x2 + x3 + 3x4 ≤ 8

2x1 + 3x2 − x3 + 2x4 ≤ 5

x1 + x2 − 3x3 + 4x4 ≤ 6

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , 4).

677
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19.1 Método del simplex

Solución. 1. Introducimos las variables de holgura xi ≥ 0 (i = 3, 4) y
expresamos el problema en forma estándar:

3x1 + 2x2 + x3 = 10

x1 + 3x2 + x4 = 5

− 2x1 − x2 + z = 0

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , 4).

Expresemos el problema en forma matricial escribiendo ordenadamente en
filas los coeficientes de x1, . . . , x4, z y los términos constantes 3 2 1 0 0 10

1 3 0 1 0 5
−2 −1 0 0 1 0

 .
Una solución factible básica es x = (0, 0, 10, 5)t, para la cual z = 0. La
solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi co-
rrespondientes a la última fila. Eliminemos el menor coeficiente negativo es
decir, −2. Como 3/10 > 1/5 elegimos como pivote a11 = 3 y fabricamos
ceros en la primera columna: 1 2/3 1/3 0 0 10/3

1 3 0 1 0 5
−2 −1 0 0 1 0

 ,
 1 2/3 1/3 0 0 10/3

0 7/3 −1/3 1 0 5/3
0 1/3 2/3 0 1 20/3

 .
Una solución factible básica es x = (10/3, 0, 0, 5/3)t, para la cual z = 20/3.
La solución es máxima al no existir coeficientes negativos para las xi corres-
pondientes a la última fila. Por tanto,

zmax

(
10

3
, 0

)
=

20

3
.

2. ntroducimos las variables de holgura xi ≥ 0 (i = 4, 5, 6) y expresamos el
problema en forma estándar, escribiendo ordenadamente en filas los coefi-
cientes de x1, . . . , x6, z y los términos constantes:

2 3 1 1 0 0 0 7

1 1 2 0 1 0 0 6

2 4 3 0 0 1 0 15
−8 −4 −6 0 0 0 1 0

 .
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Caṕıtulo 19. Programación lineal

Una solución factible básica es x = (0, 0, 0, 7, 6, 15)t, para la cual z = 0. La
solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi en
la última fila. Eliminemos el menor coeficiente negativo es decir, −8. Como
2/7 > 1/6 > 2/45, elegimos como pivote a11 = 2 y fabricamos ceros es la
primera columna:

1 3/2 1/2 1/2 0 0 0 7/2

1 1 2 0 1 0 0 6

2 4 3 0 0 1 0 15
−8 −4 −6 0 0 0 1 0

 ,


1 3/2 1/2 1/2 0 0 0 7/2

0 −1/2 3/2 −1/2 1 0 0 5/2

0 1 2 −1 0 1 0 8
0 8 −2 4 0 0 1 28

 .
Una solución factible básica es x = (7/2, 0, 0, 0, 5/2, 8)t, para la cual z = 28.
La solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi en
la última fila. Eliminemos el único coeficiente negativo es decir, −2. Como
3/5 > 2/8 > 1/7, elegimos como pivote a23 = 3/2 y fabricamos ceros es la
tercera columna:

1 3/2 1/2 1/2 0 0 0 7/2

0 −1/3 1 −1/3 2/3 0 0 5/3

0 1 2 −1 0 1 0 8
0 8 −2 4 0 0 1 28

 ,


1 5/3 0 1/2 2/3 0 0 8/3

0 −1/3 1 −1/3 2/3 0 0 5/3

0 5/3 0 −1/3 −4/3 1 0 14/3
0 22/3 0 10/3 4/3 0 1 94/3

 .
Una solución factible básica es x = (8/3, 0, 5/3, 0, 0, 14/3)t, para la cual
z = 94/3. La solución es máxima al no existir coeficientes negativos para las
xi en la última fila. Por tanto,

zmax

(
8

3
, 0,

5

3

)
=

94

3
.

3. Hallemos el máximo de la función z′ = −z = −4x1 − 8x2 − 3x3. Introdu-
cimos las variables de holgura xi ≥ 0 (i = 4, 5) y expresamos el problema
en forma estándar, escribiendo ordenadamente en filas los coeficientes de
x1, . . . , x5, z

′ y los términos constantes: 1 1 0 −1 0 0 2
0 2 1 0 −1 0 5
4 8 3 0 0 1 0

 .
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19.1 Método del simplex

Encontremos una solución factible básica. Elegimos como pivote el elemento
a11 = 1 y fabricamos ceros en la primera columna 1 1 0 −1 0 0 2

0 2 1 0 −1 0 5
0 4 3 4 0 1 −8

 .
Tomamos ahora como pivote el elemento a33 = 1 y fabricamos ceros en la
tercera columna  1 1 0 −1 0 0 2

0 2 1 0 −1 0 5
0 −2 0 4 3 1 −23

 .
Una solución factible básica es x = (2, 0, 5, 0, 0)t, para la cual z′ = −23.
La solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi
en la última fila. Eliminemos el coeficiente negativo de la última fila. Como
1/2 > 2/5, tomamos el elemento a12 = 1 como pivote y fabricamos ceros en
la segunda columna 1 1 0 −1 0 0 2

−2 0 1 2 −1 0 1
2 0 0 2 3 1 −19

 .
Una solución factible básica es x = (0, 2, 1, 0, 0)t, para la cual z′ = −19.
La solución es máxima al no existir coeficiente negativos para las xi en la
última fila. En consecuencia,

z′max (0, 2, 1) = −19, o bien zmin (0, 2, 1) = 19.

4. Hallemos el máximo de la función z = −f(x1, x2, x3, x4). Introducimos las
variables de holgura xi ≥ 0 (i = 5, 6, 7) y expresamos el problema en forma
estándar, escribiendo ordenadamente en filas los coeficientes de x1, . . . , x7, z
y los términos constantes:

1 −2 1 3 1 0 0 0 8

2 3 −1 2 0 1 0 0 5

1 1 −3 0 0 0 1 0 6
1 −6 3 1 0 0 1 0 0

 .
Una solución factible básica es x = (0, 0, 0, 0, 8, 5, 6)t, para la cual z = 0.
La solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi
en la última fila. Eliminemos el coeficiente negativo de la última fila. Como
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Caṕıtulo 19. Programación lineal

3/5 > 1/6, tomamos el elemento a22 = 6 como pivote y fabricamos ceros en
la segunda columna

1 −2 1 3 1 0 0 0 8

2/3 1 −1/3 2/3 0 1/3 0 0 5/3

1 1 −3 0 0 0 1 0 6
1 −6 3 1 0 0 0 1 0

 ,


7/3 0 1/3 13/3 1 2/3 0 0 34/3

2/3 1 −1/3 2/3 0 1/3 0 0 5/3

1/3 0 −8/3 −2/3 0 −1/3 1 0 13/3
5 0 1 5 0 2 0 1 10

 .
Una solución factible básica es x = (0, 5/3, 0, 0, 34/3, 0, 13/3)t, para la cual
z = 10. La solución es máxima al no existir coeficientes negativos para las
xi en la última fila. Por tanto,

zmax

(
0,

5

3
, 0, 0

)
= 10. o bien fmin

(
0,

5

3
, 0, 0

)
= −10.

19.2. Máximo de una integral por el método del
simplex

Hallar el valor máximo de la integral

I =

∫ 1

0
x2p

(
1

x

)
dx.

entre todos los polinomios de grado menor o igual que 2 de coeficientes no
negativos y que cumplen p(1) ≤ 2 y p′(1) ≤ 3.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. Todo polinomio de grado menor o igual que dos es de la forma
p(x) = x1 + x2x + x3x

2 con x1, x2, x3 ∈ R. Hallemos expĺıcitamente la
integral:

I =

∫ 1

0
x2
(
x1 +

x1

x
+
x3

x2

)
dx =

∫ 1

0
(x1x

2 + x2x+ x3)dx

=

[
x1x

3

3
+
x2x

2

2
+ x3x

]1

0

=
1

3
x1 +

1

2
x2 + x3.
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19.2 Máximo de una integral por el método del simplex

La condición p(1) ≤ 2 equivale a x1 +x2 +x3 ≤ 2 y p′(1) ≤ 3 a x2 +2x3 ≤ 3.
Queda pues planteado el problema de programación lineal consistente en
maximizar la función I = x1/3 + x2/3 + x3 sometida a las restricciones

x1 + x2 + x3 ≤ 2
x2 + 2x3 ≤ 3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

Introducimos las variables de holgura xi ≥ 0 (i = 4, 5) y expresamos el
problema en forma estándar:

x1 + x2 + x3 + x4 = 2
x2 + 2x3 + x5 = 3
xi ≥ 0 (i = 1, . . . , 5)

Expresemos el problema en forma matricial escribiendo ordenadamente en
filas los coeficientes de x1, . . . , x5, I y los términos constantes: 1 1 1 1 0 0 2

0 1 2 0 1 0 3
−1/3 −1/2 −1 0 0 1 0

 .
Una solución factible básica es x = (0, 0, 0, 2, 3), para la cual I = 0. La solu-
ción no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi. Elimine-
mos el menor coeficiente negativo es decir, −1. Como 2/3 > 1/2, elegimos
como pivote a23 = 2 y fabricamos ceros es la tercera columna: 1 1 1 1 0 0 2

0 1/2 1 0 1/2 0 3/2
−1/3 −1/2 −1 0 0 1 0

 ,
 1 1/2 0 1 −1/2 0 1/2

0 1/2 1 0 1/2 0 3/2
−1/3 0 0 0 1/2 1 3/2

 .
Una solución factible básica es x = (0, 0, 3/2, 1/2, 0), para la cual I = 3/2.
La solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi.
Eliminemos el único coeficiente negativo es decir, −1/3. Como 1/(1/2) >
0/(3/2) elegimos como pivote a11 = 1 y fabricamos ceros es la primera
columna:  1 1/2 0 1 −1/2 0 1/2

0 1/2 1 0 1/2 0 3/2
0 1/6 0 1/3 1/3 1 5/3

 .
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Caṕıtulo 19. Programación lineal

Una solución factible básica es x = (1/2, 0, 3/2, 0, 0), para la cual I = 5/3.
La solución es máxima al no existir coeficientes negativos para las xi. Es
decir,

Imáx

(
1

2
+

3

2
x2

)
=

5

3
.

19.3. Método del simplex. Aplicación

En el proceso semanal de fabricación de una empresa se producen 43, 46
y 42 Tm de unas substancias S1, S2, S3 que no se pueden venderse direc-
tamente al mercado, pero permiten obtener unos productos P1, P2, P3 que
reportan unos beneficios unitarios de 3, 5, 2 respectivamente. Para cada Tm
de P1 se necesitan 1, 3 y 1 Tm de S1, S2, S3 respectivamente y análogamente
1, 2, 0 por Tm de P2 y 2, 0, 4 por Tm de P3. Se pide:

(a) Plantear y resolver un problema de programación lineal para organizar
la producción de P1, P2, P3 de manera que se maximicen los beneficios.
(b) Para evitar la contaminación existen disposiciones legales que obligan a
consumir cada semana la totalidad de la substancia S3 producida. Calcular
la pérdida de beneficios que el cumplimiento de dichas disposiciones supone
para la empresa.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Expresemos el problema en forma matricial escribiendo orde-
nadamente en filas los coeficientes de x1, . . . , x6, z y los términos constantes:

1 1 2 1 0 0 0 43

3 2 0 0 1 0 0 46

2 0 4 0 0 1 0 42
−3 −5 −2 0 0 0 1 0

 .
Una solución factible básica es x = (0, 0, 0, 43, 46, 42)t, para la cual z = 0.
La solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi en
la última fila. Eliminemos el menor coeficiente negativo es decir, −5. Como
2/46 > 1/46 > 0/42 elegimos como pivote a22 = 2 y fabricamos ceros es la
segunda columna:

1 1 2 1 0 0 0 43
3/2 1 0 0 1/2 0 0 23
2 0 4 0 0 1 0 42
−3 −5 −2 0 0 0 1 0

 ,
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19.4 Aprovechamiento de un monte


−1/2 0 2 1 −1/2 0 0 20

3/2 1 0 0 1/2 0 0 23

2 0 4 0 0 1 0 42
9/2 0 −2 0 5/2 0 1 115

 .
Una solución factible básica es x = (0, 23, 0, 20, 0, 42)t, para la cual z = 115.
La solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo para las xi en
la última fila. Eliminemos el único coeficiente negativo es decir, −2. Como
2/20 > 4/42 > 0/23 elegimos como pivote a13 = 2 y fabricamos ceros es la
primera columna:

−1/4 0 1 1/2 −1/4 0 0 10
3/2 1 0 0 1/2 0 0 23
2 0 4 0 0 1 0 42

9/2 0 −2 0 5/2 0 1 115

 ,

−1/4 0 1 1/2 −1/4 0 0 10

3/2 1 0 0 1/2 0 0 23

3 0 0 −2 1 1 0 2
4 0 0 1 2 0 1 135

 .
Una solución factible básica es x = (0, 23, 10, 0, 0, 2)t, para la cual z = 135.
La solución es máxima al no existir coeficientes negativos para las xi en la
última fila. En consecuencia, se optimizan los beneficios fabricando 0 Tm de
P1 , 23 Tm de P2 y 10 Tm de P3, siendo el beneficio máximo de 135.

(b) Basta imponer que 2x1 +4x3 = 42. Despejando obtenemos x1 = 21−2x3

con lo cual el problema se reduce a usar el método gráfico en el plano x2x3.

19.4. Aprovechamiento de un monte

Un monte de 100 Has se puede destinar a producción maderera y/o gana-
dera. La producción maderera se puede realizar con chopos que producen
10000 u.m. (unidades monetarias)/Ha año. La producción ganadera se basa
en el aprovechamiento de la hierba y las hojas de los fresnos. La hierba de
las zonas sin arbolado puede mantener 50 cabezas de ganado/Ha salvo en
los meses de Julio y Agosto que no pueden mantener ninguna.

Las zonas arboladas sólo pueden mantener un 80 por ciento de dicho número
de cabezas en cuanto a hierba. En los meses de Julio y Agosto las hojas de
una Ha de fresnos pueden alimentar 100 cabezas de ganado. La alimentación
del ganado, sólo puede realizarse con los recursos indicados.
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Caṕıtulo 19. Programación lineal

La cabeza de ganado produce una renta de 1,000 u.m./año. Se desea plan-
tear el aprovechamiento del monte de manera que la renta anual sea máxima.
Para ello:

(a) Designar las variables del problema. Plantear las condiciones del sistema
y la función objetivo.
(b) Expresar el problema en forma estándar o normalizado, añadiendo las
variables de holgura necesarias. Encontrar una solución factible básica con
variables básicas las de holgura y la superficie poblada por chopos.
(c) Proseguir por el método del simplex hasta encontrar la solución óptima.

(Propuesto en examen, Álgebra, ETS Ing. de Montes, UPM).

Solución. (a) Denotemos por

H : superficie de hierba sin arbolado.

C : superficie de chopos.

F : superficie de fresnos.

G : número de cabezas de ganado.

De las condiciones dadas,
G ≤ 50H + 40C + 40F

G ≤ 100F (Julio y Agosto)

H + C + F ≤ 100

H ≥ 0, C ≥ 0, F ≥ 0, G ≥ 0,

y la función objetivo a maximizar es z = 10,000C + 1,000G.

(b) Añadiendo las variables de holgura xi ≥ 0 (i = 1, 2, 3),
C + F +H + x1 = 100

− 40C − 40F − 50H + x2 = 0

− 100F +G+ x3 = 0

− 10,000C − 1,000G+ z = 0.

Expresemos el problema en forma matricial escribiendo ordenadamente en
filas los coeficientes de C, F, H, G, x1, x2, x3, z y los términos constantes:

C F H G x1 x2 x3 z b

1 1 1 0 1 0 0 0 100

−40 −40 −50 1 0 1 0 0 0

0 −100 0 1 0 0 1 0 0
−10,000 0 0 −1,000 0 0 0 1 0


F2 + 40F1

F4 + 10,000F1
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19.4 Aprovechamiento de un monte

∼


C F H G x1 x2 x3 z b

1 1 1 0 1 0 0 0 100

0 0 −10 1 40 1 0 0 4,000

0 −100 0 1 0 0 1 0 0
0 10,000 10,000 −1,000 10,000 0 0 1 1,000,000


Una solución factible básica es (100, 0, 0, 0, 0, 4,000, 0)t, para la cual z =
1,000,000. La solución no es máxima al existir algún coeficiente negativo
para las variables en la última fila.

(c) Seguimos con el método del simplex. Fabricando ceros en la columna de
G, 

C F H G x1 x2 x3 z b

1 1 1 0 1 0 0 0 100

0 100 −10 0 40 1 −1 0 4,000

0 −100 0 1 0 0 1 0 0
0 −90,000 10,000 0 10,000 0 1,000 1 1,000,000


Multiplicando por 1/100 a la segunda fila,

C F H G x1 x2 x3 z b

1 1 1 0 1 0 0 0 100

0 1 −1/10 0 2/5 1/100 −1/100 0 40

0 −100 0 1 0 0 1 0 0
0 −90,000 10,000 0 10,000 0 1,000 1 1,000,000


Fabricando ceros en la columna de F,

C F H G x1 x2 x3 z b

1 0 11/10 0 3/5 −1/100 1/100 0 60

0 1 −1/10 0 2/5 1/100 −1/100 0 40

0 0 −10 1 40 1 0 0 4,000
0 0 1,000 0 46,000 900 100 1 4,600,000


Una solución factible básica es

(C,F,H,G, x1, x2, x3)t = (60, 40, 0, 4,000, 0, 0, 0)t.

para la cual z = 4,600,000. La solución es máxima debido a la ausencia
de coeficientes negativos para las variables en la última fila. Es decir, el
mejor aprovechamiento del monte se obtiene con 60 Has de chopos, 40 Has
de fresnos y con 4,000 cabezas de ganado, siendo el beneficio máximo de
4,600,000 u.m.
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