IES Fco Ayala de Granada Modelo 4 del 1999. Solucién German-Jesus Rubio Luna

Opciéon A

Ejercicio 1 de la opcion A del modelo 4 de 1999.
Seaf: (0, +o) - R lafuncion logaritmo neperiano f(x) = Ln(x).
(a) [1 punto] Prueba que la funcién derivada f * es decreciente en todo su dominio.
(b) [1'5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion g: (0, +o) - R
dada por g(x) = f(x)/x.

Solucion

(a)
f(x) = Ln(x).
f'x)=1/x
Para que f ‘(x) sea decreciente su derivada f “(x) tiene que ser < 0, en todo su dominio, pero
f“(x) = -1/ la cual siempre es negativa.
(b)
g(x) =f(x) I x =In(x) / x.
Estudiamos su primera derivada
9'(0) =[(L—In()) /%],
g ‘(x) =0,nos da 1 -In(x) =0, de donde In(x) = 1, es decir x = e.
Como g'(x) >0si0<x<e,lafuncion g(x) es crecienteen 0<x<e
Como g'(x) < 0 si x > e, la funcion g(x) es decreciente en x > e
Por definicion en x = e hay un maximo relativo que vale g(e) = 1/e
Su gréfica es

Ejercicio 2 de la opcion A del modelo 4 de 1999.
[2'5 puntosJ Dibuja y calcula el area del recinto limitado por las gréaficas de las funciones f, g : R - R dadas
porf(x)=x"~ y g(x)= x> — 2x

Solucion

f(x) = x* es una parabola
ag(x) = x> — 2x, es una cubica que corta a los ejes en (0,0), (+ v/2,0), (-4/2,0)
limy . 1o g(x) =+
"mxa—m g(x) =-®
Estudiamos g ‘(x) = 3x% 2.
g‘X)=3x*-2=0nosdax=+v2/3
Comog‘(x)>0six< —2/3, g(x) es creciente en x < —v2/3,
Comog‘(x)<0si —V2/3 <x< +42/3, g(x) es decreciente en —v2/3 <x< +v2/3,
Comog‘(x)>0six< +2/3, g(x) es creciente en x < +v2/3,

Por definicion en x = —V2/3, hay un maximo relativoy en x = ++/2/3 hay un minimo relativo
Estudiamos g “(x) = 6x

g"(x)=0,parax=0

Como g “(x) <0 six <0, g(x) es concava(en Andalucia) six <0

Como g “(x) > 0 si x <0, g(x) es convexa(en Andalucia) si x >0

La grafica de las dos funciones es
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3 —2p

-1

Para determinar el area encerrada por las dos funciones tenemos que calcular los puntos donde coinciden,
es decir las soluciones de f(x) = g(x)
x> — 2x = x°, de donde x(xz-x-2) =0.Y las soluciones son x =-1,x =0 y x = 2, por tanto

_ [T /3 2 2ro2 1y3 BEYRS 20 xt X 22_
Area—'[_l[(x 2X)-X ]dx+'[0 [X*-(x*-2x) | dx= { T3 L { TR l =
=[(0)— (/4 +1/3-1)]+[(- 2%4 + 2°13 + 2%) —(0) ] = 37/12 u. a.

Ejercicio 3 de la opcion A del modelo 4 de 1999.
[2'5 puntos] Determina y representa el lugar geométrico formado por los puntos P = ( x, y ) del plano que
verifican la siguiente propiedad: El triangulo PAB cuyos vértices son P, A=(2,0) y B=(-2,0) es un
triangulo rectangulo con angulo recto en P.
Solucién

o

P B

Si el triangulo APB es rectangulo en P los vectores PA y PB son perpendiculares, por tanto su producto
escalar es cero
PA = (2-x, -y)
PB = (-2, -Y)
P2A « PB = (2-X, -y) *(-2-X, -y) = X* — 4 + y* = 0, es decir nos sale la circunferencia de centro (0,0) y radio 2
X“+y =2
Ejercicio 4 de la opcion A del modelo 4 de 1999.
2 47
La matriz cuadrada X de orden 3 verifica la relacion X°*+X=|0 2 4
0 0 2
(a) [1 punto] Determina si es posible el rango de X.
(b) [1'5 puntos] ¢ Verifica alguna de las matrices A y B siguientes la relaciéon del enunciado:
111 111
A=|0 0 1 B=|0 1 1
0 01 0 01

Solucién

(@)
2 47

0#|0 2 4]=2°=8=0x%+ XO=OX(X* + )0 = OXO(X? + )0 # 0, ninguno de los dos nimeros OX[, y
0 0 2

O(X? + 1)O son cero, luego X # 0, y por tanto rango(X) = 3.
(b)
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1

Como |A|=|0

0

1

Como |B|=|0

0

111 12 3 1 3 6 1 3 6 111 (2 4 7

B={0 1 1|, B?=|0 1 2|, B®=|0 1 3|. B%+B={0 1 3|+/0 1 1|=({0 2 4

0 01 0 01 0 01 00 110 0 1) (0 0 2
Por tanto la matriz B si verifica la relacion

=0, la matriz A no puede verificar la relacion.

=1#0, la matriz B puede verificar la relacion. Veamoslo

O R P O 0O R

Opciéon A

Ejercicio 1 de la opcion B del modelo 4 de 1999.
La funcion derivada de una funcion derivable f : 1 — [ viene dada por la grafica de la figura. Ademas, se
sabe que f(-1) =9/2

(a) [2 puntos] Determina una expresion algebraica de f.
Solucién

,1<
De la grafica observamos que f ‘(x) esta formada por dos trozos de recta, que pasa por (0,2) y (2,0) y

claramente se ve que es la constante y = -1 parax = 3

La ecuacion de una rectaesy = mx +n

Como pasa por (0,2), tenemos 2 =n

Como pasa por (2,0), tenemos 0 = 2m + 2, de donde m = -1. Luego

F ()= -X+2 s? x<3
-1 si x=3
Aplicando el teorema fundamental del calculo integral a cada rama tenemos
Si x<3,f(x) = If ‘(X) dx = I (-x+2) dx = - x*/2 +2x + K. Como el problema dice que f( -1) = 9/2, tenemos que

9/2=-1/2 -2 +K, de donde K =7
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Anédlogamente, si x > 3, f(x) = J.f ‘(x) dx = J.(-l) dx = - x + K. Como coinciden en x = 3, por ser continua

tenemos que
lim, _ 3. f(X) =lim, _ 3. f(X), es decir
2

X .
-9/2 +6+7 = -3 +K, de donde K = 23/2, y la funcion pedida es f(x)= -7+2X+7 S x<3

-x+23/2 si x=3

Ejercicio 2 de la opcion B del modelo 4 de 1999.
[2'5 puntos] Calcula una primitiva de la funcién f : R - R definida por f(x) = 2x*sen(x) cuya grafica pase por
el origen de coordenadas
Solucion

F(x) = If(x) dx = I 2x*sen(x) dx = por partes = |
X? = u; 2xdx = du
dv =sen(x) dx; v = I sen(x) dx = -cos(X)

FX)=1=2] x2.(-cos(x)) + .[ 2xcos(x) dx 1= 2] x2.(-cos(x)) +2_[ xcos(x) dx ] =
= 2.[ X*.(-cos(X)) + 2.1, ]
I, = Ixcos(x) dx = x.sen(x) - I sen(x) = x.sen(x) +cos(x)

Habiendo tomado u =x ydv = cosgx)dx. Luego
F(X) = 2.[ X*.(-cos(X)) + 2.1, ] = 2.[ X°.(-cos(X)) + 2.( x.sen(X) +cos(X) ) | =
= -2x2.cox(x) + 4x.sen(x) + 4cos(x) + K
Como F(O; =0, tenemos 0 = 0+0+4.1 +K, de donde K = -4, y la primitiva pedida es
F(x) = -2x".cox(x) + 4x.sen(x) + 4cos(x) - 4

Ejercicio 3 de la opcion B del modelo 4 de 1999.
Sea el sistema de ecuaciones

X+y =1
my+z=0
X+ (1+m)y + mz = 1+m

(a) [1'5 puntos] Estudia su comportamiento segun los valores del parametro m.
(b) [2'5 puntos] Resuélvelo para m = 2.
Solucién
(a)
X+y =1
my+z=0
X+ (1+m)y + mz = 1+m

Su matriz de los coeficientes A 'y su matriz ampliada A* son

1 1 0 1 1 0 1
A=l0 m 1|, A=|0 m 1 0
1 1+m m 1 1+m m 1+m

si |A| # 0, el sistema tiene solucién Gnica
1 1 0/|1 1 0

A=0 m  1/=0 m 1|=1(m’-1-m)-1(-1)=m’~m=m.(m-1)
1 1+m mf (1 m m

[A]=0,siysolosi m=0 om=1
Sim #£0 y m # 1, el sistema tiene solucion Unica.

Sim=0
X+y =1
+z=0
X + (1)y + =1
Tomando y = A, nos queda x = 1 - A, luego la solucion es (x,y,z) = (L - A, A, 0) con A O O
Sim=1
X+y =1
y+z=0
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XxX+Qy+z=2
restandole a la tercera la primera obtenemos y + z = 1, que junto a la segunda y + z = 0 me hacen un
sistema incompatible
(b)
Sim=2

X+y =1
2y+z=0

X+ (3)y+2z =3

Resolviéndolo obtenemos x =2, y=-1yz =2,
Ejercicio 4 de la opcion B del modelo 4 de 1999.

X+y+2z=1
(a) [2 puntos] ¢ Cudl es el punto P de la recta r dada por rE{ 2y 4z=1" que esta mas cerca del punto A
X-2y-4z=
=(2,3,-1).
(b) [0’5 puntos] Halla el area del triangulo cuyos vértices son A,PyB=(1,0,0)
Solucién
(a)

El punto P de la recta r que esta mas cerca del punto A es el que esta en la proyeccion ortogonal, para lo
cual calculamos el plano N perpendicular a r por el punto A, y hallamos la interseccion de dicho plano con la
X+y+2z=1

X-2y-4z=1

Tomando z = A

Nos queda la recta

X+y=1-2A

X—=2y=1+4A

resolviéndolo obtenemos x = 1, e y = -2\, por tanto la recta r en vectorial es

r=(x,y,z) = (1, -2A, A). Luego un vector director de r es v = (0,-2,1)

El plano M pasa por el punto A(2,3,-1) y tiene como vector normal n = v = (0,-2,1), el director de la recta,
luego

M =0(x-2) — 2(y-3) + 1(z+1) =0, de donde -2y + z+ 7 =0

ElpuntoP=rn MNes

-2(-2\) + A + 7 =0, de donde A = -5/7 y el punto es P(1, -2(-7/5), -7/5) = P(1, 14/5, -7/5)

(b)

A(2,3,-1), B(1,0,0) , P(1, 14/5, -7/5)

recta r E{

&
El area pedida es ¥ [BPxBA [
BP = (0, 14/5, -7/5)
BA =(1,3,-1)
i i k
BPxBA=|0 14/5 -7/5|=i(-14/5 +21/5) —j(7/5) + k(-14/5) = (7/5, -7/5, -14/5)
1 3 -1

Area = v2 [BPXBA 0 = ¥.(49/25 + 49/25 + 196/25)"? = \[294/25 u. a.
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