IES Fco Ayala de Granada Modelo Septiembre del 1999. Solucion German-Jesus Rubio Luna

Opciéon A
Ejercicio n® 1 de la opcion A de septiembre de 1999
[2'5 puntos] Calcula el valor de la integral jz 2xx—1§x3 dx
- -X-
Solucién

Como el grado del numerador es mayor o igual que el del denominador tenemos que efectuar la division
2x°—x*12x-3 | x*-x-6
-2x° +2x°+12x  2x +1

x*-3
XP+x+6
X+3
3 2 _ +
|:J‘wc{x:f 2x+ 1+ ;(3 dx_x+x+j X+3 dx=x2+X+|1.
X“-X-6 X“-X-6 2.x-6
+
I, = .[ X 36 dx = .[—dx +|— dx =ALn|x — 3| + BLn|x + 2| —E Ln|x - 3| - 1 Ln|x + 2|
X2 -x-
x> —x—-6=0.Se resuelveysalex-S yX=-2, portantox —x—6—(x—3)(x+2)
xt3 _ xt3 A + B _ A(x+2)+B(x-3)
x*-x-6  (%-3)(x+2) (x-3) (x+2)  (x-3)(x+2)
Parax=-2 - 1=B(-5) - B= %1
6
Parax=3 - 6=A(5) - A= —
35
2
Luego '[ de = [x2+x+ll}2= x2+x+§Ln|x—3|—1Ln|x+2| =
x*-x-6 1 5 5 4

=(4+2+6/5Ln(1) - 1/5Ln(4) ) — (1 - 1 + 6/5Ln(4) - 1/5Ln(1) ) = 6 — 7/5Ln(4)

EJer'acuo n 2 de la opcion A de septiembre de 1999
Considera la curva de ecuacién y = X2 — 2x + 3.
(a) [1'5 puntos] Halla una recta que sea tangente a dicha curva y que forme un angulo de 45° con el eje de
abcisas.
(b) [1 punto] ¢Hay algun punto de la curva en el que la recta tangente sea horizontal? En caso afirmativo,
halla la ecuacién de dicha tangente; en caso negativo, explica el porqué.

Solucion

@y= x*—2x + 3. Sies tangente su pendiente es tg(45°) =y ‘ = 2x — 2, es decir 1 = 2x — 2, de donde x = 3/2
La recta tangente es y — f(3/2) = f /(3/2)(x — 3/2). Pero f(3/2) = 9/4 — 3 +3 =9/4 yf*(3/2) = 1 luego la recta es
y—9/4 =1(x - 3/2).
(b) La tangente horizontal la suelen tener los extremos, es decir maximos o minimos relativos. Como la
gréafica es una parabola con las ramas hacia arriba es un minimo. Vamos a calcularlo
y'=2x-2 ;y'=0; 2x—2=0, de donde x = 1. Abcisa del minimo
Comoy " =2 >0, efectivamente x = 1 es un minimo.
La ecuacion de la recta tangenteenx =1 esy—f(1) =f ‘(1)(x — 1), es deciry — 2 = O(x — 1), operando y = 2.

Ejercicio n® 3 de la opcion A de septiembre de 1999
[2'5 puntos] Prueba que todos los planos de la familia (3+A)x + (3 - A)y + (5 - 2A\)z = A, (con AO) contienen
una misma recta y halla unas ecuaciones paramétricas de dicha recta.

Solucion

(B+tA)x + (3-A)y + (5 - 2A)z = A, es un haz de planos. Veamos los dos planos del haz
3X+AX+3y-Ay+5z2-2Az-A=0

(Bx+3y+52)+A(x-y-22-1)=

Los planos que forman el hazson 3x +3y+5z2=0y x-y-2z-1=0.

. 3x+3y+5z=0 L ,
La recta generatriz del haz es 97120 En forma paramétrica seria, tomamos z = A
X-y-2z-1=
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-5/ 311 ‘3 -5\ ‘
3x+3y =-54 1+24 - 1 1+2A
De y , por Cramer tenemos X = _8-4 =1/2 + (1/6)A; y = = 3+4 =-1/2
X-y =1+2A 3 311 -6 ‘3 311 -6
1 -

1 1
X==+=
2 6

+ (-1/6)A; luego la recta en paramétricas es 1y = —% %/l

Ejercicio n® 4 de la opcion A de septiembre de 1999

. . 010
Considera la matriz A =

(1 0 1]

(a) [1 punto] Calcula A'A y AA'donde A' denota la matriz traspuesta de A.
(b) [1'5 puntos] Siendo X una matriz columna, discute y, en su caso, resuelve la ecuacién matricial AAX =
AX segun los valores del parametro real A.

Solucién
01010 101
(@ AA=|1 0 =0 1 0
101
01 101
0100110
(b) AA'= 1 0|=
101 0 2
01

(b) AAX = AX ; (AA'-ADX =0,

(o 31 e (515G

1- 0
Como el sistema es homogeneo tiene solucidn distinta de la trivial (x,y) = (0,0) si y solo si ) /1‘ =0
1-4 =(1-A\)(2-)\)=0,dedondeA=1y A=2
0 2-4 o N YT
0 0)(x 0 0 , . . .
Para A = 1 tenemos (O 1] ( ]:(OJ =( J es decir la solucion es (x,y) = (x,0) es decir y = 0 y x cualquier
y y
valor.
-1 0)(x 0 -X . L, : .
Para A = 2 tenemos AN = 0 = Nk es decir la solucion es (x,y) = (0,y) es decir x = 0 e y cualquier
y
valor.

Opcién B

Ejercicio n® 1 de la opcion B de septiembre de 1999
1+x?

(a) [1 punto] Halla las asintotas de la funcion definida para x > 0 por f(x) =

(b) [1 punto] Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus maximos y minimos
locales y globales si los hay.
(c) [0’5 puntos] Esboza la grafica de f
Solucion
2 2
1+ i o, x=0esunaAV.def, Iim 1.
' x- 07 X 0-
Tiene una A.O. y = mx + n porque es una cociente con el numerador de grado una unidad mas que el
denominador, con

(@) Como lim
x- 0%
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2 2 2 _y2
m=tim = jim ¥ 210 n=tim () - mx) = lim (“X —xj: lim (H—X]ﬂim (ljzo
X — 00 X X — 00 X X — 00 X — 00 X X — 00 X

luego la A.O. es y = mx + n = x. Como es un cociente de polinomios es la misma en + o com en - oo,
Se puede hacer rapidamente dividiendo numerador entre denominador

1+x° X

-x X

1

b) Estudio de f'(x)

2 2

£() :2x(x) (12+x ):x - 1
(x) X
f'(x)=0;x*—1=0;x* =1,dedonde x=1 yx =- 1 que seran los posibles maximos o minimos
Hay que tener cuidado co x = 1, pues ahi no esta definida la funcién

Gréficamente .
_—~Y méximo ; mini
® e . *
-1 0. 1
f'-2)>0 f‘(-05) <0 r fY(0'5)<0 f'(3)>0
f(x) crece f(x) decrece " f(x) decrece f(x) crece

f(x) crece en ( - o, -1)[0(1, + ), decrece en (-1, 0)(J(0,1). Tendria un maximo relativo en x = -1 con valor f(-1)
= -2, y un minimo relativo en x = 1 con valor f(1) = 2.

En x = 0 no esta definida y tiene una asintota vertical

¢) Su gréfica es ( en azul la asintota oblicua)

N A~ OO ©

Ejercicio n® 2 de la opcion B de septiembre de 1999
[2'5 puntos] Encuentra la funcion derivable f: [-1,1] — O que cumple f(1) =-1y

‘ x2-2x si -1<x<0
fi(x) = )
e*-1 si 0sx<1
Solucion
2. i -1<
Fi(x) = X“-2X Sf 1<x<0
e*-1 si 0sx<1
Aplicando el teorema fundamental del célculo integral tenemos
f (%) =j f(x) dx =j (x?-2x) dx = /3 - X* + K en el intervalo [-1,0) y
f (%) =j f(x) dx =j (e*- 1) dx = " - x + M en el intervalo [0,1]).
Como es derivable es continua, en particular en x = 0, luego f(0) = lim f(x) = lim f(x)
x- 0% x- 0~
f(0)=lim f(x):limof(x):limo(ex-x+M):e°—0+M:1+M
x> 07 X - X -
x>0
lim f(x):Iimof(x):IimO(x3/3-x2+ K)=0+0+K; portanto K=1+M
X- 0~ X - X -

x<0

Porotroladocomof(l):-l,-1:el—1+M,ded0ndeM:-e y K=1+M=1-e.
3
X, .
La funcién pedida es f(x) =13 *(1-e) si -1sx<0
e*-x-e si 0sx<1
Ejercicio n°® 3 de la opcién B de septiembre de 1999
[2'5 puntos] Clasifica el diguiente sistema de ecuaciones segun los valores del parametro A,
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(I+A)x  + y + z =1
X + (A+A)y + z =A
X o+ y + (1+Nz =N
Solucién
(A+N)x  + y + z =1
X + (A+Ay + z =\ b,
X + y + (1+Nz =N
1+A 1 1 1+A 1 1 1
La matriz de los coeficientes A=| 1 1+A 1 |;matrizampliadaA =] 1 1+A 1 A
1 1 1+A 1 1 1+A N

1+A 1 1| j1+A 1 1 1+A 1 1 2+ 0 1
Al=|1 21+A 1|=|-A A O=AD0-1 1 0=AM-1 1 0/=AME2+A+1)=NOA+3)
1 1 1+A [-A 0 A -1 0 1 -1 01

Resolvemos A*C{A + 3) = 0y sus soluciones son A = 0 (doble) y A = -3.

SiIA£#0 y A#£ -3, rango(A) = rango(A *) = 3 y el sistema es compatible y determinado, es decir tiene
solucion Unica.

SiA=0

111
A=|1 1 1|, tenemos que rango(A) = 1 pues las tres filas son iguales
111

# 0, tenemos que rango(A) = 2.

1111
EnA'=|1 1 1 0/, como
1110

Como rango(A) = 1 # rango(A ) = 2. el sistema es incompatible y no tiene solucion.
SiA=-3

21 1
A=|1 -2 1]|ycomo ) 1‘ =3 # 0, tenemos que rango(A) = 2
11 -2 )
21 1 1 21 1
EnA'=| 1 -2 1 -3|,como |l -2 -3[=21#%0,tenemos que rango(A*) =3.
1 1 -2 9 1 1 9

Como rango(A) = 2 # rango(A *) = 3. el sistema es incompatible y no tiene solucion.
Ejercicio n°® 4 de la opcion B de septiembre de 1999
(a) [1'75 puntos] Halla la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto C = (3,2) y una de cuyas
rectas tangentes tiene de ecuacién 4x —3y-5=0
(b) [0'75 puntos] Determina si el punto X=(3,3,) es interior, es exterior o0 esta en la circunferencia.

Solucién
@

22

18
16
14

12

22 24 26 28 3 3.2

12-6-5
radio =r = d(C, recta) = | | =1/5. La circunferencia es (x — 3)2 +(y— 2)2 = (1/5)2

VA2 +3F
() . . .
Para ver como es el punto calculamos la potencia del punto respecto a la circunferencia
Pc(3,3)=(3 - 3)2 +(3- 2)2 - (1/5)2: 24 /25 > 0, por tanto el punto es exterior a la circunferencia.
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