IES Fco Ayala de Granada (Modelo 1 del 2004) Solucién German-Jesus Rubio Luna

Opcién A

Ejercicio n’ 1 de la opcién A del modelo 1 de 2004

Seaf:R - Rlafuncion definida por f(x) = x? I]a'xz.

(a) [0'75 puntos] Halla las asintotas de la gréafica de f.

(b) [1'25 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de fy calcula sus extremos
relativos o locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).

(c) [0'5 puntos] Esboza la gréafica de f .

Solucién

@)

2
Asintotas de f(x) = x* e =

X
2

eX

Calculamos el limite cuando x tiende a + « para ver si tiene asintotas horizontales. Verticales no tiene puesto

gue no hay ningin nimero que anule el denominador, al ser el denominador una exponencial, que como

sabemos no se anula nunca.

2
. W2 . X
lim x* @™ =lim —=—

X — 00 X — 00 X
e [ee]

Le aplicamos la regla de L’Hopital, (( si “f" y “g” son funciones continuas en [a -§, a + d], derivables en (a -4, a +

0), verificando que f(a) = g(a) =0y lim 9 -0 , entonces si existe lim m se verifica que lim f I(X) =
=2 g(x) 0 =2 g'(x) =2 g'(x)
lim % Haciendo un cambio de variable se puede aplicar a «/c)) tenemos que:
X-a g X
2
lim 2 =lim —2*_ = (simplificamos)=lim — =1 =0
weoeXt e ox X e gXt
Por tanto
La recta y = 0 es una asintota horizontal (AH) de f(x) en + «, y también en - « puesto que también
2
lim x> = lim >>=0
X o -0 X - 00 X

Como lim (f(x) - 0)=0", la funcién f(x) esta por encima de la AH en + «

(b)
Para ver el crecimiento y decrecimiento de f(x) estudiamos su primera derivada f ‘(x).
f(x) = x2 @

100 = 2x @ +x2 @7 [-2%)
f‘(x) =0, por tanto

0=2x&™> +x2 @ [{-2x) = e [2x - 2x%)

Como e'x2 # 0'siempre, por ser una exponencial, lo que es cero es 2x — 2x°.

0 = 2x — 2x° = 2x[{1 — x?). Por tanto las soluciones de f {(x) =0sonx =0, X =- 1y X = +1.

Como f ‘(- 2) > 0, f(x) crece en (- o, - 1)

Como f ‘(- 0'1) <0, f(x) decrece en (- 1, 0)

Como f‘(+ 0'1) > 0, f(x) crece en (0, +1)

Como f ‘{(+ 2) < 0, f(x) decrece en (1, + )

Por definicion x =-1 y x =+ 1, son maximos relativos y valen f(- 1) = f(1) = 1@ " =1/ e 00'34.
Por definicion x = 0 es un minimo relativos y vale f(0) = 0@° = 10 = 0.

(c)

Teniendo en cuenta los apartados (a) y (b) la grafica de la funcién f(x) es
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Ejercicio n’ 2 de la opcién A del modelo 1 de 2004
Considera la funcion f: R — R definida por f (x)= x-[x].
(a) [0'75 puntos] Dibuja la regién acotada del plano que esta limitada por la grafica de f y la bisectriz del primer y
tercer cuadrante.
(b) [1'75 puntos] Calcula el area de la regién descrita en el apartado anterior.
Solucién

(a)
f = =
09 =X { x*si x <0

La grafica de x* es conocida (parabola con vértice en (0,0) y ramas hacia arriba
La grafica de - x? es la misma que la de X2 pero simétrica respecto al eje OX

La gréfica de x es conocida (bisectriz del primer y tercer cuadrante)

La gréfica pedida es

2

X° si x=20

3¢ -

(b)

Para calcular el area primero calculamos los puntos de corte de ambas funciones (se esta viendo que son—-1, 0
y +1

De x° = X, tenemos x° — x = 0 = x(x — 1). Por tanto las soluciones son x =0y x = 1

De - x* = x, tenemos - x> —x = 0 = x(- X — 1). Por tanto las soluciones son x=0yx=-1

) 0 . ¢ x2 0 2 X3 1
Area = I (=x* =x)dx + f (x = x*)dx = { ——} + {———} =
-1 0 3 2], 2 3],
=[(0)-(1/3-1/2)] + [(1/2-1/3)-(0) ] = 1/6 + 1/6 = 1/3 unidades de area (u.a.)
Ejercicio n” 3 de la opcién A del modelo 1 de 2004
Se sabe que el sistema de ecuaciones

x+ay=1
XxX+oaz=1
y+z=a

tiene una Unica solucion.
(a) [1'25 puntos] Prueba que a # 0.
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(b) [125 puntos] Halla la solucién del sistema.
Solucién
(a)
Para que el sistema tenga una solucién Unica, ha de ser compatible y determinado por lo tanto det(A) # 0,
1 a O
a |la matriz de los coeficientes.

1

siendo A =

det(A) = |1
0

10
0 1
1 a O
0 a| =-2[d, que sera distinto de cero si a # 0.
11
(b)

La solucién la calculo por Cramer ((en la “x”, la primera columna del determinante del numerador la sustituyo

por la columna de los términos independientes, para la “y” la segunda y para la “z” la tercera)).

1 a O 110
10 a 1 1a
x:-%:(-20(+0(3)/(-20():(-2+0(2)/(—2);y=%:(-0(2)/(-20():(0()/(2)
1 a1
101
Z:.O|# :(_(12)/(-2(1):((1)/(2)

Si a # 0, la solucién tnica es (x,y,z) = (- 2 + o®) / (- 2), (@) / ( 2), (@) / (2))
Ejercicio n” 4 de la opcién A del modelo 1 de 2004

[2'5 puntos] Calcula el area del triangulo de vértices A(0, 0, 1), B(0, 1, 0) y C, siendo C la proyeccién ortogonal
del punto (1, 1, 1) sobre el plano x +y + z = 1.

Solucién
Calculamos primero la proyeccién ortogonal C, del punto (1,1,1) sobre el plano x+y+z = 1. Para ello
determinamos una recta “r’ perpendicular al plano 1= x+y+z = 1, que pase por el punto (1,1,1). Su vector
director v sera uno normal al plano m, es decirv =n = (1,1,1).
A continuacion calculamos la interseccion de la recta “r” con El plano “1t", y dicho punto C es el buscado.

01,11

il

WHy+z=1

Recta “r": punto (1,1,1), vector director v = (1,1,1)

Su ecuacion vectorial es (X,y,z) = (1+A, 1+A, 1+A)

Interseccion de “r’ con “1t’.((sustituimos la ecuacién de la recta en el plano))
(1+A) + (1+A) + (1+A) = 1, de donde 3A = - 2, con lo cual A =-2/3.

El punto C proyeccioén ortogonal es C(1-2/3, 1-2/3,. 1-2/3)= C(1/3, 1/3, 1/3)
El area del triangulo ABC, con A(0, 0, 1), B(0, 1, 0) y C(1/3,1/3,1/3) es

A

Area = 1/2[JJABXAC ||, es decir la mitad del médulo del producto vectorial de los vectores AB y AC..
AB = (0,1,-1), AC = (1/3, 1/3, -2/3)
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ik
ABXAC = |0 1 -1 |=i(-2/3+1/3) —j(1/3) + k(-1/3) = (-1/3, -1/3, -1/3)
1/3 1/3 -2/3

IABXAC || = V1/9+1/9 +1/ :g

Area = 1/2[JABXAC || = (1/2)[{v3/3) = (V3)/6 u.a.
Opcion B

Ejercicio n” 1 de la opcién B del modelo 1 de 2004
[2’5 puntos] Halla una funcién f: O — O tal que su gréfica pase por el punto M (0, 1), que la tangente en el
punto M sea paralela alarecta2x —y +3 =0y que f  (x) = 3x°.

Solucién

f(x) pasa por M(0,1) luego f(0) =1
Su recta tangente en el punto M es paralela a la recta'y = 2x + 3, por tanto las pendientes de ambas recta son
iguales. La pendiente de la recta tangente en M es f /(0), y la pendiente de larectay =2x + 3esy ‘= 2, por
tanto f ‘(0) = 2
Aplicando el Teorema fundamental del Calculo integral, (( Si f(x) es continua en [a,b] entonces la funcion F(x) =

fxf(t) dt, con x O (a,b), es derivable y su derivada es F ‘(x) = f(x). En nuestro caso f ‘(x) = [ f “(x) dx )) tenemos:

f' ) =Tfox)dx=](3x*)dx =x*+K
Como f (0) = 2, tenemos 2 = 0 + K, de donde K =2, y f ‘(x) = x® + 2.
Volviendo a aplicar el Teorema fundamental del calculo integral
fo)=[f()dx=[(C+2)dx=(x")4+2x+L
Como f (0) = 1, tenemos 1 =0 + L, de donde L =1, y f (x) = (x* )/4 + 2x + 1.

Ejercicio n” 2 de la opcién B del modelo 1 de 2004
Considera la funcion f: R - R definida por f(x) = e *+ 4e ™.
(a) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y halla sus extremos absolutos o
globales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcion).
(b) [1'5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, el eje de abscisas y las rectas x =0y x =
2.

Solucién

(a)
Como la funcién es continua y derivable en todo R, los extremos absolutos coinciden con sus extremos
relativos. Por tanto para ver la monotonia de f(x) = e *+ 4e ™, sélo estudiamos su primera derivada.
f(x) = e+ 4e™
f'\x)=e”-4e™.
Resolvemos f ‘(x) = 0, es decir e *- 4e ™ =0, de donde e *= 4e ™ = 4/(e"), por tanto e = 4. Aplicandole la
funcion reciproca tenemos que 2x = Ln(4), y la solucion de f ‘(x) = 0 es x = [Ln(4)]/2 00’69, que sera el posible
maximo o minimo relativo y absoluto.
Comof‘(0)=e’-4e°=1-4=-3<0, f(x) decrece en (- », [Ln(4)]/2)
Comof‘l)=e’-4e™ =e—4/e 0412 >0, f(x) crece en ([Ln(4)]/2, + «)
Por definicion x = [Ln(4)]/2 es un minimo relativo y absoluto que vale f([Ln(4)]/2) =

1
—Ln(4
2 (

(b)

El minimo absoluto vale 4, por tanto la funciéon siempre esta por encima del eje OX y el area entre 0y 2 es:
Area = J.:(eX +4&)dx = [e* -4 Ede'*]z =(e*-4/e®) - (1-4)=3+e’—4/e’ ua.

Aunque no la piden la gréafica de f(x) = e *+ 4e " es

“Lineay

"rare "z el 4 4T = (por reciproca) = 4Y2 + 4B7V2 = (V4) + 4/(V4) = 2 + 2 = 4.
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Ejercicio n 3 de la opcion B del modelo 1 de 2004
Xy z
Sabiendo que |t u v|=-6, calcula, indicando las propiedades que utilices, los siguientes determinantes:
a b c
-3Xx -y -z -2y X z X y z
(@ [0'75puntos] [ 3t  u  v|.(b)[0'75 puntos] [-2u t v|.(c)[1punto] | t u v
3a b ¢ -2b a c 2x-a 2y-b 2z-c
Solucién
(a)
-3Xx -y -z -X -y -z Xy z
3t u v|{=@)0t u v|=(C3)dt u v|=(3)-6)=18
3a2. b ¢ a b c a b c

Hemos aplicado la propiedad de que si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un mismo
namero, dicho nimero puede salir fuera del determinante multiplicandole.

(b)

-2y X z y X z Xy z

2u t v|=(2) t v =020t u v| =(-2)(-1)-6)=-12
-2b a c b a c a b c

Hemos aplicado las propiedades:
+ Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un mismo nimero, dicho nimero puede salir

fuera del determinante multiplicandole.
+ Si intercambiamos entre si dos filas (columnas) de un determinante, el determinante cambia de signo (-1).

(c)
X y z X y z X y z
t u v |=|t u v|+|t u v|=
2x—-a 2y-b 2z-c 2x 2y 2z -a -b -c
Xy z
=0+ Ot u vl =(-1(-6)=6
a b c

Hemos aplicado las propiedades:

+ Si una fila (columna) de un determinante es suma de dos sumandos dicho determinante se puede
descomponer en la suma de dos determinantes, conteniendo en es fila (columna) respectivamente el primer y
segundo sumando respectivamente.

+ Si un determinante tiene dos filas (columnas) proporcionales, el determinante es nulo (0).

+ Si una fila (columna) de un determinante esta multiplicada por un mismo nimero, dicho nimero puede salir
fuera del determinante multiplicandole.
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Ejercicio n” 4 de la opcién B del modelo 1 de 2004

Xx—-2y+z=0
[2’5 puntos] Considera el punto A(0, 1, — 1), larectar = {2 y 4 yelplanom=x -2y -z =2. Hallala
X=2=-
ecuacion de la recta “s” que pasa por A, es paralelaa iy cortaar.
Solucién

5

r A /

X

X-2y+z=0

Ponemos larectar = { , en forma vectorial para lo cual tomamos z = A, sustituimos y nos queda

2x-z=-4
X—=2y=-A

2x =-4+ )\, dedondex=-2+A2,yportanto2y=x+A=-2+AN2+A=-2+(3/2) A, conlo cual y = -1 + (3/4)
A

La recta “r" en vectorial es (x,y,z) = (- 2 + (1/2)A, -1 + (3/4)A, A)

La recta “s” que me piden corta a “r", por tanto tomo un punto genérico X de la recta “r’ que seria :

X(x,y,2) = (-2 + (L/2)A, -1 + (3/4)A, )

Otro punto de la recta “s” es A(0,1,-1)

Un vector director de la recta “s” seria XA = (+ 2 - (L/2)A, 1 + 1 - (3/4)A, -1 - N)

Como la recta “s” es paralela al plano 1= x — 2y — z = 2, el vector director de la recta “s”, XA , es perpendicular
al vector normal del plano n = (1, -2, -1); por tanto su producto escalar es cero.

XAen=0

(+2-(/2)A, 1+ 1-(3/4)A, -1 - 7N (1,-2,-1) =0 =-1 + 2A, de donde A =1/2

El punto X es X(- 2 + (1/2)(1/2), -1 + (3/4)(1/2), (1/2)) = X(-7/4, -5/8, 1/2)

El vector director es XA = (+ 2 - (1/2)(1/2), 1 + 1 - (3/4)(1/2), -1 — (1/2) ) = (7/4, 13/8, -3/2)

La recta “s” pedida es (X,y,z) = (-7/4 +(7/4)[, -5/8 + (13/8) [, 1/2 — (3/2) [h).
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