IES Fco Ayala de Granada (Modelo 4 del 2005) Solucién German-Jesus Rubio Luna

Opcion A

Ejercicio n” 1 de la opcuon A del modelo 4 de 2005

Seaf: R - Rlafuncién definida por f (x) = (5x + 8) / (x +x+1).

(a) [0'5 puntos] Calcula los puntos de corte de la gréfica de f con los ejes coordenados.

(b) [0'5 puntos] Halla las asintotas de la gréafica de f .

(c) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y calcula sus extremos relativos o
locales (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcion).

(d) [0’5 puntos] Esboza la grafica de f .

Solucién
2
f(X)=Bx+8)/(x +x+1)

(a) Corte con los ejes

Para x = 0, punto (0,f(0)) = (0, 8)
Para f(x) = 0, tenemos 5x + 8 = 0, de donde x = -8/5. Punto (-8/5, 0)

(b) Asintotas

Resolvemos el denominador igualado a cero
2

X +Xx+ 1 =0, yvemos que no tiene ninguna solucion real, por tanto la funcién no tiene asintotas verticales
(AV.)

5x+8 . 5Bx .5 . .
Como Ilm f(x) = lim ———= lim —= lim —=0, larectay =0 es una asintota horizontal (A.H.) de la
X = +ooX +X+l x- t ooy x- T ooy
grafica de f tanto en + « como en - .
Veamos su posicion relativa.

Como lim_(f(x)-asintota) = 0", f(x) esta por encima de la A.H. en + «.
Como Iirpw(f(x) —asintota) =07, f(x) esta por debajo de la A.H. en - «.
(c) Monotonia. Estudio de f(x)

f(x)—(5x+8)/(x +x+1)

f (x)—[5(x +x+1)-(5x +8)(2x + 1)] /(x + X+ 1)% = (-5x* — 16x — 3)/(x + X+ 1)°
Los posibles maximos o minimos relativos son las soluciones de f ‘(x) =
f‘(x) = 0, de donde -5x% — 16x — 3 = 0. Resolviéndolo se obtiene x = -1/5 y x=-3.

Como f ‘(-4) = -19/(+) < 0, f(x) es estrictamente decreciente en (-, -3)
Como f‘(-2) = 9/(+) > 0, f(x) es estrictamente creciente en ( -3, -1/5)
Como f ‘(0) = -3/(+) < 0, f(x) es estrictamente decreciente en (-1/5, + «)

Por definicion x = -3 es un minimo relativo que vale f(-3) =- 1
Por definicion x = -1/5 es un maximo relativo que vale f(-1/5) = 25/3
(d) Esbozo de la gréfica de f

Teniendo en cuenta los apartados anteriores la grafica seria
10 ¢
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IES Fco Ayala de Granada (Modelo 4 del 2005) Solucién German-Jesus Rubio Luna

Ejercicio n’ 2 de la opcién A del modelo 4 de 2005

Considera la funcion f: O — O definida por f (x) = x - 5x + 4.

(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 3.
(b) [1'75 puntos] Calcula el &rea de la regién acotada que esta limitada por el eje de ordenadas, por
la gréfica de fy por la recta tangente obtenida.

Solucién
2
f(x)=x —5x+4,
(a)
La recta2 tangente enx =3 esy—f(3) =f(3)(x — 3)
f(x) =x - 5x+ 4, de donde f(3) =- 2
f(x) =2x -5, de donde f ‘(3) = 1.
Luego larectaesy—(-2) =1(x — 3),esdeciry=x—-5

(b)

Dibujamos la parabola y la recta tangente que nos ayudaran a calcular el area pedida

2
f(x)=x —5x+4.
f{(x) =2x-5.
El vértice (minimo) lo obtenemos de f ‘(x) = = 0, es decir 2x— 5 =0, de donde x = 5/2.
Vértice V(2'5, f(2'5) ) = V(2'5, - 2'25)
Cortes con los ejes
Para x = 0, punto (0O, f(O)z) =(0, 4)

Para f(x) =0, tenemos x —5x +4=0,dedonde x=1y x=4. Puntos (1,0) y (4, 0)
Para la recta 'y = x — 5, tenemos los puntos (0, -5) y (5, 0)

Las graficas conjuntas son

[

El area pedida es la sefialada en color azul, que es

Area = [ [(parabola) - (tan gente)] dx = | [ (x* ~5x+4) - (x—5) |dx =

3 3
I03|:X2—6X+9:|dX:|:X§—3X2+9X:| =(9-27+27)-(0)=9 u?
0

Ejercicio n’ 3 de la opcién A del modelo 4 de 2005

. . 21
Sea | la matriz identidad de orden 2 y sea A = [1 ZJ .
(a) [1 punto] Halla los valores de x para los que la matriz A — xI no tiene inversa.
2
(b) [1'5 puntos] Halla los valores de ay b para los que A +aA + bl =0O.
Solucién

(@)

a=(12)

A —xl no tiene inversasiysolosidet (A-xl)=|A-xI|#0
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2 1 10 2 1 x 0 2-x 1
A-xl= - X. = - =
1 2 01 1 2 0 x 1 2-x
2-X 1
1 2-
Resolviendo x* — 4x + 3 = 0, obtenemos x =1y x = 3, por tanto la matriz A — xI no tiene inversasix=1y x = 3.
(b)
2
A +aA+bl=0

IR
wes i -2 2
s ()9

2 5 4 2a 1la b 0 5+2a+b 4+a 00 .
A +aA+bl= + + = = . Igualando miembro a
4 5 la 2a 0 b 4+a 5+2a+b 00

miembro tenemos:
4+a=0,dedondea=-4
5+2a+b=0,dedondeb=-5+8=3
Ejercicio n” 4 de la opcién A del modelo 4 de 2005
X=6+A

|A=-xI|=

‘ =(2-x)?-1=x*-4x+3
X

. . 2x-3y+1=0
[2’5 puntos] Calcula la distancia entre las rectasr = (y=1-2\A y s = {3 y2 0
X-V-2=
2=5-7\ y
Solucién
X=6+A 2x-3y+1=0
. . X- =
Distanciaentrer = Jy=1-2\ y s = y
3x-y-2=0
z=5-7\
Tomamos un punto y un vector de cada recta
De la recta r punto el A(6, 1, 5) y vector u = (1, -2, -7)
De la recta r punto el B y vector v
. . . 2x-3y+1=0
El punto B se obtiene resolviendo el sistema 3v2=0 que sale x =y =1, y tomando z = 0. Punto B(1,1, 0)
X-y-2=
El vector v es paralelo al producto vectorial de los vectores normales que determinan cada plano de la recta s,
i oK
es decir 2 -3 0|=1i(0)—j(0) + k(7) = (0, 0, 7). Tomamos como vector director otro mas sencillo (paralelo,
3 -1 0

proporcional) que seria el v = (0, 0, 1)

Hay varias formas de calcular la distancia entre dos rectas. Vamos a utilizar la del volumen del paralelepipedo.
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Volumen paralelepipedo = [{ AB, u, v}| = (Area de la base).(altura) = [Juxv||.d(r, S), de donde
d(r, s) = ({ AB, u, v} ) / (Jluxv]|)
AB =(-5,0,-5);u=(1,-2,-7) y v=(0,0,1)

-5 0 -5
{AB,u,v}=|1 -2 -7/ =1(10) = 10
0 0 1
F ™
uxv= |1 =2 =7 =i(-2) =j(L) + k(0) = (-2, -1, 0).; |luxv]|= N2> +12 =/5
0 0 1

Luego d(r, s) = ({ AB, u, v} ) / (JJuxv]| ) = 10 /</B=2. /5 u.l.
Opcion B

Ejercicio n” 1 de la opcién B del modelo 4 de 2005
2

[2'5 puntos] De un terreno se desea vender un solar rectangular de 12.800 m dividido en tres parcelas iguales
como las que aparecen en el dibujo. Si se quieren vallar las lindes de las tres parcelas (los bordes y las
separaciones de las parcelas), determina las dimensiones del solar para que la longitud de la valla utilizada sea
minima.

Solucién
¥ X X
¥ ¥ ¥ ¥
4 H b4

Area = 3x . y = 12800, de donde y = 12800/3x

Longitud L = 6x + 4y

Minimizamos la funcién L = 6x + 4y = 6x + 4(12800/3x) = 6x + 51200/3x
L(x) = 6x + 51200/3x

L ‘(x) = 6 + (51200/3)(-1/x%)

Resolvemos la ecuacién L ‘(x) = 0, de donde 51200/3)(1/x2) = 6, por tanto x? = 25600/9 y las soluciones son x =
+ 160/3.
Como las soluciones son distancias han de ser positivas luego x = 160/3. Veamos que efectivamente es un
minimo con la segunda derivada.
L(X)=6+ (51200/3)(-1/x22
L “(x) = (51200/3)(-1(-2x/x")) = (102400/3)(1/x’)
L “(160/3) = (102400/3)(1/(160/3)3) > 0, luego x = 160/3 es un minimo.
Las dimensiones pedidas son 3x = 160 m. de largo e y = 12800/160 = 80 m. de ancho.
Ejercicio n’ 2 de la opcién B del modelo 4 de 2005
Calcula las siguientes integrales:
(a) [0'5 puntos] [ cos (5x + 1) dx.

1
b) [0'5 t —d
(b) [0'5 puntos] I a2 X
(c) [1'5 puntos] J.lee'“dx

Solucién
(@) ] cos (5x + 1) dx = [sen(5x + 1)] /5 + K
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-3/2+1 _
ax = (x+2) 2 =0 =8 ik
~3/2+1 Ix+2

1 1
®) [—————dx=[—=
I ’(X + 2)3 '[(X + 2)3/2
1
(©) jo xe ¥*dx
| = _[:xe'3xdx
Iy = f xe ¥*dx es una integral por partes
(Aplicamos J'udv =uv —j vdu)
Tomamosu=x y dv=edx,conlocualdu=dx y v= f e*dx = (e)/(-3)

I, = j xe dx = x.[ (€)/(-3) ] + (1/3). j e¥dx = (x.e™ /3 - (e ) /9. Luego

-3x -3x
e

1
| = J:Xe_3xdx = |:_X-e _ 5 :| = ( -e '3/3 _ e'3/9) _ (O _ 1/9) — ('4/9)6 -3 +1/9
0

3

Ejercicio n’ 3 de la opcién B del modelo 4 de 2005
Considera el sistema de ecuaciones

5x+2y-z=0
X+y+(M+4)z=my
2x-3y+z=0

(a) [1 punto] Determina los valores del pardmetro m para los que el sistema tiene una Unica solucién.
(b) [1'5 puntos] Resuelve el sistema cuando tenga infinitas soluciones y da una solucién en la que
z=19.

Solucién
5x+2y-z=0
X+y+(m+4)z=my
2x-3y+z=0
Si observamos es un sistema homogéneo
5x+2y-z=0
X+(1-my+(m+4)z=0
2x-3y+z=0

(a)
Los sistemas homogéneos de tres ecuaciones con tres incégnitas tienen soluciéon unica (0, 0, 0) si el
determinante de la matriz de los coeficientes es distinto de cero.

5 2 -1
Al= |1 1-m m+4| =5 (1-m)+3m+12] — 2(1-2m-8) +(-1)(-3-2+2m) = 12m + 84
2 -3 1

Resolviendo 12m + 84 = 0 tenemos m = -7, por tanto para m # -7 el sistema tiene solucién Unica.

(b)

Si |A|] = 0, como

3‘: -15 — 4 = -19 # 0 tenemos que rango(A) = 2, el sistema es compatible e

indeterminado. Tenemos un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas. Tomo la 12 y la 32 (son las que he
utilizado para el determinante de orden 2)

5x+2y-z=0

2x — 3y +z=0; Haciendo z =t 0 O, y resolviendo el sistema

5x+2y=t

2x — 3y = - t; obtenemos x = t/19 e y = 7t/19 , por tanto la solucién del sistema es

(X,y,2)= (/19 , 7t/19,t)conz=t O O.

Nos piden una solucion con z = 19, luego t = 19 y la solucién es (x,y,z) = (1, 7, 19).
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Ejercicio n” 4 de la opcién B del modelo 4 de 2005
Sean A(-3, 4, 0), B(3, 6, 3) y C (-1, 2, 1) los vértices de un triangulo.
(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacidon del plano 1T que contiene al triangulo.
(b) [0'75 puntos] Halla la ecuacidon de la recta que es perpendicular a Tty pasa por el origen de coordenadas.
(c) [1 punto] Calcula el area del triangulo ABC .

Solucién

A(-3, 4, 0), B(3, 6, 3)y C (-1, 2, 1) vértices de un triangulo.
(a)
Para un plano necesitamos un punto y dos vectores independientes, en nuestro caso para el plano que contiene
al triangulo de vértices ABC tomamos como punto el A y como vectores el AB y el AC.

A(-3, 4, 0)
AB = (6, 2, 3)
AC =(2,-2,1)
x+3 y-4 z-0
El plano pedido es 1= det(AX, AB, AC)=| 6 2 3| =(x+3)(8) - (y-4)(0) + z(-16) =8x - 162+ 24 =0
2 -2 1
(b)

i n

|
I
I
|

La recta perpendicular al plano Ttque pasa por el origen O(0, 0, 0) tiene como vector director v el vector normal
del plano n = (8, 0, -16).

X =8t
Larectapedidaesr=<y=0 con tO0O.
z=-16t

(c)
El area del triangulo es la mitad del area del paralelogramo que determina, que sabemos es el médulo del
producto vectorial de los vectores AB y AC, es decir

Area = (1/2) ||ABXAC|| = %\/82 +16° = %\/320 u?

AB = (6, 2, 3)
AC =(2,-2,1)

-

i ]k
ABXAC =6 2 3| =i(8)—j(0)+k(-16) = (8, 0, -16)
2 1

-2
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