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Opcion A

Ejercicio 1 de la Opcion A del Modelo 6 de Sobrantes de 2008
Seaf:R - R lafuncién definida por f(x) = (3x — 2x°)e*.
(a) [1'5 puntos] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f .
(b) [1 punto] Calcula los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan).
Solucién
Los apartados (a) y (b) se pueden hacer juntos pues lo Unico que hay que estudiar es la primera derivada f'(x),
de la cual saldré el crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos relativos
f(x) = (3x - 2x° )e
f(x) = (x — 4x)e” +(3x 2x0)e* = e 2x° = x + 3)
De f‘(x) = 0, (- 2x* —x + 3) = 0, puesto que la exponencial €* nunca se anula.
Las soluciones de —2x>—=x+3=0,sonx =1 y x =- 1'5, que seran los posibles maximos y minimos relativos.
Como f(-2) = e % (- 2(-2)* — (-2) + 3) = e (- 3) < 0, f(x) es estrictamente decreciente en (- «, -1'5)
Como f(0) = e? (3) = 1( 3) > 0, f(x) es estrictamente creciente en (-1'5, 1)
Como f‘(2) =e@(=2(2)% - (2) +3) = e %~ 7) < 0, f(x) es estrictamente decreciente en (1, +o)

Por definicién x = -1' es un minimo relativo que vale f(-1') = (3(-1'5) - 2(-15))e*°=-9e™*
Por definicién x = 1 es un maximo relativo que vale f(1) = (3(1) - 2(1))e* = e
Ejercicio 2 de la Opcion A del Modelo 6 de Sobrantes de 2008

Considera las funciones f :(0,M - Ry g: (0, +~») - R definidas por

(x) = sena(x)
cos”(x)
(a) [1'25 puntos] Halla la primitiva de f que toma el valor 1 cuando x = 173
(se puede hacer el cambio de variable t = cos x).

(b) [1'25 puntos] Calcula j g(x)dx .

y  g(x) = x2In(x). [ In denota la funcién logaritmo neperiano.

Solucién

(a)

Una primitiva de f(x) es
t= _ -3+1
F(x) = _[ Sen(x) gy = {cambio cos(x) }: L U

cos®(x) dt=-sen(x)dx t® -3+1

Quito 1
cambio 2 cos (x)

Como me dicen que F(1v3) = 1, tenemos 1 = 1/[2.cosz(rv3) ]+ K, de donde K = -1y la primitiva pedida es
F(x) = 1/[2.cos?(x) ] - 1
(b)

Es una integral por partes (J' udv =uv —J'vdu)

u=In(x) - du:d—x

[x*In(x)dx = X :—In(x) j

X
dv =x%dx — v =—

xdx

_x* 1¢ 5 1 x* _x* x* .
7 In(x) 4jx dx = In(x) yora In(x) TR
Ej Jeracm 3dela Opcién A del Modelo 6 de Sobrantes de 2008
(a) [1 punto] Determina razonadamente los valores del parametro m para los que el siguiente sistema de
ecuaciones tiene mas de una solucion:
2X +y+z=mx
X +2y +z=my
X +2y +4z = mz
(b) [1'5 puntos] Resuelve el sistema anterior para el casom =0y para el casom = 1.
Solucién
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(a)
2X+y +z =mx (2-m)x+y+z=0
X+2y+z=my - < Xx+(2-m)y+z=0
X+2y+4z=mz X+2y+(4-m)z=0
2-m 1 1
Matriz de los coeficientes A = 1 2-m 1
1 2 4-m

Como es un sistema homogéneo, el sistema tiene mas de una solucion cuando el determinante de la matriz de
los coeficientes es nulo.

2-m 1 1 2-m 1 1
|Al=| 1 2-m 1 = 1 2-m 1 [=2-m[2-mM@B-m)-m-1(3-m-m)=
1 2 4-m|32+23(-1 0 m 3-m

=-m®+8m*—16m+9
Para resolver m® + 8m? —16m + 9 =0, aplicamos Ruffini

Una solucién es m = 1, y las otras salen de resolver la ecuacion —m?+ 7m — 9 = 0, obteniéndose

m:7+JE y m:7'£/E

2
7+413 _7-413
T YME T

Portantoparam=1, m = el sistema tiene méas de una solucién

(b)
En el caso de m = 0, solo tiene la solucion trivial (x,y,z) = (0,0,0)
En el caso de m = 1, tiene infinitas soluciones. Tomo las ecuaciones 22 y 32 (con ellas el rango de A es 2)
X+y+z=0
X +2y +3z = 0. Hacemos z=A 00
X+y =-A
X +2y = - A, 22 + 13(-1), y nos resultay = - 2\ y x = A, por tanto la solucién del sistema param =1 es
xy,2) =, -2\, A)con A O O

Ejercicio 4 de la Opcion A del Modelo 6 de Sobrantes de 2008
Se considera la recta r definida por mx =y =z + 2, (m # 0),
y larecta s definida por (x - 4)/4=y-1=2/2
(a) [1'5 puntos] Halla el valor de m para el que r y s son perpendiculares.
(b) [1 punto] Deduce razonadamente si existe algin valor de m para el que r y s son paralelas.

Solucién

(a)
Ponemos larectar=mx =y =z + 2, en forma continua x/(1/m) = y/1 = (z + 2)/1. Un vector director suyo es
(1/m, 1, 1) y otro paralelo es u = (1, m, m)
La recta s ya me la han dado en forma continua (x — 4)/4 = (y — 1)/1 = z/2. Un vector director suyo es
v=(4,1,2)
Las rectas “r’ y “s” son perpendiculares si sus vectores directores son perpendiculares, es decir su producto
escalar es cero
O=uev=(1,mm)e (4,1, 2)=4+m+2m, por tanto 3m = - 4, de donde m = - 4/3
(b)
Las rectas “r" y “s” son paralelas si lo son sus vectores directores, es decir sus coordenadas son proporcionales.
En nuestro caso
1/4 = m/1 = m/2, lo cual es absurdo pues m no puede ser a la vez 1/4 y 1/2, luego no hay ningln valor de “m”
para el que las rectas sean paralelas.
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Opcion B

Ejercicio 1 de la Opcion B del Modelo 6 de Sobrantes de 2008
[2'5 puntos] Dada la funcién f definida, para x # 0, por f(x) = (€*+1) /( €* - 1) determina las asintotas de su
gréfica.

Solucién

La recta x = a es una asintota vertical (A.V.) de la funcién f si Ixirr;f(x) = oo
Suelen ser los valores de “x” que anulan el denominador.
Dee‘—1=0,tenemos e’ =1, luego x =0
Veamos six =0 es A.V.

. . oet+ -

lim f(x) = lim € 1:% =+ o, larectax =0esunaA.V. de lafunciéon f.
x-0" x-0te*=1 0

. et 4+

Ilmf(x)=l|me—1=£_=—oo

X-0" xao’ex —1 O

La recta y = k es una asintota horizontal (A.H.) de la funcién f si lim f(x) = k

Lo estudiamos en + o y en - o

. . X+ Aplicamos . X .
Como lim f(x) = lim & 1 @ AP - = lim £ = lim (1)=1,larectay =1es una AH. dela
Xt e x-+e@X =1 |oc L'Hopital xoto @l Xt
funcién fen + oo,
1
x —+1
. . + . X + e
Como lim f(x) = lim e_ 1 lim € _0+1 -1, larectay =-1 es una A.H. de la funcion fen - oo,
X xoreeX -1 xere 1l .0 0-1
eX
Veamos la posicién relativa respecto a las A.H.

En + o

Como lim (ex +1—1} =0", la funci6n esta por encima de la A.H.

Xt @7 —

X - —00

Como lim (ex +1+lj =0, la funcién esta por debajo de la A.H.

La recta y = mx+n es una asintota oblicua (A.O.) de la funcion f si lim (f(x) —(mx +n)) = 0, donde

m = lim )

D ¢
Esta funcién no tiene A.O .

Ejercicio 2 de la Opcion B del Modelo 6 de Sobrantes de 2008
Seag:R - R lafuncién definida por g(x) = (1/4)x> - x> + X .
(a) [0'5 puntos] Esboza la gréfica de g.
(b) [0'75 puntos] Determina la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de g en el punto de abscisa x = 2.
(c) [1'25 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de g y el eje de abscisas.

y n= XIiarpm(f(x) —mx)

Solucién

(a)

g(x) = (1/4)x® = x* + x es un cubica. Veamos sus cortes con los ejes y su comportamiento en * c
Corte con ordenadas.

g(0) = 0, punto (0,0)

Corte con abscisas.
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g(x) = 0, (1/4)x* - x* + x =0, resolviendo la ecuacion sale x = 2(doble), punto (2,0)

lim 1x3-x2+x = lim 1x3 =+ o
X — +00 4 X — +00 4
lim ix3-x2+x = lim ix3 =- o0
X = —00 4 X - —00 4

Un esbozo de la gréfica es

10

(b)
De la gréfica se observa que la recta tangente en x = 2, es una tangente horizontal es decir y = 0. Vamos a
comprobarlo

Larecta tan%ente agx)enx=2es y-9g(2)=d(2)(x-2).

g(x) = (1/14)x° - x* + X, g(2) = 0.

g‘(x) = (1/4)x* - x*+x,g‘(2) =0.

Sustituyendo tenemos que la recta tangente es y— 0 = 0(x - ), es deciry = 0.

(c)
. 2( 1 1x* x xT
El area pedida es Area = f (—x3- X2 + xjdx == -2+ 2| =[1-83+2]=[1/3]?
ol 4 4 4 3 2 |
Ejercicio 3 de la Opcion B del Modelo 6 de Sobrantes de 2008
1 3 k
Dadalamatriz A=|k 1 3
17 Kk

(a) [1'25 puntos] Estudia el rango de A en funcién de los valores del pardmetro k.
(b) [1'25 puntos] Para k = 0, halla la matriz inversa de A.

Solucién
(a)
1 3 k
A=k 1 3
17 k
3
Como . =7-3=4#%0, por lo menos rango(A) = 2

Si det(A) = |A| # 0, rango(A) = 3 y si |[A] = 0 rango(A) = 2.
1 3 k 1 3 k

Al=k 1 3 =k 1 3=—4(3-Kk9)
1 7 k3@+13(-1) |0 4 0

Si |A] = 0, tenemos (3 —k?) =0 de donde k=++/3 y k=-+/3
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Sik # ++/3 yk#-\/§,rango(A):3
Sik = ++/3 y k :-\/§,rango(A):2

(b)
130
Sik=0, A=|0 1 3|, |A|=4(3-0)=12#0, tiene matriz inversa A™" = (1/|]A]).Adj(A")
170
101 21 0 9 21 0 9 7/4 0 -3/4
A"=[3 1 7|, AdjAN=| 3 0 -3 At=—1 |3 0 -3|=|-14 0 w4
0 30 -1 -4 1 12 4 1/12 13 -1/12

Ejercicio 4 de la Opcion B del Modelo 6 de Sobrantes de 2008
Considera los puntos A(2, 0, 1), B(-1, 1, 2), C(2, 2, 1) y D(3, 1, 0).
(a) [1 punto] Calcula la ecuacion del plano 1 que contiene a los puntos B, Cy D.
(b) [1'5 puntos] Halla el punto simétrico de A respecto del plano .
Solucién
A2, 0, 1), B(-1,1,2),C(2,2,1)yD(@, 1, 0).
(a)
Plano 1 que contiene a los puntos B, Cy D
Punto B(-1, 1, 2), vectores paralelos independientes el BC = (3, 1, -1) y el BD = (4, 0, -2)
Ecuacioén continua
x+1 y-1 z-2
0 =det(x —a,BC,BD) =| 3 1 —1|=(x+1)(-2)=(y=1)(-2) +(z—-2)(-4)=-2x + 2y — 4z + 4=0

4 0 -2
Simplificando tenemos — x + y — 2z + 2 = 0 y un vector normal seria n = (-1, 1, -2)
(b)
A
! P
Lo

Para calcular el simétrico del punto A respecto del plano t=-x +y -2z + 2 =0, lo que hacemos es calcular el
simétrico del punto A sobre su proyeccion ortogonal P sobre el plano.
Una forma de hacerlo es calcular la recta perpendicular al plano que pasa por A. Su punto es A(2, 0, 1) y su
vector director el normal del plano, es deciru =n = (-1, 1, -2)

x=2-A
Ecuaciones paramétricas <y =1

z=1-24,con AOR

Calculamos P como interseccion de la recta con el plano, sustituyendo la ecuacion de la recta en el plano
-(2-A)+A)—-2(1-2)\) +2=0. De donde A = 1/3, y el punto P es P(2 — 1/3, 1/3, 1-2(1/3)) = P(5/3, 1/3, 1/3).
P es el punto medio del segmento AA’, siendo A’ el simétrico buscado.

(5/3, 1/3, 1/13) = ((2 + x)/2, y/2, (z + 1)/2 ) de donde x = 4/3,y = 2/3y z =-1/3, es decir el punto simétrico
buscado es A’( 4/3, 2/3, -1/3)
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