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MATEMATICAS Il

Opcién A
Ejercicio 1 opcion A, modelo Septiembre 2011
[2'5 puntos] Calcula la base y la altura del triangulo isésceles de perimetro 8 y de area maxima.
Solucion

Es un problema de optimizacion

Funcién a optimizar: Area = (1/2)base.altura = (1/2).x.h
Relacion entre las variables: Perimetro = 8 = x + 2y, de donde y = 8/2 — x/2 = 4 — x/2.

También tenemos es cuenta que tenemos dos triangulos rectangulos y podemos aplicar el Teorema de
Pitagoras. h? = y2 - (x/2)2 =(4-x2) )2 - (x/2)2 =16 — 4x + X°/4 — x’/4 = — 4x + 16, de donde como “h” es

una longitud (es positiva) tenemos h = +/-4x+16
A(X) = (1/2).x.h =(1/2).x. \/-4x+16
SiA'(b)=0 y A”(b) <0, x =b es un maximo de A(x).

A(X) = (1/2).x.h = (1/2).x. -4x+16

AX) = (1/2). J-4x+16 + (1/2).x. . 4 — = (1/2). J4x+16 — ——2
-Ax+

N -4X J-4x+16
De A'(x) = 0, tenemos (1/2). V-4x+16 — X =0, es decir (1/2). /-4x+16 :;, por tanto

-4x+16 N-4x+16
(— 4x+16) = 2x, luego 6x =16.“X" = 16/6 =“8/3" y “y"=4—(8/3)/2=4-4/3 ="8/3".
Si nos damos cuenta es un triangulo equilatero.
Es decir las dimensiones del triangulo son x = 8/3, y = 8/3 y su area es (1/2).x./-4x+16 = (1/2).(8/3).

J-4(8/3)+16 = = (4/3). 16/ =% u?,

Veamos para terminar que es un maximo, es decir A”(8/3) <0

A(X) = (1/2). V-4x+16 — —2

J-4x+16
-4 2X
V-AX+16 - X V-AX+16 + ———
A'(x) = (lj 4 24-4x16 o1 _ V-4x+16 4o donde
2) 2\-4x+16 (J-4x+16) J-ax+16 -4x+16 '
L
A”(8/3) = 1_6/3 - 16/316/3 < 0 (estamos sumando dos nimeros negativos), luego es un maximo.
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Ejercicio 2 opcion A, modelo Septiembre 2011
Considera las funciones f, g: R — R definidas por f(x) = 6x — x* y g(X) = x> — 2x.
(a) [0'75 puntos] Esboza sus graficas en unos mismos ejes coordenados y calcula sus puntos de corte.
(b) [1'75 puntos] Calcula el area del recinto limitado por las graficas de f y g.

Solucién

(a)
La gréfica de f(x) = 6x — x* (a= -1, b= 6, c= 0), es la de una parébola con las ramas hacia abajo (a= -1<0),
abscisa del vértice en x = -b/2a = -6/-2 = 3, y ordenada en f(3) = 6(3) — (3)° = 9 [ V = (3,9) ]. Cortes con los
ejes en:
Para x = 0, f(0) = 6(0) — (0)* = 0. Punto (0,0), corte con OY.
Para f(x) = 0, 6(x) — (x)° = 0 = X(6 — x), de donde x =0 y x = 6. Puntos (0,0) y (6,0), corte con OX.
Un esbozo de su grafica es

-10L
La grafica de g(x) = x* — 2x (a= 1, b= -2, ¢= 0), es la de una parébola con las ramas hacia arriba (a= 1>0),
abscisa del vértice en x = -b/2a = 2/2 = 1, y ordenada en f(1) = (1)* —= 2(1) =-1 [ V = (1,-1) ]. Cortes con los
ejes en:
Para x = 0, f(0) = (0)* — 2(0) = 0. Punto (0,0), corte con OY.
Para f(x) = 0, (x)* — 2(x) = 0 = x(x — 2), de donde x =0 y x = 2. Puntos (0,0) y (2,0), corte con OX.
Un esbozo de su grafica es

Juntando ambas gréficas tenemos

10l
Para calcular sus puntos de corte resolvemos la ecuacion f(x) = g(x), es decir 6x — x> = x* — 2x.
De 6x — x* = x* — 2X, tenemos 2x° — 8x = 0 = x(2x — 8), luego x =0 y x = 4. Puntos (0,0) y (4,8).
(b)

Calcula el area del recinto limitado por las gréficas de f y g.

Observando las graficas el area que me estan pidiendo es:
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Area = ["(f() - gO))dx = [ ( (6x - x*) - (x*- 2x))dx = || (-2x*+ Bx)dx {%+4X2} =

"0

:[_'2(34)3 +4(4)2J - (0) = 64/3 U,

Ejercicio 3 opcion A, modelo Septiembre 2011

a 1 -1 0
Dadas las matricesA=|1 «a -1| y B=|1].
1 -1« 1

(a) [1'75 puntos] Calcula el rango de dependiendo de los valores de a.

(b) [0'75 puntos] Para a = 2, resuelve la ecuacion matricial A.X = B.
Solucion

(a)

Calcula el rango de dependiendo de los valores de .

Para estudiar el rango de A estudiamos su determinante |A|.

a 1 - a 1 -1| Adjuntos
Al=|1 a - =1 «a -1| tercera =(0)— (0-1)(-a+1) + (a-1)(a® - 1) =
-1 -1 o R+F, [0 a-1 a- fila

= (o-[( o-1) + (a-1) (o + 1)] = (a-1).( a-1).(at+2).
Siazly a#-2, tenemos |A| # 0, por tanto rango(A) = 3.

1 1 -1 1 1 -1 11 -1
Sia=1tenemosA={1 1 -1|,ycomo |1 1 -1|F-F =0 0 O |, resulta que rango(A) = 1, pues
-1 -1 1 -1 -1 1)R+F (0 0 O
nos queda sélo un fila con elementos no nulos.
2 1 -1
Sia=-2,tenemosA=| 1 -2 -1|,ycomo ) 12‘ =4 -1 %0, luego rango(A) = 2.
101 -2
(b)

Para o = 2, resuelve la ecuacion matricial A.X = B.

Segun el estudio del aparatado (a), para o = 2, |A| = (2-1).( 2-1).(2+2) = 4 = 0 y existe la matriz inversa

Al = (1/]A]).Adj(A).

Multiplicando A.X = B por la izquierda por la inversa A, tenemos A*.A.X = A™.B, de donde I,.X = A™.B, por
tanto la matriz pedida es X = A™.B.

2 1 -1 2 1 -1 3 ‘11
A=|1 2 -1[;A'=|1 2 -1|=A, pues es una matriz simétrica; Adj(A) =| -1 3 1|, por tanto la matriz
-1 -1 2 -1 -1 2 1 13
3 11
inversaesA’l:(1/4). -1 3 1
1 13
3 -1 1)(0 0 0
Luego X =A'B=(1/4). [-1 3 1|.|1|=(1/4).|4|=|1].
1 1 3)1(1 4 1

Ejercicio 4 opcion A, modelo Septiembre 2011
Considera los puntos A(-1,k,3), B(k+1,0,2), C(1,2,0) y D(2,0,1).
(a) [1'25 puntos] ¢ Existe algun valor de k para que los vectores AB, BC, y CD sean linealmente
dependientes?
(b) [1'25 puntos] Calcula los valores de k para que los puntos A, B, C y D formen un tetraedro de volumen 1.
Solucién
@)
¢ Existe algun valor de k para que los vectores AB, BC, y CD sean linealmente dependientes?
A(-1,k,3), B(k+1,0,2), C(1,2,0) y D(2,0,1).
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Para que los vectores AB, BC, y CD sean linealmente dependientes, como son vectores de tres
coordenadas, tenemos que ver que el determinante det(AB, BC, CD) sea 0.

AB = (k+1-(-1), 0-k, 2-3) = (k+2, -k, -1)
BC = (1-(k+1),2-0,0-2) = (-k, 2, -2)
CD = (2-1,0-2,1-0) = (1, -2, 1)
k+2 -k -1 k+2 -k -1 Adjuntos
det(AB, BC,CD)=|-k 2 -2/C,-2.C,=|-3k-4 2+2k 0| tercera = +(-1)( (-3k-4)(-2-k) —(k+3)(2+2K) ) =
1 -2 1|C,+C, |k+3 -2-k Ofcolumna
= - ( 6k+3K*+8+4k — (2k+2K*+6+6Kk) ) = - ( +2k+k*+2) = -k? -2k -2.

-2+./4-8
2

Resolvemos -k? -2k -2 = 0, tenemos k® + 2k + 2 = 0. k = , que no tiene solucién real.

Luego no hay ningun valor de k, para que los vectores AB, BC, y CD sean linealmente dependientes.
(b)

Calcula los valores de k para que los puntos A, B, C y D formen un tetraedro de volumen 1.

Sabemos que el volumen de un tetraedro es (1/6) del volumen del paralelepipedo que determinan tres
vectores con el mismo origen, es decir (1/6) del valor absoluto del producto mixto de AB, ACy AD (lo
indicaremos entre corchetes{ } ).

Volumen =1 = (1/6).| { AB, AC, AD } |

AB = (k+1-(-1), 0-k, 2-3) = (k+2, -k, -1)
AC = (1-(-1),2-k,0-3) = (2, 2-k, -3)
AD = (2-(-1),0-k,1-3) = (3, -k, -2)
k+2 -k -1]Adjuntos
{AB, AC, AD } =det(AB,BC,CD) =| 2 2-k -3|primera = (k+2)(-4+2k -3k) — (-K)(5) + (-1)(-2k-6+3k) =
3 -k -2/ fila
= (k+2)(-4-k) +5k+6-k = -4k -k* -8 -2k +4k + 6 = -k* -2k-2.
Resolvemos 1 = (1/6).] { AB, AC, AD } |, luego 6 = | k% -2k-2 |, lo cual me da lugar a dos ecuaciones:

Primera: -k® - 2k-2 = 6; k*+2k+8 = 0; k :¥ , que no tiene solucién real.
-2+4/
Segunda: -k®- 2k -2 =-6; k* +2k - 4 = 0; k zﬁz-li\/g.

Los puntos A, B, Cy D formen un tetraedro de volumen 1 si “k = 145 6 k= -1+/5"
Opcién B

Ejercicio 1 opcion B, modelo Septiembre 2011

4

Sea f la funcién definida por f(x) = 3X 3+ 1
X

para x # 0.

() [1'25 puntos] Estudia las asintotas de la gréafica de la funcion.
(b) [1'25 puntos] Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los extremos relativos (abscisas
donde se obtienen y valores que se alcanzan).

(@)

Estudia las asintotas de la gréafica de la funcién f(x) =

Solucién

3+ 1

X3

X = a es una asintota vertical (A.V.) de f(x) si lim . [ (f(X) ] =
3x*+1
3

Como "rE‘, f(x) = Iir(rl =[1/0" ] =- o0; larecta x =0 es una A.V. de f(x).

3+ 1

X3

|i|’£l f(x) = Iirpﬁ =[1/0"]=+w
Como en la funcion que me han dado el grado del numerador es una unidad mas que el grado del
denominador, f(x) tiene una asintota oblicua (A.O.) de laforma y=mx+n conm =Ilim, .[f(X)/X)] Yy

n = lim,_,. [f(X) - mx)], y es la misma en +« y en -.
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También se puede calcular la A.O. dividiendo numerador entre denominador y la A.O. es el cociente de la
division entera.
Lo vamos a realizar por divisién

3+ 1 x>
-3x* 3x
0 +1

LaA.O.def(x) esy = 3x en + o0,

Como lim . [f(x) - 3x)] =07, f(x) est& por encima de la A.O. en + « (le damos a x el valor + 100)

Como lim,_. [f(x) - 3x)] =0, f(x) esta por debajo de la A.O. en - « (le damos a x el valor - 100)

Si hay es este caso A.O no hay asintotas horizontales (A.H.)

(b)

Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los extremos relativos (abscisas donde se obtienen
y valores que se alcanzan).

Me estan pidiendo la monotonia, que es el estudio de f ‘(x)

3x*+ 1
f(x) = v
F1(x) = 12x3.x° - (3x*+1).3x* _ 3x*(4x* - 3x*-1) _3x*(x*- 1)

2 6 6
(XS) X X

Sif'(x)=0; 3x2.(x4 —1)=0, de donde X’ =0 (no vale, porque x =0es A.V.) y x*—1=0, de donde x = + 1.

Comof‘(-2) =f*(2) =180/(+) >0, f(x) >0enx<-1 y x>1, luego f(x) es estrictamente creciente en
(-0,-1) y también en (1,+ x).

Como f *(0'1) = (-0'0299)/(+) < 0, f'(x) < 0 en (-1,1)-{0}, luego f(x) es estrictamente decreciente en (-1,1)-{0}

Por definicién en x = - 1 hay un maximo relativo que vale f(- 1) = - 4.
Por definiciéon en x = + 1hay un minimo relativo que vale f(1) = 4.

Aungue no lo piden un esbozo de la gréfica es :

4l
6|

Ejercicio 2 opcion B, modelo Septiembre 2011
Sean f, g: R —> R las funciones definidas por f(x) = —(1/4)x2 +4 y g(x) = x*— 1.
(a) [0'75 puntos] Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = -2.
(b) [1'75 puntos] Esboza el recinto limitado por las gréaficas de ambas funciones y larecta y = x + 5. Calcula
el &rea de este recinto.
Solucion
(a)

Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f(x) = —(1/4)x2 +4 en el punto de abscisa x = -2.

Sabemos que la recta tangente de fen x =-2 es “ y — f(-2) = f'(-2).(x — (-2))"
f(x) = —(1/4)x*> +4 , luego f(-2) = -1+4 = 3
f'(x) = -x/2, luego f'(-2) = 1, por larecta tangente es y — 3 = 1.(x + 2). Operando saley = x + 5.
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(b)

Esboza el recinto limitado por las graficas de ambas funciones y larecta y = x + 5. Calcula el area de este

recinto.

La grafica de f(x) = —(1/4)x* +4 ( a= -1/4, b= 0, c= 4), es la de una parabola muy parecida a “-x*" (ramas
hacia abajo y con vértice en (0,0) ), pero un poco mas abierta (al estar multiplicada por 1/4) y desplazada “4”
unidades hacia arriba en el eje OY, es decir el vértice lo tiene en (0,4).

La gréafica de g(x) = XX -1 (a=1, b=0, c=-1), es la de una parabola igual que 2 (ramas hacia arriba y con
vértice en (0,0) ), y desplazada “1” unidades hacia abajo en el eje OY, es decir el vértice lo tiene en (0,-1).

La gréfica de y = x + 5, es la de una recta y con dos puntos es suficiente, para dibujarla. Hemos visto que
era la recta tangente afen x = -2.

Un esbozo de las gréficas pedidas es:

=x+5
y Al

X2/4+4

Q01

Donde me piden el area de la region en amarillo, que he dividido en tres areas Ay, Az y As.
Area pedidaes A=A; + A, + As.

2
A+ A = j_i[(x+5)-(-"7+4)]dx, donde “b” es el corte de f(x) = x¥4+4 con g(x) = x’~1. (s6lo solucion

positiva)
Igualando -x*/4+4 = x* — 1, de donde —x* + 16 = 4x° + 4, es decir 5x° = 20, luego x =+ 2, y b = 2.

AvtA= | ® [oc45)-(- X +a)]lx = | 20 o+ 1dx ={§+ﬁ+x}2 = (8/12+2+2)-(-8/12+2-2) = 16/3 U’.
2 4 24 12 2 |,
Az = .[: [(x+5)-(x*-1)]dx , donde “c” es el corte de y = x+5 con g(x) = x°—1. (s6lo solucion mayor de 2).
Igualando x+5 = x> — 1, de donde x* - x - 6 = 0, luego x =- 2 y x = 3, por tanto ¢ = 3.
. 5 IVCIN 3 ,
A= L [(x+5)-(x?-1)]dx = L [-x?+ X + 6]dX = {?+7+6x} = (-9 +9/2 + 18)-(-8/3+2+12) = 13/6 u°.

2

El area pedidaes A=A; + A, + A = 16/3 + 13/6 = 15/2 U°.

Ejercicio 3 opcion B, modelo Septiembre 2011

. a 1 1 31
Sean las matrices A = y B= .
-a 3 -1 4 2

(a) [1'25 puntos] Calcula los valores de o para los que la matriz inversa de Aes (1/12).A.
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(b) [1'25 puntos] Para o = -3, determina la matriz X que verifica la ecuacién A'.X = B, siendo A'la matriz
traspuesta de A.
Solucion
(@)
Calcula los valores de a para los que la matriz inversa de Aes (1/12).A.
Sabemos que existe la matriz inversa Al= (1/]A]).Adj(A"), si det(A) = |A] = 0.

1 1 - 3 -1
a1 =|” ‘=3a+oc=4oc,, Iuegoa¢0.A=(a J;A‘{“ “j;Adj(A‘){ j
-a 3 a «a

-a 3 1 3
3 -1
3 -1 |2, a4
A'1=(1/IA|)-Adj(A‘)=(1/4a).( ]: 0 4a
a a 11
4 4
3 -1
4a 4o 1 12 1/12
Me dicen que A™ = (1/12).A, es decir | *¢ 4% |=@12).| ¢ ~|=| ¢ _
11 -« 3) |-ai12 3/12
4 4

Igualando miembro a miembro tenemos:

De 3/4a = 0/12, tenemos 36 = 40, de donde o = 9, y por tanto o = + 3.
De -1/40. = 1/12, tenemos -12 = 4, de donde o = - 3.

De 1/4 = -0/12, tenemos 12 = -4q, de donde o = - 3.

De 1/4 = 3/12, tenemos 12 = 12, lo cual es cierto.

El Gnico valor de a que verifica todas las igualdades es a. = - 3.

(b)

Para o = -3, determina la matriz X que verifica la ecuacién A'.X = B, siendo A'la matriz traspuesta de A.

Sabemos por las propiedades de las matrices que (At)'l = (A'l)t.
a 1

_ 31 Nl a It -3 3
3}-(1/12).(3 3J,yportanto(A) —(A)—(1/12).£1 3).

Multiplicando por la izquierda por (A")™* la expresién A'.X = B, tenemos (A")*.A"X = (A)".B, de donde

3 3)(1 31 -6 3 3
tenemos I,.X = (A)™.B, es decir X = (A)™".B = (1/12). . = (1/12).
1 3)(-1 4 2 2 15 7

Para o = -3, tenemos A™ =(1/12).(

Ejercicio 4 opcion B, Septiembre 2011
3x-y=5
Dado el plano n de ecuacién x +2y—z =0 vy larecta “r’ de ecuaciones x-Y .
X+y-4z=-13

(a) [1'75 puntos] Halla el punto de interseccion del plano n y la recta r.
(b) [075 puntos] Halla el punto simétrico del punto Q(1,-2,3) respecto del plano =.
Solucion
CY
. ., 3x-y=5
Halla el punto de interseccion del planot=x+2y—-z=0ylarecta r= .
X+y-4z=-13
Ponemos la recta “r" en forma vectorial con un parametro 2, la sustituimos en el plano =, obtenemos el valor
de A, y después el punto de interseccion P.

/
7

7
/

/
/
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3x-y=5
X+y-4z=-13
22 ecuacion obtenemos A -5+ 3Lk -4z =-13,de donde 4L +8 =4z,luegoz=2 + A.

La recta “r" en vectorial es r = (X, y, z) = (A, -5+3A, 2+1)

n=x+2y-z=0

P es la interseccion de “r" y “n”. Sustituimos “r" en “n” — (1) + 2.(-5+3L) — (2+\) = 0, de donde 6A = 12, por
tanto A = 2, y el punto pedido es P((2), -5+3(2), 2+ (2) ) = P(2,1,4).

(b)

Halla el punto simétrico del punto Q(1,-2,3) respecto del plano .

De la recta rz{ , poniendo x = A, obtenemos y = -5 + 3\. Entrando con ambos valores en la

Calculamos la recta “s” perpendicular al plano “x” (Nos sirve como vector director de la recta u el vector
normal del plano n), que pasa por el punto Q.

Calculamos el punto M intercesion de la recta “s” con el plano “r”.

El punto M es el punto medio del segmento QQ’, siendo Q' el punto simétrico buscado.

|

L

u
i)
M

|
|
|
|
|
'L

Q

Calculamos la recta “s”. Punto el Q(1,-2,3), vector director u = n = (1,2,-1).
Ecuacién de “s” en vectorial s = (X, y, z) = (1+X, -2+2), 3-A)

Punto M =r n =t (punto de corte)
De (1+)\) + 2(-2+2)) — 4(3-1) = 0, obtenemos 6\ = 6, de donde A = 1, y el punto M es
M(1+(1), -2+2(1), 3-(1)) = M(2, 0, 2)

El punto M(2, 0, 2) es el punto medio del segmento QQ’, es decir (2, 0, 2) = ( (1+x)/2, (-2+Yy)/2, (3+2)/2).
De 2 = (1+x)/2, tenemos x = 3.

De 0 = (-2+y)/2, tenemos y = 2.

De 2 = (3+2)/2) , tenemos z = 1

El punto simétrico pedido es Q'(x, Y, z) = Q’'(3,2,1).



