IES Fco Ayala de Granada Septiembre de 2013 (Modelo 3 Especifico) Solucion German-Jesus Rubio Luna

Opcion A
Ejercicio 1 opcion A, modelo 3 Septiembre 2013 especifico 1

Sea f la funcion definida por f(x) = % para x >0, x # 1 (donde In denota el logaritmo neperiano).
n(x

a) [1'25 puntos] Estudia y determina las asintotas de la gréafica de f .
b) [1'25 puntos] Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto de
abscisa x = e.

Solucion
Sea f la funcién definida por f(x) = % para x > 0, x # 1 (donde In denota el logaritmo neperiano).
n(x

a)
Estudia y determina las asintotas de la grafica de f .

[La regla de L’'Hépital (L'H) nos dice que si las funciones f(x) y g(x) son continuas y derivables en un entorno

(( )) entonces lim—= 1) I|mf( )

de “a”, f(a) = g(a) = 0 y existe I|m
x—0 g(x) x>0 g (X)

. La regla se puede reiterar, y se puede

aplicar si sale 0/0, /o0, y si el limite tiende a «]
Asintotas verticales (A.V.)

Como lim f(x) = lim X :i = 0.i =0.0 =0, lafuncién f no tiene A.V.en x = 0.
x—> 0+ x—> 0+ |n(x) —o0 —o0
Como I|m f(x) L i = +oo, la funcién f tiene A.V. en x = 1.
><—> 1+ |n(x) (oM
X 1
I|m f(x) = lim —=— = -,
x>1-In(x) O

Asintotas horizontales (A.H.)

Como lim f(x) = lim X __ E,L‘H = lim 1 = lim x = +o0, la funcién f no tiene A.H. en + o
X—>+0 X—>+0 |n(x) x—+0 1 [X X—>+%0

Asintotas oblicuas (A.O.)

fx)

La funcion f tiene una A.O. y=mx +n, sim =Ilim
X—0

f(x) X o1

1 ., .
m =lim =% = lim = lim =—=0, lafuncién f no tiene A.O. en + ©
x> X X% X |n(x) x—>oo|n(x) +00

Como n = lim (f(x) — mx) = lim f(x) = +o, f tiene una rama parabolica.

b)
Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la grafica de f en el punto de abscisa x = e.

y n= 1|rrl (f(x) — mx)

Rectatangenteenx=ees y-f(e)=f‘(e)(x-e)
Rectanormalenx =ees vy -f(e)=(-1/f‘(e))-(x—e)

f(x) = L, luego f(e) = e/l =e.
In(x)

In(x) - X.(1/x) _ In(x) - 1
(In®)  (nw)" "’

La recta tangente pedida esy — (e) = 0:(x — e), de donde y = e.
La recta normal pedida es y — (e) = (-1/0)-(x — €), de donde x = e.

fi(x) = luego f‘(e) = (1 - 1)/e® = 0.

Ejercicio 2 opcion A, modelo 3 Septiembre 2013 especifico 1

[2'5 puntos] Sea g : (0, +o) — R la funcion definida por g(x) = ;
X +/x

Determina la primitiva de g cuya gréafica pasa por el punto P(1,0). Sugerencia: se puede hacer el cambio de
variable t = /x .

Solucion
Una primitiva de g es | = G(x) = Jg(x)-dx
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dx . Nos dan el cambio t = /x , es decir t* = x, luego 2t-dt = dx, y sustituyendo

I = G(x) = Jg(x)-dx = jx +1&

2t : :
dt, que es una integral racional.

t? +t

nos queda | = I

t? +1t
=1=G(x) = 2-In|Vx + 1] + K.

L2t o2t 2 o =
| = j dt = jt(Hl)dt = {simplifico “t’} = jtTldt = 2.In|t + 1] + K = {quito el cambio t =+/x } =

Como G(x) pasa por el punto (1,0), tenemos G(1) =0, es decir 2-In| N 1| + K =0, de donde obtenemos
K = -2:In(2), y nuestra primitiva es G(x) = 2-In| Ix + 1| - 2:In(2)

Ejercicio 3 opcion A, modelo 3 Septiembre 2013 especifico 1

2 1 -3 1 X
Sean A=|-1 m m-2|,B=|1| y X=|y].
m 0 2 0 z

a) [1'25 puntos] Determina el rango de A segun los valores del parametro m.
b) [0'75 puntos] Discute el sistema AX = B segun los valores del parametro m.
c) [0'5 puntos] Resuelve el sistema AX =B param = 1.

Solucion
-2 1 -3 1 X
Sean A=|-1 m m-2|,B=|1| y X=|y].
m 0 2 0 z

a)
Determina el rango de A segun los valores del parametro m.

La matriz A es de orden 3x3, y sabemos que los vectores fila son linealmente independientes si so6lo si (sii) el
determinante (det 6 | |) de la matriz M es distinto de cero, en cuyo caso el rango seria 3.

Calculamos el determinante desarrollando por el adjunto de la primera fila.
-2 1 -3 |Ajuntos

IA|=[-1 m m-2[tercera =m-(m-2+3m) — 0 + (2)(-2m +1) = 4m®—2m - 4m + 2 = 4m” - 6m + 2.
m 0 2 fila

Igualando a cero tenemos 0=4m”-6m+2=2m°-3m+1,dedondem=1y m=1/2.
Portantosi m#1y m=1/2,|A|#0yrango(A) = 3.

2 1 -3
Sim=1 tenemosA=|-1 1 -1].
1 0 2
En A como | :‘ =-2+1=-1+0,tenemos rango(A) = 2.
2 1 -3
Si m=1/2 tenemos A= | -1 1/2 -3/2].
172 0 2
1172
En A como 12 o =0-1/4 =-1/4 # 0, tenemos rango(A) = 2.
b)

Discute el sistema AX = B segun los valores del pardmetro m.

2 1 -3 21 3 1
La matriz de los coeficienteses A= | -1 m m-2 |, ylamatrizampliadaes A"=|-1 m m-2 1], le
m 0 2 m 0 2 O

hemos afiadido a la matriz A la matriz columna B.

german.jss@gmail.com 2



IES Fco Ayala de Granada Septiembre de 2013 (Modelo 3 Especifico) Solucion German-Jesus Rubio Luna

Hemos visto en el apartado anterior:
-2 1 -3 |Ajuntos

A|=[-1 m m-2[tercera = m-(M-2+3m) — 0 + (2)(-2m +1) = 4m® — 2m - 4m + 2 = 4m” - 6m + 2.
m 0 2 fila

Igualando a cero tenemos 0=4m”-6m +2=2m°-3m+1,dedondem=1y m=1/2.
Portantosi m=1 y m=#1/2, |Al # 0y rango(A) = 3 =rango (A), por tanto el sistema tiene solucién
Unica.

2 1 -3 21 31
Sim=1tenemosA=|-1 1 -1|,yA'=|-1 1 -1 1],.
1 0 2 1 0 2 0
En A como 11 ;‘ =0-1=-1+#0,tenemosrango(A) = 2.
211
EnA'como |-1 1 1] =0, por tener dos columnas iguales tenemos rango(A*) = 2. Como rango(A) =
1 00

=rango(A’) = 2 < n°de incognitas, el sistema es compatible e indeterminado y tiene infinitas
soluciones.

2 1 -3 2 1 -3 1
Si m=1/2 tenemosA=| -1 1/2 -3/2|, A"=| -1 1/2 -3/2 1].

172 0 2 1/2 0 2 0
En A como 1_/12 1/2‘ =0-1/4=-1/4 # 0, tenemos rango(A) = 2.

-2 1 1Ajuntos

EnA como |-1 1/2 1 tercera = (2/2)(1-1/2) = 1/4 # 0, tenemos rango(A*) = 3. Como rango(A) = 2 #
1/2 0 0 fila

# rango(A*) = 3, el sistema es incompatible y no tiene solucion.

C)

Resuelve el sistema AX =B param = 1.

Por el apartado anterior hemos visto que si m =1, rango(A) = rango(A*) = 2 <n°deincognitas, el sistema
es compatible e indeterminado y tiene infinitas soluciones.

Tomamos so6lo dos ecuaciones, las dos Ultimas, que son con las que hemos formado el menor de A distinto
de cero (nos fijamos en las dos Ultimas filas de la matriz ampliada A).

X+y—-z=1

X +2z=0.Hacemosz=XLAeR,conlocualx=-21 e y=1-2L+A=1-A.

Solucién del sistema (x,y,z) = (-2A, 1 - A, A), con A € R.

Ejercicio 4 opcion A, modelo 3 Septiembre 2013 especifico 1
Considera los puntos A(1,2,1), B(-1,0,2) y C(3,2,0) y el plano = determinado por ellos.
a) [1'75 puntos] Halla la ecuacién de la recta r que esta contenida en nt y tal que A y B son simétricos respecto
der.
b) [0'75 puntos] Calcula la distancia de A ar.

Solucion

Considera los puntos A(1,2,1), B(-1,0,2) y C(3,2,0) y el plano = determinado por ellos.
a)
Halla la ecuacion de la recta r que esta contenida en nt y tal que A y B son simétricos respecto de r.
b)
Calcula la distanciade A ar.

Vamos a realizar un pequefio dibujo que nos servira para los dos apartados.
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r

Al ser Ay B son simétricos respecto de r, su punto medio D pertenece a la recta “r", D(0, 1, 3/2).

Al ser A y B son simétricos respecto de r, el vector director u de “r’ es perpendicular (L) al vector AB, por
tanto ueAB = 0 (e es el producto escalar).
Como la recta “r" esta contenida en el plano “xn
normal n del plano “n”, por tanto uen = 0.

Al ser A y B son simétricos respecto de r, la distancia del punto A a la recta
segmento AB.

w,_n “ n

, el vector director u de es perpendicular (L) al vector

“ n

, €s la mitad de la longitud del

“ n

es el plano determinado por los puntos A, By C. Un vector normal es el producto vectorial (x) de los
vectores AB =(-2,-2,1) y AC =(2,0,-1).

ik
n; =ABXAC=[-2 -2 1|=i(2)-j(0) +k(4) =(2,0,4). Otro vector normal “r” de es n = (1,0,2).
2 0 -

La recta “r" esta determinada por el punto D(0, 1, 3/2) y el vector director u = (a,b,c).

Como quB =0, tenemos (a,b,c)e(-2,-2,1)=0=-2a—-2b+c=0

Como uen = 0, tenemos (a,b,c)¢(1,0,2) =0 =a + 0 + 2c = 0, de donde a = -2c. Entrando con este valor en la
ecuacion -2a—2b + ¢ =0, tenemos -2(-2c) — 2b + ¢ = 0, de donde b = 5c¢/2.

El vector director u de la recta “r" es u = (a,b,c) = (-2¢,5¢/2,c). Como hay infinitos vectores, tomo uno de ellos
tomando ¢ = 2, luego u = (- 4,5,2).

La recta “r" pedida, tiene de ecuacion continua: r = % = y?l =Z _23/2.

Ya he dicho que la distancia del punto A a la recta “r" es la mitad del segmento AB, luego:

J22+ 22+ 12 o 3

d(A;r) = (||AB /2——-——— A
(Ain) = (IIAB]]) > Ty u
Opcion B
Ejercicio 1 opcion B, modelo 3 Septiembre 2013 especifico 1
Sea f la funcién definida por f(x) = k. parax=ayXx = 1/2.
(x-a)2x-1)

a) [1 punto] Halla a y k sabiendo que la gréafica de f pasa por el punto (0,2) y que la recta x = 2 es una asintota
de dicha gréfica.
b) [1'5 puntos] Para k =4y a = 2, halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que
se alcanzan) y sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Solucion

Sea f la funcion definida por f(x) = k. parax =ayXx=1/2.

(x-a)(2x-1)
a)
Halla a y k sabiendo que la grafica de f pasa por el punto (0,2) y que la recta x = 2 es una asintota de dicha
gréfica.

Como f pasa por (0,2) - f(0)=2 — _k =2 — k =2a. Tenemos f(x) = _a
-a)-1) (x-a)(2x-1)

“Larecta x = a es una asintota vertical (A.V.) de f(x) si lim ...+ [ (f(X) ] =«
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Las A.V. en cocientes de funciones polinémicas suelen ser los nimeros que anulan el denominador, en este
casox=a y Xx=1/2, por tanto a = 2, puesto que x = 2 es una A.V. Veamos que el limite es infinito:

Nuestra funcion seria f(x) = 2(2) = 4
x-2)(2x-1) (x-2)2x-1)
. 4 4 4
Como lim = — = — =+w,larecta x=2esunaA.V.def
-2+ (x-2)(2x-1) (07)4-1) O
4 4 4

lim = =
S (x-2)@x-1)  (0)-1) O
Portantoa=2 y k=4.

b)
Para k =4 y a =2, halla los extremos relativos de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan) y
sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Me estan pidiendo la monotonia, que es el estudio de f ‘(x), siendo f(x) = 4 parax =2y x = 1/2.
(x-2)(2x-1)
) = 4 — 4
(x-2)(2x-1) 2x°-5x+2
F(x) = 0-4(4x-5)  -16x+20

C(2x2-5x+2)°  (2x%-5x+2)7

Sif'(x) = 0; tenemos — 16x + 20 = 0, de donde x = 20/16 = 5/4 = 1’25, que puede ser el extremo relativo.
Como f*(0) = % >0, f(X) > 0 en (-0,1'25) — {1/2}, luego f(x) es estrictamente creciente (/') en
(-00,1'25) — {1/2}.

Como f‘(3) = g <0, f(x) <0 en (1'25,+ o) — {2}, luego f(x) es estrictamente decreciente (\)en

(1'25,+ o) — {2}.

Por definicién x =5/4 = 1'25 es un maximo relativo de f que vale f(5/4) = 4 =-39/2 = -3'56
(5/4 - 2)(2(5/4) - 1)

Ejercicio 2 opcion B, modelo 3 Septiembre 2013 especifico 1
[2'5 puntos] Calcula J‘Oﬂlzx-sen(ZX)dx .

Solucion
Calculamos primero la integral indefinida | = [ x-sen(2x)-dx, que es una integral por partes.
[u-dv=u-v-]v-du
Calculamos primero la integral indefinida.

| = [x- sen(2x)-dx = { u = x— du = dx; dv=sen(2x)-dx — v =]sen(2x)-dx = (-cos(2x))/2} =
= x-(-cos(2x))/2 - [ (-cos(2x))/2-dx = -(1/2)-x-cos(2x) + (1/2)[cos(2x)-dx = -(1/2)-x-cos(2x) + (1/4)-sen(2x) + K.

Luego la integral pedida es [;¥? x-sen(2x)-dx = [ -(1/2)-x-cos(2x) + (1/4)-sen(2x) + K ]o"* =
= ( ~(1/2)-(w/2)-cos(r) + (1/4)-sen(x) + K ) - ( ~(1/2)-(0)-cos(0) + (1/4)-sen(0) + K ) = ~(1/2)-(r/2)-(-1) = /4.

Ejercicio 3 opcion B, modelo 3 Septiembre 2013 especifico 1
Sean Ay B las matrices A = (2 _Sj y

1 -4
B = :
3 5 [-9 5}

a) [1'25 puntos] Calcula las matrices X e Y paralas que 2X-Y=A y X-3Y=B.
b) [1'25 puntos] Halla la matriz Z que verifica B?+ZA+B'=3l (I denota la matriz identidad y B'la matriz
traspuesta de B).

Solucion
. 2 -3 1 -4
Sean Ay B las matrices A = y B= .
-3 5 -9 5
a)
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Calcula las matrices X e Y paralasque2X-Y=A y X-3Y =B.

2X-Y=A (F1-2F) —> 5Y=A-2B — Y =(1/5)-(A -2B)

X-3Y=B — X-3Y=B — X=3:((1/5)-(A-2B))+B=(3/5)-(A—2B)+B =
= (3/5)A - (6/5)B + B = (3/5)A - (1/5)B = (1/5)-(3A - B).

Las matrices pedidas son:

_ N e e N A T A T A D P e
X = (5) (34 - B) = (1/5) (3-[_3 5}[_9 SD (1/5) [[9 15]+[9 5]] () (o 10] (0 ZJ

_ — ,2-3_1'4= 2 -3 -282 -05=01
Y = (1/5)-(A - 2B) = (1/5) ([3 SJZ-(_g 5J] (1’5)((_3 5j+[18 -mB () [15 -5) (3 -J

b)
Halla la matriz Z que verifica B* + ZA + B' = 31 (I denota la matriz identidad y B'la matriz traspuesta de B).

5} tiene matriz inversa A™, porque det(A) = |A|=10-9=1=0.

. 2
La matriz A = (
Sabemos que A™ = (1/]A])-Adj(A").
2 -3 5 3 5 3
A= : Adj(AY) = : luego A™ = (1/]A])-Adj(AY) = :
(_35] J()(32J g (/A1) J()32
De la expresion B® + ZA + B' = 3I, tenemos ZA = 3| — B® — B'. Multiplicando los dos miembros de la igualdad

ZA = 31 — B — B' por la inversa A™por la derecha tenemos:
ZAA™ = (31 - B* = BY)A', de donde Z = (31 - B® - B)A".

wors-on=[ofs I, 3 -2 26 3
()@ DEFE D)D)

Ejercicio 4 opcion B, modelo 3 Septiembre 2013 especifico 1

x=2-31
. X+y-1=0
Considera las rectasry s dadas por r= iy=3+51 y s= 520
Z - =
z=1
a) [1 punto] Determina la posicion relativa de r y s.
b) [1'5 puntos] Calcula la distancia entrery s.
Solucién
Xx=2-31
. X+y-1=0
Considera las rectasry s dadaspor r=<{y=3+51 y s= 5-0
z-5=
z= A
a)
Determina la posicion relativa de r y s.
X=1-u
Ponemos la recta “s” en paramétricas tomandoy=p € R, luegos=<y= u
z=5

Un punto de “r" es A(2,3,0), y un vector director es u = (-3,5,1).
Un punto de “s” es B(1,0,5), y un vector director es v = (-1,1,0).
Observamos que los vectores u y v no son proporcionales, por tanto las rectas se cortan o se cruzan.
AB =(-1,-3,5)
Si det(AB,u,v) = 0, las rectas se cortan.
Si det(AB,u,v) = 0, las rectas se cruzan.
-1 -3 5|Adjuntos

Como det(AB,u,v) = |-3 5 1] tercera = (-1)(-28) — (1)(14) = 14 = 0, luego las rectas se cruzan.
-1 1 0 fila

b)
Calcula la distancia entre r y s.

Antes de resolver el problema, haremos un pequefio dibujo, y de cada recta tomaremos un punto y un vector
director.
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De la recta “r’ tomamos el punto A(2,3,0) y como vector director el u = (-3,5,1).
De la recta “s” tomamos el punto B(1,0,5) y como vector director el v = (-1,1,0).
Para el punto A de “r’ tomamos y = 0, de donde x =2y z = 4, luego A(2,0,4)

Sabemos que el volumen del paralelepipedo es el valor absoluto (| [) del producto mixto de tres vectores con
origen comun ( [AB,u,v] ), pero también es el area de la base (area de un paralelogramo, que es el médulo
del producto vectorial de los vectores que lo determinan ||uxv||) por la altura ( h), que es la distancia entre las
rectas, es decir:

Volumen del paralelepipedo = [AB,u,v] = &rea base . h = [Juxv]|-d(OX,r), de donde la distancia entre las rectas
es “d(OX,r) = | ([AB,u,v])/( [luxv|[) |"

AB = (6,0,0); u = (-3,5,1), v = (-1,1,0).

135
Ya hemos calculado, en el apartado a), [AB,u,v] = det(AB,u,v) = |[-3 5 1| =14,
11 0
ik
uxv = -3 5 1=i(-1) = j(1) + k(2) = (-1,-1,2), de donde [juxv]| = VE+ 2+ 2° = 6.
110
La distancia pedida es d(OX,r) = | ([OAi,u] )( llixull ) | = % - % - ?; 5715 u.l,
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