IES Fco Ayala de Granada Septiembre de 2015 (Modelo 3) Soluciones German-Jesus Rubio Luna

Opciéon A
Ejercicio 1 opcion A, modelo 3 Septiembre 2015
2
[2'5 puntos] Halla los valores a, b y ¢ sabiendo que la gréafica de la funcién f(x) = ax ++ b .
X+cC

Tiene una asintota vertical en x = 1, una asintota oblicua de pendiente 2, y un extremo
local de abscisa x = 3.
Solucion
ax> +b
+cC
asintota vertical en x = 1, una asintota oblicua de pendiente 2, y un extremo local de abscisa
x=3.
Sabemos que la recta x = a es una asintota vertical (A.V.) de la funcion f(x) si y solo si

lim f(x) =+ 0 |
X—-a

Las asintotas verticales se suelen presentar en cocientes, y son los nimeros que anulan el

denominador. Después hay que comprobar que el limite es o.

En nuestro caso Iimlf(x) =+ o0, y si igualamos el denominador a cero tenemos x + ¢ = 0, de
X —

Halla los valores a, b y ¢ sabiendo que la grafica de la funcién f(x) = . Tiene una

ax®* +b
donde x = -c, por tanto -c = 1, de donde ¢ = -1. Luego f(x) = T
X -
Sabemos que la recta y = mx + n es una asintota oblicua (A.O.) de la funcién f(x) si y solo si

"T [f(x) = (mx+n)] = 0. En la practicam = lim 1)
X —» *+ oo

y n= lim [f(x) — mx].
X +oo X X —» + 00

En los cocientes de funciones polindmicas la A.O. en +o coincide con la de -
También sabemos que la pendiente de y = mx + n es m, que me han dicho que vale 2, luego

ax®> +b
f(x . - . ax’+b . ax? .
m=2= tm & - jim X-1 _ jy = lim = lim (a) = a, por
X —» + 00 X X —» + 00 X X —» + 00 X2'X X —» + 00 X2 X —» + 00
2x* +b
tanto a = 2. Tenemos f(x) = T
X_

Sabemos que los extremos locales anulan la primera derivada, en nuestro caso como x = 3 es
un extremo local tenemos f‘(3)=0

2 _ _ 2 .
(x) = 2X +b; F4(x) = ax-(x- 1) (2); +b)1
x-1 (x-1)
numerador, luego de f /(3) = 0 tenemos 0 = 4(3)-(3-1) — (2(3)? + b) = 24 — 18 — b, por tanto
b=24-18=6.

. Si un cociente es 0, lo que es O es el

2x*> + 6

Los valores pedidos sona=2,b =6y c =-1. La funcién seria f(x) = 1
X -

Ejercicio 2 opcion A, modelo 3 Septiembre 2015
[2'5 puntos] Calcula Joﬂxz-sen(x)dx.

Solucion
Calculamos primero la integral indefinida | = | x2-sen(x)-dx, que es una integral por partes.
fu-dv=u-vJv-du

I = [ x2-sen(x)-dx = {u = - du =2xdx; dv=sen(x)-dx - v=]sen(x)-dx =-cos(x)}=
= x2-(-cos(x)) - (-cos(x))-2x-dx= - x2-cos(x) + [2x-cos(x)-dx= - x2-cos(X) + |1

I = [2x-cos(x)-dx = { u = 2x - du = 2dx; dv = cos(x)-dx — v =[cos(x)-dx =sen(x)}=
= 2x-sen(x) - J2-sen(x)-dx = 2x-sen(x) - 2-(-cos(x)) = 2x-sen(x) +2cos(x).
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Luego | = [ x2-sen(x)-dx = - x2-cos(x) + 11 = -x2-cos(x) + 2x-sen(x) + 2cos(x) + K.

La integral pedida es  Jo™x2-sen(x)-dx = [-X?-cos(x) + 2x-sen(x) + 2cos(x) + K ™=

= ( -TB-cos(m) + 21r-sen(m) + 2cos(m) + K ) - ( -02-cos(0) + 2(0)-sen(0) + 2cos(0) + K ) =
=(-m(-1)+0-2+K) -(-0+0+2+K)=T1P- 4.

Ejercicio 3 opcion A, modelo 3 Septiembre 2015

1 00
-1 2 1 00
Considera las matrices A = B=|-2 1 0|,y C= .
2 - 3 21 -1 50

a) [1'5 puntos] Determina la matriz X parala que AXB? = C, (A!la matriz traspuesta de A).
b) [1 puntos] Calcula el determinante de B-}(C!C)B, (C!la matriz traspuesta de C).

Solucion
12 1 oo 1 00
Considera las matrices A = | ,B=1-2 1 0|y C= .
2 -1 3 2 1 -1 50

a)
Determina X con AXB1=C.

Sabemos que una matriz tiene inversa Al = (1/|A])- Adj(AY) si su determinante es distinto de
cero.

102

Como det(A) = ) ]1 =1-4=-3#%0, existe A, También sabemos que (A1)t = (A)L.
1 00

Comodet(B)=|-2 1 0| =1#0 (enlas matrices triangulares el determinante es el producto
3 21

de los elementos de la diagonal principal), existe B,
Multiplicamos la expresion AXB-! = C por la izquierda por (AY)?, y por la derecha por B.
(AY1AXBL.B= (A)1-C-B = I-X-I= (AY)1-C-B = X=(A)1.C-B.
102 -1 -2
det(A) = -3; Al= ;o Adj(AY = ;
N

. 102 12 12
Al—(1/|A|)-Adj(A‘)—(-1/3)-[_2 _1]_(1/3)-[2 1),(A1)‘—(1/3)-[2 1)
100 100
X= (At)-l-c-B:(lls)-[; ij [11 2 g] 210 :(1/3)-['11 150 g] 2 1 0|=
3 21 3 21
100 7 10
:(1/3)-['11 150 g] 210 :(1/3)-['_291 10 g] = (1/3)- 2
3 21 3 =0
3
b)

Calcula el determinante de B-}(C'C)B, (C!la matriz traspuesta de C).

Sabemos que det(B) = 1/det(B).
det(B 1(C'C)B) = det(B)-det(C'C)det(B) = (1/det(B))-det(C'C)det(B) = det(C'C) =
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1 -1 2 50
1 00
=det(Ct-C)=det| |0 5 [ ] =det| -5 25 0|=0, por tener una fila de ceros.

-1 50
0 0 0O 0 O

Ejercicio 4 opcion A, modelo 3 Septiembre 2015

x=1
Xx-y=1
Sear la recta definida por <y =1 y s la recta dada por { _y .
z=A-2 o

(a) [1'75 puntos] Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a las rectas
dadas.
(b) [0'75 puntos] Calcula la distancia entre ry s.

Solucion
x=1
- Xx-y=1
Sea r la recta definida por <y =1 y s la recta dada por { : .
z=A-2 o

(a)
Halla la ecuacién de la recta que corta perpendicularmente a las rectas dadas.
Forma (1) de hacerlo

Ponemos ambas recta en paramétricas o en forma vectorial con un parametro distinto. En la

X=1+u
recta stomandoy = p OR, tenemos s =<y = 7
z=-1

De la recta "r" punto A(1,1,-2) y vector director u = (0,0,1)
De la recta "s” punto B(1,0,-1) y vector director v = (1,1,0)

r=(xy,2) = (1,1,-2) + A(0,0,1) = (1,1,-2+))
S = (X,y,Z) = (110!'1) + H(l,lvo) = (1"'“:“,'1)

De la recta r(A;u) tomamos un punto genérico X(X,y,z) = X(1,1,-2+A)

De la recta s(B;v) tomamos un punto genérico Y(X,y,z) = Y(1+y,,-1)

El vector XY tiene que ser perpendicular al vector director de “r’ u y al vector director de “s” v
a la vez, es decir su producto escalar (¢) tiene que ser cero:

XY = (1+p-1,p-1, -1+2-A) = (4,p-1,1-A)

XYeu=0 = (M,M-1,1-A)(0,0,1)=0=1-A=0 -5 A=1

XYev =0 = (L,K-1,1-A)¢(1,1,0) =0 = p+p-1 = 2p-1 - p=1/2

Entrando en el punto genérico X con el valor de A = 1, obtenemos el punto P que es
P(1,1,-2+(1)) = P(1,1,-1)

Entrando en el punto genérico Y con el valor de pu = 1/2, obtenemos el punto Q que es
Q(1+(1/2), (1/2),-1) = Q(3/2,1/2,-1)

La recta pedida “t” es la que pasa por los punto P y Q, es decir t(P;QP)
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P(1,1,-1)

QP=(1-3/2,1-1/2,0) =(-1/2,1/2,0)

La recta pedida est =(x,y,z) = (1, 1, -1) + &(-1/2, 1/2, 0) con d O R.
b)

Calcula la distancia entrery s

La distancia entre las rectas “r" y “s” es d(r;s) = ||QP|| = V( (1/2)2+(1/2)2+(0)2) =V(1/2) ut

Forma (2) de hacerlo
Halla la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente ary as.
r=(x,y,2z) = (1,1,-2) + A(0,0,1); s =(x,y,2z) =(1,0,-1) + u(1,1,0)

La recta “t” la vamos a dar como interseccion de dos planos Tw y Te
El vector uxv es un vector perpendicular a la vez a las recta “r" y “s”, luego tiene la direccion
de la recta pedida.
ik
uxv =10 0 1 =i(0-1)-j(0-1) + k(0-0) = (-1,1,0)
110
Plano tu = det(A;u; uxv) = 0, es decir plano que contiene a la recta “r’ y al vector uxv, es
decir:

x-1 y-1 z+2
o =det(A;u; uxv)=0=|0 O 1 |=(x-1)(0-1) - (y-1)(0+1) + (2)(0) =-x-y+2=0
-1 1 0

Plano e = det(B;v; uxv) = 0, es decir plano que contiene a la recta “s” y al vector uxv, es
decir:

X1y z+
Te =det(B;v;uxv)=0=|1 1 0 |=(x-1)(0-0)- (y)(0-0) + (z+1)(1+1)=2z+2=0
-1 1 0
X-y+2=0
La recta “t" pedida est = Xy
z+1=0

b)
Calcula la distancia entrery s

r=(xy,z) = (1,1,-2) + A(0,0,1); s =(x,y,2z) = (1,0,-1) + pu(1,1,0)
Distancia de un punto de una recta a un plano que contiene a la otra y es paralelo a la primera

n B

De “r" tenemos A(1,1,-2) y u = (0,0,1)

De “s” tenemos B(1,0,-1) y v = (1,1,0)

El plano 1Tque contiene a la recta “s” y es paralelo a la recta “r” tiene de ecuacion:
det(BX,v,u) =0

x-1y z+
n=|1 1 0 [=0=(x1)(1-0)-(y)(1-0) + (z+1)(0-0)=x-y-1=0
0 0 1
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|ax, tby, tez, +d || -@)-11_ 1,

B T~ Fv< N v N

wpn

También podriamos calcular la distancia entre las rectas “r" y “s” por producto mixto.

5

A u
Formamos el paralelepipedo determinado por los vectores AB, u y v

Volumen paralelepipedo = |{ AB, u, v }| = area base por altura = ||uxv||[d(r;s), de donde
drs)=([AB, u, v]|)/(luxv]])

Opcién B

Ejercicio 1 opcion B, modelo 3 Septiembre 2015
[2'5 puntos] Un granjero desea vallar un terreno rectangular de pasto adyacente a un rio. El
terreno debe tener 180000 m? para producir suficiente pasto para su ganado. ¢Qué
dimensiones tendra el terreno rectangular de modo que utilice la minima cantidad de valla, si
el lado que da al rio no necesita vallado?.
Solucion
Es un problema de optimizacidn

rio

Funcion a optimizar: Perimetro = x + 2y
Relacién entre las variables: Area = 180000 m? = x-y, de donde y = 180000/x.
Perimetro = P(x) = x + 2y = x + 2(180000/x) = x + 360000/x.

SiP'(b)=0 y P”"(b) >0, x =b es un minimo de P(x)

P(x) = x + 360000/x; P’(x) =1 - 360000/x2.

De P’(x) = 0, tenemos 1 - 360000/x2 = 0, es decir 1 = 360000/x2 =0 - x2 = 360000, luego
X = +V(360000) = + 600. Como es una longitud x = 600 m e y = 180000/600 = 300 m.

Las dimensiones del rectdngulo son x=+600 m. e y=+300 m.

Veamos que es un minimo es decir P”(600) > 0

P’(x) = 1 - 360000/x? = 1 — 360000-x2; P"(x) = + 720000-x3 = 720000/x3.
Como P”(600) = 720000/(600)3= 1/300 > 0, x = (600) es un minimo.
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Ejercicio 2 opcion B, modelo 3 Septiembre 2015
Sea f: R - R definida por f(x) = |x2-4|.
(a) [0'75 puntos] Haz un esbozo de la grafica de f.
(b) [1'5 puntos] Calcula el area del recinto limitado por la grafica de fy larectay = 5.

Solucion

Sea f: R - R definida por f(x) = |x2-4|.
(@)
Haz un esbozo de la grafica de f.
f(x) = [x* — 4| = [n(X)].
Dibujamos primero la grafica de h(x) = x2 - 4, que es una parabola con las ramas hacia arriba
O (el n® que multiplica a x? es positivo), con abscisa del vértice en el n° que anula la 12
derivada, es decir h’(x) = 2x — 0 = 0, de donde x = 0 y el vértice es V(0, h(0)) = V(0,-4), que es
el minimo de la parabola; puntos de corte en (0,-4), (-2,0) y (2,0), pues los valores de “x” que
anulanx2-4=0sonx=+V4,dedondex=-2 y x=2.
Recordamos que la grafica del valor absoluto |h(x)| es la misma que la de h(x), si h(x) = 0 (la
gréafica esta por encima del eje de abscisas OX), y simétrica respecto al eje OX, es decir
gréafica de — h(x), si h(x) < 0 (la grafica esta por debajo del eje de abscisas OX).
La grafica de y = 5 es la de una recta paralela al eje OX, de altura 5.
Temiendo en cuenta lo anterior un esbozo de sus graficas es

5

(b)

Calcula el area del recinto limitado por la gréafica de fy la recta y = 5.

Antes de hacerlo abrimos el valor absoluto, pues nos hara falta para calcular el area. (los
puntos de divisién eran las soluciones de x2—4 =0, que nos sali6 x =-2y x =2,

x*-4 si x<-2 x>-4 si x<-2
f(x) = |x2=4|=<-(x*-4) si 2<sx<2=<{-x*+4 si -2<x<2
x2-4  si X=2 x2-4 si X2

Vemos que la grafica es simétrica respecto al eje OY, por tanto sélo calculamos el area para
x= 0, y lo multiplicamos por 2.

Veamos el corte de f(x) con y = 5 para x = 0. Resolvemos x2 — 4 = 5, es decir x2 = 9, de donde
las abscisas de los cortes sonx =-3 y x = 3.

Observando la figura, sabiendo que es simétrica respecto al eje OY, tenemos que obtener el
area como suma de dos regiones, una es desde 0 a 2, y otra desde 2 a 3.

Area = 2-[[02 (5 - (-x2+ 4))dx + [23 (5 - (x2 - 4))dx ] == 2-[Jo? (x2+ 1)dx + 23 (-x2 + 9)dx ] =
=2 (X33 +x]02 +2:[ -3+ 9x]22 =2-[(8/3+2)-0]+2-[(-27/3 +27) - (-8/3+18) ] =
= 2.(14/3) + 2-(8/3) ¥ = 44/3 u2 014'667 u2.

Ejercicio 3 opcion B, modelo 3 Septiembre 2015
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales,
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2x+y+(a-1z=a-1
X -ay-3z=1
X +y+2z=20a-2
a) [1 punto] Resuelve el sistema para a = 1.
b) [1'5 puntos] Determina, si existe, el valor de a para el que (x,y,z) = (1,-3,a) es la Gnica
solucioén del sistema dado.
Solucion
Considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales,
2x+y+(a-1z=a-1
X -ay-3z=1
X +y+2z=2a-2
a)
Resuelve el sistema para o = 1.

El sistema es:

2x+y=0 - 2X+y=0 - 2X+y=0
X -y-3z=1(F2+F1) - 3x-3z=1 (F2+3F3) - 3z=1, dedondez=1/3.
X +y+2z2=0 (F3-F1) - -x +2z=0 X +22=0

Entrando con z=1/3 en -x + 2z =0, tenemos -x + 2/3 =0, de donde x = 2/3.
Entrando con x = 2/3 en 2x +y =0, tenemos 2(2/3) +y =0, de donde y = -4/3.
La solucion del sistema para o =1 es (x,y,z) = (2/3, -4/3, 1/3).

b)
Determina, si existe, el valor de a para el que (x,y,z) = (1,-3,a) es la Unica solucion del sistema
dado.

Sustituyo la solucion (x,y,z) = (1,-3,a) en el sistema dado y vemos si tiene sentido:
2(1)+(-3)+(a-1)(a)=a-1 - -1+0?2-a=0a-1 - a?-2a=0. Solucionesa=0ya=2
(1) -a(-3)-3(a)=1 - 1+30-3a=1- 0=0. Cierto siempre sea cual sea a.

1) +(-3)+2(0)=20-2 - -2+20=-2+ 20 - 0=0. Cierto siempre sea cual sea a.
Luego (x,y,z) = (1,-3, a) es la Unica solucién del sistema dadopara a=0y a=2.

Creia que estaba solucionado y aun no lo habia corregido.

No terminé el problema, pues hay que ver sila solu  cion es Unicapara a=0y a=2, es
decir si rango(A) = rango(A*) = 3 = n° de incognita  s.

2 1 a-1 2 1 a-2 a-1
A=|1 -a -3 | matrizde los coeficientes. A*= |1 -a -3 1 matriz ampliada.
11 2 11 2 2a-2
21 -1 21 -1 -1
Sia=0, A=|1 0 -3| matrizde los coeficientes. A*=|1 0 -3 1 | matrizampliada.
11 2 11 2 -2
2 1 -1R-F, (1 O -3|Adjuntos
Como det(A)=|A|=|1 0 -3 =|1 0 -3|segunda =-0+0-(1)(-3+3) =0, tenemos que
11 2 1 1 2|columna
rango(A) = 2.
2 1 -1FR-F, (1 0 1|Adjuntos
EnA*como |1 0 1 =|1 0 1|segunda =-0+0-(1)(1-1) =0, tenemos que rango(A*) =
11 -2 1 1 -2/columna
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= 2. Como si rango(A) = rango(A*) =2 < n°de incég nitas, para a = 0 el sistema es
compatible e indeterminado y tiene infinitas soluci ones. NO ES NUESTRO CASO

2 1 1 2 1 11
Sia=2, A=|1 -2 -3| matrizde los coeficientes. A*= |1 -2 -3 1| matrizampliada.
11 2 11 2 2

2 1 1|F-2F, [0 5 7|Adjuntos
Como det(A) = |A|= |1 -2 -3 =1 -2 -3| primera =0-(1)(25-21) = -4 # 0, tenemos
1 1 2/R-F |0 3 5|columna

que rango(A) = rango(A*) = 3 = n° de incOgnitas, y  la solucioén es Unica. Para a =2 el
sistema es compatible e indeterminado vy tiene una Unica soluciéon. ES NUESTRO CASO

Ejercicio 4 opcion B, modelo 3 Septiembre 2015
Considera el plano 1tde ecuacion mx + 5y +2z =0y la recta r dada por
(x+1)/3 =y/n = (z-1)/2
(a) [1 punto] Calcula m y n en el caso en el que la recta r es perpendicular al plano 1
(b) [1 punto] Calcula m y n en el caso en el que la recta r esta contenida en el plano 1t
Solucion
Considera el plano 1tde ecuacion mx + 5y + 2z =0y larecta r dada por
(x+1)/3 =y/n = (z-1)/2
(a)
Calcula my n en el caso en el que la recta r es perpendicular al plano Tt
TI=mx + 5y + 2z = 0. Un vector normal es n = (m,5,2)
“r’ = (x+1)/3 = y/n = (z-1)/2. Un punto es A(-1,0,1) y un vector director es u = (3,n,2)

r

I T

Plano

Si la recta “r’ es perpendicular al plano “1" los vectores n y u son paralelos y por tanto sus
coordenadas proporcionales, es decir m/3 = 5/n = 2/2, de donde obtenemos dos ecuaciones:
m/3 =1, luego m = 3.

5/n=1, luegon=>5.

(b)

Calcula my n en el caso en el que la recta r esta contenida en el plano 1t

b

n
Plano

Si la recta “r” esta contenida en el plano su punto A(-1,0,1) pertenece la plano, es decir
m(-1) + 5(0) + 2(1) =0, de donde m = 2.

Como la recta esta contenida en el plano, es paralela a él y por tanto los vectores n y u son
perpendiculares y su producto escalar (¢) es cero.

neu =0 =(m,5,2)¢(3,n,2) = (2,5,2)*(3,n,2) =6 + 5n + 4 = 5n + 10 = 0, de donde n = -2.
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