Matematicas I: Hoja 2
Calculo matricial y sistemas de ecuaciones lineales

Ejercicio 1 Escribe las siguientes matrices en forma normal de Hermite:

2 4 -3 1 -2 3 2 4 =3 1 -2
1. -1 -2 3 2. -2 1 1 3. -1 -2 3 4, -2 1
-1 -2 -3 4 1 1 -1 -2 -3 4 1
ey (0 (L)
9. 2 1 -5 -3 |6. 7. 8. -2 1
31 9 7 1 -1 2 3 5 2 31 4 1
1 -1 2 3 1 0 11

¢ Cudl es su rango?

Solucion:

1.

1 20
0 01
000
Su rango es 2.
2.
1 00
010
00 1
Rango=3
3.
1 -2 0
0 0 1
0 0 O
Rango=2
4. (

O = O
= o O

Rango=3



10 0 -2
01 0 1
001 O
Rango=3
6.
1 0 0 1
0100
00 11
00 00
Rango=3
7.
10 0 -1
010 O
0 01 2
000 O
Rango=3
8.
1 0 0 59/15
0 1 0 —8/55
0 01 6/
Rango=3

Ejercicio 2 Considera las matrices del ejercicio anterior.

1. Multiplicdlas dos a dos siempre y cuando sea posible. Si A, B son dos matrices que se
pueden multiplicar tanto por la derecha como por la izquierda, compara ambos resulta-
dos.

2. Decide cudles son invertibles.
Solucion: Las matrices inversibles son aquellas cuadradas de rango méaximo. U

Ejercicio 3 Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

Lo Lol g 11(1) 11 811 (1) —1

a)0 1 —1]b| 0 -1 1 | d)

L o 3 1 9 3 -2 -1 1 -2 0 -1 -1 2
3 1 -1 3 2 1 1 -3

1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1

3.0 2 -2 3 3.0 2 -2

)0 -1 1 -1 1 |f)|0 -1 1 -1 1

1 1.0 1 -1 1 1 0 1 -1

1 -11 -2 3 1 -1 1 -2 3




Solucion:
a) 1

b) Las filas 2 y 3 de la matriz en b) se obtienen de las mismas filas de la matriz en a)
multiplicadas por (—1) Por lo tanto

g

Ejercicio 4 Calcular el primer determinante y usarlo para calcular los siguientes empleando
las propiedades del determinante e indicando cudles son:

o -1 1 -1 6 1 -1 5 o -1 1 -1
a) 2 1 0 1 b) 2 1 0 1 o) 2 1 -4 1
-3 -1 1 -3 -3 -1 1 =3 -3 -1 7 -3
4 1 -1 4 4 1 -1 4 4 1 -9 4
-3 -1 1 -3 o -1 1 -1 -1 1 -1 0
0o -1 1 -1 2 1 0 1 1 0 1 2
Dy 1 0 1992 1 210 4| D3 1 2 33
4 1 -1 4 3 1 -1 3 4 -1 1 4
0 1 -2 -1 2 1 -2 1
2 0 2 1 o -1 3 -1
D3 1 2 3|M 31 3 -3
4 -1 2 4 4 1 -3 4
Solucion:
a) 1
b) Se obtiene de en a) F} <+ F} — 2F5. Luego el resultado es el mismo.
c¢) Se obtiene de sustituir C5 <> C3 — 2C7. Mismo resultado
d) Intercambiamos en a) La filas tercera y segunda y luego la primera con la segunda. El

determinante se multiplica por (—1)2, es decir, no varfa.

e) Intercambiamos las filas cuarta y tercera y multiplicamos la nueva cuarta por —1. El
resultado es el mismo.

f) Intercambiamos las columnas primera y cuarta y segunda y tercera. Mismo resultado.



g) Intercambiamos las columnas dos y tres y multiplicamos la nueva tercera por dos. Asi,

el determinante es (—2)1 = —2.
h) Intercambiamos las filas 1 y 2. A continuacién sustituimos C3 <> C3 —2Cy. Asi, h) = —1
O
Ejercicio 5 Calcula las inversas de las siguientes matrices:
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
ol 2 1 1 ||l -1 1 2]l -2 -1 -1]d|3 1 2
-3 -2 -1 0 1 -1 3 2 1 4 1 3
L b-1 —01 11 —11 j —01 _11 —11 j
ol2 1 1]Hpl1 3 =29 h)
5 9 3 0 -1 1 4 -3 5 2 -2 0 -1 -1
2 -2 1 3 2 1 1 0
o -1 1 -1 o -1 1 -1 0 -1 1 -1
. 0 1 0 -1 . -1 1 -1 -1 -1 1-1 -1
N T T 2 O 2 R S
0O -1 1 0 2 =3 1 4 2 -2 1 3
Solucion:
1 -3 1 =2 1 0 1 1 3 2 1 4 -3
a)g -1 2 1 )l -1 -1 1 || -1 -2 -1 Jd)| -1 -1 1
7 1 3 -1 -1 0 -1 -5 -3 -1 -5 4
oo Lol —11 152 (2) —41 —11 —32 _34 _22
ol -1 =2 1 |pl =113 ]y h)
1 _7 3 11 4 -1 —-10 -1 -3 -1 —4 5 3
-1 -8 -1 -2 -1 -2 2 1
-1 0 -1 2 1 3 4 6 1 3 2 6
) -1 1 0 1 ) -1 -2 -1 =2 k) -1 -2 0 -1
Y11 0 2| 21 -4 -3 =5 1 -4 -1 -4
-1 0 0 1 -1 -2 -2 -3 -1 -2 -1 -3
O

Ejercicio 6 Demostrar que si A y B son matrices invertibles, entonces AB también lo es, y

la inversa vale (AB)™' = B7YA~L. También demostrar que si A es invertible, su traspuesta

también lo es y la inversa de la traspuesta vale (AY)~ = (A~1)E.



Solucién: (AB)™! = B7'A7! pues ABB™'A™! = Id = B"'A71AB. det(A) # 0 = det At # 0
pues la dependencia o independencia lineal de los vectores columna y de los vectores fila de
una matriz son equivalentes.

Como (AB)! = B'A!, entonces (AA™)! = (A~1!A! = [d = AH(A™Y)! = (A7A), 1o cual
demuestra la segunda parte. O

Ejercicio 7 Calcular el determinante de orden n cuyos elementos vienen dados por A; ; =
min{i, j}
Solucion: 1 n

Ejercicio 8 Calcular el determinante de orden n cuyos elementos vienen dados por A; ; =

méx{i,j}

Solucion: n(—1)""1L. O
Ejercicio 9 Calcular el determinante de las siguientes matrices:
o 1 1 ... 1 n 1 1 ... 1 a b b ... b
10 1 ... 1 1 n 1 ... 1 b a b ... b
a)f 1.1 0 ... 1|1 1 n ... 1]l b b a ... b
11 1 ... 0 1 1 1 ... n b b b ... a
Solucion:

(a) (—1)"L(n — 1)

(b) (2n — 1)(n — 1)1

(c) (a+ (n—1)b)(a —b)" 1L,

Hagamos el ultimo apartado con detalle, y los otros se deducen de él. Sea S, el determi-
nante de orden n. Tenemos que, operando por filas y haciendo la transformacion f], = f, — f1,
siendo f; la antigua fila i-ésima y f/ la nueva, nos queda que:

a b b b

b—a a-—2»> 0 0
S,=|b—a 0 a—>b ... 0

b—a 0 0 ... a—=b

Desarrollando por la tltima columna llegamos a que:

b—a a-—0» 0 ... 0
Sp= (—pyntip| DT O amb e O 8 — bla—b) 4 (a—b) S
b—a 0 0 ... 0

donde en la iltima igualdad hemos desarrollado el nuevo determinante por la ultima fila y
aprovechado que el resto de las matrices que quedan al desarrollar por esa fila son diagonales.



Por otro lado, sabemos que S1 = a, S2 = a? — b? = (a — b)(a + b). Concluimos la demos-
traciéon por induccion. Como hemos visto antes, la formula se satisface para n = 1. Nuestra
hipétesis de induccion serd que Sy, verifica la férmula de arriba. Veamos que Sj41 también lo
hace bajo dicha hipdtesis. Se tiene que:

Sk1 = b(a — b)* + (a = b)Skpr.bla —b)* + (a — b)(a — (k — 1)b)(a — b)* "
=(a—b*0b+a—(k—1)b) = (a—b)k(a— kb)
que es justo lo que queriamos demostrar. Esto concluye la demostracion. O

Ejercicio 10 Hallar el rango de las siguientes matrices:

4
2718 -2 g—ézgi ;—31—5341 ;
a)l 4 =2 5 1 7 ]0b) c) d)| 4
5 _1 1 8 2 1 -3 =5 0 —7 5 1 -1 7 4
7T -5 1 4 1 T 7T 9 4 g
Solucion:
(a) 2.
(b) 3.
(c) 3.
(d) 2. O
Ejercicio 11 Hallar los valores de X\ para los cuales la matriz
31 1 4
A4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

tiene rango minimo. ;Cudl serd el rango para los A hallados y cudl serd para otros valores de
A7

Solucion: Para A = 0, el rango es 2. En otro caso, el rango es 3. U

Ejercicio 12 ;Cudl serd el rango de la matriz

1 X =1 2
2 -1 X 5
1 10 -6 1
para distintos valores de A7
Solucion: Para A = 3, el rango es 2. En otro caso, el rango es 3. O

S W W o w

NN RN



Ejercicio 13 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

201 + 229 — x3 4+ x4 = 4
(a) 4ry + 3x9 — x3 + 24 = 6
8r1 4+ bdxyg — 3x3 + 4dxy = 12
3rz1 + 3z — 23 + 224 = 6
2¢1 4+ 3x0 + 1llzg + bdxy = 2
) Ty + X2 4+ OSxz3 + 2x4 = 1
21 + x2 + 33 + 224 = -3
1 + x99 + 3x3 + 4dxy = -3
3r1 + 4x9 + x3 + 2x4 + 3 = 0
(©) 3ry17 + Sx2 4+ 33 + Sy + 6 = 0
6xr1 + 8xo 4+ x3 + dxr4 + 8 = 0
3r17 + Sx9 + 3x3 4+ Txgy + 6 = 0
2 + y + 4z + 8 = -1
(d) r 4+ 3y — 6z + 2t = 3
2 — 2y + 2z — 2t = 8
r — y + 2z = 4
Solucion:
(a) x1 =x9=1l,23 =24 = —1

(b) T = —2,1‘2 = 0,%3 = 1,.%'4 =—1
(c) 11 =23/3,20 = T, 23 =2,24 =0
(d) x =12,y =41,z = 33/2,t = —33/2

Ejercicio 14 Hallar el polinomio cuadrado f(x), sabiendo que:

Solucion:

Ejercicio 15 Hallar el polinomio de tercer grado f(x), para el cual

f(=1)=0, f(1)=4, f(2)=3, f(3)=16

Solucion:
f(z) =223 — 52 + 7



Ejercicio 16 Investigar la compatibilidad y hallar la solucion general y una particular del
sistema de ecuaciones:

209 + Txzo 4+ 33 + x4 = 6
(@) 3z1 + bze + 223 + 214 = 4
921 + 4dxo 4+ x3 + Ty = 2
2r1 4+ bxo — 8x3 = &8
(b) dr1 + 320 — 923 = 9
2¢c1 4+ 3x9 — bxy = 7
r1 4+ 8xy — Trz = 12
Ty + 229 + 3x3 — 2x4 4+ x5 = 4
(C) 3r17 + 6x9 4+ brs — 4dxry + 3x5 = 5
1 + 2x9 4+ Txz — 4xy + w3 = 11
201 + 4x9 4+ 23 — 3x4 + 3x5 = 6
Solucion:
(a) Por ejemplo, la solucién general
w3 — 934 — 2  —drz+ x4+ 10
= n T 11
v la solucién particular z1 = —1,20 = 1,23 = 0,24 = 1.

(b) El sistema tiene la tnica solucién x1 = 3,29 = 2, 23 = 1.
(c) Solucién general:
9 25 15
$3:—§—$1—2$2, x4:—?—2x1—4x2, 1‘5:—?—2.%'1—4.%2
Solucién particular:
1 5 5)
l']_:l, SC2:—3, x3:§7 334:—5, 33525
U

Ejercicio 17 Investigar el sistema y hallar la solucion general en funcién del valor del
pardmetro \:

3x1 + 2x9 + brs + 4dxy = 3

(a) 2¢1 + 3x2 + 63 + 8y = 5
I - 61’2 - 91’3 - 20%4 = -11

41 4+ x99 + 4dx3 + Apy = 2

Axy + x9 + x3 + x4 = 1

1 + Ay + x3 + x4 = 1

CR A -
1 To 4+ Arg + x4 = 1
1 + x2 + x3 + Ay = 1



1+ XNz + T9 + x3 = 1
(C) T + (1 + /\)JIQ + xs = A
T + T2 + (1+Nzz = N

Solucion:

(a) Para A = 0, el sistema es incompatible. Para A # 0, éste es compatible y la solucién
general tiene el siguiente aspecto:
_4-X 3 9\ —-16 8

1
I s T ey T M7y

(b) Para (A—1)(A+3) # 0, el sistema tiene una unica solucién: 1 = x9 = 3 = T4 = )\%L:s
Para A = 1, la solucién general tiene la siguiente forma: 1 = 1 —x9 —x3 — x4, donde xs, 3, T4
son incognitas independientes. Para A = —3, el sistema es incompatible.

(c) Para A(A + 3) # 0, el sistema tiene solucién tnica:

Lo 2= 21 N2 oA
TAF3) T A +3) T MM +3)
Para A = 0, A = —3, el sistema es incompatible. O

Ejercicio 18 (*) FEscribir la ecuacion de una circunferencia que pasa por tres puntos (1,2),
(1,-2), (0,—1) y hallar su centro y radio.

Solucion: x + y? — 4z — 1 = 0. El centro est4 en el punto (2,0). El radio es igual a /5. O



