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14.Paso de radianes a grados y de grados a radianes.-

Planteamos las siguientes cuestiones:

Dado un angulo en radianes, ;como expresarlo en grados?

Dado un angulo en grados, ;cémo expresarlo en radianes?

Para ello tendremos en cuenta la siguiente relacion entre radianes y grados sexagesimales.

2n radianes son 360°
o mejor

n radianes son 180°

Utilizando alguna de las dos relaciones anteriores y con una regla de tres simple
obtenemos el paso de grados a radianes y viceversa.

Ejemplo 14.-

T

La medida de un angulo en radianes es 4

. Expresa dicho angulo en grados.

Veamos:

. n :
Llamamos & al dngulo:a. = radianes.

Como T = 180°, entonces: o = %: 45°

Ejemplo 15.-
Queremos expresar el angulo B = 2,4 radianes en grados sexagesimales.
Veamos:

son
i — o 2,4 180
T radianes - 180 x= 200 3'14;1352654: 137,5098708°
2,4 " - X
Por tanto:
a =137,5098708° =, 137° 30" 355"
pasando a
min utos y
segundos

Ejemplo 16.-
Hallemos la medida de un radian en grados, minuto y segundos.

son
1 radianes ——— 180° 180 180 o
| " R . X == 341592654 = 0 129577951
Por tanto:

a =57,29577951°= 57° 17" 44,81"" ~ 57° 17" 45"
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Ejemplo 17.-

Queremos expresar en radianes los angulos & =30° , f=60° y y= 135°

Veamos:
son
180° — —— 1 radianes 30n 3n .
@ x:ﬁ:§=% radianes o = % rad.
30° - X
180° —Sﬂl—> T radianes 60n 671 g ) T
® X=1g0= 18 = 3 'adianes p=73 rad
60° - X
son .
180° ——— 1 radianes 27 3n ) T
® =36 = a1 radianes o= ¢ rad.
135° - X

Ejemplo 18.-

Queremos expresar en radianes el dngulo o0 = 22° 40" 54"

Veamos:
v Primero expresamos el angulo & en grados :
son
60" ——-> 1

x=20209"= o = 22°40,9'
547 5 x

son

AR LN 40,9 - -

60 > X="¢o =0,6816 = a = 22,6816°~ 22,68167°

409" - x
v Ahora expresamos el angulo en radianes:

son
o __ ] 22,68167
180 > 7 radianes xX= Tn: 0,126009277 1 radianes

22,68167° > X

Por tanto:

a=22°40"54"" = 0,126009277n rad.

15.0peraciones con angulos.-

Los angulos son magnitudes que pueden medirse. Ya hemos visto que estas medidas son
un valore numéricos y estos valores son factibles de sumarse, restarse etc. Veamos algunas de

estas operaciones.

Suma de angulos.-

La figura 20 ilustra como se suman dos angulos de un modo grafico, aunque puede
realizarse de una forma mas efectiva utilizando el compas. En el anexo de actividades se propone

alguna suma grafica de angulos.
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Figura 20

6 X

v A
Figura 20.a 0)

Figura 20.b 0]

Figura 20.c 0]

Figura 20.a
Tenemos dos angulos &y
de wvértices O y A
respectivamente.

Ejemplo 19.-

Figura 20.b
Hemos “trasladado” el
angulo [ al vértice O,
haciendo coincidir el lado u
con el lado s.

Figura 20.c
El nuevo angulo de vértice O
y lados 7 y v tiene una medida
igual a ¢ +

Dados los dngulos o =43°49' 35'' 3 B = 74° 24' 51'', hallar la medida de o + 3

Veamos:
Llamemos Y = o + [3
o = 43°49' 35"
p = 74°24" 51"
’Y =

Resta de angulos.-

117° 73" 86" = 117° 74" 26'' = 118° 14’ 26"’

Y=o +p=118 14" 26"

La figura 21 ilustra como se restan dos angulos de un modo grafico, aunque puede
realizarse de una forma mas efectiva utilizando el compas. En el anexo de actividades se
propone alguna resta grafica de angulos.

Ejemplo 20.-

Figura 21
S
u
/% \%
&
A A A
O O
Figura 21.a 2 Figura 21.b Figura 21.c
Figura 21.a Figura 21.b Figura 21.c
Tenemos dos angulos &y f Hemos “trasladado” el || El nuevo dngulo de vértice O
de vértices O y A [éangulo S al vértice O, [|yladosvystiene unamedida
respectivamente. haciendo coincidir el lado u [liguala & -

con el lado r.

Dados los angulos o = 103° 19" 38'' y B = 78° 39’ 54'' hallar la medida de o - [3

Veamos:
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Llamemos Y=o - [3
o = 103°19' 38"’ a es el minuendo
p = 78°39" 55" B es el sustraendo

Expresamos & de otro modo para hacer que los valores del minuendo sean superiores a
los del sustraendo.

o = 103°19" 38" =103°18" 98'' = 102° 78" 98"’
p = 78°39" 55" = 78°39" 55'" = 78° 39' 55"
Restamos a-p = 24° 39’ 43"

Y=o - B=24°39 43"

Producto de un numero por un angulo.-

Si & es la medida de un angulo y k& es un niimero real, la expresion k-, o mejor k&,

indica la medida de un dngulo cuyo valor es el resultado de multiplicar los valores numéricos
ky ¢

Ejemplo 21.-

Consideremos un angulo @ =62° 43" 34", La expresion 2« equivale al angulo & +
&, es decir:

20=0+0=2-62° 2-43" 2.34"" = 124° 86' 68'' =124° 87' 8'' =
=125° 27" 8"’

Ejemplo 22.-
Dado el angulo f=72°53" 25"", queremos hallar el angulo 1,2
Veamos:

12-p=1,2-72° 1,2-53' 1,2-8'" = 86,4° 63,6' 9,6'' = (¥)

1° - 60’
04° 5 x } x=24" = 1,2-f =86° 87,6’ 9,6
1" - 60"
06 > x }x=36” => 1,2-p =86° 87" 45,6"'

(*) 12p = 87° 27' 456"

16.Razones trigonométricas o circulares de un angulo.-
Sea & un angulo cualquiera.

Vamos a definir lo que llamaremos “razones trigonométricas del angulo &’
Dichas razones trigonométricas (o circulares) son seis y se denominan:
seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante
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La siguiente tabla nos muestra como se lee y como se escribe abreviadamente cada una
de ellas:

Se lee Se escribe

seno de & sen &
coseno de & cos &
tangente de & g o
cotangente de & clg o
secante de & sec o

cosecante de & cosec &

NOTA: Es posible que en otros textos o en ocasiones la terminologia cambie y en lugar

de tg encuentres tang, o cotang en vez de ctg, etc.

Una razoén trigonométrica de un angulo es un numero que puede ser positivo, negativo
o cero y su valor dependera de la medida del angulo.

Antes de entrar en las definiciones de las razones trigonométricas de un angulo, diremos
que un angulo puede ser del cuadrante I, del cuadrante I1, del cuadrante III o del cuadrante

IV. Expliquemos esto:
Y

<—— ¢je de ordenadas

A la derecha, figura 22, tenemos
representado un sistema de ejes rectangulares con
origen en el punto O.

Observa que dicho sistema divide al plano
en cuatro zonas o regiones iguales e infinitas
llamadas cuadrantes.

Los cuadrantes los enumeramos utilizando “origen
la numeracion romana, de la siguiente forma:

Cuadrante [
Cuadrante 11

eje de abcisas

Cuadrante III
Cuadrante IV Figura 22
Y En la figura 23 tenemos determinados los cuatro
cuadrantes del siguiente modo:
Cuadrante II Cuadrante [ A(x,y) punto del plano x=abeisa
’ y = ordenada
. x>0
Si A esta en el cuadrante I, entonces
X >0
(0]
. x<0
Si A esta en el cuadrante II, entonces 50
Cuadrante 11 Cuadrante IV x< 0
Si A esta en el cuadrante III, entonces <0
x>0

Figura 23 Si A estd en el cuadrante IV, entonces{y< 0
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v Angulos del cuadrante I:
Tomemos un punto cualquiera A(x,y) del cuadrante 1. En este caso sera {

Tracemos una semirrecta r de origen O y que pase por el punto A(x,y).

x>0

y>0

Consideremos el angulo & que forma el eje de abcisas con la semirrecta » tomado en
sentido positivo.
iPues bien! El angulo & es un angulo del cuadrante 1. La figura 24 ilustra el proceso.

Figura 24
Y Y r Y r
A, A A

}a

0 X 0 X 0 X

Figura 24.a Figura 24.b Figura 24.c
v Angulos del cuadrante II:
x<0
Tomemos un punto cualquiera A(x,y) del cuadrante II. En este caso sera S0

Tracemos una semirrecta r de origen O y que pase por el punto A(x,y).

Consideremos el angulo @& que forma el eje de abcisas con la semirrecta r tomado en
sentido positivo.
iPues bien! El dngulo & es un angulo del cuadrante II. La figura 25 ilustra el proceso.

Figura 25
Y 2 Y » Y
A A A
0 X 0 X 0 X
Figura 25.a Figura 25.b Figura 25.c

v Angulos del cuadrante I1I:

Tomemos un punto cualquiera A(x,y) del cuadrante III. En este caso serd {

Tracemos una semirrecta r de origen O y que pase por el punto A(x,y).

x<0
<0

Consideremos el angulo & que forma el eje de abcisas con la semirrecta » tomado en
sentido positivo.
iPues bien! El angulo & es un angulo del cuadrante I1I. La figura 26 ilustra el proceso

Figura 26

X

Figura 26.a

Y

X

Figura 26.b

X

Figura 26.c
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v Angulos del cuadrante IV:
x>0
Tomemos un punto cualquiera A(x,y) del cuadrante IV. En este caso sera { <0
Tracemos una semirrecta r de origen O y que pase por el punto A(x,y).
Consideremos el angulo & que forma el eje de abcisas con la semirrecta » tomado en
sentido positivo.
iPues bien! El dangulo & es un angulo del cuadrante IV. La figura 27 ilustra el proceso
Figura 27
Y Y Y
O X O X O X
<A a\,ﬂ
Figura 27a Figura 27b r Figura 27c¢ r

Notese lo siguiente:

* Si o esdel cuadrante 1, entonces  0° < a < 90°

* Si o esdel cuadrante 11, entonces 90° < o < 180°
* Si o es del cuadrante 111, entonces 180° < o < 270°
* Si o esdel cuadrante 1V, entonces 270° < a < 360°

Ejemplo 23.-

Vamos a representar el angulo &= 198°

Y
En la figura 28 tenemos representado en un sistema de
ejes cartesianos el angulo @ = 198°, situado en el

al cuadrante IIL
—1o X Observa que el vértice es el punto O y los lados son el
/ semieje positivo de abcisas (eje X) y la semirrecta r.

o ¢ ¢ 09

Noétese que 180° < 198° <270°

Figura 28

Ahora vamos a definir las razones trigonométricas de un angulo.

Consideremos un sistema de ejes cartesiano rectangular.

Sea @ un 4ngulo cualquiera. Vamos a suponer que el angulo & es del cuadrante I, pero
todo que lo expresemos en este caso es valido si & es de otro cuadrante.

El angulo & tendré de vértice al punto O y de lados el semieje positivo de abcisas (OX)
y la semirrecta s de origen O.

Sea A(x,y) un punto cualquiera de la semirrecta s (lado del angulo). Si el angulo es del
cuadrante I, el punto A(x,y) estard en el cuadrante I, es decir, x>0 e y >0

Llamamos r a la distancia que hay del punto O al punto A, es decir:

distancia O4 = O4 = r NOTA: r se denomina radio y ademas r > 0



Matematicas 4°de E.S.O. Pagina 19 Trigonometria 1. Razones trigonométricas

La figura 29 ilustra los puntos anteriores:

Y .
A x es la abcisa de A
, t
+§ (%, ) punto y es la ordenada de A
v radio= 1= d(O,A) = distancia de O a A
Y r __________________ r>0 por ser una distancia.
| (X % o angulo de vertice O y lados OX y s
(0 X
Recordemos que A(x,y) es un punto cualquiera
situado en la semirrecta s.
. Notese que en este caso x>0 e y >0 por
Figura 29 ser & un angulo del cuadrante I.
Definimos:
ordenada de Ay
seno de o = sena = . ===+
radio roo+
abcisa de A x .
cosenode o = coso.=—_ ;. ===+
radio ro+

J ordenada de Ay
langente de 0. = Ig0.=" ) cide A ~x - + T
A

abcisa de

X _ t_
cotangente de o. = cotgo. =~ = PRl
_ _ __radio  _r_+ _
secante de o, = seco = heisade A==+ 1
cosecante de o = cosec 0. = radio U S—_—
ordenada de Ay +

Signos:
Puede verse que al ser x >0, y >0, r > 0, las seis razones trigonométricas de & son

positivas. Ello se debe a que A(x,y) es un punto del cuadrante L.

Supongamos el caso de que el d&ngulo & es del cuadrante Il y, por tanto, el punto A(x,y)
esta situado en el cuadrante II, por loque x <0 ¢ y> 0.

s Y
En la figura 30 tenemos:
________________ i x<0
A(x,))} Y ACry) punto | 90°< @ < 180°
! Y
r radio r = d(O, A) = positivo (distancia)
A(x,y) un punto cualquiera del lado s
X
O\ X Insistimos en que A(x,y) es un punto
X cualquiera situado en la semirrecta s.
Notese que en este caso x <0 e y >0 por
Figura 30 ser @& un angulo del cuadrante II.

iPues bien! En este caso:
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ordenada de Ay
seno de o, = seno = : =—=T=4
radio r
abcisa de A X  _

cosenodeo = coso.=———5. = =—=-—
radio r o+

d ordenada de A Yy o+
tangente de 0. = tgo = beisade A S x= =~
d abcisa de A x -

cotangente de o. = cotgo. =~ = Pl
secante de o, = seco, = — 1240 _r_+__

- T abcisade A x -~
cosecante de 0. = cosec 0. = radio _r_t_

- " ordenada de Ay~ +

Signos:
Notese como en este caso (0 angulo del cuadrante II) tenemos:

seno >0 ; cosa <0 ; tga <0

cotga <0 ; seca <0 ; coseca >0

Supongamos el caso de que el angulo & es del cuadrante 11l y, por tanto, el punto A(x,y)
esta situado en el cuadrante III, por lo que x <0 e y<O.

Y Figura 31

En la figura 31 tenemos:

<0

X
A(x,y) punto y<0 180°< a < 270°

X radio r = d(O, A) = positivo (distancia)

re) X A(x,y) un punto cualquiera del lado s

1 Insistimos en que A(x,y) es un punto
| y cualquiera situado en la semirrecta s.
s A(x,p) Notese que en este caso x <0 e y <0 por
ser & un angulo del cuadrante III.

iPues bien! En este caso:

ordenada de A y _

seno de o = seno = - A
radio roo+
abcisa de A X

cosenode o = coso,=———, = =—=~-—
radio roo+

J ordenada de A y -

tangente de a. = igo. =~ , .~ = = _=+
abcisa de A

cotangente de o = cotga = .~ =

radio ro o+

secante de 0. = seco, = i R Bk

cosecante de o = cosec o = radio _
- " ordenada de A
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Signos:
Notese como en este caso (0 angulo del cuadrante III) tenemos:

sena <0 ; cosa <0 ; tga >0

cotga >0 ; seca< 0 ; coseca <0

Supongamos el caso de que el angulo & es del cuadrante IV y, por tanto, el punto A(x,y)
esta situado en el cuadrante IV, porloque x>0 e y<O.

En la figura 32 tenemos:

>0

X
A(x,y) punto y<0 270°< o < 360°

radio r = d(O, A) = positivo (distancia)

Figura 32 Y

A

o
< X A(x,y) un punto cualquiera del lado s
Pl LA(X,y) Insistimos en que A(x,y) es un punto
s cualquiera situado en la semirrecta s.
Notese que en este caso x >0 e y <0 por
ser & un angulo del cuadrante IV.

iPues bien! En este caso:

ordenada de Ay _
seno de o, = sena. = : =—=—=-
radio ro+
abcisa de A x .
cosenode o = coso.=—— ;. =—="—=+
radio ro+
ordenada de A _
tangente de o. = tgo. = = =.=-

Y
abcisa de A X
A

abcisa de

cotangente de o. = cotgo, = = X_t__
ordenada de Ay -
_ _ __radio  _r_+ _
secante de 0. = seco = heisade A-x=+°7
radio

r
cosecante de o. = cosec o = ordenada de A — y

Ejemplo 24.-

Considera el angulo 218° 53" 29", Indica el signo de cada una de sus razones
trigonométricas.
Veamos:

El angulo dado pertenece al cuadrante III, por lo que:

sen 218° 53" 29" < 0 ; cos218 53" 29" < 0

tg 218° 53" 29'" > 0 ; cotg 218° 53" 29" >0
sec 218° 53" 29'" <0 ; cosec218° 53" 29'" <0
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Ejemplo 25.-

Dado el punto del plano A( -3, 5), queremos hallar las razones trigonométricas del angulo
de vértice el origen O y lados el semieje positivo de abcisas y la semirrecta de origen O que pasa

por el punto A.
Veamos:
Y Lafigura 33 representa el problema graficamente.
A(_3’5) ,,,,,,,,,,,,, 5 Por definicion:
| ordenadade A 5
T seno = radio T
| abcisade 4 _3
r oSO =""radio ~ r
+ ordenadade A 5 , 2
lga = abcisa de A ~ -3 =-1'6
ﬁxx abcisa de A _3 , 2
| ; ; X colg o = ordenadade A = 5 ~ 076
-3 0 seco. = radio  _ r
Figura 33 " abcisa de A -3
coseco = — radio ___r
ordenada de A 5

Necesitamos hallar el valor de r. Notese que se trata de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo
cuyos cateto miden 3 y 5. Por tanto, aplicando el teorema de Pitadgoras:

r2:32+52:34 = r:+J374

Entonces:
_ s 54
sena—m— 34 ~ (0'857492925
=3 _ —3\/374~

cosa:m— 34 ~ - 0'514495755

secq. = _E;z -1'94365063

@z1'166190378

coseca =

Observacion importante:

Todo parece indicar que las razones trigonométricas de un angulo & dependen tnica y
exclusivamente de sus coordenadas x ey, asi como del radio r (distancia del punto al origen). Sin
embargo, ocurre que si elegimos dos puntos distintos A(x,y) y B(x",y") situados en el mismo lado
del angulo, resulta que el angulo & es el mismo para ambos puntos, es decir:

Y En la figura 34 observamos que:
s Elangulo & es el mismo para los puntos A y B.
¥ ; =
y )4/%;” OA=r ; OB=r'
@ , , ,
s ) XTenemosquexix;yiy; rE
o x x’ Las razones trigonométricas de & parecen distintas
seglin tomemos el punto A o el punto B, es decir:
Figura 34
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Y
seno=-;

. - X
; cosa=>

; ; -2 . —_ X
Razones de o si consideramos A(x,y) Iga=+ , cotga=-

seca=7% ; coseca=ry

sena== ; cosq=>
Razones de a si consideramos B(x',y') | iga="% ; cotga==%
. I
seca=% ; coseca=7;

A la vista de lo anterior podemos pensar que hay dos valores para el seno de @ ya que

!

y . . , ,
seno =""y sena =", ocurriendo algo parecido para las demas razones del angulo ¢.

Sin embargo esto no es cierto ya que ocurre lo siguiente:

Yoy oox_x . y_Y o ox_x . 7

! ! ! !

!
r r_r
ror e o x Xy oy ox Xy Yy

Esto es debido a la relacion existente entre triangulos rectangulos semejantes, es decir:

A A
OHA y OKB triangulos rectangulos semejantes

Entonces:

~ <

Y x' y
r'oo - r s x

~ =

==
Il

= |=

_r
=5

9
= |~
I
><\|~=‘

-
<=
-

= |~

Figura 35

Por tanto, las razones trigonométricas de un angulo dependen tinica y exclusivamente del
angulo, independientemente del punto (es decir, del radio) que consideremos en el lado.

17.La circunferencia goniométrica o circulo trigonométrico.-

Acabamos de ver que las razones trigonométricas de un angulo no depende del radio r
elegido, sino que depende Unica y exclusivamente del angulo en si.

Por esa razon vamos a considerar en un sistema de ejes una circunferencia de centro el
origen de coordenadas (punto O) y radio la unidad de longitud. El punto que consideraremos para
hallar las razones trigonométricas lo tomaremos sobre esa circunferencia y en el lado del dngulo,
es decir:

Y
unidad = r
— Hemos
P(x,) P PQ =y = ordenada de P tomado un
Q(x,0) . : 0Q = x = abcisa de P angulo & del
OP=r | primer
N ' P= Si
a : l?unto situado en e.llladol del . cuadrante
X angulo oy en la circunferencia ?
o Q pero todo lo
o = angulo situado en el cuadrante 1 expuesto a
continuacion
es valido para
un angulo de
Figura 36 8

cualquier otro
cuadrante.
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Vamos a ver que las razones trigonométricas del angulo & coinciden con las longitudes

de unos segmentos :

O] Hallemos el seno de & :
seno= M: Y_r_ y= m El seno de @ coincide con la longitud del
radio r 1 segmento PQ (ordenada de P). Como dicha
Notese que en este caso es y> 0 ordenada es positiva, tenemos que sen &>
Puede apreciarse que la longitud de PQ es menor que la del radio r, por lo que podemos
decir que el seno de un dngulo & del cuadrante [es 0 <sen < 1.
O] Hallemos el coseno de & :
oS Cr = abcisadeP x x _ x=00 El coseno de & coincide con la longitud del
radio ro1 segmento OQ (abcisa de P). Como dicha
Notese que en este caso es x> 0 abcisa es positiva, tenemos que cos &> 0
Puede apreciarse que la longitud de OQ es menor que la del radio 7, por lo que podemos
decir que el coseno de un angulo & del cuadrante [es 0 <cos &< 1.
O] Hallemos la tangente de « :
o — Y En este caso, en
e T R _ vez de el punto P,
R(1,) | RS =y = ordenada de R elegimos otro punto
S(1,0) 0S = 1 = abcisa de R (punto R) situado
.
— ! en el lado del
08=r=1 a 1 R = punto situado en el lado del éngulo. Recuerda

X angulo oy en la perpendicular .
o S al eje X desde el punto S que el punto elegldo

o = angulo situado en el cuadrante 1 (si esta en el ladO)
no influye en el

resultado.
Figura 37
tgo= ordei?ada deR Y y= RS La tangente de & coincide con la longitud
abcisadeR 1 del segmento RS (ordenada de R). Como
Notese que en este caso es y> 0 dicha ordenada es positiva, tenemos que tg&

Puede apreciarse que la longitud de RS depende del valor de &. Dicha longitud puede
variar entre 0 (si & es un angulo de 0°) y +o (si & vale 90°). Si & es un angulo del
cuadrante I muy préximo a 0°, su tangente sera un valor muy proximo a 0 y si & es un
angulo de I proximo a 90°, su tangete sera un nimero muy grande positivo.

Podemos decir que la tangente de un angulo & del cuadrante [es 0 <tg @ <-+oo
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Hallemos la cotangente de & :
En este caso elegimos el punto T (ver figura 38) también situado en el lado del angulo &

abcisa deM b . .
cotg a= =7= *= T La cotangente de & coincide con la longitud

denada de M . .
ordenddade del segmento MT (abcisa de T). Como dicha
Notese que en este caso es x> 0 . "
abcisa es positiva, tenemos que cotgd > (0

=

unidad=vr M|
I T
T(x, 1)
M(0,1) OM = 1 = abeisa de T

]\_/IT =x = ordenada de M

OM=r=1 T = punto situado en el lado del
X angulo oy en la perpendicular
o al eje Y desde el punto M

o = dngulo situado en el cuadrante |

Puede apreciarse que, en este caso,

el valor de cotg o. puede variar entre
cero y +infinito.

Notese que para un angulo o muy
proximo a 0° la cotangente es un niimero
muy grande positivo y si o estd miuy
proximo a 90° la cotangente serd un
numero muy proximo a cero.

Figura 38

Hallemos la secante de o :
En este caso consideraremos el punto R (ver figura 37) situado en el lado del dngulo &

radiodeR  OR OR — . .
seco= - =—= =0OR La secante de & coincide con la longitud del

abcisadeR  OS 1 segmento OR (radio de R). Como dicha
Notese que en este caso es OR> 0 longitud es positiva, tenemos que sec® > 0

Apréciese que la secante es el cociente entre la longitud de OR (positivo) y 1 (positivo),
por lo que dicha secante sera positiva (cuando « es del cuadrante I). Ademas puede

apreciarse que OR > =1, es decir, la secante de un angulo del cuadrante I es un nimero
positivo mayor que 1.
También es facil apreciar que la secante puede variar entre 1 y +o0, es decir:

l<seca<+ o cuando 0°< o <90°

Hallemos la cosecante de & :
En este caso consideraremos el punto T (ver figura 38) situado en el lado del angulo &

radio deT OT OT — . .
coseca=— 1 T= oM. 1 oT La cosecante de & coincide con la longitud
oraenada de o del segmento OT (radio de T). Como dicha
Notese que en este caso es OT> 0 longitud es positiva, tenemos que cosec & >

Apréciese que la cosecante es el cociente entre la longitud de OT (positivo) y 1 (positivo),
por lo que dicha cosecante sera positiva (cuando & es del cuadrante I). Ademas puede

apreciarse que OT> r=1, es decir, la cosecante de un angulo del cuadrante I es un
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nimero positivo mayor que 1.
También es facil apreciar que la cosecante puede variar entre 1 y +oo, es decir:

1<coseca<+o cuando 0°< o <90°

Circunferencia goniométrica y circulo trigonométrico:

A lacircunferenciay circulo de radio la unidad, dibujados para
calcular geométricamente los valores de las razones trigonométricas
de un angulo ¢, se les denominan respectivamente ““circunferencia
goniométrica’ y “circulo trigonométrico”

Resumiendo:

Para hallar mediante procedimiento geométrico las razones trigonométricas de un angulo
& del primer cuadrante (0° < & < 90°), dibujamos la circunferencia goniométrica, el angulo @'y
trazamos los siguientes segmentos, asignando a cada uno de ellos la razén trigonométrica de &
que le corresponde. Veamos:

Y
El valor de cada
unidad = r M cotangente _ , X e
P T  sena=PQ ) razon trigonométrica
5 | p se corresponde con
= ]/ = — ~
cosen o.= OQ (+) el tamafio del

segmento que le
corresponde,
tomando como
referencia el wvalor

tgo= RS )

0 coseno QS X cotg o= MT (+)

sec o.= OR (+) del radio r = 1.

_ Segun esto puede

cosec 0.= OT () apreciarse que el

seno y coseno

Figura 39 o = dngulo situado en el cuadrante 1 tomaran valores

entre 0 y 1, mientras
Ejemplo 26.-
Vamos a calcular a partir del circulo trigonométrico las razones
del dngulo &= 32°. Para ello realizamos los siguientes pasos:
v Trazamos un sistema de ejes cartesianos rectangulares de origen un punto O (origen).
v Tomamos como unidad un segmento de longitud la que queramos y consideramos que
esa longitud es igual a 1 (por ejemplo: unidad = 5 cm).
v Graduamos los ejes con dicha unidad y también es conveniente graduar una unidad con
décimas : 0,0'1,02,03,04,05,06,07,08,09, 1. Si fuese posible
graduariamos también con centésimas: 001 ,0°02, 0703 .......,0°98 ,0°99 , 1
Dibujamos una circunferencia de radio » = unidad. Es la circunferencia goniométrica.
Tomando como vértice el punto O, dibujamos el angulo &= 32° de modo que uno de los
lados coincida con el semieje positivo de abcisas (eje X).
Trazamos los segmentos correspondientes a cada razon trigonométrica de & = 32°
Comparamos el tamafio de cada uno de esos segmentos con la unidad graduada y dicha
comparacion nos daré el valor (que sera una longitud) de la razon trigonométrica.
La figura 40 desarrolla todo el proceso expuesto.
NOTA: Conviene aclarar que las razones trigonométricas de un angulo no tienen unidad
(no son cms ni cualquier otra unidad), son simplemente nimeros.

AR SEENAN
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unidad

sen o =sen 32° = IT)

cos o =cos 32°= O_Q
— o =32°
tgo=1g32°= RS

cotg o= cotg 32° = MT

_ sec32°= OR |
sec .= sec 32 sen o= sen 32°=0'53 aproximadamente

cos o =cos 32° =085 aproximadamente
tga=1g32°=062 aproximadamente

cotg o = cotg 32° =160 aproximadamente
sec o= sec 32°=1"18 aproximadamente
cosec o =cosec 32°=1'89 aproximadamente

cosec o, =cosec 32°= OT

Figura 40

Los valores de las razones trigonométricas del angulo o se corresponden con las
longitudes de los segmentos correspondientes con su signo seglin el cuadrante donde se encuentre
dicho éngulo, es decir, para @ = 32° tenemos:

sen &= longitud del segmento PQ (+) cos & = longitud del segmento OQ (+)
tg & = longitud del segmento RS (+) cotg &= longitud del segmento MT (+)
sec O = longitud del segmento OR (+) cosec & = longitud del segmento OS (+)

Si tomasemos las medidas con exactitud obtendriamos los siguientes valores:

sen 32° = longitud del segmento PQ = 0"52991926........

cos 32° = longitud del segmento OQ = 0"848048009.......

tg 32° = longitud del segmento RS = 0"62486935.........

cotg 32° = longitud del segmento MT = 1"60033452.......

sec 32° = longitud del segmento OR = 1"17917840.........

cosec 32° = longitud del segmento OS=1"88707991........

donde los puntos suspensivos significan que hay mas decimales.

Ahora vamos a considerar que ¢ es un angulo situado en el segundo cuadrante, es decir:
90° <t < 180°
En este caso los puntos P, Q, R y T varian de posicion, por lo que van a influir en los
signos de las razones trigonométricas. Veamos:
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\R’ | unidad = r En este caso los
N puntos P, T"yR’
y B0 = = ordenada de P han quedado e(il el
A segun 0
P(x,y) ! | P 0Q = x = abcisa de P cuadrante.

El punto M ha

%r, 9 : : d P = punto situado en e'l lado. del . quedado en el
OP=r o angulo oy en la circunferencia L. .

! ! \ semieje positivo

5 Q 5 X o = angulo situado en el cuadrante 11 de la Y, mientras

En este caso: que Q y S estan

x<0 en el semieje

y=>o negativo de la X.

Figura 41

Vamos a ver que las razones trigonométricas del angulo & también coinciden con las
longitudes de unos segmentos, aunque en este caso el signo puede ser negativo. Veamos:

O] Hallemos el seno de « :

sen o= M: Y_rY_ y= m (+) El seno de @ coincide con la longitud del
radio ro1 segmento PQ (ordenada de P). Como dicha
Notese que en este caso es y> 0 ordenada es positiva, tenemos que sen & >

Puede apreciarse que la longitud de PQ es
menor que la del radio 7, por lo que podemos decir que el serno de un angulo & del cuadrante 11
es 0<sena <1.

O] Hallemos el coseno de & : . .
. El coseno de & coincide con la longitud del
abcisadeP x

cosq=————= "= S 0Q (=) | segmento OQ (abcisa de P). Como dicha
radio ro 1 abcisa es negativa, tenemos que cos & <0

Notese que en este caso es x < 0

Puede apreciarse que la longitud de OQ es menor que la del radio 7, por lo que podemos
decir que el coseno de un dngulo & del cuadrante lles -1 <cos & <0.

O] Hallemos la tangente de « :
En este caso, en vez de el punto P, elegimos otro punto (punto R ") situado en el lado del
angulo. Recuerda que el punto elegido (si esta en el lado) no influye en el resultado.

ordenadadeR' R'S' R'S'
abcisadeR' ~ OS' -1

Notese que en este caso

la ordenada de R' es R'S'> 0

ga= =R'S'(-) La tangente de « coincide con la longitud
del segmento R’S” (ordenada de R"). Como

esta dividida por —1, tenemos que tg & <0

Puede apreciarse que la longitud del segmento R’S” (con su signo) puede ser un nimero
infinitamente grande positivo o infinitamente proximo a cero pero positivo, por lo que podemos
decir que la tangente de un dngulo & del cuadrante [l es —o <{tg & <0.
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O] Hallemos la cotangente de « :
En este caso, elegimos el punto T situado en el lado del 4ngulo. Recuerda que el punto
elegido (si estd en el lado) no influye en el resultado.

coiga=—2besadeT MU _MU_G ) | g cotangente de & coincide con la longitud
ordenadadeT' OM 1 , . ,

Notese que en este caso del segmento MT" (abcisade M"). Como esa

la abcisa de T es MT < 0 abcisa es negativa, tenemos que cotg & <0

Puede apreciarse que la longitud del segmento MT" (con su signo) puede ser un nimero
infinitamente grande negativo o infinitamente préximo a cero pero negativo, por lo que podemos
decir que la cotangente de un angulo & del cuadrante [l es —o0 < cotg & <0.

O] Hallemos la secante de & :
En este caso, elegimos el punto R situado en el lado del 4ngulo. Recuerda que el punto
elegido (si estd en el lado) no influye en el resultado.

radiodeR' OR' OR’ - o ]
A= adeR - 05 - —1 ~OR) La secante de ¢ coincide con la longitud de}
segmento OR™ (radio de R"). Como esta

dividida por -1, tenemos que sec & < 0

sec

Notese que en este caso
la abcisa de R' es OS'=-1< 0

Puede apreciarse que la longitud del segmento OR” es mayor que el radio r = 1, por lo
que podemos asegurar que la secante de un angulo & del cuadrante [l es —o <sec &< —1.

O] Hallemos la cosecante de & :
En este caso, elegimos el punto T~ situado en el lado del angulo. Recuerda que el punto
elegido (si estd en el lado) no influye en el resultado. Se verifica que 1 < cosec @& < +oo

radiodeT' or OoT —
coseca=— T oM. 1 ~oT®) La cosecante de & coincide con la longitud

del segmento OT” (radio de T"). Como esta

Notese que en este caso oo
dividida por 1, tenemos que cosec &> 0

la ordenada de T' es OM =1> 0

También podemos hacer coincidir la tangente y la secante con otros segmentos distintos
deR'S’ y OR’ . Veamos:
Hemos prolongado el lado del

R idad = 4 1
unidad = r angulo hacia el cuarto cuadrante y

“ PQ =y = ordenada de trazado los segmentos RS y OR.
"o — Observa que se verifica que:
P(x.y) . 0Q =x = abcisa de P
Qx0 A\ P = punto situado en el lado del . ., .
OP=r : dngulo oy en la circunferencia longl tud de R S = longl tud de RS
S é i X = dngulo situado en el cuadrante 11 longltud de OR’ — longltud de OR
oste ¢aso: : Observa que hemos prolongado .
EZL()SK caser | el lado del angulo desde el punto Por tanto:
'V >0 ‘ O hacia el tercer cuadrante.
i Es facil comprobar a simple vista - =
3 lo siguiente: ga= RS'=RS (—)
R'S'=RS seca=OR'=OR (-)
OR’ - OR
R,

Figura 42
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Notese que la tangente sale del punto S, exactamente del mismo punto que cuando el

angulo o estaba en el cuadrante I (ver figura 39). Observa el valor de la secante de ¢ es el tamafio
del segmento OR con signo negativo.

Ejemplo 27.-

Vamos a calcular a partir del circulo trigonométrico las razones del angulo &= 124°. Para

ello realizamos los siguientes pasos:

v
v

v

AR NEENAN

Trazamos un sistema de ejes cartesianos rectangulares de origen un punto O (origen).
Tomamos como unidad un segmento de longitud la que queramos y consideramos que
esa longitud es igual a 1 (por ejemplo: unidad = 5 cm).

Graduamos los ejes con dicha unidad y también es conveniente graduar una unidad con
décimas : 0,0'1,02,03,04,05,06,07,08,09, 1. Si fuese posible
graduariamos también con centésimas: 001 ,0°02, 0703 .......,0°98 ,0°99 , 1
Dibujamos una circunferencia de radio » = unidad. Es la circunferencia goniométrica.
Tomando como vértice el punto O, dibujamos el angulo & = 124° de modo que uno de
los lados coincida con el semieje positivo de abcisas (eje X).

Trazamos los segmentos correspondientes a cada razon trigonométrica de & = 124°
Comparamos el tamaifio de cada uno de esos segmentos con la unidad graduada y dicha
comparacion nos daré el valor (que sera una longitud) de la razon trigonométrica.

La figura 43 desarrolla todo el proceso expuesto.
NOTA: Conviene recordar que las razones trigonométricas de un d&ngulo no tienen unidad

(no son cms ni cualquier otra unidad), son simplemente nimeros.

sen o= sen 124°=PQ (+) unidad En este caso en que
cos o =cos 124° =00 () Y o2 04 06 08 1 o es un angulo de
— T cuadrante II, los
iga=ig124°= RS () signos de las razones
cotg o = cotg 124° = MT () trigonométricas no
vee & = see 124° DR (9 coinciden con los dpl
cuadrante I, es decir:
cosec o =cosec 124° =0T (+),
sen 124° = longitud de PQ
cos 124° = - longitud de OQ
tg 124° = - longitud de RS
! cotg 124° =-longitud de MT
! sec 124° =-longitud de OR
I cosec 124° = [ongitud de OT
l
! Si tomasemos las medidas
o= 124" ! con exactitud tendriamos los
sen o= sen 124°=0'83 aproximadamente \\ : Siguientes Va’10r683
cos o, =cos124° = -9'56 apro?(imadamente \ 1 sen 124° =0 82903757....
G L e N g sl
;ecbot = sec T24° =-1"79 aproximadamente ) R\\ g 124°= -1 ,4,8256096
cosec o.=cosec 124°= 121 aproximadamente Figura 43 cotg 124°=-0 67450851....

sec 124°=-1"7882916....
cosec 124°=1"20621794....
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Ahora vamos a considerar que ¢ es un angulo situado en el tercer cuadrante, es decir:
180° < o0 <270°
En este caso los puntos P, Q, R y T varian de posicion, por lo que van a influir en los
signos de las razones trigonométricas. Veamos:

unidad = r Podemos ver que
’ los puntos P, T
Y ’
P(x,y) = y R" han quedado
M PQ =y = ordenada de P en el tercer
Q(x,0)
— 50 beisa de P cuadrante.
= =x = abcisa de ,

orsr El punto M ha
En este caso: P = punto situado en el lado del quedado en el
x<0 o angulo oy en la circunferencia semieje negativo
y=<0 S" Q / ) S X o = angulo situado en el cuadrante 111 de la Y, mientras

que Q y Sestan
R,§ 1 en el semieje
negativo de la X.

Figura 44

Vamos a ver que las razones trigonométricas del angulo & también coinciden con las
longitudes de unos segmentos. Como antes, los signos pueden ser positivos o negativos. Veamos:

© Hallemos el sero de & El seno de & coincide con la longitud del
ordenadadeP y

222 y=PQ () segmento PQ (abcisa de P). Como dicha

radio ro1 ordenada es negativa, tenemos que sen & <
Notese que en este caso es y< 0

sen o=

Puede apreciarse que la longitud de PQ es menor que la del radio r, por lo que podemos
decir que el seno de un dngulo & del cuadrante [lles -1 <sen & <O.

O] Hallemos el coseno de & : . .
. El coseno de & coincide con la longitud del
abcisadeP x x

cosq=————="="=x=0Q (-) segmento OQ (abcisa de P). Como dicha

radio ro 1 abcisa es negativa, tenemos que cos & <0
Notese que en este caso es x < 0

Puede apreciarse que la longitud de OQ es menor que la del radio 7, por lo que podemos
decir que el coseno de un angulo & del cuadrante [lles -1 <cos & <0.

O] Hallemos la tangente de « :
En este caso, en vez de el punto P, elegimos otro punto (punto R") situado en el lado del
angulo. Recuerda que el punto elegido (si esta en el lado) no influye en el resultado.

o ordenada deR’ _ R'S’ _ R'S' SRS () — .
abcisadeR' ~ OS  —1 La tangente de ¢ coincide con la longitud

Notese que en este caso del segmento R’S” (ordenada de R"). Como

lIa ordenada de R’ es R'S'< 0 esta dividida por —1, tenemos que tg &> 0

Puede apreciarse que la longitud del segmento R’S” (con su signo) puede ser un nimero
infinitamente grande negativo o infinitamente proximo a cero pero negativo, por lo que podemos
decir que la tangente de un dngulo ¢ del cuadrante Il es 0 <tg @ < .
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O] Hallemos la cotangente de « :
En este caso, elegimos el punto T situado en el lado del 4ngulo. Recuerda que el punto
elegido (si esta en el lado) no influye en el resultado.

cotga= abeisadeT _MT._MT _§p (+) La cotangente de & coincide con la longitud
ordenadadeT' OM' -1 o, . i

Notese que en este caso del segmento M'T" (abcisa de M"). Como

la abcisa de T' es M'T'< 0 esa abcisa es negativa, tenemos que cotg &

Puede apreciarse que la longitud del segmento M T" (con su signo) puede ser un nimero
infinitamente grande negativo o infinitamente préximo a cero pero negativo, por lo que podemos
decir que la cotangente de un angulo & del cuadrante [ll es 0 < cotg & <.

O] Hallemos la secante de & :
En este caso, elegimos el punto R situado en el lado del 4ngulo. Recuerda que el punto
elegido (si estd en el lado) no influye en el resultado.

radiodeR'  OR' OR' Lo .
seca = = = =OR'(-) | Lasecante de & coincide con la longitud del

. abcisadeR’  O8" -1 segmento OR” (radio de R"). Como esta
Notese que en este caso dividida por -1, tenemos que sec & < 0
la abcisa de R' es OS' =-1< 0

Puede apreciarse que la longitud del segmento OR” es mayor que el radio r = 1, por lo
que podemos asegurar que la secante de un dngulo & del cuadrante Il es —o <sec &< —1.

O] Hallemos la cosecante de & :
En este caso, elegimos el punto T~ situado en el lado del angulo. Recuerda que el punto
elegido (si estd en el lado) no influye en el resultado.

radiodeT' oT' OoT -
coseca=  adadeT ~ OM' — -1 orT'(-) La cosecante de a coir}cide con la longitud
del segmento OT" (radio de T"). Como esta

dividida por -1, tenemos que cosec & <0

Notese que en este caso
la ordenada de T' es OM' =-1< 0

Puede apreciarse que la longitud del segmento OT" es mayor que el radio r =1, por lo
que podemos asegurar que la cosecante de un angulo & del cuadrante [ll es —o <cosec &< —1.

También podemos hacer coincidir la fangente, la cotangente, la secante y la cosecante
con otros segmentos distintos de R’S’, M'T', OR' y OT' . Para ello prolongamos el lado del
angulo y trazamos la tangente desde el punto S y la cotangente desde el punto M. De este modo
obtenemos los nuevos puntos R y T.

La figura 45 ilustra este proceso. Veamos:
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unidad = r

P(x.y)
Q(x,0) . .
_ Notese la igualdad de los segmentos:
OP=r
RS=R'S’
En este caso:
x<0 VR
1<0 s'[Q MT=M'T
; OR = OR’
P\ r —_ —
o OT =0T’
R P
T o = dngulo situado en el cuadrante 11

Figura 45

En este caso buscaremos siempre la tangente partiendo del punto S y la cotangente

partiendo desde el pinto M.

Ejemplo 28.-

Vamos a calcular a partir del circulo trigonométrico las razones del &ngulo &=245°. Para

ello realizamos los siguientes pasos:

v
v

v

AR NAN

Trazamos un sistema de ejes cartesianos rectangulares de origen un punto O (origen).
Tomamos como unidad un segmento de longitud la que queramos y consideramos que
esa longitud es igual a 1 (por ejemplo: unidad = 2 cm, etc.).

Graduamos los ejes con dicha unidad y también es conveniente graduar una unidad con
décimas : 0,0'1,02,03,04,05,06,07,08,09, 1.Si fuese posible
graduariamos también con centésimas: 001 ,0°02, 0703 .......,0°98 ,0°99 , 1
Dibujamos una circunferencia de radio » = unidad. Es la circunferencia goniométrica.
Tomando como vértice el punto O, dibujamos el angulo & = 245° de modo que uno de
los lados coincida con el semieje positivo de abcisas (eje X).

Trazamos los segmentos correspondientes a cada razon trigonométrica de & = 245°
Comparamos el tamaiio de cada uno de esos segmentos con la unidad graduada y dicha
comparacion nos daré el valor (que sera una longitud) de la razon trigonométrica.

La figura 46 desarrolla todo el proceso expuesto.

/r . ,
/i Si comparasemos las
! wnidad = r longitudes de los
0 0's ' segmentos  con la
P(xy) Considerando que o = 245° es un angulo del unidad y esta
Y tercer cuadrante, sus razones trigonométricas comparaciéon fuese
Q(x.0) con su signo quedaran: precisa, obtendriamos:
OP=r =
sen @ =PQ () sen 245° = ~0"90630778
En e caso: cos 0= 0Q (-) cos 245° = —0'42261826
x< ’
- tg 245°=2"14450692
<0 tga. =RS (+ ,
! X g _( ) ctg 245° = 046630765
cotg o.=MT (+) sec 245°= -2"36620158
sec o.= OR © cosec 245°= -1 1033779
cosec = OT () Recordemos nuevamente
que estos valores son
o =245° dngulo situado en el cuadrante 111 simplemente niimeros, sin

unidades de longitud.

Figura 46
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Ahora vamos a considerar que ¢ es un angulo situado en el cuarto cuadrante, es decir:

270° < o0 <360°

En este caso los puntos P, Q, R y T varian de posicion, por lo que van a influir en los
signos de las razones trigonométricas. Veamos:
Podemos ver que los puntos P, T y R” han quedado en el tercer cuadrante.

unidad = r

Podemos ver que
los puntos P, T’
y R han quedado
en el tercer
cuadrante.

El punto M" ha
quedado en el
semieje negativo
de la Y, mientras

que Q y S estan
en el semieje
positivo de la X.

Y
P@xy) M P_Q =y = ordenada de P
Q(x,0)
OP=r OQ =x = abcisa de P
P = punto situado en el lado del
angulo oy en la circunferencia
6\ Q S X o = dngulo situado en el cuadrante IV
a N r !
D
R
En este caso:
x>0 T
y<0 Y
Figura 47

decir que el seno de un angulo & del cuadrante IV es

Vamos a ver que las razones trigonométricas del angulo & también coinciden con las
longitudes de unos segmentos. Como antes, los signos pueden ser positivos o negativos. Veamos:

Hallemos el seno de & :
ordenadadeP y —
- = — = —= y: PQ (—)

radio ro1
Notese que en este caso es y< 0

sen o=

El seno de @ coincide con la longitud del
segmento PQ (abcisa de P). Como dicha
ordenada es negativa, tenemos que sen & <

Puede apreciarse que la longitud de PQ es menor que la del radio r, por lo que podemos

Hallemos el coseno de « :

abcisadeP x x

COS&ZW:7=T=)C= 0Q (+)

Notese que en este caso es x > 0

-1 <sen a <0.

El coseno de & coincide con la longitud del
segmento OQ (abcisa de P). Como dicha
abcisa es positiva, tenemos que cos &> 0

Puede apreciarse que la longitud de OQ es menor que la del radio 7, por lo que podemos
decir que el coseno de un angulo & del cuadrante [Ves 0 <cos a<1.

Hallemos la tangente de « :

En este caso, en vez de el punto P, elegimos otro punto (punto R) situado en el lado del
angulo. Recuerda que el punto elegido (si estd en el lado) no influye en el resultado.

; _ordenadadeR_§_§_—S
= abcisadeR ~ OS 1 )
Notese que en este caso

la ordenada de Res RS< 0

La tangente de « coincide con la longitud
del segmento RS (ordenada de R). Como esta
dividida por 1, tenemos que tg & <0
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Puede apreciarse que la longitud del segmento RS (con su signo) puede ser un numero
infinitamente grande negativo o infinitamente préximo a cero pero negativo, por lo que podemos
decir que la tangente de un dngulo & del cuadrante IV es —o0 <tg <0.

O] Hallemos la cotangente de « :
En este caso, elegimos el punto T~ situado en el lado del angulo. Recuerda que el punto

elegido (si estd en el lado) no influye en el resultado.

oo abcisadeT”  M'T M'T,—M’T’( ) L d incid lal itud
cogas= L dadeT T OM' - -1 - a cofangente e, a',comq e con a’ ongitu
Ne del segmento M'T" (abcisa de M"). Como

otese que en este caso i .
la abcisa de T es M'T'> 0 esa abcisa es positiva, tenemos que cotg &>

Puede apreciarse que la longitud del segmento M'T" (con su signo) puede ser un nimero
infinitamente grande negativo o infinitamente préximo a cero pero negativo, por lo que podemos
decir que la cotangente de un angulo & del cuadrante [V es —o < cotg < 0.

O] Hallemos la secante de & :
En este caso, elegimos el punto R situado en el lado del 4ngulo. Recuerda que el punto

elegido (si estd en el lado) no influye en el resultado.

radiode R  OR OR — o ]
=os- 1 “OR® La secante de & coincide con la longitud del

seca= abcisadeR ™~ OS ~ 1
segmento OR (radio de R). Como esta

Notese que en este caso
la abcisa de Res OS=1> 0 dividida por 1, tenemos que sec &> 0

Puede apreciarse que la longitud del
segmento OR es mayor que el radio r =1, por lo que podemos asegurar que la secante de un

angulo & del cuadrante IV es 1 <sec & <+,

O] Hallemos la cosecante de & :
En este caso, elegimos el punto T situado en el lado del angulo. Recuerda que el punto

elegido (si esta en el lado) no influye en el resultado.

radiodeT'  OT' OT' _oT
- - =0T () La cosecante de & coincide con la longitud

coseca= ordenadade T’ OM' -1
del segmento OT" (radio de T"). Como esta

Notese que en este caso
la ordenada de T' es OM' =-1< 0 dividida por -1, tenemos que cosec & <0

Puede apreciarse que la longitud del segmento OT” es mayor que el radio r =1, por lo
que podemos asegurar que la cosecante de un dngulo & del cuadrante [V es —o0 <cosec &< —1.

También podemos hacer coincidir la cotangente y la cosecante con otros segmentos

distintos de M'T’ y OT' . Para ello prolongamos el lado del 4ngulo y trazamos la cotangente

desde el punto M. De este modo obtenemos el nuevo punto T.
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La figura 48 ilustra este proceso. Veamos:

unidad = r
En este caso:
Y P(x,»)
- x>0 = Para buscar la
Q(x,0) y<0 OP=r
cotangente y la
P = punto situado en el lado del 14
angulo oy en la circunferencia cosecante del angulo
o = dngulo situado en el cuadrante IV pal’tll’nOS del punto
M en lugar de M’
Qs X Podemos considerar que: g
o) cotga =MT=M'T" (-)
b R cosec o= OT = OT" (=)
______________________________ T
M

Figura 48

Ejemplo 29.-

Vamos a calcular a partir del circulo trigonométrico las razones del angulo &¢=335°. Para
ello realizamos los siguientes pasos:

v
v

v

AR NAN

Trazamos un sistema de ejes cartesianos rectangulares de origen un punto O (origen).
Tomamos como unidad un segmento de longitud la que queramos y consideramos que
esa longitud es igual a 1 (por ejemplo: unidad = 2 cm, etc.).

Graduamos los ejes con dicha unidad y también es conveniente graduar una unidad con
décimas : 0,0'1,02,03,04,05,06,07,08,09, 1. Si fuese posible
graduariamos también con centésimas: 001 ,0°02, 0703 .......,0°98 ,0°99 , 1
Dibujamos una circunferencia de radio » = unidad. Es la circunferencia goniométrica.
Tomando como vértice el punto O, dibujamos el angulo & = 335° de modo que uno de
los lados coincida con el semieje positivo de abcisas (eje X).

Trazamos los segmentos correspondientes a cada razon trigonométrica de &= 335°
Comparamos el tamafio de cada uno de esos segmentos con la unidad graduada y dicha
comparacion nos daré el valor (que sera una longitud) de la razon trigonométrica.

La figura 49 desarrolla todo el proceso expuesto.

unidad = r

0 0’5 1 Si calculasemos con

Y Considerando que o =335° es un angulo del exactitud las medidas
cuarto cuadrante, sus razones trigonométricas
----------------------------- T con su signo quedaran: de los segmentos con
~. _ sus signos,
sen 335 =PQ () tendriamos los
cos 335°=0Q (+) siguientes valores:
X 1g335°=RS (-)
pey) v cotg 335° = MT (-) sen335°=-0742261826
Xy, /1 - o—(
B i L sec 335 = OR (4) cos 335° = 0’ 90630779
- cosec 335° = OT () 1g 335°=-0 4?630766
OP=r cotg 335°=-2"1445069
Erl este caso: o =335° dngulo situado en el cuadrante IV sec 335°=1 19337792
;;g cosec 335°=-2"3662016

Figura 49
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18.0bservaciones sobre las razones trigonométricas de un angulo.-

A la vista de lo expuesto y desarrollado en el apartado anterior, convine hacer las

siguientes observaciones:

)

Las razones trigonométricas (seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante) de
un angulo & son niimeros reales cuyo valor podemso hacerlos coincidir con la longitud
de un segmento. Esto es posible utilizando como referencia una circunferencia de radio
unidad. Dichos numeros pueden ser positivos o negativos, dependiendo del cuadrante
donde se encuentre el angulo. Alguna de las razones de & pueden valer cero (veremos
este caso mas adelante).

En todos los casos anteriores hemos visto que sena=PQ yque PQ< » = 1, es decir,
si consideramos el signo del seno de un angulo, podemos asegurar que:

-l <sena<1

El seno de cualquier angulo es un numero comprendido entre -1y 1

En todos los casos anteriores hemos visto que cosar=0Q yque 0OQ< r= 1, es decir, si
consideramos el signo del coseno de un angulo, podemos asegurar que:

-1 <cos <1

El coseno de cualquier angulo es un numero comprendido entre —1y 1

La tangente de & en el circulo trigonométrico viene determinada por un segmentoRS en
el que el punto S es la interseccion de la circunferencia goniométrica con el semieje
positivo de abcisas (eje X). La longitud deRS puede variar entre 0 y +o°, por lo que si
consideramos el signo, podemos asegurar que:

0 < Ig A< >

Observa que si tomamos un angulo & muy préoximo a 90° pero un poco menor (por
ejemplo @=89°59" 59"") podras notar que tg & = numero muy grande positivo. Esto
se debe a que el segmentoRS es muy grande.

En el caso de que tomemos un dngulo & muy proximo a 90° pero un poco mayor (por
ejemplo @=90°0"1"") podras notar que tg & = niimero muy grande negativo. Esto se
debe a que el segmento RS es muy grande, pero en este caso el signo de la tangente es
negativo.

Debes entender que si & es un angulo muy proximo a 0° o a 360°, la tangente es un
niimero muy proximo a 0 (positivo o negativo).

La cotangente de & en el circulo trigonométrico viene determinada por un segmento MT
en el que el punto M es la interseccion de la circunferencia goniométrica con el semieje
positivo de ordenadas (eje Y). La longitud deMT puede variar entre 0 y +oo, por lo que si
consideramos el signo, podemos asegurar que:
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—® L cotg & L ®

Observa que si tomamos un angulo & muy proximo a 0° pero un poco mayor (por
ejemplo &=0°0"59"") podras notar que cotg & = nitmero muy grande positivo. Esto se
debe a que el segmento MT es muy grande.

En el caso de que tomemos un angulo & muy proximo a 180° pero un poco menor (por
ejemplo @ =179°59" 59"") podrés notar que cotg & = niimero muy grande negativo.
Esto se debe a que el segmento MT es muy grande, pero en este caso el signo de la
cotangente es negativo.

Del mismo modo podras observar que si & es un angulo muy proximo a 90° (mayor o
menor), la longitud del segmento MT es muy pequena, lo que hace que la cotangente sea
un nimero proximo a 0 (positivo o negativo).

Hemos visto que la secante viene determinada por el segmento OR , es decir, en todos los
casos sale del origen de coordenadas (punto O). Noétese que como el punto R esté fuera
del circulo, la longitud de OR es mayor que el radio r, es decir, OR > r = 1. Esto significa
que la secante de un angulo siempre es mayor o igual que 1 o menor o igual que -1.

sec<-1 o seca=>1
depende del cuadrante donde esté &

Hemos visto que la cosecante viene determinada por el segmento OT, es decir, en todos
los casos sale del origen de coordenadas (punto O). Notese que como el punto T esta
fuera del circulo, la longitud de ot es mayor que el radio r, es decir, OT> »=1. Esto
significa que la cosecante de un dngulo siempre es mayor o igual que 1 o menor o igual

que —1.
cosec  <—1 o cosec & >1
depende del cuadrante donde esté ¢
Resumiendo:
De este punto M unidad = r
sale la cotangente 0 0’5 1 )
Y / y llega hasta T La figura
T 50 1ilustra
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff desde
El seno sale de un punto P donde
situado en la c1r.cunferenc1a y debemos
llega hasta Q, situado en el eje X.
tomar los
Los puntos P, Q, Ry T segmentos
dependen del cuadrante que miden
X donde se encuentre o 1
La secante y a? razoners
cosecante \ D 0 trigonome-
salen de Oy sale n tmgente tricas de un
eganaRyT 5 ; - .
respectivamente. iR y llega hasta R angulo &

Figura 50
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Concretemos la explicacion dada en la figura 50:

unidad = r Y
0 0’5 1

Y unidad =r

0 0’5 1
M cotangente A cotangente |M

o = dngulo situado en el cuadrante 11

sen o=+
sen o=+ cos o= —
cos o=+ 1go=—
go=+ o N X ; X colg o.=—
cotg o=+ coseno Q| S seco=—
sec o=+ cosec 0. =+
cosec o= + '
'S
S
'+ S0
' B
R
Figura 51 o = angulo situado en el cuadrante 1 3
. R»N
Figura 52
unidad = r Y Y unidad = r
0 N 0’5
0 0’3 ! M cotangente \T cotangente 1
""""""""""""""" T D
7 2 ~ ~
- /c()f(\\e RN o,
R/ 2 0s¢ SO ay,
A’ sen o.=— S e
'
. S cos o= —
e L& sen o =—
a/\i - i %0 tgo=+ R s
coseno | 05 0=
Q A = x cotg o=+ cos o .
o S ) _ fgo=— )
|2 sec o =— 3
Y o B '
@ f cosec o= — coig o | %
y seca =+ S
P cosec oL =—
o = angulo situado en el cuadrante 111 , i
o = dngulo situado en el cuadrante IV . 4
Figura 53 Figura 5

19.Razones trigonomeétricas del angulo 0°.-
Veamos el caso particular del &ngulo o = 0° = 0 radianes.

De un modo grafico podemos obtener los valores de las razones trigonométricas del
angulo 0° (0 radianes). Veamos:

a Representemos en el circulo trigonométrico el angulo € = 0° = 0 radianes y actuemos
del mismo modo que para cualquier otro angulo:

En la figura 55 puede apreciarse unidad = r Y|m_ ElpumoTnoexisie ——s
e T

que los puntos P, Q, Ry S 0= 700

I sen 0° = =
coinciden y sus coordenadas son —
leey:() cos 0°=0Q=r=1
Notese que el punto T no existe x 180°=RS=0
(se pierde en el infinito), lo cual cotg 0° = No existe
hace que la cotangente MT y la P(1,0) sec0°=OR=r=1
cosecante OT no existan. gfl' ’8)) cosec 0° = No existe
Por tanto, el &ngulo 0° no tiene ni S(1,0)

. o = 0° sus lados coinciden con el

cotangente 11 cosecante. Figura 55 semieje positivo de abcisas.
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20.Razones trigonométricas del dngulo 90°.-
Veamos el caso particular del &ngulo o« =90° = Tt/2 radianes.
De un modo grafico podemos obtener los valores de las razones trigonométricas del
angulo 90° (/2 radianes). Veamos:
a Representemos en el circulo trigonométrico el angulo ¢ =90° = Tt/2 radianes y actuemos
del mismo modo que para cualquier otro angulo:

En la figura 56 puede apreciarse H Lo
que los puntos P, M y T [ —wdd=r | M P
coinciden y sus coordenadas son z: sen 90°= PO = 1
x:()eyzl' § 00590“:0_Q:0
Notese que el punto R no existe = 12 90° = TS = No existe
) e X -RS= s
(se pierde en el infinito), lo cual 0 corg 90" = T =0
hace que la tqngente RS y la oo see 90° — OR = No existe
secanteor no existan. Q(0.0) cosec 90° = OT
: 0 . T(0,1) “
Por tanto, el angulo 90° no tiene S(1.0) o= 90° un lado coimeide con ol
ni tangente ni secante. M(0,1) semieje positivo de abcisas y otro
Figura 56 con el semieje positivo de ordenadas

21.Razones trigonométricas del dngulo 180°.-
Veamos el caso particular del angulo o« = 180° = Tt radianes.
De un modo grafico podemos obtener los valores de las razones trigonométricas del
angulo 180° (T radianes). Veamos:
a Representemos en el circulo trigonométrico el angulo o = 180° = T radianes y actuemos
del mismo modo que para cualquier otro angulo:

Y
En la figura 57 se aprecia que los
puntos P y Q coinciden y sus
coordenadas sonx=-1ey=0.

El punto T no existe M

unidad = r
e

sen 180° = P_Q =0

También coinciden S y R.
Notese que el punto T no existe
(se pierde en el infinito), lo cual
hace que la cotangente MT y la
cosecante OT no existan.

cos 180° =00 = -1

x g180°=RS=0
cotg 180° = MT = No existe

sec 180°=0OR = -1

cosec 180° = OT = No existe

R(1,0)

o= 180° un lado coincide con el
M(0,1)

semieje positivo de abcisas y otro
con el semieje negativo de abcisas

Por tanto, el &ngulo 180° no tiene
ni cotangente ni cosecante.

Figura 57

22.Razones trigonométricas del Angulo 270°.-
Veamos el caso particular del angulo o =270°= 3* radianes.
De un modo gréafico podemos obtener los valores de las razones trigonométricas del

angulo 270° (3 radianes). Veamos:

’ . e , 3z .
a Representemos en el circulo trigonométrico el angulo ¢ =270°= —- radianes y actuemos

del mismo modo que para cualquier otro angulo:
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En la figura 58 se aprecia que los e e —

puntos O y Q coinciden y sus : -

coordenadas son x=0ey=0. sen270°=PQ =1

También coinciden My T. . cos 270° = 0Q = 0

Noétese que el punto R no existe *- 270f 0, S x  12270°=RS=No existe

(se pierde en el infinito), lo cual e = corg 270° = MT=0

hace que la fangente RS y la | ro-) g sec270°=OR = No existe
secante OR no existan. o0 < cosec 270° =0T =-1

Por tanto, el &ngulo 270° no tiene | (1) l 8 o=270° un lado coincide con el semigje
ni tangente ni secante. Figura 58 Ri® of semicge mgavo de ondenadas

23.Razones trigonométricas del dngulo 360°.-
Veamos el caso particular del &ngulo o =360°= 2Tt radianes.
De un modo gréafico podemos obtener los valores de las razones trigonométricas del
angulo 360° (2T radianes). Veamos:
a Representemos en el circulo trigonométrico el angulo & =360°=2T radianesy actuemos
del mismo modo que para cualquier otro angulo:

. Y
En la figura 59 se aprecia que los | wnidad=r | Elpunto'T no existe

puntos P y Q coinciden y sus
coordenadas son x=1ey=0.
También coinciden Ry S.
Notese que el punto T no existe
(se pierde en el infinito), lo cual

sen 360° = I;} =0
cos 360° = O_Q =1

1g360°=RS = 0

cotg 360° = MT = No existe

hace que la cotangente MT yla | p(.0) sec 360°=OR =1
cosecante OT no existan. 1(\)/[((10,01)) cosec 360° = OT =No existe
Por tanto, el éngUIO 360° no tiene R(1.0) o.=360° los dos lados coinciden
: : S(1,0) con el semieje positivo
n1 cotangente n1 cosecante. Figura 59 de abcisas.
NOTA: Puede apreciarse que las razones trigonométricas del angulo 360° coinciden con
las del angulo 0°.

24.Relacion entre las razones trisconométricas de un angulo.-
Sea @ un angulo y sean sen &, cos &, tg &, cotg &, sec & y cosec ¢ sus razones

trigonométricas.
Vamos a ver que dichas razones trigonométricas estan relacionadas entre si.

En efecto:

Vamos a considerar que & es un angulo del primer cuadrante, pero el razonamiento es
valido para un angulo de cualquier cuadrante.

En la figura 60 hemos representado un angulo ¢ del cuadrante I y hemos trazado sus
razones trigonométricas para buscar las relaciones existente entre ellas.
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Y
] = M ot t _ . ]
T e T sena=PQ(+) Observa el triangulo rectangulo OQP
OP — — P ;R _ .
op=r=1 \ e cosen o.= 0Q (+) Flgum 61 P
' s
r P\ S _
§ ! : %0 tgo=RS (+)
(04 ' ) _ g
O coseno ¢ |[S X cotg o= MT (+) a
sec o = O_R )
— (0] Q
cosec o.= OT (+)
Figura 60 o = dngulo situado en el cuadrante 1 sen o = PQ (+)

En la figura 61 tenemos el tridngulo rectangulo OQP con angulo recto en el vértice Q,

catetos PQ y OQ e hipotenusa = 1.Aplicando el teorema de Pitagoras tenemos :

PQ’+ 0Q* =72
Teniendo en cuenta que PQ= sena, OQ=coser y r=1, podemos poner que :
2 2
(Sen a) + (cos a) =1

Para no tener que poner lo paréntesis admitimos como correcto escribir la expresion

anterior de la forma siguiente:

2 2
sen“a + cos“a=1

Quede claro que esta

ultima expresion significa lo mismo que la anterior. Hemos cambiado la forma para evitar los
paréntesis.

La expresion sen’a + cos’a=1 la verifican todos los angulos & de cualquier cuadrante y

se denomina Formula Fundamental de la Trigonometria. Su enunciado es como sigue:

“ Para cualquier angulo ¢ se verifica que su seno al
cuadrado mas su coseno al cuadrado es igual a 1"

Ejemplo 30.-

NSNS KS

>

Para el 4ngulo o = 38° se verifica que sen’38° + cos’38°=1

Para el éngulo o = 129° se verifica que sen”129° + cos’129°=1

Para el 4ngulo o, = 205° se verifica que sen”205° + cos’205°=1

Para el angulo o = 310° se verifica que sen’310° + cos’310°=1

Para el 4ngulo o = 90° se verifica que sen’90° + cos’90°= 1%+ 0° =1+ 0=1

También podemos expresar el &ngulo en radianes:
2

, 3z . 2 37 3z
Para el angulo &= 5 rad se verificaque sen” 5 +cos” 5 =1

, Sx . 2 57 2 5«
Para el angulo = - rad se verificaque sen” 4+ cos” - =1
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Ejemplo 31.-

Se sabe que el seno de 45° vale @ . Halla el valor del coseno de 45°.

Veamos:
2
Sabemos que sen45°= — Y queremos hallar cos 45°

Por la Férmula Fundamental de la Trigonometria sabemos que: sen’45° + cos’45°=1

Por tanto: [gj + cos45°=1

2
2
cos’ 45°=1- [\/;j =1-

Despejando : cos 45° Z +\/§ = +ﬁ :ﬁ:W:F:T

Como 45° es
del cuadrantel
el seno es positivo

Por tanto:

Ejemplo 32.-

Se sabe que o es un dngulo del cuadrante Il y que sen o= % . Halla COS &
Veamos:

Por ser ¢ un angulo del cuadrante II sabemos que cos & = numero negativo.

Por la Férmula Fundamental de la Trigonometria tenemos que: sen’a + cos’a=1

Por tanto:

2 2
sen‘a + cos“a=1

2
2 2 2 4 2 25-4 2 1
(g) +cos"a=1; cos"a=1-73 ; cos"a= =5 ; cos"a= 33

o

21 V21 421
Como el a es del cuadrante 11 : cos o= - \/;z - E: - ?
Por tanto:
V21
cosa=- ?

Observa nuevamente la figura 60. De esa figura extraemos la figura 62:

Y
unidad = r _ .
R sen o =PQ (+) Los triangulos OQP y OSR son

OpP = — P — ’ .
op=r=1 ¢y cosen .= OQ (+) rectingulos y semejantes. Entonces

It g0~ RS (4) podemos poner lo siguiente:

o o — — .

(0} coseno d S X OP=08=r=1 Q_RiszRiszi
0Q Os 1

. o = dngulo situado en el cuadrante 1
Figura 62
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Ahora bien, observa que:

sena:@ ; cosazm y tga:R_S

Entonces podemos poner que:

Esto se verifica para todo angulo ¢,
to o= senx independientemente del cuadrante al
cosa que pertenezca.
Por tanto: “La tangente de un angulo cualquiera es igual al seno de ese dngulo partido por

el coseno”

Ejemplo 33.-

Se sabe que cos30°= @ . Hallar la tangente de 30°.

Veamos:

sabemos que cos30°=@ y buscamos tg30°

sen30°  sen30° ]
tg30°= =—5 Necesitamos hallar sen30°

cos 30° 3

Por la férmula fundamental de la trigonometria:
sen®30° + cos’30°=1

sen®30° + (@)2 =1

sen®30°=1- (;/23)2

sen*30°=1-2

sen*30°=+

sen30°=++/y = i}ﬁ el signo + es por ser 30° del cuadrante 1

Por tanto: sen30°=

La tangente serd: 1g30°= >z ———=——=—~"__ >° _
¢ ST BT BB B
Conclusion:

Ejemplo 34.-

De un angulo del cuadrante III se sabe que ¢l seno es — % . Halla el coseno y la tangente

de ese angulo.
Veamos:
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unidad = r 14
: Y sen o —— Observa el triangulo
0 s 1 M cotangente cos o, = — recténgulo OQP :
- tgo =+ —_—2 /=2 2
o e PQ’+0Q =1’ =1
P oL = — .
fo© seca Es decir:
S cosec o.=— N 2
! S sen” &+ cos” &= 1
3
= ; 1)2 2
S X Q coseno a. o (_ 3) +cos” a=1
1 2
= triangulo stcosta=1
r=1 rectingulo costa=1- %
cos’ a=% = cosa= i\/%
o = dngulo situado en el cuadrante 111 Como o es delll es
Figura 63 22
Por tanto:
242
cCosax=—-—3—

Hallemos la tangente:

sena -3 3 1 V2 V22

L = = = = = = =— _
ga cosa _¥ 3242 242 24242 22 4 tga=

)
N

Observa nuevamente la figura 60. De esa figura extraemos la figura 64:

Y

unidad = r M ¢ f_’{‘_’f’;‘{‘f’_’f‘_’ﬁ___ £ sena=PQ () Los triangulos OQP y OMT son
5oyt % cosen @ = 00 () rectangulos y semejantes.
Toig — Entonces podemos poner lo

r S S g =RS (+) S

ST _ siguiente:

o X cotg a.=MT (+) L
o] coseno S - — gzgzﬂ:*
OP=0S=0T=r=1 PQ OM |

Figura 64 o = angulo situado en el cuadrante 1

Abhora bien, observa que:
sena=PQ ; cosa=0Q y cotga= MT

Entonces podemos poner que:

Esto se verifica para todo angulo o,
cos . )
cotga=—— independientemente del cuadrante al
Sena | que pertenezca.

Por tanto: “La cotangente de un angulo cualquiera es igual al coseno de ese angulo partido
por el seno”

Notese ademas que:
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cos o 1 1
cotg o= = ——=
& sena 2% lga

1
cotg o

También tga-cotga=1, es decir, tga=

Quede claro que la tangente y
cotangente de un angulo @ son
inversas, es decir: tg & cotg =1

Nota: Obsérvese que para que ocurra que g & - cotg &= 1, la tangente y la cotangente de un
angulo &, deben tener el mismo signo (ambas positivas o ambas negativas).

Ejemplo 35.-

De un angulo del cuadrante I se sabe que el seno es 5 . Halla el coseno, la tangente y

cotangente de ese angulo.
Veamos:

v Al angulo le llamamos ¢¢. Sabemos que sen &= %

Buscamos cos &, tga& y cotg &

v Por la férmula fundamental de la trigonometria:

sen‘a+ cos*a=1

2 2
5 2 1. 2 5\ . 2 _q_ 25 . 2 _ 56
(9) +cos"a=1; cos a—l—(g) ;cosTa=1-45 ; cos"a=73

_ 56
cosa=1 /3

Como « es del cuadrante I, debe ser cosa=+ /31 = 5 =

Js6 2414

Por tanto: cosa= "3 =—

v Hallemos la tangente:

25 56

56 J/56 414 2414

P 5 59 5 5414 514 514 514
a= = = = = = = =

S cosa T 20T 9014 214 2414414 2142 2-14 28
v Hallemos la cotangente:

1 1 28 28414

28414

2814

2414

cotga= —— = = = = = -
9% tga T 514 514 514414 5142 514 5

28

O también: cotga=

cosa _@_2@-9_2@

senaa 3 9.5 5
Por tanto:
2414 5414 214
cosa:T ; tga=7 5 cotga=T

Ejemplo 36.-

Se sabe que la tangente de un angulo del cuadrante IT es —1°25. Halla la cotangente de

ese angulo.
Veamos:
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, 125 5

v o es el angulo. Sabemos que 90° < < 180° yque fga=-125=- 100~ "2
Buscamos cotg o
11 4
v Sabemos que cotga= P 2:—5:—0 8
Por tanto:
4
cotga= - i 0'8

Observa nuevamente la figura 60. De esa figura extraemos la figura 65:

Y

Consideremos el punto P
unidad = r M| cotangenie 1 Hallemos la secante de o : Observa que la
R —_
eyt p/ _ _radiodeP  OP 1 secante de un
= g ¥ abcisade P55 cosa angulo es igual a
AT la inversa del
2 13 .
a Lo coseno, €S decir:
O| coseno ¢ S X o. = angulo situado en el cuadrante 1
) 1
Figura 65 seca=
coso

Esto es valido para cualquier cuadrante.

Ejemplo 37.-
De un angulo del cuadrante I se sabe que el coseno es % . (Cuanto vale la secante?

Veamos:
7 N
v o es el angulo. Sabemos que 0° <o <90° yque cosa= T 0'63
Buscamos sec &

=1'571428....... Por tanto:

v Sabemos que seca=
c

11
seca= 7 =1'571428.......

Ejemplo 38.-
La secante de un angulo del cuadrante Il es —1"125. Halla el valor del coseno.

Veamos:

1825 73
v o es el angulo. Sabemos que 180° < ot <270° y que seca= -1'825=- 1000- " 20
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Buscamos cos &

v Sab 1 73
o= =-—
abemos que sec cos O 40
Por tanto:
1 73 40
= ; —40=73-cosa ; -——=coso

cosa 40’ 73

B 0'54794520
cos o= 53 =~ 0734794520.......

Observa nuevamente la figura 60. De esa figura extraemos la figura 66:

Y Consideremos el punto P
_unidad=r M colangente “ Hallemos la cosecante de o :
R —
— P/ radio de P oP 1
OP=r=1 ! coseco=————— = — =
ordenada de P pQ Sena

seno

(0
fe) coseno QS

X o = dngulo situado en el cuadrante 1

Figura 66

Observa que la cosecante de un angulo es igual a la inversa del seno, es decir:

cosec o= 1 Esto es valido para cualquier cuadrante.
seno
Ejemplo 39.-
El seno de un angulo del cuadrante IV es —0"105. Halla el valor de la cosecante.
Veamos:
105 21

v o es el angulo. Sabemos que 270° < o0 <360° y que sena=-0"105=- 1000~ " 40

Buscamos cosec &

Vs L1
abemos que coseca = one _% ==
40
Por tanto: cosec o= _E =-1'90476190.......
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Resumiendo:

sena + cos*a=1

Para cualquier angulo o de cualquier cuadrante se verifica:

Ejemplo 40.-

De un angulo o se sabe que esté en el cuadrante [ y que Sen o =

Halla el resto de sus razones trigonométricas.
Veamos:

w|w

- Debemos hallar cos @, tg O, cotg O, sec ¢ 'y cosec O .

o Hallemos cos o(:
sen‘a + cos*a=1

3

2 2 2 2 9 2 16
(2)" +cos’a=1; %+ cos*a=1; cos’a=1-% ; cos*a="1

16
Entonces: cosa=1 /5% = %:%
como «a es del
cuadrante 1,
tomamos el
valor positivo
4
Por tanto: cosa= 5
[ Hallemos #g o
sen o % 3.5 3 > 3
ga= =4 =7 -=—. Portanto: to o=~
cosa + 54 4 8474
o Hallemos cotg o:
t cos % 4-5_4 Por tanto:
CcO o=—"—"=—"FT=—"—"=— . :
%= cena : 53 3 cotga:g
4
o Hallemos sec o:
seca:;zlzé . Por tanto: 5
cosa 3 4 seca=7
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Hallemos cosec o:

. Por tanto:

Ejemplo 41.-

5
coseco=
3

De un angulo o se sabe que esta en el cuadrante I y que cosa=- 5.
Halla el resto de sus razones trigonométricas.

Veamos:
- Debemos hallar sen @, tg o, cotg O, sec 0. 'y cosec 0. .
o Hallemos sen o.:
2 2
sen“a + cos“a=1
2
sen*a+(-3) =1; sen*a+ %=1 ; sen*a=1-1% ; sen’a=%
Entonces: sena=1 ¢ = + %: @
como «a es del
cuadrante 11,
tomamos el
valor positivo
Por tanto: /65
sena=——
9
o Hallemos g o:
J65
sena g V659 65 P .
= =2 = or tanto:
‘g cosa -3 9-4 9 tga:—\/%
9
o Hallemos cotg o:
L -4 4.9 4 4.4/65 4.4/65  4.4/65
coteg=—""=—"F7—=— = — = =— = -
g sena Y% 9.4/65 65 V65465 V652 65
Por tanto:
P (5]
cotga= - 65
o Hallemos sec «:
1 1 9 .
sec o= =—=-— . Portanto:
cosa - g 4 seca=-7
o Hallemos cosec o:
1 1 9 9465 9:-4/65 9-4/65
cosecol=—"—"—"="F=="7=—== S =
ena Y5 65 65465 /652 65
Por tanto: 965
coseca=

65
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25.Razones trigonométricas de algunos Angulos mas usuales.-
Algunos angulos son mas usuales que otros en la tecnologia, el disefio, el arte, etc. Esos
angulos, son 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270° y 360°.
En algunos de ellos ya hemos visto sus razones trigonométricas anteriormente. Veremos
ahora las de lo angulos 30° 45° y 60° que aparecen con cierta frecuencia en las materias
mencionadas anteriormente.

Razones trigonométricas de ot =30° = % radianes :
Y
— o
nidad = r M cotangente - . Razones de o« = 30
L B~ sen 30°=PQ (+)
AP — . — sen30°=senZ=1=0'5
op=r=1 p cos 30°= 0Q (+) o
05 f--meeee ' cos30°= cos =5
AN —
r o1\ tg 30° =RS (+) 1g30°= 1gZ=1/3
S
o=30° = . = X —_— 30°= T _ ﬁ
0| coseno QIS cotg 30°=MT (+) cotg 30°= colg’s="5
— sec30°= sec ¢ = %
sec 30°=OR (1)
cosec30°= cosect=12
cosec 30° = OT )
Figura 67 a=30

Partimos de que sen30°= sen<=+
Entonces:
sen’30°+ cos*30°= 1

2
1 2 1 2 2 1 2 3
5 +cos 30°=1 ; Z+ cos“30°=1 ; cos“30°= I_Z ; cos”30°=—

4
3 J3
cos30°=+ \/: = —

ye 2
por ser 30° del
cuadrante 1 tomamos
el valor positivo

a0 32 1 V3 343
cos30° @ 243 3 343 \/3_2 3
cotg 30° = COS3OO=£=@= 3
sen30° + 2.1
g L 12 243
cos30° @ 3 3
cosec30°= : =l—2
sen30° 7

En la figura 67 puedes comprobar como la longitud del segmento OT (cosecante de 30°) es el
doble del radio y como la medida de PQ (seno de 30°) es la mitad.
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Razones trigonométricas de o =45° = % radianes :
Y
— o
unidad = r M cotangente T _ Razones de o0 = 45
' N NG R sen 45°=PQ (+)
— P | 2
—e1 D ! —_ sends°=seni=5
ObP=r=1 N\ cos 45°= 0Q (+) e
To\ S _ cosd5°= cosF="F
y 5\ 1g 45°=RS (+) 1g45°= 1g4=1
o4 | . = cotg45°= cotg5=1
O| coseno Q S X cotg 45°=MT (+) € - g™
_ sec45° = sec 4= 2
o= +
sec 45" =OR () cosec45°= cosec’= 2
cosec 45°=OT )
Figura 68 o=45"
Partimos de que sen45°= sen’ = %

Entonces:
sen’45°+ cos*45°= 1

2 2+ U= 15 hcosdF= 1 ; cos’AS= 1o~ ; cos’AS =~
) cos =15y cos =1 cos = 5 cos =3

\F I 142 2
cos45° =+ |- - L __1Ne N4
2’ por ser 4?" del \/E \/5 \/5 2

cuadrante 1 tomamos
el valor positivo

fr A5 sen4s°® _ ﬁ _1
g7 = cos45° @ -
(o d50 cos45° _zz _1
colg - Sen45°_@_
1 2 242
450 = =" === 2
see cos45° @ 2 2 \/_
1 1 2 242
450 = = T = = = = 2
cosec sen45° @ 2 2 \/_
Razones trigonométricas de o = 60° = % radianes :
J3

En este caso partimos de que sen 60°= sen5 =5
En la figura 69 tenemos trazadas las razones trigonométricas de ese angulo en el circulo
trigonométrico.

Es facil apreciar graficamente que sen 60° = cos 30° y que cos 60° = sen 30°
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R
v i
et |
| unidad =r M cota”g T PC
. . Bl . o sen 60°=PQ (+)
— S —_
OP=r=1 . E%O cos 60°=0Q (+)
o |
S\ tg 60°=RS (+)
0 el
=2
X cotg 60°=MT (+)
sec 60° = OR (+)
cosec 60°=OT (+)
Figura 69 @m0

Hallemos cos 60°, tg 60°, cotg 60, sec 60° y cosec 60° :

sen’60°+ cos?60°= 1

2
2 3 2 2 3 2 1
> +cos”60°=1 ; Z+COS 60°=1 ; cos 60°= I_Z ; cos 60°=—

4
1 V11

cos60° =t \/: = ===
4 por ser 6“0#" del \/Z 2

cuadrante 1 tomamos
el valor positivo

corger= 28 3 12 1 143 43
sen60° 2 2.3 3 343 3
sec60°= ! 21:2
cos60°
1 2 243 243
cosec60° = = =—= =

Razones de o0 = 60°

sen60°=§ ; cos60°=7 ; tg60°:x/§

sec60°=2 ;3 cosec60°=7% ; corg 60°=F
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Resumen:
La siguiente figura y el siguiente cuadro resumen las razones trigonométricas de los
angulos 30°, 45° y 60°, de las cuales conviene memorizar el seno y el coseno.

60°
30°
S
O
3
radio=r =1
X
unidad = r
1
Figura 70
||| 30° 45° 60° Una regla nemotécnica
—_— para memorizar los valores
1 \/5 \/5 que corresponden a seno 'y
sen E — - coseno de 30°,45°y 60° se
2 2 explica a continuacion.

Conviene que la entiendas

para que no la olvides
cos ﬁ Q l nunca.
2 2 2
& En la figura 70 puedes observar que sen30° < sen45° < sen 60°
Es decir, de los tres senos el menor es el de 30°, el del medio es 45° y el mayor es 60°
& Debes tener claro que % < % < @ . Estos tres numeros corresponden a los senos

de esos angulos, por lo que deberan ser:
sen30° =5 < sen45°= % < sen60°= %

8 Del mismo modo observa en la figura 70 que cos60° < cos45° < cos30°
Es decir, de los tres cosenos el menor es el de 60° el del medio es 45° y el mayor 30°
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1 V2 NE

& Debes tener claro que 5< 5 <5 - Estos tres numeros corresponden a los

cosenos de esos angulos, por lo que deberan ser:

2

cos60° = 1 < cos45° =5 < cos30°= %

26.Angulos suplemetarios.-

Dos 4ngulos & y 3 son suplementarios si su suma es 180° (T radianes). Es decir:

o« y 3 son angulos suplementarios < o + 3 = 180°

En este caso se dice que o es el suplementario de By que [ es el suplementario de .

Ejemplo 42.-
Hallar el angulo suplementario de o =41° 22" 55"

Veamos:
v B es el angulo suplementario de o
Debe cumplirse que o + [ = 180°
Por tanto 3 =180° — ot = 180° — 41° 22" 55" =138° 37" 5"  es el suplementario de o

Ejemplo 43.-

Hallar el 4ngulo suplementario de o = 2?” rad

Veamos:
v B es el angulo suplementario de & = 27” rad
Debe cumplirse que ot f=rrad
Por tanto f=r-a=r1- 27”: Q:% es el suplementario de

27.Relacion entre las razones de dos angulos suplemetarios.-

Ahora veamos como se relacionan las razones de un dngulo ¢ y su suplementario 3= 7t — o

Supongamos un angulo & (por comodidad lo tomaremos en el primer cuadrante) y su
complementario 3 =180°- & (o lo que es lo mismo B =T - ).

Queremos ver como se relacionan las razones trigonométricas de ambos dngulos, es decir,
como se relacionan:

sen 0O cos o g o cotg o sec O cosec O

y
sen (T—0) cos(M—0) tg(mT—-0) cotg (L—) sec (TT—0)
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Representemos graficamente ambos 4angulos (0t y [) y tracemos sus razones
trigonométricas. De un modo visual podremos obtener como se relacionan las de un 4ngulo y las

de otro.
Y
unidad = r
OP=r=1
B
Ay AN a X
(o]
o es un angulo del cuadrante I y f = m—a
es su suplementario.
Notese que o +B=m
Figura 71
unidad = r
Y
. . . s
sen oL = P_Q (+)

sen = sen (m—-0) = m Q]

cos o= (TQ +) _
cos B = cos (n—a) = 0Q" (-)

ol

Figura 72

Ejemplo 44.-

tga:FS (+)
tg p=tg(n—a) =R’S (-)

cotg o= MT +) .
cotg B = cotg (m—a) = MT’ (=)

sec o.= OR (+) _
sec B =sec (n—a) = OR" (-)

cosec oL = oT (+) _
cosec B = sec (n—a) = OT" (+)

sen (m—o) = sen o

cos (T—a) = - cos o

| 1g (m—o) =-1g o

| sec (m—a) = - sec o

| cosec (MT—a) = cosec o

cotg (m—a) = - cotg o

Una vez entendido como se
ven dos 4ngulos o y f3
suplementarios en el circulo
trigonométricos, vamos a ver
como son sus razones
trigonométricas y como se
comparan.

Las relaciones
expresadas en la
Figura 72 nos permite
conocer las razones
trigonométricas de un
angulo si conocemos
las razones de su
suplementario.

Notese que hay que
tener en cuenta el

signo.

Supongamos que queremos hallar las razones trigonomeétricas del angulo 150° basandonos
en las razones trigonométricas de los &ngulos que conocemos.

Veamos:
SN

Llamamos = 150°. Buscamos sus razones trigonométricas.

> Llamamos &= 30°. Observa que @+ = 180°, es decir, @y B son suplementarios.
LS Por tanto, 150° = 180° — 30°
Entonces:
Y unidad = r
150° .
T T 30 —_
————————————————————————————————————————————————— OP=r=1

b p R

4 r f E sen150° = sen (180°-30°) = sen 30°

E 150° Y cos150° = sen (180°-30°) = — cos 30°

P30 ) 30 4 1g150° = 1g (180°-30°) = — 1g 30°

Q Q cotg150° = cotg (180°-30°) = — cotg 30°

Figura 73

secl50° = sec (180°-30°) = —sec 30°
cosec150° = cosec (180°-30°) = cosec 30°

Utilizando las razones trigonométricas de 30°, calcularemos las de 150°:
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senl150°=sen30°=1

cos150°= - cos30°= —@

sen150° 5

2 1
te150°= = _
g cos150° _g 2\/5 \/5 ﬁﬁ

NG
cos150° -5 2 ﬁ
tg150°= T2 _f3
o8 sen150° 5 2 V3
- 1 1 2 243 2J§ 243
sec = = = = - —
V3 W/32 3

1

sen150° B

cos150° _ & BB
1

cosec150°= T
2

Ejemplo 45.-

Hallemos las razones trigonométricas del angulo 135°
Veamos:

No es necesario hacer el dibujo exacto del circulo trigonométrico con el angulo 135°
aunque se puede esbozar un dibujo aproximado que nos sirva de ayuda, es decir:

7

b

)35° 45°
Llamaremos:
4s® =45y P=180°-45°=135°
X
Observando la Figura 74, es facil apreciar lo
. siguiente:

Figura 74

sen135°= sen(180°-45°)= sen45°= A2
cos135°= cos (180°- 45°)= - cos45°= - %

. 1350_Senl35°_ ? _
& ~cos135° _ i_
1350 cosl35°_—?_ {
cog senl3s® % -
B=—— e 2 2R 2B
see 5_cos135"_ 2 V2T 22T 2 T

cosecl35’=———=—==F=F5=">5"=
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Ejemplo 46.-

Sabemos que ¢ es un angulo del cuadrante Iy tal que su seno vale 0°42. Halla el seno,
coseno y tangente del angulo = -
Veamos:

s Es evidente que ¢ y [3 son 4ngulos suplementarios yaque 0 + =0+ T-0t =T

42 _ 21
53 Sabemos que sena=0'42=15="75

L= Buscamos sen (T—-0), cos (T—0) y tg (TL—0)

Sin necesidad de esbozar un dibujo (aunque hacerlo puede servirnos de ayuda):

sen = sen (- o)=sena=4=0'42

cosfp=cos(m- a)=- cosa
Hallemos el coseno de . Recordemos que por ser del cuadrante I es positivo:

sen‘a+ cos*a=1

2 2 2 2 2 2
21 2 2 21 2 50221 2 50221
(5) tcos*a=1 ; cos"a=1-7 ; cos"a="_; , cosTa="g
2 2059 2059 . /2059
cos“a=<35 ; cosa=+,55 ; cosa="3;
Entonces:
V2059
cos f=--"5— (recordemos que [ es del cuadrante II)

Hallemos la tangente de [3 :

2 - senf_ % 2150 21 21-4/2059 :_21\/ﬁ :_21\/ﬁ
cosB - 40 50.42059 42059 /205942059 /2059 2059

En definitiva:

sen = 25 =0'42

V2059

cos = - 50 =-0'90752410......
2142059
=-—————=-0'462 2.....
tgp 2059 0'4627976

28.Angulos que se diferencian en Tt radianes (180°).-

Sea o un angulo cualquiera (no importa el cuadrante)
Sea el angulo =1+ . (= 180°+ o)
Es evidente que ambos angulos se diferencian en T radianes ya que p — & = T rad.
Nos hacemos la siguiente pregunta:
¢ Como se relacionan las razones trigonométricas de [ y de &?
Si conocemos las razones de @, ;podemos conocer las de § = T + ot?
Veamos:
L= Por comodidad, vamos a suponer que o es un angulo del cuadrante I (aunque lo que
hacemos es valido para cualquier cuadrante).
Representemos en el circulo trigonométrico los angulos oy =T + a.
Tracemos las razones trigonométricas de ambos angulos y comparemos para ver la
relacion existente entre ellas:

=
=
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unidad = r

0 s 1 cotangente

="\

%] tangente

Q’ coseno

seno

P

-
&
\O
Qo %&%\)
A

B=m+a y a
difieren en 7 radianes

Figura 75

o
A0
e
A

sen (m+a)=P'Q" (-) ,; sena :ﬁ ().
Notese que sen (m+o)= - sen o

cos (m+a)=0Q" (-) ,; sen o =O_Q (+).
Notese que cos (T+o)= - cos o

tg (m+a)=RS (+) ; g & =RS (+).
Notese que tg (n+0)=tg o

cotg (n+oc)=m +) ; cotga -MT (+).
Notese que cotg (n+o)= cotg o

sec (Tc+(1)=a{ (=), seca :& +).
Notese que sec (m+o)= - sec o

cosec (7t+0t)=a" (=) ; coseca -OT (+).
Notese que cosec (n+a)= - cosec o

Lo expresado en la figura 75 nos permitird comparar las razones trigonométricas de un
angulo [ = T + a. del cuadrante III con las de un angulo o« del cuadrante 1.

Ejemplo 47.-

Hallemos las razones trigonométricas del angulo 3 =210°

Veamos:
SN

ES Opcionalmente podemos ayudarnos de una figura en el circulo trigonométrico:
N
Y o
\O
Q }&&\%\)
o
0 cotangente
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4
sen 210°=P'Q’ (-) ; sen 30°=PQ (+).
sen 210°= sen (180°+30°) = - sen 30°
cos 210°=0Q’ (-) ; sen 30°= 0Q (+).
cos 210°= cos (180°+30°) = - cos 30°
1g 210°=RS (+) ; 1g 30°=RS (+).
1g 210°= g (180°+30°) = 1g 30°
g cotg 210°=MT (+) ; cotg 30°=MT (+).
QDJL\Q cotg 210°= cotg (180°+30°) = cotg 30°
N — —

%60 2 B: 210° y a=30° sec 210°= OR (-) , Ssec 30°=0R (+)

N difieren en 180° sec 210°= sec (180°+30°) = - sec 30°
cosec 210°=0T (-) ; cosec 30° =0T ().

Figura 76 cosec 210° = cosec (180°+30°)= - cosec 30°
ES Apoyandonos en los valores conocidos de las razones del d&ngulo 30°, obtenemos las del

angulo 210°:

Podemos poner que [3 =210°= 180° + 30° si lo expresamos en grados sexagesimales.
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sen210°= —sen30°= - 5
cos210°= - cos30°= - @
g SN2 -3 12 1 V3 3 43
cos210° _B 2.3 3 Bz 3

sec210°=

cos210° - 73

210°= =
cosee sen210° -

Ejemplo 48.-
Hallemos las razones trigonométricas del angulo 3 = 225°

Veamos:

4
4

el cuadrante II.

sen225°=sen(180°+ 45°)= - sen45°= - @

Podemos poner que [} =225°= 180° + 45° si lo expresamos en grados sexagesimales.
En este caso no nos ayudaremos de un dibujo. Mentalmente observamos que 225° esta en

c0s225°=cos(180° + 45° )= - cos45° = - @
(0250 = sen225° —?_1
&  c0s225° _72_
t2250—C0S2250— ?_1
o8 _sen225°__72_
- 12 242 242
see Ccos225° 2 20 242 2
1 2 242 242
cosec225° = = = - _ __
sen225° 20\ 2.2 2

Ejemplo 49.-

. L. , 4r
Hallemos las razones trigonométricas del angulo =5~ rad
Veamos:
X Observa que en este caso nos dan el angulo en radianes.

bidw g

X
X

Podemos poner que

Considerando que = , podemos poner:

siendo 5 un angulo de I.
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Sen%”:sen(ﬂ+ <)=-sens= — sen60°= —@
cos%ﬂ = cos(m+5)=-cos5=-cos60°= -+
4z J3
i Sens =% 2.3
Z’gT = e = l = 2 :\/5
cos—=5 2
L cos3 -7y 2 1 143 43
Cog— = ”— = = = =
’ sens -@ 243 W3 V343 3
- 1 1
secs =——r=—7=-2
cos—5 2

ur 1 1 2 243 243
cosec— = = =— = - =—
’ sen-y —9 V3 343 3

29.Relacion entre las razones trigonométricas de angulos opuestos.-

Recuerda que si @ es un angulo, su opuesto se escribe — (¢ y se interpreta como un angulo
de igual tamafio pero tomado en sentido contrario a ¢, es decir, si & estd tomado en el sentido del
movimiento contrario a las agujas de un reloj (sentido positivo), entonces —¢ esta tomado en el
sentido del movimiento de las agujas del relo;.

Observa que la suma de un angulo y su opuesto es el angulo 0°, es decir:

o+ (-0)=0 —0t=0°
En las figuras 77.a'y 77.b se aprecia como serian un angulo ¢ y su opuesto —:

Y Y

@)

;'? Q
o
@

é\JQ
<

Figura 77.a Figura 77.b

Figura 77.a: Figura 77.b:

En este caso el angulo o es del cuadrante [ y | En este caso el angulo o es del cuadrante Il 'y
suopuesto — estd en el cuadrante IV. Notese | su opuesto —o¢ esta en el cuadrante 111 Notese
que el sentido del angulo determina su signo | que el sentido del angulo determina su signo .
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Ahora veremos como se relacionan las razones trigonométricas de o0y —0.
v Consideremos que ¢ es un angulo del cuadrante I (los resultados son validos para el caso

que sea de otro cuadrante):

Figura 78

& seno = % &)

sen (-a)=P'Q (-)

cos oL = O_Q (+)
cos (-a) = 0Q (+)

g o =E (+)

g (<) =RS (-)

—0L

A la vista de la expresado en la figura 78 podemos poner:

sen(-a)=-sena

g-ao)=-1ga ;
sec(-a)=seca ;

b

cos(-a)= cosa
cotg(-a)=-cotgx

cosec(—a)= - coseca

sec o= OR )
sec (-ou) = OR’ (+)

cosec oL = a“ +)

cosec (-o) -oT (=)

cotg a. —MT (+)

cotg () =MT" (-)

De este modo, si conocemos las razones trigonométricas de un angulo o, podemos conocer

las de su opuesto —c.

Ejemplo 50.-

Hallemos las razones trigonométricas del angulo —60°

Veamos:

sen(—60°)=—sen60°=—g ;. cos(-60°)= cos60°=%

tg(~60°)= - tg60°= -
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Ejemplo 51.-
Hallemos las razones trigonométricas del angulo —135°
Veamos:
Observa que 135° es un dngulo del cuadrante Il y —135° es un dngulo de III

sen(—l35°)=—sen135°=—sen45°=—% ; cos(-135%)= cosl35°=—cos45°=—@

. sen(-135°%) —@
g (-135°)= cos(—135°)=_§=1

cos(-135%) —%
cotg (-135°)= =—F5=1
2

sen(-135°) _

c135)e— L 2 == V2
see Teos(-135°) L2 a2 2

1 2 .
cosec(-135%)= sen(—135°)= _72=——2=_ - _ =_2

30.Reduccion al primer cuadrante.-

Veremos en este apartado como las razones trigonométricas de un angulo del II, I o IV
cuadrante estan relacionadas con las razones de un angulo del cuadrante 1., es decir:

< Supongamos que [3 es un angulo de uno de los cuadrantes II, Il o IV.

< Existe un dngulo « del cuadrante I tal que las razones del angulo 3 podemos hallarlas a
través de las razones de «.

Veamos:

= Sea o un angulo del cuadrante I. El 4ngulo [ = 70—« serd un angulo del cuadrante II.

= Si conocemos las razones trigonométricas del ngulo & podemos conocer lasde =T —o

Nos ayudaremos de un grafico:

=0 unidad = r

En la figura 72 de la B
pagina 56 tienes r=1
explicado 1la .

relacion entre las B
razomnes 2 - X

trigonométricas del o es un angulo del cuadrante [y B = n—a
éﬂgUlOS B = T es un angulo de II (observa que son suplementarios)

(del cuadrante II) y Noteseque o P

Figura 79

Ejemplo 52.-
Supongamos que ¢ un angulo del cuadrante I y que sen o =0"38.
Queremos hallar el seno y coseno del angulo 3 = T-.

Veamos:

sen(7w—- a)=sena=0'38=-%=1 yatenemos el valor del seno.

Hallemos el coseno
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sen’ (- )+ cos* (- a)=1

50° - 19 2139
T 507 2500
cos(mr- a)=- \/%: - @: -0'92498648.... ~-0'9250

cos2(7r— a)= 1—S€n2(77— )= 1—(%)2

Notese que hemos tomado cos (T —0¢) negativo por ser TT—0 un angulo del cuadrante II.

= Sea o un angulo del cuadrante I. El 4ngulo [ = 7+ o ser4 un dngulo del cuadrante II1.
Observa que o0y [ = T+ o se diferencian en T radianes.

= Si conocemos las razones trigonométricas del angulo & podemos conocer las de 3 = 7T+
Nos ayudaremos de un grafico:

Y \\%&06
unidad = r o ®
La figura 80 nos ot I coungeme
T
mueStl:a como se R g ct\“‘a sen (Tt+0.):m' (<) ; sena :ﬁ (+).
relacionan las . P Notese que sen (T+o)= - sen o
e s _ _
razones de los [ § E cos (m+0)=0Q" (-) ; sen o =0Q (+).
éngulos o (de I) y QQ coxe(r;o ] 0 e Q :SS X Notese que cos (T+0)= - cos o
2 coseno — —
B = 7+ o (de IID). 3~ 12 (n+0)RS () ; iga RS (+).
y i Notese que 1g (m+o)=1g o
Observa que esta (3 — —
. . cotg (m+0)=MT (+) ; cotg o =MT (+).
ﬁgul'a coincide con © & Noétese que cotg (n+o)= colg o
o — —
la’ ﬁ gura75 de la & sec (m+a)=OR () ; sec & =OR (4).
pagina 59. difieren en & radianes Noétese que sec (n+a)= - sec o
cosec (TH»U.):?T (<) ; coseca :FF ).
Figura 80 Notese que cosec (n+0.)= - cosec o.

Ejemplo 53.-

Supongamos que ¢ un angulo del cuadrante I 'y que cos & = 075

Queremos hallar el seno, coseno, tangente y cotangente del angulo [ = T+,
Veamos:

sen(m+ a)=- sena=-0'75= - $5=- % yatenemos el valor del seno.

Hallemos el coseno

sen’(m+ o)+ cos”(r+ a)=1

cos’(r+ a)=1-sen*(x+ a)=1- (— z)z =l-Gg=—T-1-=—
cos(m+ a)=- %:—g:—0'66143782 ..... ~-0'6614

Hallemos la tangente y cotangente:
12 (7 + a):sen(ﬂ'+a): —%: 3-4 :i: 3.47 :3\/7~
cos(rra) 4T T AT T
117 11 14T
tg(r+a) 7 37 3747 37

cotg(r+ a) =

I}
I}
I}
1
w|g

Q
(e
o0
o0
—
O

~
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=
=

Nos ayudaremos de un gréfico:

. % sena=PQ (+) sec o= OR (+)
R sen (2n-a)=P'Q () sec (2m—0) = OR’ (+)
‘P : cos o= 0Q (+) cosec o= OT (+)
o 3 s X cos 2n—-0)) = 0Q (+) cosec 2n—0) = OT" ()
iQ 3 tg o -RS (+) cotg o, =MT (+)
9?\Q 1 tg 2n-0) =R 'S (-) cotg (2m—0) =MT’ ()
S
2

Figura 81

Sea @ un angulo del cuadrante I. El 4ngulo [3 =27 - @ sera un dngulo del cuadrante IV.
Si conocemos las razones trigonométricas de ¢ podemos conocer las de 3 =27— o

Observa que:

sen (2TT—0) = —sen O
cos (2T—0) = cos O
g2mn-o)= —tg o
cotg (2T —0L)= —cotg o
sec (2T—0) = sec O
cosec(2T — )= —cosec O

Notese que las razones trigonométricas del angulo 27— ¢ coinciden con las de —o.

Ejemplo 54.-

Supongamos que ¢ un angulo del cuadrante Iy que sen o0 =080
Queremos hallar el seno, coseno, tangente y cotangente del angulo 3 =21~ .

Veamos:

sen f=sen(2r—a)=—sena=—0'80=—L2=—1

10 5
cos’ =1 sen’ ﬂzl—(—%)z =1-

6 9

1
25 25

— 9 _ 3 ; 1
cos f=% .3 =t3 debemos elegirun signo

cos f=cos(2r—a)=13

Hemos tomado el signo
positivo para el valor de
cos B porque B es un
angulo situado en el
cuadrante IV, siendo los
COSENos positivos.

Con el seno y coseno hallamos la tangente y con esta la
cotangente:

Senﬂ_—_%_ 4

tgﬂ=tg(2ﬂ—a)=cosﬂ 3

3
5

1
cotg f=cotg(2r—a)=——
g p

Ejemplo 5S.-
Hallar el seno y coseno de los angulos 150°, 240° y 335°.
Veamos:

Recordemos que la
cotangente de un angulo
es la inversa de su
tangente

Notese que 150° es un dngulo del cuadrante II, 240° es del cuadrante Il y 335° corresponde

al IV.

Para hallar el seno y coseno comparamos dichos dngulos con otros del primer cuadrante.
En el primer caso con el angulo 30° en el segundo con 60° y en el tercero con 45°. Como las
razones de estos dngulos son de sobra conocidos no habra problema para hallar lo pedido.
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1
sen150°= sen (180°- 30°)=sen30°= )

V3

2
V3
2

cos150°= cos (180°- 30°)= - cos30°= -

sen240°= sen (180°+ 60°)= - sen 60°= -

c0s240° = cos (180°+ 60°) = - cos 60° = -

sen335°=sen(360°- 45°)= - sen45°= -

N | —
N‘sl

2
cos335°= cos (360°- 45)= cos45°= g

31.Angulos complementarios.-
Dos angulos son complementarios si su suma es un angulo recto (90°).
Es decir:

ay [ complementarios < o+ [=90°

a 'y P complementarios < o+ =% rad

Se dice que o es el complementario de B y que [ es el complementario de

Ejemplo 56.-
Los angulos 30° y 60° son complementarios porque 30° + 60° = 90°

Los angulos < y 31—6’ son complementarios porque %+ 31—’5 = % = 51—’5 =7
Los angulos =42° 54" y 3=47° 6" son complementarios porque 0+3=90°.
El complementario de 45° es 45°.

Ejemplo 57.-
Sea o0 =28°35"20"" y queremos hallar su complementario.
Veamos:
o+ =90° <« Buscamos el valor de [3
Despejamos B: B =90°-a
Restamos:
90°=89° 59" 60"’
a = 28° 35" 20"

90°-a= 61° 24" 40" = pf= 61° 24" 40'"" « complementario de &
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Ejemplo 58.-

Dado el angulo o = ZT” rad , queremos hallar su complementario.

Veamos:

: . 27 _ 974
El complementario de & serda f=2% —a= % —-=—""=% pad

32.Relacion entre las razones de dos dngulos complementarios.-

En este apartado veremos como se relacionan las razones trigonométricas de un angulo o
y su complementario [3=90°-«. Nos ayudaremos de una representacion en el circulo
trigonométrico.

veamos:
- Sean 0. y $=90° -« dos dngulos complementarios. Consideramos que ambos son positivos

y que estan en el cuadrante 1.

Y sen o= P_Q ()
o Sen B =sen (90°— ) :PTQ' (+)
OL+[‘3=90° M
B=90°- cos o.=0Q (+) B
cos B = cos (90°— o) = 0Q" (+)
tg o :R_S )
© 1g = 1g (90— @) =R'S (+)
sec 0. = OR (+)
sec B =sec (90°— o) = OR’ )
cosec oL = O_T +)
cosec 3 = cosec (90°— o) = oT’ )
Figura 82
cotg o =MT (+)
cotg B = cotg (90°— o) “MT’ (+)
- Observado detenidamente la figura 82 y viendo las medidas de los segmentos que

representan a las razones trigonométricas de & y su complementario [3, podemos poner:

% = O_Q’ por lo que sena=cos(90°- a)
O_Q= P’—Q' por lo que cosa=sen(90°- )
RS=MT' por lo que tga=cotg(90°- a)
MT=R'S' por lo que cotga=1tg(90°- a)
OR=OT’' por lo que seca= cosec(90°- a)
OT=OR' por lo que coseca= sec(90°- o)

Esto nos permite conocer las razones trigonométricas de un angulo si conocemos las de
su complementario.
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Ejemplo 59.-
Los angulos & =30°y 3 =60° son suplementarios y observa que se verifica lo siguiente:

sen30°= cos60° =+ ; cos30°=sen60°= %
tg30°= cotg 60° = @ ;  cotg30°=1g60°= V3
sec30°= cosec60°= # ;  cosec30°=sec60°=2

33.Razones trigonométricas del Angulo suma de otros dos angulos.-

Sean oy [3 dos dngulos cualesquiera. En la pagina 13 y sucesivas hemos explicado el
concepto de lasuma o + 3 y el célculo de su medida.
En este apartado nos preguntamos lo siguiente:

¢, Si conocemos las razones trigonométricas de &y [B, podemos conocer las de & + [3?
Larespuesta a esta pregunta es que si. Nos limitaremos a poner las formulas que permiten

hallar las razones de ¢ + [} a partir de las razones de & y [ sin demostrarlas (las demostraciones
se salen de los objetivos de estos apuntes).

Veamos:
> Sean oy [3 dos angulos de cualquier cuadrante.
> Lasuma o + [ serd otro angulo que podra estar en cualquier cuadrante.

iPues bien! Se verifica lo siguiente:

sen(a+ f)=sena - cos f+ sen - cosx
cos(a+ f)=cosa - cos f - sena - sen
sen(a+ igoa+t,
g (@t f)- (atp) _1ga+igh
cos(a+ ) l-tga-tgpf
1 l-tga-tgp
tg(a+ f)= =
cotg(a+ p) tg(a+ ) tga+tgpf
1 1
+ )= =
sec(at p) cos(a+ ff) cosa-cosf - sena - senf}
1 1
+ )= =
cosec(at f) sen(a+ p) sena-cosf+ senf- cosa

Ejemplo 60.-

Supongamos que queremos hallar las razones trigonométricas del angulo 75°.
Veamos:

Podemos considerar que 75°=30°+ 45°

Entonces:

sen75° = sen (30°+ 45°) = sen30°- cos45° + sen45°-cos30° = 3-

cos75°= cos(30°+ 45°) = cos30°- cos 45° - sen30°- sen45°=
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@300+ g4 Le1 L2 3u3 (V3+3)(3+43) (V3+3)
1g75°=1g (30°+45°) = lig3(;fg450= 1722»1 = 3 j@ :E ; ( )| )

1 3-43 (3-v3)  (3-43)

cotg75°= cotg (30°+ 45°) = =-

g(30°+45) V343 -6 6
\ e 1 1 4 4.(V6+42) 4»(f+f)
sec75°= sec(30°+ 45 ):cos(30"+45"):@:\/€7\/§ («/7 \/,) (\/, \/,): =J6++2
| | 4 4-(V2-V6)  a-(V2-Ve)_

cosecT5°= cosec(30°+45°) =

sen(30°+45) " Bt T 346 (Vasvo)-(2-46) -4 -(V2-6)=-v2+ 6= V6 -2

34.Razones trigonométricas del Angulo diferencia de otros dos.-

Sean oy 3 dos angulos cualesquiera. En la pagina 14 y sucesivas hemos explicado el
concepto de laresta & —[3 y el cilculo de su medida.
En este apartado nos preguntamos lo siguiente:

¢, Si conocemos las razones trigonométricas de &y [B. podemos conocer las de a—[3?

Larespuesta a esta pregunta es que si. Nos limitaremos a poner las formulas que permiten
hallar las razones de &—[3 a partir de las razones de o y [3 sin demostrarlas (las demostraciones
se salen de los objetivos de estos apuntes).

Veamos:

> Sean oy [3 dos angulos de cualquier cuadrante.

> Laresta x—[3 serd otro angulo que podra estar en cualquier cuadrante.
iPues bien! Se verifica lo siguiente:

sen(a- f)=sena - cosf - senff- cosa
cos(a- f)=cosa - cos f+ sena - sen
g (a- f)- sen(a- ) _ tga-tgf
cos(a-p) l+tga-tgpf
1 +igaigp
g(a-p) 1ga-1gp
1 1
cos(a- p) " cosa - cos B+ sena - sen [}
1 1

sen(a- ) sena-cosf - senf- cosa

cotg(a- p)=

sec(a- p)=

cosec(a—- f)=

Ejemplo 61.-

Supongamos que queremos hallar las razones trigonométricas del angulo 15°.
Veamos:

Podemos considerar que 15°=45° - 30°

Entonces:

sen15°= sen (45°-30°)= sen45°- cos30°— sen30°-cos45°= 5.2 -1 223 _ 2 foo
cos15°=cos(45°-30°) = cos45°- cos30° + sen45°- sen30°:g-73+g~7':%3+72: ﬁ;ﬁ

sen15° I4I V6-+2

1g15°=1g(45°- 30")— sls0 - Yo T Jo: 2 se puede racionalizar
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(g ! 1 J6+42 y ;
cotg15°= g15° ? 5 o2 se puede racionalizar
o 1 4 4-(V6-+2) 4-(V6-+2) 4:(Jo-+2)
S TS T Joaa (o 2) (Vo- ) Jo Nz T & e
1 1 4 (\fﬂf) (xfﬂf) '(\/8+\/§):\/6+\/5

cosedso:senlS":@:\%—ﬁ (\f \F)( ) r \/2T 4

35.Razones trigonométricas del Angulo doble de otro.-

Sea o un angulo cualquiera.

El doble de ot es 2«, es decir, 20t = 0(+0x.

Si conocemos las razones del angulo ¢, podemos conocer las de su doble 2.
En efecto:

Se trata de un caso particular de la suma OC+B, es decir, o(+0.

sen2a= sen(o+ )=sena - cosa + sena - cosa=2-sena - cosa
2 2
cos2a=cos(a+ a)=cosa - cosq - sena - sena=cos” a-sen” a

gatiga  2-1ga

g2a= igla+a)= I-tgatga 1-1g°a

l-igarga 1-1g'a

cotg2a=cotg(a+ a)= garga  2a

1
= 2 2
cos2a cos” a - sen”
1 1
sen2a 2-sena - cosa

sec2a= sec(a+a)=

cosec2a= cosec(a+ a)=

Ejemplo 62.-
Observa que 60°=2-30°=30°+ 30°
jPues bien!

1860°=1g(2:30°) =~ 30

2
2-1g30° ?.; B 9~2-\/§_\/§

Ejemplo 63.-
Observa que 90° =2-45°=45°+45°
jPues bien!

V2 V2 V4 2
sen90°=sen(2-45°)=2-send5° cos45°= 2~7-7=7=5=1

2)° (2)
cos90°=cos(2-45°)=~cos245°—sen245°=[7] —(—j =0
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36.Razones triconométricas del angulo mitad de otro.-
Sea o un angulo cualquiera.

La mitad de o0 es /2.
Si conocemos las razones del angulo ¢, podemos conocer las de su mitad (/2. Nos

limitaremos a dar las formulas, sin hacer la demostracion:

1- cosa Dependiendo del cuadrante donde se
=t T encuentre el angulo 0¢/2, tomaremos el

signo + 0 —

sen

N R

a 1+ cos Dependiendo del cuadrante donde se
COSEZ 1 T encuentre el angulo 0¢/2, tomaremos el

signo + 0 —

Para hallar la tangente utilizamos el seno y coseno:

1- 1- ¢
a seny T4 e N [1- cosa
1+ cosa — —
5 1+ cosa

o 1- coso El signo + o - dependeré del cuadrante
g=* | de /2 o de los signos del seno y del
2 1+ cos

coseno.

Sera facil comprobar que la cotangente es:

Ejemplo 64.-
Supongamos que queremos hallar el seno y coseno del angulo 22° 30°

Veamos:
Q Llamamos 0= 45°y, por tanto, %= 4-=22° 30’
d Aplicamos las férmulas vistas antes y consideramos que 22° 30" esté en el cuadrante I

o301 sn ¥, [IocosdS \/1f ) \/’ i \/2— V2 -2
sen = sen—-=+ > =ty =t 7 - 3
o3 w35, [[reosds \/1+? \/Z*f \/2+ V2 2+
> = cos— =+ =+ =+ =+ =
cos TR ) 2 2 4 2

5en22°30" 42-+2

1g22°30' = =
€ 0s22°30' o, /2
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37.Formulas de transformacion de sumas y restas en productos.-

Veremos a continuacion unas formulas que son interesantes porque permiten la resolucion
de algunos problemas trigonométricos. No haremos las demostraciones aunque estas no presentan

grandes dificultades.

Consideremos el d4ngulo suma de ambos, ¢, + [3 y el 4ngulo diferencia, o — [3.

v Sean oy [3 dos angulos.
4
iPues bien!.

Se verifican las siguientes igualdades (las demostraciones pueden verse en el anexo final)

sena + sen f=2-sen

“El seno de un angulo mas el seno de otro angulo es
igual al doble del seno del &ngulo mitad de su suma
por el coseno del angulo mitad de su diferencia”

a+p a-p
— COS—

sena — sen =2

“COS— - Sen—5—

“El seno de un angulo menos el seno de otro angulo
es igual al doble del coseno del angulo mitad de su
suma por el seno del angulo mitad de su diferencia”

a+p a-f
2

cosa + cos f=2

- COS

“El coseno de un angulo mas el coseno de otro
angulo es igual al doble del coseno del angulo mitad
de su suma por el coseno del angulo mitad de su
diferencia”

a+p a-p
— COS—

cosa — cos f=-2-sen—;

“El coseno de un angulo menos el coseno de otro
angulo es igual al opuesto del doble del seno del
angulo mitad de su suma por el seno del angulo
mitad de su diferencia”

a+p

o
-Sei’lTﬁ

Ejemplo 65.-

Anteriormente (ejemplos 60 y 61) hallamos el seno y coseno de los angulos 75° y 15°.
Ahora los vamos a hallar utilizando estas formulas.

Veamos:
sen75° + sen15°=2-sen >3 cos 5 =2 . 5en45°- cos30°=2- @ . 73= 76
sen75° — sen15°=2-sen>5 cos B = 2. 5en30°-cos45°=2 -+ F =3+
Tenemos:
0 o_ 6
sen75” + sen15’= 5 Se trata de un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas. Las
V2

sen75° — senl15°=——

Resolvamos el sistema:

NG
X+ y=7
7 Por el método de reduccion: 2x= §+ @: ﬁ;ﬁ on 7502 Y
—_ N2 =72
S sen150= Y52
J6-V6-V  J5- =3
Por tanto: x = ngﬁ e y:%—ng_ ng 2_ 296 46 2:J64ﬁ

incognitas son x =sen 75°e y = sen 15°
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38.Arco (0 angulo) correspondiente a una razon trigonométrica.-

Laexpresion sen x=y se interpreta como “el seno del angulo x es y”. También podemos
decir que “x es el angulo cuyo seno es y”. Esta ultima expresion se formaliza del siguiente modo:

X =arcseny

Se lee de la forma: “x es el arco seno de y” o “x es igual al arco seno de y”
Su significado es que “x es un angulo cuyo seno vale y”

Debe entenderse que las expresiones sen x =y y X =arc seny son equivalentes, es
decir, vienen a decir lo mismo:
“seno de x es igual a y” equivale a decir que “x es un dngulo cuyo seno es y”

NOTA: Los

términos angulo y arco son equivalentes. Sabemos que en el circulo

trigonométrico, a un angulo de vértice el origen O (centro de la circunferencia, le
corresponde un arco de circunferencia y s6lo uno. Cuando nos referimos a ese

arco

, al angulo se le suele denominar arco (en vez de angulo). En general, cuando

nos referimos al arco, la medida se suele dar en radianes y cuando nos referimos
al angulo se suele dar en grados sexagesimales.

Y — Notese que al
sen a.=PQ (+) ,
o angulo central o le
M T cos .= 0Q (+) corresponde el arco
R 12 0. =FS (9 de circunferencia
o =RS (+
Pai arco correspondiente al dngulo o o PS
i i sec o.= OR +)
o X El segmento PQ es
) Q IS cosec o. = OT (+) el seno de «. En
— general se identifica
cotg o.=MT (+) ,
el angulo con el
PS = arco correspondiente al angulo o arco
Por comodidad se suele identificar Si llamamos x al
v llamar de la misma forma (o) al arco PS, podemos
Figura 83 angulo y al arco. poner:

Del mismo modo se pueden definir los siguientes conceptos:

X =arccosy

xX=arcitgy

X =arc cotgy

X =arcsecy

“x es el arco de circunferencia (o el angulo) cuyo coseno esy” cosx =y
En la figura 83, o es el angulo (o x el arco) cuyo coseno es el segmento OQ

x=arccosOQ

“x es el arco de circunferencia (o el angulo) cuya tangente es y” tgx =y
En la figura 83, & es el angulo (o x el arco) cuya tangente es el segmento RS

x=arctgRS

“x es el arco de circunferencia (angulo) cuya cotangente es y” cotgx =y
En la figura 83, ot es el angulo (o x el arco) de cotangente es el segmento MT

x= arccotg MT

“x es el arco de circunferencia (o el angulo) cuya secante es y” secx =y
En la figura 83, o es el angulo (o x el arco) cuya secante es el segmento OR

x=arcsecOR
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“x es el arco de circunferencia (angulo) cuya cosecante es y” cosecx =y

X Tarecosecy | Enla figura 83, ot es el angulo (x el arco) cuya cosecante es el segmento OT

x=arccosecOT

Observacion_1: Si fijamos un valor para y, puede ocurrir (en general ocurre asi) que exista
mas de un x que verifique la igualdad. También puede ocurrir que demos
un valor a y y no exista un x que verifique dicha igualdad. Veremos un
ejemplo para aclarar esto.

Observacion_2: Las expresiones x = arc sen y, X = arc cos y, X = arc tg y, etc. se
denominan “razones trigonométricas inversas’.

Ejemplo 66.-

: . . (o 1 o 1
Consideremos la igualdad trigonométrica sen % = 7 . Esto significa que £ = arc sen ,
— 1
es decir, “% es el arco cuyo seno vale % ” (recuerda que /6 = 30°).

. 5z _ 1 ) 5 1
También ocurre que sen >4 = 5, por lo que podemos también poner que ¢ = arc sen> .

Es decir:

.4
© rad

1
arcseny=y
< rad

Si consideramos que cada vez que damos una vuelta completa de 360° al lado del angulo
en el circulo trigonométrico, volvemos al mismo sitio, tenemos que:

sen30°=+
sen (30°+360°) = 5sen390°= 3 wuna vuelta
sen(30°+720°) = sen750°=% dos vueltas

k=0,12345,....... etc.
sen(30°+1080°) = sen1110°= 3 tres vueltas

sen(30°+ k-360°)=+ k vueltas

Y

Del mismo modo:

sen150°=+
sen (150°+360°) = sen510°= 3 una vuelta
sen (150°+720°) = sen870°=% dos vueltas

k=0,12.34,5,....... etc.
sen (150°+1080°) = sen1230°=5 tres vueltas

sen(150°+ k-360°)=+ k vueltas

0| —

Delo anterior deducimos que en laigualdad x = arc sen % , existen infinitos valores para
x, pero entre 0° y 360° sdlo existen dos, uno es 30° y el otro valor es 150°.
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Ejemplo 67.-

. . 2
Queremos encontrar todos los valores de x que verifican la igualdad x = arccos—-

Veamos:
2 2
v Sabemos que cos45°= cosZ="2 y que cos315°= cosF="2 .
Por tanto:
5 | * =% rad
arccos~; = S dos soluciones entre 0 y 27
X, =% rad
v Si consideramos todas las soluciones posibles tendremos:

X, =%+k- 27  para k=0,12345,......
x, =F+k-27r para k=0]12345,.....

N

Por ejemplo, para k=0 tenesmos las soluciones Xx, =53 ) X, = %ﬁ y para k=3 tenemos las

soluciones x; =4+ 67 = Z?T” y x;= %+ 6rx = 317” . Para cada valor de k=0,1,2,3,4,....

tenemos dos soluciones.

Ejemplo 68.-
Queremos encontrar los valores de x comprendidos en el intervalo [0,27TT] que verifican la

igualdad x = arc cos =2

Veamos:
® Sabemos que cos>E = cos150°= - @ y cos’E=cos210°= - @ )
Entonces:

x, = 150°= °F rad

; dos soluciones entre 0 y 27
x, = 210°= & rad

arccos——=

Ejemplo 69.-
Queremos encontrar los valores de x comprendidos en el intervalo [0,27T] que verifican la
igualdad x =arcsenl'4

Veamos:
+ Sabemos que x =arcsen 1’4 = senx=1'4
+ Sabemos que el seno de un angulo es un nimero comprendido entre —1 y 1, es decir, se

debe verificar que —1< sen x <1 por lo que no es posible que sen x =14

Por tanto, no existe ningtn valor para x que verifique la igualdad x = arc sen 1'4

Ejemplo 70.-

Queremos encontrar los valores de x comprendidos en el intervalo [0,27T] que verifican la
igualdad x =arctg0

Es facil apreciar que esos valores son x, =0rad. x,=Trad y x;=2T rad.
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39.Ecuaciones trigonométricas. Resolucion.-

Una ecuacién trigonométrica es una relacion algebraica (sumas, restas, productos,
cocientes, etc.) entre numero conocidos y desconocidos separados mediante una igualdad (=). En
esta relacion debe intervenir, al menos, una de las razones trigonométricas explicadas en este
tema: seno, coseno, tangente, cotangente, secante o cosecante. A 10s nimeros desconocidos se

les llama incognitas.

- Una ecuacion trigonométrica puede tener una o mas incognitas.

- Resolver una ecuacion trigonométrica es hallar el valor o valores de las incognitas. Dichos
valores debe hacer que la igualdad sea cierta.

- A una ecuacion trigonométrica le puede ocurrir que tenga soluciéon o que no tenga

solucion. Una ecuacion de este tipo puede tener infinitas soluciones.

Ejemplo 71.-
Las igualdades:

a) senx+1=0
b) tgx=1

c) cosx+5=sen>
d) cosx+1=3

Comprobemos la solucion de la ecuacion c):
Para x = 60° tenemos que:

1 .60°
cos 60°+ %= sen

T+3=1;1=1 « x=60° hace quelaigualdad sea verdad. | unasolucién.

Ejemplo 72.-

Las cuatro igualdades anteriores son ecuaciones trigonométricas con una
incognita (x).

Una solucién de @) es x = 270°. Una solucion de b) es x = 45°. Una
solucion de ¢) es x = 60° . La ecuacion d) no tiene solucion ya que se
debe ser -1 < cos x < 1 lo cual hace imposible que la igualdad sea
verdad

1 ion.
COS6OO+7:S6n90° resoluciodon Hemos

Lo que hemos hecho es una
comprobaciéon, no una

comprobado que x=60° es

Laigualdad cosx+ 1=+ esuna ecuacion trigonométrica con una incognita. En este

caso vamos a ver que existen infinitas soluciones.

I x=60°es una solucion porque cos60°+1=5+1=3
= x=300°es una soluciéon porque cos300°+ 1=+ + 1=+

1 x=360°+60°=420° es una soluciéon porque cos420°+ 1=

+1=12

0=

1 x=360°+300°=660° es una solucién porque cos660°+1=7+1=2

Podemos decir que los angulos de las formas :

x=%+ k27 con k=0,1234,..... es solucion

x=2%+ k27 con k=0]1234,.... es solucion 60°=%

Debes entender que:

rad y 300":57” rad

Ha debido quedar claro que hay ecuaciones trigonométricas sin soluciéon y con infinitas

soluciones.
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Ejemplo 73.-

La igualdad 2-senx + cosy=tgx+ V2 es una ecuacién trigonométrica con dos
incognitas.

Una solucion estaria formada por un valor de x y otro de y que hagan verdadera a la
igualdad.

En este caso x =45°¢ y =0° es una solucion ya que:

2-send5° + cos0°=tg45°+ V2o« Jes verdad ?
2~@+1:1+\/5 « Jesverdad?
V2+1= 1442 « Vemos quees verdad

Vamos a resolver algunas ecuaciones trigonométricas con una incognita.

Ejemplo 74.-

Resolvamos la ecuacion trigonométrica 2-senx++/3=0

Veamos:
El - de la multiplicacidon no es necesario ponerlo (es optativo en este caso).

2senx+ \/5 =0 <« Buscamos el valor o valores de x

2senx = -3
B ( ﬁ) 240°+ k-360° Lk =0,1,2,34,.... i e
senx=--— = Xx=arcsen\- - = X= 300°+ k-360° k = 051’2’3’4’““ nﬁl’ll as soluciones
. A = REl - -3
NOTA: La expresion x= arcsen (— 3 ) puede ponerse de la forma x= arcsen—

. 3
Quede claro que es incorrecto ponerlo del modo x= arc sen - %

Ejemplo 75.-

Encontrar las soluciones a la ecuacion trigonométrica cos (x + %)— % = 0 que estén

en el intervalo [0,27T] radianes.
Veamos:

Buscamos las soluciones x que verifiquen 0<x<2T radianes (es decir 0°<x<360°)

cos(x+%)— =0

( ) 1 1 o bien x +%=% (60°) Hemos encontrado dos soluciones
cos\x+%) = 7 = x+%=arccosy3=> ;
0 bien x + %= % (300°) dentro del intervalo [0,2TC] que
s son:
Si x+4=7%, entonces x=5-5="5"=1
Si x+%=23F, entonces x= 4 - 5 =231t
NOTA: Debes tener cuidado y no mezclar radianes con grados. Puedes trabajar en grados

o en radianes, pero no en las dos unidades al mismo tiempo.
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Ejemplo 76.-
Halla los valores de x entre 0° y 360° que verifiquen la igualdad cos2x = sen x

Veamos:
cos2x=senx

cos’x - sen’x=senx « Recuerda que cos2x= cos’x - sen’x

1- sen’x— sen’x=senx < Recuerda que sen’x+ cos’x=1y cos’x=1- sen’x
1- 2sen’x = senx

0=2sen’x+senx-1 « Hemos pasado todo a la derecha

2sen’x+senx—-1=0 « Setrata de una ecuacion de 2° grado de incognita senx

Despejamos:

15 P -42. (=) -1£ P48 -1:9 _1+3 [senx=2=1%
s 22 T4 44| senx=H=-1
Si senx=% = {xl =3

x, =150°

Si senx=-1= x,=270°

Por tanto, la ecuacion tiene tres soluciones entre 0° y 360°:
x,=30°=%rad ; x,=150°=¢rad y x,=270°=% rad
Comprobemos la primera de ellas:

Para x = 30° tenemos que cos 60° = sen 30° = % se verifica la igualdad.

Ejemplo 77.-
Resolver al ecuacion trigonométrica cos2x+ sen x = 1

Veamos:
cos2x+senx=1

cos’x - sen” x+ senx=1 « recuerda que cos2x = cos’x - sen’ x
1- sen’x— sen” x+ senx=1 « recuerda que cos’x=1- sen’ x
- 2sen’x+ senx=0
2sen’x-senx=0 <« hemos multiplicado por — 1 en ambos lados
senx-(2senx-1)= 0 « hemos sacado factor comun

o bien senx =0
senx-(2senx-1)= 0= {0 bien 2 senx— 1< 0
x, =0 rad
x, = rad
o Si senx=0 entonces \ x, =2nrad
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. 1
o Si 2senx-1=0 entonces senx =7

6
1

senx =% = 1x;, =390°= 1% rad
17z

Notese que existen infinitas soluciones para la ecuacion.
Comprobemos una de ellas:

Para x =150° es cos300°+ sen150°=1« ;Esverdad?

3+3=1 « Verdad

Ejemplo 78.-

Encuentra las soluciones entre 0 y 27 rad. de la ecuacion trigonométrica 2 cos x =3 tg x
Veamos:

2cosx=31gx
senx 5
2cosx=3 ; 2cosx-cosx=3senx ; 2cos x= 3senx
CcoS X

2(1 - senzx) =3senx <« recuerda que sen’x+ cos’x =1
2-2sen’x- 3senx=0
- 2sen’x- 3senx+2=0 « vamos a multiplicar todo por - 1

2sen’x+ 3senx-2=0 « esuna ecuacion de 2° grado de incognita y = senx

-3+,/9+4-2:2 -3%5 |y =senx=3

senx= =
4 4 vy, = senx=-2 « imposible
x, =30°=% rad

x, = 150°= % rad

Si senx=3=
Por tanto, hay dos soluciones dentro del intervalo [0,27] radianes.

40.Sistemas de ecuaciones trigonométricas.-
Con las ecuaciones trigonométricas también pueden formarse sistemas de, por ejemplo,
dos ecuaciones con dos incognitas. En esta publicacion no incluimos la resolucion de sistemas.

Ejemplo 79.-

senx+cosy=0'5 . _
Las igualdades forman un sistema de 2 ecuaciones

cosecx+ secy= -1 trigonométricas con 2 incognitas.
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41.Uso de la calculadora en trigonometria.-

Las calculadores actuales con funciones cientificas (popularmente conocidas como
calculadoras cientificas) permiten hallar los valores numéricos de las razones trigonométricas de
cualquier angulo expresado en grados sexagesimales o en radianes.

Para ello hay que ponerla previamente en el modo “grados sexagesimales” (generalmente
viene com D o Deg) o “radianes” (en general rad).

También es posible hallar el valor del &ngulo (en grados o radianes) si le damos una de sus
razones trigonométricas (por ejemplo si le damos lo que vale el seno). Tambien es este caso hay
que indicar previamente si queremos el valor del angulo en “grados minutos y segundos” o en

“radianes”
I

Debes aprender a manejar una calculadora con
soltura. El manejo es muy parecido en casi
todas ellas, aunque existen pequefas
diferencias.
En el teclado veras que aparecen las funciones
correspondientes al seno (sin), coseno (cos) y
tangente (tan). Las demas (secante, cosecante
Yy cotangente) no aparecen porque estas se
hallan si se conocen las anteriores.
También veras expresiones de la forma sin ™',
cos™'y tan™"' que permiten calcular el 4ngulo si
conoces su seno, coseno o tangente.
Una tecla con los simbolos permiten introducir “grados”, “minutos” y “segundos”.
En la parte superior de esta tecla el simbolo < permite conocer el angulo si conocemos una de
sus razones trigonométricas.

Veremos algunos ejemplo sobre estos calculos, los cuales debes realizar con tu calculadora
habitual.

oln

Ejemplo 80.-
Ponemos la calculadora en el modo grados sexagesimales (D o Deg) y realizamos los
siguientes calculos.
a sen 23° 45" 58" =0"40300405.....
Con este ultimo nimero en pantalla, si activamos la funcion de la calculadora x™' (o 1/x),
obtenemos cosec 23° 45 58" =2"48136462..... (recuerda que cosec 0= 1/sen @)

a cos 108°36"° 9" = -0"31900066.....
Con este tltimo nimero en pantalla, si activamos la funcion de la calculadora x™' (o 1/x),
obtenemos sec 108°36° 9" = -3"13478972..... (recuerda que sec 0(= 1/cos @)

a tg216°42° 337" = -0"74562593.....
Con este ultimo nimero en pantalla, si activamos la funcion de la calculadora x™' (o 1/x),
obtenemos cotg 216° 42" 33" =1"34115506..... (recuerda que cotg 0= 1/tg o)

Ejemplo 81.-
Para trabajar en radianes ponemos la calculadora en el modo rad. y realizamos los
siguientes calculos:
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© sen 1=0"84147098....

Con este tltimo nimero en pantalla, si activamos la funcion de la calculadora x™' (o 1/x),
obtenemos cosec 1 =1"18839510..... (recuerda que cosec 0t= 1/sen o)

Nota: Cuando solo se pone el valor del dngulo sin especificar que son® """, se entiende que son
radianes.

© cos 1,82 = —0'24663231.....
Con este ultimo nimero en pantalla, si activamos la funcion de la calculadora x™' (o 1/x),
obtenemos sec 1,82 = -4°05461879..... (recuerda que sec 0= 1/cos )

@ g% = - 0'08956463....

Con este tltimo niimero en pantalla, si activamos la funcion de al calculadorax™ (o 1/x),

obtenemos cotg % = - 11'1651212.... (recuerda que cotg 0= 1/tg )

Nota: Observa que la calculadora tiene una tecla para expresar .

Ejemplo 82.-
Sabemos que sen o0 =0"591254. ;Cudl es el valor del angulo o?

Veamos:

Si queremos obtener el resultado en "” debemos poner la calculadora en el modo D (o Deg)
Si queremos obtener el resultado en radianes debemos poner la calculadora en el modo rad.
Sabemos que = arc sen 0°591254. Buscamos el valor de o

o’

@® Activamos la funcion de la calculadora sin' . Esta es la forma de expresar la calculadora
la funcion arc sen
@ Ponemos en pantalla el nimero 0°591254. En la pantalla aparecera sin '0"591254 que

es la forma que tiene la calculadora de expresar arc sen 0°591254.
€ Ejecutando (pulsando “=" 0 “EXE”) obtenemos 36,24604643° (son grados).

@ Activando la funcion de la calculadora < que hay sobre latecla®” *” obtenemos el angulo
o=36°14"4577"
Ahora bien:

Una solucion es el angulo o =36° 14" 45,77"" ya que sen 36° 14" 45,77 '=0"591254
Otra solucién también es 3 =180°-36° 14" 45,77"" =143°45" 14,23"" ya que se verifica
que sen 143°45° 14,23 =07591254 (recuerda el circulo trigonométrico)
La calculadora solo da un resultado.

Nota: Para obtener el resultado en radianes hay poner la calculadora en el modo rad.

Ejemplo 83.-

Sabemos que cos 0 = —0452388. Queremos hallar los angulos & comprendidos entre 0°
y 360° que verifican esta igualdad.
Veamos:

Buscamos o = arc cos (—0°452388).

Ponemos la calculadora en el modo D (o Deg) y actuamos como en el caso anterior con
al diferencia de activar la funcion cos™.

La calculadora nos oftrece el resultado 0=116,8969991 que convirtiendo con la funcién
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< nosda o0 =116°53"492"".
Veamos otro resultado:
Hacemos laresta 180° —116°53"49,2"'=63°6" 10,8’
Eldngulo =180°+63°6" 10,8 '=243°6" 10,8"" también es solucion.
Por tanto, las soluciones pedidas son:
o =116°53"49,2""
B=243°6"108"

Ejemplo 84.-
Sabemos que cotg o0 = 1°8545. Queremos hallar los valores de o entre 0°y 360°.
Veamos:

1
cotga  1'8545
= Activando en la calculadora fan'07539228902 tenemos ¢ =28,33482915°
= Activando < tenemos « =28°20" 5,38"" que es una solucion.
= Otra solucion seria 3 = 180°+28°20" 5,38"" =208°20" 5,38
Puedes comprobar con la calculadora que:
cotg 28°20" 538" = 1'8545
cotg 208°20" 5,38" " =1"8545

cotga=1'8545 = tga= =0'539228902

Ejemplo 85.-

Sabemos que sec o¢ = —1°3208. ;Queremos hallar los valores de o en radianes,
comprendidos entre 0 y 27t.
Veamos:
1 1

=-1'32 : =1 = = =-0'75711
o5 3208 = cosa-seca=1= coso wocd 13208 0'757116898

a=arccos(-0'757116898)

seca=

Ponemos la calculadora en el modo rad.
Ponemos cos™' —0"757116898 y ejecutamos
La calculadora nos ofrece el resultado o = 2429684807 rad.
Buscamos los que se encuentren entre 0 rad 'y 270 = 6283185307 rad.
Recuerda que ;
o El primer cuadrante es de 0 rad a /2 =1"170796327 rad
o El segundo cuadrante es de /2 =1"170796327 rad a T =3"141592654 rad
o El tercer cuadrante es de 70 =3"141592654 rad a 37/2 =4"71238898 rad
o El cuarto cuadrante es de 371/2 =4"71238898 rad 21 = 6283185307 rad
-» Observamos que el angulo & = 2429684807 es del cuadrante II

Hallamos el 4ngulo =7 — o« =0"711907846

El 4ngulo T + 3 =3"8535005 (de III) también es una solucién
Por tanto:
o, =2'429684807 rad del cuadrante Il y o, =3"8535005 rad del cuadrante III son los
angulos buscados.
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