Problemas de continuidad y limites resueltos

Razona de manera justificada el dominio de la siguientes funciones.

a) f(x)=In(Vx—1)

x—1
b) f(x)z\/m

) flx)=—2—

cos(x)

a) La raiz cuadrada solo admite discriminantes nulos o positivos. Mientras que el
logaritmo solo admite argumentos positivos. Por lo tanto:

Dom(Vx—1)=R* U0} — Dom(In(vVx—1))=(1,+)

b) La raiz cuadrada solo admite discriminantes nulos o positivos. Y un cociente de
polinomios no esta definido en aquellos puntos que anulan el denominador. Por lo tanto:

D - =R—{2,3}
Om((x—2)(x—3)) {2,3]
2l 50 s 21y x2[23] > Doml|—2=L ) =[1,2)U 3, += )
(x—2)(x—3) (x—2)(x—3)
., L _ g 3m 5m .
c¢) La funcién coseno se anula periddicamente en Xy Ty e . Por lo tanto:
Y V\=R— n
Dom(cos(x))_lR (2k+1)2, keZ

Estudia la continuidad de la siguiente funcién en los puntos x=1 y x=5
x’—4x+3
fx) 2x—4 si 1=x<5
In(x—5) si x>5

si x<l1

Estudiemos la continuidad en x=1
3£ (1)=2-1-4==2
2 2 _ _
lim wzg w:hm w:hm (x—3)=—2
x>0 x_l 0 x=2>1 x_l x>1 x_l x=>1
lim (2x—4)=-2

f(1)=—2=L

La funcidn es continuaen x=1

Estudiemos la continuidad en x=5 .
31(5)=2-5-4=6
lim (2x—4)=6

x5

lim In(x—5)=—o0
x25"

La funcién presenta una discontinuidad no evitable de salto infinito en x=5
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Calcula los siguientes limites.

a) lim M
v s o Vx+vx+l1

b) lim

x»>2X—

im \/;— x+1_oo—oo

a) i — Indeterminacién

cow VxrVx+l
Multiplicamos y dividimos por conjugado del numerador.
- Ax—Vx+1 \/;+\/x+1_ . x—x—1 _ -1 _—1_
1 1 == =0

im —= . = lim = lim
v VXFVX+] Vx+Vx+l s owx+x+142Vx Vx+]l x s oo 2x+ 142V V1

b) lim L 1w o Estudiamos limites laterales
x > 2 x_2 O
. 1 1
lim = =—o
x > 2 x—2 0_
. 1 1
lim = |, =+
x 2t X 0

Sea la funcién f(x):a+bf+lc , donde a,b y ¢ son numeros reales. Calcula
X +
los valores de a,b y ¢ sabiendo que lim f(x)=3 , la grafica de f(x) corta al

eje OY en el punto de ordenada y=2 y que la grafica pasa por el punto (l,%) .

Expresamos la funcion como una unica fraccion.

_a +bx+a+c
f(x)_ 2
x +1
Interpretamos analiticamente cada una de las frases del enunciado.

2
ax"+bx+a+c__a

lim f(x):3 — limz—_—:a — a=3

X > +oo x>0 x+l 1

Corte eje OY en y=2 — f(0)=2 — a-ll-—c:2 — —31-0:2 — c=—1
F) pasa por (13) — p()=d o arbrare 3 b5 3,
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Relaciona de manera justificada las siguientes funciones con sus respectivas
graficas. Debes razonar con el maximo detalle posible.

- f(x)=In(x+1)

f(x)=In(x+1) se corresponde con la grafica a) ya que la funcion esta definida siempre
que el argumento del logaritmo sea positivo, por lo que presenta una asintota vertical para
valores a la derecha de x=-1

Ademas, la funcion logaritmo es una funcidn estrictamente creciente y se dispara a infinito
cuando x=>o

Por tltimo si x=0 — f(0)=In(0+1)=0 — La funcién corta a los ejes cartesianos en el
origen de coordenadas (0,0)

X s . .
g(x)=—=— se corresponde con la gréfica c), ya que posee una asintota vertical en

x=1 (donde no esta definida la funcién, por anularse el denominador) y una asintota
horizontal en y=1 que se corresponde con el limite lim f(x)=1

X

Ademas, la gréafica corta a los ejes cartesianos en el origen de coordenadas (0,0) , que
se corresponde con el valor g(0)=0

h(x)=vx—3 se corresponde con la grafica b), ya que la funcion no esta definida para
discriminantes negativos, por lo que su dominioes x>3

Ademas, la funcién raiz cuadrada es estrictamente creciente y se dispara a infinito cuando
X=> 0
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2
—7x+10

Sea x)="
f( ) x’—4x-=5

a) Estudia la continuidad en x=-1 yen x=5
b) Calcula lim f(x)

X = o

Estudiemos la continuidad de la funcibn en x=-1
Af(-1)
x*=7x+10 _ X' =7x+10 _ 18 _

lim = lim = +00
vl X —4X=5 -1 <X+l>(x_5) 0"

g X 7xR10_ L xT=Tx+10 18 _

im = lim = =—

x>1" x —4x-=5 x>—1" (X"'l)(X_S) 0

Discontinuidad no evitable de primera especie de salto infinito en x=-1

Estudiemos la continuidad de la funcién en x=5
Af(5)

2 —_ —_ —
i X o710 (x=2)(x=5)_ . x—2_3_1

s Xo—A4x—5 s (x+1)(x=5) 55 x+1 6 2
im X=Tx+10_1

s x—4x—5 2
Discontinuidad evitable en x=5
b) lim f(x)=1

X 2 o

Ya que tenemos un cociente de polinomios de grado dos, donde los coeficientes que
acompafian a x° en el numerador y en el denominador es 1

Calcula los siguientes limites.
a) lim (3x—5vx)

X 2 o

b) lim (1+x_2+x)

xo>w X 1+x

a) lim (3x=5vx)=0—w — Indeterminacién

Multiplicamos y dividimos por el conjugado.
. (3x=5Vx)(3x+5vx) .. 9x*-25x _
lim = lim ——==w
X D> o 3x+5\/; X > © 3x+5\/x

El limite en el infinito va a infinito por tener un cociente de polinomios, con el grado del
numerador mayor que el grado del denominador.

b) lim (LXX_2*X)_ iy

(1+X)_ lim (2+X>
X D> © X 1+x X ® o X X ® © +Xx

— =1-1=0
El limite de la diferencia es la diferencia de los limites. Y en cada término tenemos un
cociente de polinomios del mismo grado en numerador y denominador.
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Determina a y b para que la funcion sea continuaen x=0 yen x=3

x2+1 si x<0
f(x)z ax+b si 0<x<3

2
x =9

si x>3
x—

La funcion es continua en x=0 si se cumplen los siguientes requisitos.
37(0)=a-0+b=b

lim (x*+1)=0+1=1
x>0

lim (ax+b)=b

x>0

Limites laterales iguales — b=1 — Existe el limite yvale L=1

f0)=1=L

La funcion es continua en x=3 si se cumplen los siguientes requisitos.
37(3)=a-3+b=3a+1

lim (ax+b)=3a+1

x >3

2 —
im ¥ 0= pim (I3 (x+3)=6
rs3 X3 o3 x=3 x 2 3

Limites laterales iguales —» 3a+1=6 — az;

f(3)=6=L

Calcula el dominio de las siguientes funciones.

a) f(x>=1+ﬁ:§
B 1
0 S )
2x
c) f(x)= ﬁ si x<0
V2x+1 si x>0
a) f(x>=1+ﬁj§

El argumento de la raiz debe ser mayor o igual a cero. Ademas, el denominador de la fraccion no puede
anularse.

3—x

—X

>0 — Raizdel numerador x=3 ; Raiz del denominador x=5

(9]
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Evaluamos la inecuacion en los siguientes intervalos.

(—oo,3) - x=0 - §>O — Intervalo perteneciente al dominio
3—4
5—-4

3—-10
5—-10

(3,5) - x=4 - <0 — Intervalo no perteneciente al dominio

(5,0) — x=10 — >0 — Intervalo perteneciente al dominio

La solucién sera la union de los intervalos permitidos, ademas de las raices del numerador. Es decir:

Dom(f) =(- © ,3]U(B, o )

_ |
°) f(x)_\/(x—l)(2x+3)

Nuevamente imponemos la condicién de que el argumento de la raiz no pueda anularse. Y tampoco puede
ser cero, ya que la raiz esta dividiendo en la fraccion.

(x+1)(2x+3)>0 — Raices x=—1 , x=—
Evaluamos el argumento en los siguientes intervalos.

(—oo,—';) — x=—10 - (—10+1)(2(—10)+3)>0 — intervalo perteneciente al dominio
-3 _-5 -5 =5 . . .
(7,—1) — X_T — (T+1)(2(T)+3)<0 — intervalo no perteneciente al dominio

(—1,0) - x=0 — (0+1)(2(0)+3)>0 — intervalo perteneciente al dominio

Solucién final »  Dom/( f)=(—ow,— ;)U(—l,oo)

si x<0

2x
o) f(x)=| x-1
V2x+1 si x>0

Debemos estudiar el dominio de la funcién en cada tramo, ademas de la continuidad en el punto frontera.

2x 9 ,
Para x<0 — f (x): 1 es una funcion continua salvo en x=1 . Pero ese valor no pertenece al
X —

intervalo x<0 — La funcion es continua para todo valor x<0

Para x>0 — f(x)Z\/2x+1 es una funcién con discriminante positivo, ya que para x>0 el
argumento 2x+1 siempre es positivo — La funcién es continua para todo valor x>0
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Debemos estudiar la continuidad en el punto frontera x=0 , aplicando las tres condiciones de continuidad

de una funcién en un punto.

0

d£(0)=———=0

rl0)=5%
lim x2x =0 , lim+v2x+1=1 — Los limites laterales no coinciden
x=>0" - x=0"

La funcién no continuaen x=0 — Dom( f)=R—{0|

4. Realiza la composicién (fog)(x) y (gof)(x) de la siguiente pareja de
funciones.
1

a) flx)=1 , glx)=—5

b) f(x)=x"-x-2, g(x)=V2x—4

o) [(x)=3 | g2

a) f(x)=1 . glx)=—

(fog)(x)=f(L5)=——=x-2 <gof><x)=g<§>:f2=l_’;x
x—=2 x

b) f(x)zxz—x—2 , g(x)=v2x—4

(fog)(x)=f(V2x—4)=(V2x—4)—V2x—4-2=2x—4—/2x—4-2=2x—2x—4—6
(gof)(x)=g(x’=x=2)=v2(x’—x—2)—4=y2x*—2x—8
c) f(x)_;cig g(x)_x x—l

(fo )( )_f(xz—l) xzx_1+3 +3x—1

ENAY= X _x—l ¥=3x—1

—-3
(x+3 )2 (x'l-?z) _();_3)2
o x+3,_x-3 B x—3) 12 x 12 x

(gof)(x)= (x_3) 3 - 3 TR
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Rompe a trozos la funcién f (x)=|x*+1|+/x—1|
Obtenemos las raices de los polinomios de cada argumento de los valores absolutos.
X’+1=0 — AsoluciocneR — x*+1>0V x€R
Por lo tanto, podemos quitar las barras de valor absoluto de |x2+ 1| para cualquier valor real.

x—1=0 — x=1 — Estudiamos el signode x—1 en los siguientes intervalos:

(—o0,1) > x—1<0 - |x—1|=—(x—1)

(1,0) > x—1>0 - |x—1|=x—1
fa) = Si(e Y22 Por lo que la funcién a trozos queda:

38

2 0
_|xt+1—(x—1) si x<1
x =
) [ Hl+x—1 si x>1 }

25

2 9
X" +x si x>1

f(x>:[x2—x+2 si xﬁl]

0s

Calcula los siguientes limites en el infinito.

3
. X —x+3
a) lim —
X+ 2—x —2)6

Vx=2

b) lim
) X+ x+6
X —x+3
a) lim — :% — Indeterminacion — Cociente de polinomios de igual grado

x40 2 —x =2 X
P L . - ~ Lo . 3
El limite coincide con el cociente de los coeficientes que acompafian a la maxima potencia (x )

1 X —x+3 1
m ————5=
xX=>+o0 2—x —2x _2

=% — Indeterminacion
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El numerador lo podemos ver, en el infinito, como un polinomio de grado 2. Y el denominador como un
polinimio de grado 1. Como el grado del denominador es mayor que el del numerador, el cociente tiende a 0
cuando la variable tiende a infinito.

i Vvx—2
im

=0
X+ x+6

1. Calcula las asintotas de las siguientes funciones.

_2x—1
a) (="
_3x3+2x2+3
) f(x)— X +3x+2
o) flx)="7"

a) Las asintotas verticales aprecen en los valores que anulan al denominador.

. 2x—1_5 . 2x—1_5

lim =) "="=—0 , lim™ ~="° =+0 — x=3
»3x—9 0 »3rx =9 0

. 2x—1_5 . 2x—1_5

lim 5 =", =+wo , lim 5 = =—o0 —» x=-3
x»-3 X _9 0 x>-3" X _9 0

La asintota horizontal se obtiene estudiando el comportamiento de la funcion en el infinito.

lim 2)26_1 =2 — Indeterminacién
3w x°—9
. . 2x—1_ _
Grado numerador < Grado denominador —  lim ™) 9 =0 - y=0
x>0 X —

Al existir asintota horizontal, no tendremos oblicua.

b) Las asintotas verticales aprecen en los valores que anulan al denominador.

. 3xX°#2X+3 2 . 3xX+2x°43 2 _
hm —_——————— =—=—0 hm —— - T ="=40 — x=—1

2 — 2
x-1" X +3x+2 0 -1t X +3x+2 0*

3x°42x°+3 _—13

. 3xX+2x7 43 —13 .
lim = =—w , lim

2 m 3 =40 — x=—2
-2 X +3x+2 0 -2t X +3x+2 0

La asintota horizontal se obtiene estudiando el comportamiento de la funcién en el infinito.

I 3x°+2x°+3 _
im-=——=———=

- 2 — Indeterminacion
0 X +3x+2
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. . 3xX°+2x7+3
Grado numerador > Grado denominador — lim 5 =0
x»0 X + 3 x+ 2

Al no existir asintota horizontal, estudiamos la oblicua y=mx+n

3 2
. f(x) . 3x42x%43 o o
m=lim =lim ~; ) =% — Indeterminacion
x>0 X x—)oox+3x +2x

3 2
Grado numerador = Grado denominador - m=Ilim 3x7+2x°+3 3 =3

o X +3x+2x |

. . 3xX°+2x743 . —TIxX—6x+3_—7
=lim x)—mx)=lim —3x)=lim =—=-7
" x—)oo<f( ) ) x—)oo< x2+3x+2 ) x>0 x2+3x+2 1

Asintota oblicua - y=3x—7

c) Las asintotas verticales aprecen en los valores que anulan al denominador.

Em 22X o5 o im0 i L x=0

x3" X2_9 _OT_ x=0" 3x 0+

La asintota horizontal se obtiene estudiando el comportamiento de la funcion en el infinito.

. 2x+5 o
lim =& — Indeterminacion

x> 3x

. 2x+5 2 2
Grado numerador = Grado denominador — lim =— y==
X0 3 X 3 3
Al existir asintota horizontal, no tendremos oblicua. 5
x—1

si x#lyx#2

5. Calcula el valor de & para que la funcion f(x)={,2_3 42 sea

—V2k+1 si x=1

continuaen x=1

Aplicamos las tres condiciones de continuidad de una funcién en un punto.

A7(1)=—v2k+1

2 —
x| 0", Indeterminacion —  lim (x+1){x—1) 1
e (x=1)(x=2) 5 (x=2

=
+
—_
|
[\

lim —————=—
x>1 x2—3x+2 0
lim (=2 k+1)=—V2k+1

x>1°

Igualamos los limites laterales - L=—2=—+v2k+1 — 4=2k+1 — kZ%

Y con este valor también se cumple —  f (1)=L=-2
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Calcula el dominio de las siguientes funciones.
a) f(x)=¢x2+2x—3

b) f(x)="""]

c) f(x)=x"—4x+3
a) f(x)=¢x2+2x—3

Necesitamos un argumento de la raiz mayor o igual a cero. Por lo tanto.
4+2x—320

Resolvemos la inecuacion obteniendo la soluciones del polinomio de grado dos
P(x)=x’+2x-3 — x=-3 , x=1

Evaluamos el signo del polinomio en los siguientes intervalos.
(—o0,-3) — P(-10)>0
(=3,1) — P(0)<0
(1,0) — P(20)>0

Nos quedamos con los intervalos donde el polinomio es positivo. EI dominio de la funcién
resulta:

Dom(f)=(- « ,3JU[1, o )

3x—7
x—6

En un cociente de polinomios, el dominio son todos los reales menos los valores que
anulan al denominador —» Dom/( f)=RR—{6]

b) flx)=

c) flx)=x’—4x+3

El dominio son todos los reales, por ser una funcion polinémica.

bx*c  sabiendo que lim f(x)=3 , la grafica corta al

Calcula a,b,c en f(x)=a+
X +1 x>+

eje de ordenadas en y=2 y la funcién pasa por el punto (1,%) .

Aplicamos tres condiciones para obtener los tres parametros.
Primera condicion: limite en el infinito (condicion de asintota horizontal)

lim f(x)=3 — lim (a+22*)=3 5 440=3 = =3

X>+00 xX>+00 X +1
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Segunda condicién: para x=0 la ordenada vale y=2

. 3
Tercera condicion: para x=1 l|a ordenada vale =3

3 —1_3
2 1+1 2 2

2. Por el alquiler de un coche cobran 100 € diarios mas 0.30 € por kilémetro. Encuentra la ecuacion
de la recta que relaciona el coste diario con el nimero de kilometros y represéntala. Si en un dia se
ha hecho un total de 300 km, ;qué importe debemos abonar?

En la recta a representar tenemos:

Variable independiente — numero de kildmetros — X
Variable dependiente — coste — C(x)

Valor minimo de un dia — 100€

Ecuacion de larecta » C(x)=0,3-x+100

Si recorremos en un dia un total de 300 kilémetros — C(300)=0,3-300+100=190€

150 q

C=03x+100

-50 4

3. Se sabe que la funcién cuadratica de ecuacion y=a X +bx+c pasa por los puntos (1,1), (0, 0) y
(-1,1). Calculaa, b yc.

Imponemos las condiciones de los tres punts, y tendremos un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas.

(1,1) - 1=a+b+c — l=a+b
(0,0) - 0=c¢
(-1,1) > l1=a—b+c - 1=a-b

Sumamos las dos ecuaciones finales > 2=2a — a=1 — b=0
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2

10. Representa graficamente [ (x)z - Z tomando como referencia la grafica de g(x)=x2

Mostramos en un mismo sistema de coordenadas las funciones:

g(x):xz — parabola concava hacia arriba, con vértice en (0,0)

h(x) =x' - reflejamos la parabola g(x) respecto al eje horizontal

2
. —X . . - . P
l(x)zT — abrimos las ramas de las parabolas h(x) al multiplicar por un nimero inferior a 1

2
f (x)z 1- Z — subimos verticalmente una unidad la grafica de i(x)

3. Una barra de hierro dulce de 30 cm de larga a 0°C se calienta, y su dilatacion viene dada por una
funcion lineal L=a+bt ,donde L eslalongitudencmy ¢ eslatemperatura°C.

a) Halla la expresion analitica de L , sabiendo que L(1)=30,00050m y que
L(3)=30,0015cm

b) Representa graficamente la funcién obtenida.

a) El crecimiento de la barra depende linealmente de la temperatura — L=a+bt — Si representamos
en el eje horizontal la variable tiempo y en el eje vertical la variable longitud, tendremos una recta. Y una
recta queda definida si conocemos dos puntos.

L(1)=30,0005cm — 30,0005=a+b-1
L(3)=30,0015cm — 30,0015=a+b-3
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Si restamos ambas ecuaciones - —0,001=—2b — b=0,0005 — a=30

La expresion analitica queda — L =304+0,0005 -¢

b) Pintamos la grafica con Geogebra, ajustando adecuadamente la divisién de los ejes para apreciar el
crecimiento de la longitud en funcion de la temperatura.

-—____—____________—ae—

L=30+0.00051

20

-6000 -5000 -4000 -3000 -2000 -1000 o 1000 2000 3000 4000 5000 &000

Dada la graficade f (x) obtenerlosvaloresde f~'(0) y f7'(2) .

I\I.}

T
\,.,
- .

S
|
3
o
st
==

Dos funciones inversas f(x) y fﬁl(x) cumplen que la imagen de f(x) es el dominio de
fY(x) .Porlotanto,si f(x,)=y, — f'(yo)=x,

77(0) - ¢Quévalor x, cumple f(x,)=0 ?2— f(1)=0 — x,=1 — f7'(0)=1
7Y(2) - iQuévalor x, cumple f(x,)=2 ?2— f(4)=2 - x,=4 — ['(2)=4

Halla la inversa de:

2x—1
a) [(x)==3

—x+3
b) f(x)=—

+
a) Despejamos la variable x — 3y=2x—-1 — 3y2 ! =X
. . 3x+1
Intercambiamos el nombre de las variables — =
- +

La funcion inversa resulta — 1(x): 3 x2 !

b) Despejamos la variable x — 2y=—x+3 — 3-2y=x
Intercambiamos el nombre de las variables —» 3—2x=y

La funcion inversa resulta —  f~'(x)=3—2x
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