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CAPITULO 1: MATRICES
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. CONCEPTO DE MATRIZ

1. Utiliza matrices para representar la informacién siguiente: Un agricultor cultiva lechugas, naranjas y melones. Durante el
afio 2014 ha recogido mil lechugas, 2000 kilos de naranjas y 500 melones. En los afios anteriores su produccion ha sido
de 500, 1000 y 400 respectivamente. Por cada lechuga recibe un céntimo, por cada kilo de naranjas 3 céntimos y por
cada meldn 5 céntimos. Escribe la matriz de sus ganancias del afio 2014.

2. Analiza los siguientes elementos de tu entorno y determina si son matrices o no:

a. Un calendario.

La clasificacién de la Liga de futbol (o cualquier otro deporte).
El disco duro de un ordenador.

Un armario donde se guarda una coleccién de copas.

Los lineales de un supermercado.

Una pantalla de television.

El boleto de la Loteria Primitiva, de la Quiniela y del Euromillén.
Los buzones de una vivienda.

Sae mo oo T

i.  Los pupitres de una clase.
Prop6n otros elementos de tu entorno que sea matrices o puedan representarse mediante matrices.

l. OPERACIONES CON MATRICES

3
3
4. Escribe tres matrices fila.

5. Escribe tres matrices columna.
6

7

8

Escribe tres matrices cuadradas de dimension 2, 3 y 4 respectivamente.
Escribe la matriz unidad de dimension 2, 3y 4.
Escribe la matriz nula de dimensién 2, 3 y 4.

2 1 0 1 1 1 1 0 0
9. Dadaslas matrices 4=| 9 0 -3|,B=|2 2 -2|yC=|2 4 -5]|calcula: a)A+3B b)24+B-5C
-2 0 7 -3 3 3 7 3 -3
2 1 0 1 1 1
10. Paralas matrices 4=| 9 0 -3|yB=|2 2 -2|calculad-ByB-A.Eselproducto conmutativo?
-2 0 7 -3 3 3
2 1 0 1 1 1
11. Dadas las matrices 4=| 9 0 -3|y B=| 2 2 -2| calcula34'—B".
-2 0 7 -3 3 3
12. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:
2 1 0 1 1 1 1 1
A=|9 0 -3|,B=|2 2—2,C=(2 3],D=22
-2 0 7 -3 3 3 bo 3
2 1 0 1 1 1 11
13. Resuelve la ecuacion matricial M-X + N = Psiendo: M =| 9 0 -3|,N=| 2 2 -2|,P=(2 2 2
-2 0 7 -3 3 3 33
2 1 0 1 1 1 ) 3 1 1 1
14. Calcula el rango de las siguientes matrices: 4=| 9 0 -3|,B=|2 2 -2, C=(4 6}’ D=2 2 2
-2 -1 0 -3 3 3 3 3 3
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. - Dadas las matrices A:(l _1j ,B:(“ OJyC:[—I 2] calcula: a)4 +Bb)A—B—-Cc)3:4+5B-6C
0 3 -1 -2 -2 3

2 3 0

1 -1 4 -1 2
2. - Para las matrices ( } y B= ( 5 3] calcula 4-B'y B-A. ;Es el producto conmutativo?
0 4

3. - Calcula los productos posibles entre las matrices b2 , ! Y= 2 10y
A=|1 1 1 B=|2 3 4 5
01 -1 1
1 3 3 1 1 2
4.- Dadaslasmatrices 4—|1 4 3|V B=| 2 0o —1| calcula3-4'—B.
1 3 4 -6 -1 0

5.- Para las matrices 4 = b-12 B= 0 3 4 o] y 2 realiza las siguientes
| a0 -3) 7T 1 2 3) O L e 22 D=l
1 0 0 -3 3
operaciones si es posible: a) A + B b)3:4-4B ¢)A-B d)AD e)B-C fyC:D g)4'C
6. - ¢ Es posible que para dos matrices A y B no cuadradas puedan existir 4-By B-A?

7.-a) Calcula 4™y 4”" para la matriz 4 — (O B IJ
1 0

b) Encuentra los valores de a y b para que la matriz A conmute con la matriz [‘1 OJ.
b1

1 1 1 0 1

b c
)(OJ Jlo 1 0
1

9. — Se dice que dos matrices A y B conmutan si 4'B = B-A. Dada la matriz , _ [1 ZJ halla las matrices B que conmuten
0 1

11
8. - Calcula 4", para n € N, siendo A las siguientes matrices: a) (l J

con A4.

- o O
oS o O

0

1 1
10. - Encuentra todas las matrices, del orden correspondiente, que conmuten con las matrices: (0 J y |1
1

11. - Sean las matrices A:Z-(; ZJ , B:(Sj , C:(Oj , Dzlo(lj , E=(3 m). Calcula cada uno de
m y

los productos 4-B, D-E, E'B, C‘E.

-1 2 1 -1 x 1
12.-Sean A4 = y B= dos matrices de orden 2 x 3, en las que x, y, z denotan valores
y 35 3 z x4z

numéricos desconocidos.
a) Determina, razonadamente, los valores de x, y, z € R de manera que 4 = B.
b) ¢ Es posible el calculo de 4-B? Razona la respuesta.

2 1 2
13- Sea la matriz A=| 2 0 —1| calcula, si existen, las siguientes matrices: a) Una matriz X, tal que
-5 -1 0

I 0 1
X-A4=(1 0 1) b)Unamatriz Y tal que A-Y:(O | Oj
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14. - Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

-1 1
a)(o lj b)(1 2) ool 1 0
2 0 4 8
4 1

1 2 31
15.- Dadas las matrices 4 = (1 Oj y B= (2 3] calcula (4B’ y (4AB)™.

—_— W N
=
AWM

2 -1
16.- Dada la matriz 4 = (1 ) ] a) Halla la matriz inversa de 4. b) Comprueba que A4-4™" = 4™"-4 = I . c) Halla una

, . 4 2
matriz X tal que 4-X' = B, siendo B = (0 2]

1 1

17 - Calcula la matrizinversade 4 =0 1

1 0

1
. -0 -2 1
18. - Dadas las matrlcesA: 1 -2 yB:(

gj obtén, si procede, (B-4)™.
2 3

1 2 1 -1
19.- Sean las matrices 4 :( j y B :( J
2 3 0 1

a) Calcula la matriz inversa de 4B
b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. ;Qué relacion existe entre la matriz del apartado anterior y
esta matriz? Justifica la respuesta.

010
20.-Sea ,_|o o 1 |compruebaqued'=4"y calcula (4-A"y"".
1 00
-3 2 2 21 0
21.-Seanlasmatrices: «—| 1 _1 o| . p=|-1 1 —1| @ HallaC"yD"b)Calculala matriz inversa de C-D.
0 1 0 2 0 1

c) Comprueba si (C-D) ' esiguala C D' oesigualaD'-C".

-1 0 1 2 4 3
22.- Resuelve la ecuacion matricial M-X + N = P siendo M :( 0 J , N = [3 4) y P= [2 J

2 -1 1 0
23. - Sean las matrices 4 = ( j , B= ( 2j .a) Calcula A" - (2:B + 3-1). b) Determina la matriz X para que X -

-1 0 1
A=4+1
. 1 2 2 -1 0 1 y
24. - Sean las matrices 4 = , B= y C= . Resuelve la ecuacion X'4-B - X-C=2-C
0 3 1 2 -1 2
0 2 1 2 -1 1 1
1 01
25. - Calcula el rango de las siguientes matrices: a) [2 | Oj |, o -4 ©|°0 0 10O
0 4 2 2 1 1 1
0 0 0 1
2001 2a 1 1
26. - Calcula el rango de las siguientes matrices segun los valores del pardmetroa:a) [ 2 1 3 1 b2 4 1
al 3 2 2 1 a
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27 .- Determina las matrices 4 y B que son soluciones del siguiente sistema:

8 7 -1 17 4
34-2B=9 -18 1 24+B=|-8 2 17
4 9 14 14 -1 -14

28. - Obtener las matrices X e Y que verifiquen los siguientes sistemas matriciales.

2)(—3Y:(1 SJ X+Y:£2 1} 2X+Y=[(3) lzj
a) 4 2 b) 30 o) -

— 1 0
X-Y= bo X—Y=62 X+2Y =
3 6 0 1 -2 4

29. - Utilizando las operaciones elementales por filas, obtén matrices triangulares equivalentes a las siguientes matrices:

1 2 -1.0 1 12 -1 =21
2011 4 0 2 L2l
32 1 2

30. - En una academia de idiomas se imparten inglés y aleméan en cuatro niveles y dos modalidades: grupos reducidos y

130 160

grupos normales. La matriz 120 8o | expresa el numero de personas, segun el tipo de grupo, donde la primera

210 130
100 60

columna corresponde a los cursos de inglés, la segunda a los de aleman vy las filas, a los niveles primero, segundo,

tercero y cuarto respectivamente. Las columnas de la matriz B:(o,z 025 04 0’75j reflejan el tanto por uno de
08 0,75 0,6 0,25

estudiantes (comun para ambos idiomas) que siguen curso reducido (primera fila) y curso normal (segunda fila) para cada

uno de los niveles.
a) Obtener la matriz que proporciona el nimero de estudiantes por modalidad e idioma.

b) Sabiendo que la academia cobra 30 euros por persona en grupos reducidos y 20 euros por persona en grupo

normal, hallar la cantidad que obtiene la academia en cada uno de los idiomas.
31. - Tres escritores presentan a un editor, al acabar la enciclopedia, la minuta que se recoge en la tabla adjunta:

Horas de trabajo Conferencias dadas Viajes
Escritor A 40 10 5
Escritor B 80 15 8
Escritor C 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 75 euros, la conferencia a 300 euros y el viaje a 250 euros. Si so6lo piensa pagar,

respectivamente, el 30 %, el 20 % y el 10 % de lo que corresponderia a cada escritor, ;qué gasto tendria el editor?

32. - Una fabrica produce dos modelos de lavadoras, A y B, en tres terminaciones: N, Ly S. Produce del modelo A: 400
unidades en la terminacion N, 200 unidades en la terminacién L y 50 unidades en la terminacién S. Produce del modelo
B: 300 unidades en la terminacion N, 100 en la L'y 30 en la S. La terminacion N lleva 25 horas de taller y 1 hora de
administracion. La terminacion L lleva 30 horas de taller y 1,2 horas de administracion. La terminacion S lleva 33 horas de

taller y 1,3 horas de administracion.
a) Representa la informacién en dos matrices.
b) Halla una matriz que exprese las horas de taller y de administracion empleadas para cada uno de los modelos.
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33. - Sean 4 y B dos matrices de igual orden, y A un nimero. Se sabe que (4 + B) = A4 + A-B. Justifica el resultado.

34. - Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamafio. Si 4 y B son simétricas, analiza si, entonces, también lo es su
producto 4-B.
Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario, dese un contraejemplo que lo confirme.

. 0 . .
35. - Sea la matriz M =( SJ siendo 7y s dos nimeros reales tales que s = 1. Calcula M2, M>, M*y M* para k e N.
N

36. - Sea el conjunto de matrices definido por: A = {Z bj ;abe R}
a

a) Comprueba que 4, B € M, también 4+ BeMyA-BeM
b) Encuentra todas las matrices C € M, tales que C2= C.

37. - Se dice que una matriz cuadrada 4 es ortogonal si se verifica que A4-4’ = I donde 4’ es la matriz traspuesta de 4 e I es
la matriz identidad. Si 4 y B son dos matrices ortogonales de igual tamafio, analiza si A-B es una matriz ortogonal.

38. — Considera las matrices 4, B y C definidas como:

Ay =(ay =i+ ). Vi, j=123
By =ty =i-j).vi=12j=123
Cyap =l =2+ j) Vi=123,7=12

a) Construye las tres matrices.
b) Halla las traspuestas 4', B'y C'y determina cual (o cuales) de las matrices es simétrica.
c) Analiza cuales de los productos A4, A'B, A-C, B-A, B-B, B-C, C-A, C-B 0 C-C pueden realizarse.
d) Determina el rango de las tres matrices 4, By C.
0 z -y
39.-Dadalamatrizz M=|-z 0 x | enlaque se verificax”+y* +2z"=1.
y —-x 0
a) Calcula M2, b)CalculaP=M?*+1. c)Comprueba que P = P. d) Comprueba que PxM = MxP = O.
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AUTOEVALUACION
. 5 =2 0 1 3 5
Dadas las matrices 4 = ( J ; B :[ J
3 4 -7 01 -2
1.- La dimensidén de la matriz 4 es:
a)3 b) 2 c)2x3 d)3x2

2.-La matriz 4 es:
a) una matriz fila b) cuadrada c) traspuesta d) rectangular
3.- La suma de las matrices 4 y B es:

5 =2 0 6 1 5 6 -1 5 6 1 0
a)A+B= byA+B = c)A+B= d)A+B =
3 4 -7 3 5 -9 3 4 -5 3 4 -9

4.- El producto 34 es:
15 -6 0 15 -6 0 I5 -6 0 03 O
a) 3A:( J b)3A:( J 1) 3A:[ jd)3A+B=( ]
3 4 -7 9 12 -9 9 12 -21 0 0 -21

5.- Indica qué afirmacién es cierta

a) Las matrices 4 y B se pueden multiplicar b) Las matrices A y B no se pueden multiplicar
¢) Ambas tienen matriz inversa d) Sus matrices traspuestas son iguales
3 33 1 00 1 23 1 3 1
Dadas las matrices =3 3 3|;:D=|0 1 O|;E=|4 0 1|;F=|0 0 1
333 0 0 1 2 3 4 01 4
6.- La matriz identidad es la matriz: a) G b) D; C) E; d) F.
7.- El producto de las matrices E'y F es:
1 6 15 1 5 13 1 6 15 1 6 15
a)EF =0 13 8 DEF=/0 12 8 ¢)EF =0 13 8 d)EF =4 10 16
2 10 21 2 10 21 2 13 9 2 10 21
8.- La matriz inversa de la matriz F es:
-1 11 -3 -1 0 0 -1 0 O 1 00
OF =0 -4 1 HF =11 4 1| oF'=l0 4 -1| &@F'={12 4 1
0 1 0 3 00 0 -1 0 300
9.- La matriz traspuesta de la matriz F'es:
1 11 -3 1 0 -3 1 00 1 00
aAF' =0 -4 1 P)YF'=[3 1 0 OF'=l0 1 1| d)F'=|3 0
o 1 0 1 1 0 01 0 1 1 4
10.- El rango de la matriz C es: a)3 b) 2 c) 1 d) no tiene
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Apéndice: Problemas de matrices en las P.A.A.U.
-1 -2 -2
(1) Sealamatiz 4=| 1 2 1 | a) Comprueba que verifica 4> — I = O, con I la matriz identidad y O la nula. b)

Calcula 4. ¢) Basandote en los apartados anteriores y sin recurrir al calculo de inversas, halla la matriz X que verifica la
igualdad A>X + 1 =4
(2) a) Define rango de una matriz.
b) Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3. ;Cémo varia el rango si quitamos una columna? Si suprimimos
una fila y una columna, ;podemos asegurar que el rango de la matriz resultante valdré dos?
(3) Sea A4 una matriz (m x n)
a) ¢ Existe una matriz B tal que B-A4 sea una matriz fila? Si existe, ;qué orden tiene?
b) ¢ Se puede encontrar una matriz B tal que 4-B sea una matriz fila? Si existe, ;qué orden tiene?
1 2
c) Busca una matriz B tal que B-4 =(0 0)siendo 4=|0 1

00
. 1 -1 .
(4) Dada la matriz 4 = (2 A j y el vector X = [x] , Se pide obtener razonadamente:
y

a) El vector X'tal que 4-X = 0-X.
b) Todos los vectores X tales que A-X = 3-X.
c) Todos los vectores X tales que A-X = 2-X.

. - 10 17 29
(5) Sean 'y A4 las matrices cuadradas siguientes: 7 =( ] y 4 :( J
01 -10 -17
Se pide calcular, explicando todos los pasos necesarios:
a) Las matrices 4%y 4°.
b) Los nimeros reales a y b para los cuales se verifica (I + A)* = a-I + b-A.
ol - 2 1
(6) Dada la ecuacion matricial: (z 7} ‘B = (1
a) Calcula el valor o valores de « para los que esta ecuacién tiene solucion.
b) Calcula Benelcasoa = 1.
(7) Una matriz 2 x 2 se dice que es triangular si el primer elemento de su segunda fila es 0. Encuentra todas las matrices

1
J donde B es una matriz cuadrada de tamafio 2 x 2, se pide:

. 27 4
triangulares B tales que B- B’ = [ 4 8} .

(8) Comprueba razonadamente que:
a) Si el producto de dos matrices cuadradas A y B es conmutativo, entonces se deduce que el producto de los
cuadrados de dichas matrices es igual al cuadrado del producto de dichas matrices.

1 0 O
b) Lamatriz 4=|0 -4 10| satisface la relacion 4> — 3-4 + 2-1 = O, siendo I y O, respectivamente, las
0o -3 7

matrices de orden 3 x 3 unidad y nula.
c) Calcula razonadamente escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado, los valores a y b que hacen que
A*=a-A + b1, sabiendo que la matriz 4 verifica la igualdad 4% = 3-4 + 2-1.

. . . 2-X+Y =B
(9) a) Calcula las matrices reales cuadradas de orden 3, X e Y, que satisfacen las ecuaciones: { Yooy —c donde:
1 01 1 -1 0
B=|0 11| y C=[-1 1 1
0 0 1 11 1

b) Si X'e Y son las matrices anteriores, calcula (2-X + Y)- X — (2-X + Y)-(2Y).
(10) Calcula todos los valores reales x, y, z, ¢ para los cuales se verifica A-X = X"4, donde

R RS O
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-1 -1 2 1 00
(11) Tenemos las matrices A=| 3 -5 6| ¢ I=(0 1 0
1 -1 0 0 0 1

a) Calcula la matriz inversa de 4.
b) Calcula la matriz B = 4+(A4 + 4-I).
c) Determina los nimeros reales que cumplen: A = x4 + y-I, A =z-A + ¢,

-1 2 1
(12) Sean las matrices: 4 =[ ]
y 35

denotan valores numéricos desconocidos. a) Determina, razonadamente, los valores de x, yy z € R de manera que B = A.
b) ¢ Es posible el calculo de 4 x B? Razona la respuesta

-1 1 .
B =[ * J dos matrices de orden (2 x 3)enlasquex,yyz e R
3 z x+z

6 1
(13) Sea 6:4 + 2-1 = B una expresion matricial, donde B denota la matriz cuadrada de orden (2 x 2): B = (3 J elesla

matriz identidad de orden correspondiente: a) ¢ Qué dimension tiene la matriz 4?7 b) Determina los elementos
que integran la matriz 4, esto es, a; € A,. c) Calcula 4 +2-1.
(14) Sean 4 y B dos matrices desconocidas. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

5 12 7 11 25 0
24+ B = 34+2B =
4 2 7 20 10 35

(15) Sean X e Y dos matrices desconocidas. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

2 0 1 -1
5X+3Y = 3X+2Y =
(—4 15J (—2 9 )
(16) Se llama “traza” de una matriz a la suma de los elementos de su diagonal principal. Halla 4, matriz de tamafio (2 x 2),
sabiendo que la traza de A4-4" es cero.

(17) Sea A una matriz que tiene tres filas; sea B la matriz que resulta de sustituir en 4 la 12 fila por la suma de las otras dos.
¢ Qué debe ocurrir entre las filas de A para que A y B tengan el mismo rango?

520 a b 0
(18) Dadas las matrices 4=|2 5 0 B=|c ¢ 0| sepide: a) Encontrar las condiciones que deben cumplira, by ¢
0 0 1 0 0 1
para que se verifique A-B = B-A.b) Paraa = b = ¢ = 1, calcular B'.
1 0 4 -3
(19) Denotamos por M a la matriz traspuesta de una matriz M. Considera: 4_| , | . 3 (1 43), c=|-2 9 -6
-1 1 -4 4

a) Calcula (4-B)"y (B-A)". b) Determina una matriz X que verifique la relacion %X +(4-B)f =C.
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RESUMEN
Definicion de . 5 -2 0
el Tabla de niumeros ordenados (3 4 _7
Dimension de El nc de fil I n de col La dimensidn de la matriz anterior es 2 x 3
Una matriz numero de filas (m) y el niamero de columnas (n) :
Igualdad de | Dos matrices son iguales si tienen la misma dimensién y si los _ R
. P . . A=B=aj=bj Vij
matrices términos que ocupan la misma posicion son iguales
e . =5 _ . . 1 -1
Matriz fila: (31 4 —5)  Matriz columna: ( ; J Matriz triangular de dimension 2 x 2 4 :[ J
. : 0 3
Tipos de matrices
o 20 ) 50 L 10
Matriz diagonal: Matriz escalar: Matriz unidad:
0 5 05 01
Suma de Se suman los elementos que ocupan la misma posicion: 20 N 4 8 _ 6 8
matrices C=A+B=c;=a;+b; 05) 1217
PI'Od:JCtO deun | s otra matriz de elementos los de la matriz multiplicados por el (2 N6 3
real por una merg: fed=kla)=ka. ' B
matriz nimero: /((ay) ( q]) 4 5 12 15
Producto de A=ay) n 0)(2 1) (1:240-4 1.1+0-5) (2 1
. C:A'B: .. b = Iy .. = . 'b . . = =
matrices B=(bi) s es)=tes) | & 3/ 4 5) 7 (2:243:4 2:143:5) |16 17

Matriz inversa

A-A =4 a=1

2 3 4 (-1/13 3/13
A= > A =
51 5/13  =2/13

Matriz traspuesta

Se obtiene cambiando filas por columnas.

23 ; (25
A= -4 =
51 31

Rango de una
matriz

NUmero de filas 0 columnas de la matriz que son linealmente
independientes, es decir, que no pueden obtenerse a partir de
las demas filas o columnas de la misma matriz.

6 3
El rango de la matriz es 1.
12 6
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CAPITULO 2: DETERMINANTES.
ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. CONCEPTO DE DETERMINANTE
1. Calcula los siguientes determinantes: 3 01 2!
. Calcula los siguientes determinantes: a) R ) 3 5 C) 10
3 1 0 -1 0 2 4 1 0
2. Calcula los siguientes determinantes: a) -2 1 2 by|-2 0 5 c)|-2 3 2
3 -2 -2 4 -2 =2 0o -1 -2
2. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES
3. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.
4. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden dos cuando haces una permutacion de filas seguida de una
permutacion de columnas.
5. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.
6. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces una permutacion de filas seguida de una
permutacion de columnas.
7. Razona por qué esta propiedad puede deducirse de la propiedad nimero 5.
8. Comprueba en un determinante de orden 3 que la propiedad se verifica también cuando hay dos columnas iguales. Hazlo

de dos formas diferentes: desarrollando el determinante y utilizando la propiedad del determinante de la matriz traspuesta.
9. Demuestra esta propiedad para determinantes de orden tres.
10. Comprueba que el valor del segundo determinante, obtenido del primero con la transformacion indicada, es el mismo que
el del determinante de partida.

6 1 5 6 1 13
[ R aroerovorsyound RN I
—4 -3 o TV ol_4 -3 -0
6 1 5
A= 7 -2 1
11.Comprueba esta propiedad para las siguientes matrices cuadradas de orden ftres: a) -4 =30 y
s 0 2 1 00 -1 10 2 1 2 2 0 2
B=l1 o -1 A4=|0 1 0| B=|1 11 A4=|0 0 -2| B=[1 0 -1
2 -2 0 0 0 1 -1 2 3/, 2 -1 0 2 -2 0
b) y ) y
12.Razona si es posible que para dos matrices A y B existan los productos 4-B y B-4 pero no se verifique que

|A~B|=|B-A|

13. Dadas dos matrices Ay B, cuadradas y de igual dimensién, razona si las siguientes expresiones son ciertas o no:
a) (4+BY =(4+B)(4+B)= 4>+ B? f) ‘(A+B)2‘:|A|2+|B|2

b) (u+BP =4?+B*+2.4-B CBR AP a1 el Al
¢) (4-BY=(4-B)(4-B)=4*- B> 9 ‘(A B)‘—|A|2 |B|2 24l 8]
d (U-BY=4>+B>-2.4-B h) ‘(A‘B)Z‘:|A| -| B

e) (4+B)-(41-B)=A*-B ) |Ca-BY|=[af+| B -2-|4] | 5|

) |(4+B)-(4-B)|=| 4]~ | B}
3. CALCULO DE DETERMINANTES POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

1 2 3 4
0 -1 -2 -3
0 O 2 3
. , ) 0o 0 o0 -2
14. Calcula por adjuntos el valor de este determinante:
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1 -38 53 -78
0 -4 87 -39

15. Halla el valor de a que verifica: =24
0 0 a 93

0o 0 0 =2
16. Para las matrices A y B del ejemplo, determina:
a) [4]y|B]
) [Ad{4)]' y [Ad{B)]
o A-[Adi4)'y B-[Ad(B)]

¢ Qué observas?
17. a) Calcula la matriz adjunta de:

2 -10
C=-1 0 2
I 1 1

b) Halla | C|, [AdJ(C)]" y efectua el producto C-[Adj(C)]".
c) ¢,Qué observas?

4. MATRIZ INVERSA

18. Comprueba para los ejemplos anteriores que 44" =1y B-B ' =1
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

5 1 1T 0
. 1 2j b)(z —3} C)(a —sj d)(a bj e)(m mj o1 0 1
3 4 4 5 5 b b a m 1
01 1
1 01 1 -2 3 a 1 1 m 1 3
9|0 1 0 hhf 0o 3 4| )|l a 1| j)|1 -1 -1
3 45 -4 1 5 1 1 a 5 -3 m
2.- Prueba, sin desarrollarlos, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:
1 a b+c a c+d b
a)|l b c+a b)la b+d ¢
1 ¢ a+b a b+c d
1 52 6 30
3.- Demuestra sin desarrollar que los determinantes |2 2 8|y [9 2 5| son multiplos de 15.
0 55 4 0 5
21 1 913
4.- Prueba sin desarrollar que los determinantes siguientes son multiplos de 11:a) {1 9 8| b) 2 g i 2
506
1 5109
5.- Comprueba, a partir de las propiedades de los determinantes, que A, =0y que 4,= 5 .
-8 25 40 5 21
4=% 3 -2 4, =4 7 6
0 27 0 6 3 9
a b ¢ —i -g —h
6.- Sabiendoque: |d e f|=3 calcula, sin desarrollar, elvalorde | f+c¢ d+a e+b
g h i 3c 3a 3b
a b ¢
7.-Sabiendoque | p ¢ r|=-2 calculasin desarrollar:
X y z
a c b x a-3p -2a x—-2p+3a a -3p
2x 2z 2y |= y b-3q -2b|= z=2r+3c c¢ -3r|=
-3p -3r -3¢ z ¢-3r -2 y—2qg+3b b -3q

8.- ¢ Cual sera el orden de una matriz cuadrada A si sabemos que su determinante vale —5 y que el determinante de la matriz
3-A"vale -1215?

X y z 1 1 1
9.- Justifica, sin realizar calculo alguno, que | x> > z?|=xyz-|x y z
JERE G 2y 22

10.- Dadas las matrices 4 y B de orden 4 x 4 con |A| =3y |B| =2, calcula ‘A_l‘ , ‘BtA‘ y ‘(AB‘1

a a a
11.- Obtén, en funcién de a, b y c el valor del determinante: |a+b  a a
a a+c a
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I+a 1 1 1 a 1 1 1
_ I-a 1 1 2 2 1 a 1 1 3
12.- Demuestra que: | 1 14b 1 =a”-b° vy L1 g =(a-1)"-(a+3)
1 1 1 1-b 1 1 1 a
2 1 -3
13.-Dadalamatriz 4={3 2 0] se pide:
1 -2 4

a) Caleula: [d|; 03y ; O3 5 4, 5 4,

b) Resuelve la siguiente ecuacion: |Al X+ Ay3+304y =—2+45-x

14.- Sea una matriz simétrica 4 € _‘7\/13X3 cuyo determinante es — % . Comprueba si es verdadero o falso

A-A'
|_3A|=9 ‘ 3 =373 4 ¢ Msxa 4|A|_7‘At‘=1 24e mexs
t
44— at| =32 ‘Aﬂ:—ﬁ 3At_A =(-2)7 l‘A‘l‘—6A’ g ‘3_2At :—i7
34"+ A4 9 3

Si son falsas, indica la respuesta correcta.

15.- Sean las matrices Ay B € M 5 tales que |A| =-372 y |B| =3 . Con estos datos calcula de forma razonada: ‘A_l‘ :

87| 1|45 pB A B

o

16. - Sean F,, F,, F,y F, las cuatro filas de una matriz cuadrada A4, cuyo determinante vale —2. Se pide calcular de forma
razonada:

34

a) El determinante de la matriz ——.

b) El determinante de la matriz inversa de A.
2

c) El determinante de la matriz A? .

d) El determinante de una matriz cuyas filas son: 2F, ,—3F, + 4F;,—F,,2F5.

a b ¢ d
abb 12 b d
—a —C
17.- Para los determinantes 4, =|b a b| A4, = Ay =
a b a b 0 1
b b a )
a- b -1 0

a) Halla los menores complementarios de los elementos ou1, ows, a2 Y oLz, cuando existan.
b) Halla los adjuntos de dichos elementos, cuando existan.

18.- ) La matriz 4 verifica 4> = 4. Halla los posibles valores del determinante de A.
b) La matriz 4 verifica que 4- 4" = I . Halla los posibles valores del determinante de A.

-3 2 1
19.-Dadalamatriz A=| 1 2 -3 calcula el determinante de la matriz 4 de las siguientes maneras:
-2 1 1

a) Aplicando la regla de Sarrus.
b) Desarrollando por los elementos de la 32 fila y de la 22 columna.
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31 3 2 3 2 =20
20.- Dadas las matrices A:(l 5 J , B=]0 —-1|y C=[-3 1 2| se pide calcular el valor de los
1 -3 1 -1 3
siguientes determinantes: |A-B|; |C| A -B'|: |C-B-Al; |C|2.
1 2 x 2 -1 2
21. - Resuelve las siguientes ecuaciones:a) (-1 3 2{=2-3x b) |-1 x -3[+5=5x-3
2 0 3 x 1 4
3 x 2 2 -3 x 3
22.- Resuelve las siguientes ecuaciones: a) [x 2 3|=0 by|-1 1 2|+ * 5 =11
2 3 «x “x 2 3 *
-1 0 0
23.- Resuelve la siguiente ecuacion |A—X~[|=0,siendo A=| 3 2 1| el lamatrizunidad.
-2 12
24 .- Halla los determinantes de las siguientes matrices:
| 4 L1 1 1 2 -1 3 =2
A= B = D=|3 0 1 E={0 -1 2
2 3 0 3
210 4 2
1 21 2 -1 0 2
> A =3 300 1 0 -2 3 1
F=[3 -2 -2 G=|0 -1 -5 H = J = -
0 210 2 1 -4 2
- 2 0 0 0 2
-1 2 31 -1 5 -2 3
-2 -3 0 2
. . . -3 1 2 1
25.- Aplicando propiedades, calcular el valor del determinante: |A| = 0 —2 -1 3
-1 4 20
a) Indicando los pasos a realizar, hasta llegar a uno de orden 2.
b) Desarrollando por los elementos de una linea.
3 -2 2 -3 2 1 3
26. - Comprobar el valor de los siguientes determinantes: -2 003 =137 b2 d2 =27
4 1 - 3 -3 2 =2
2 3 0 4 -1 3 0o -3
1 8 0 0 -7
-2 -3 0 4 1
27 .- Calcula el determinante: 0O 5 0 0 -2
3 6 71
0 -3 00
1 3 -2 5 11 ! i i i
. - 5.0 3 1 T
28.- Calcula los determinantes siguientes: a) s 6 3 b) |-1 -1 x 1 1
-1 -1 -1 x 1
-1 2 3 2
-1 -1 -1 -1 «x
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3 -1 «x 0 4
29. - Resuelve las siguientes ecuaciones:a) |5 2x 7|=5x+6 b)lo x 4|=o0
-1 3 x -1 3 x
o . X -1 2x 1 -1 2
30.- Resuelve las siguientes ecuaciones: @) | ¢ | 5 |_ 47 b) [x—=1 0 x+3|l=1-7x
-2 1 0 1 x-2 4
) 4 2 3 1 ¢ b
31.- Halla las matrices inversas de las matrices: a) (1 5) b)|3 -5 1 Oll a ¢
0 4 1 b

32.- Dada la matriz 4 = ﬁ _11j a) Halla la matriz inversa de 4. b) Comprueba que 44! = 4714 =1 ¢) Halla una

4 2
matriz X tal que 4x = B, siendo B = (O J

)
33.- Sean las matrices 4 = b2y g (b 1
.- o€ean [as matrices = 2 3 y = 0 1

a) Calcula la matriz inversa de 4-B.
b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. ;,Qué relacion existe entre la matriz del apartado anterior y
esta matriz? Justifica la respuesta.

1 0
. . 1 30 -2 2 -1
34.- Siendo las matrices 4 = y B=
2 21 -4 0 3
-1
a) ¢Es cierto que det(4-B) = det(B-A4)?
b) Calcula, si es posible, la inversa de A-B.
2 1 t
35.-Dadalamatriz 4=| —¢t 0 —1| hallalos valores de ¢ para los cuales A no tiene inversa.
-2 -1 3
1 -2 1
36.-Dadalamatriz A=| -2 —X 0|, averigua para qué valores de A existe A y calclala para A =-3.
A 1 1

1 1 0

37.- Calcula la matrizinversade A={0 1 2
1 0 1
0

3 2
38.-Dadalamatriz M =|1 -1 3
2 1 -2

a) Comprueba si es una matriz regular o inversible. En caso afirmativo, halla su inversa.

b) Descomp6n la matriz M en suma de dos matrices, una simétrica y otra antisimétrica.

c) Descompon |M]| en suma de dos determinantes |P| y |Q|, tales que sus elementos sean todos no nulos y que el valor
de uno de ellos sea nulo.

d) Comprueba si: |M| =|P| +|Q y |M| :|P| |Q

e) Resuelve la ecuacion: o 3x* —|M|x +44;, =2
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a 1l 0
39.- jPara qué valores de alamatriz | 0 1 1| no tiene inversa? Halla la inversa para a = 2.
1 a O
4 1 7
40.- a) 4 Para qué valores del pardmetro a no es invertible la matriz 4? A=1 3 2
a -2 5
b) Para los valores de a encontrados calcular los determinantesde 4 - A4’ yde 4" - 4.
2 -1 m
41-SeaClamatiz | 1 0 -1
-2 1 1

a) ¢Para qué valores de m no tiene inversa la matriz C?
b) Calcula la inversa de C para m = 2.

1 0 -1
42.-Dadalamatriz A4={0 x 3 | dondex esunnumero real, halla:
4 1 —x

a) Los valores de x para los que la matriz 4 posea inversa.
b) La inversa de 4 para x = 2.
c) Conx =5, el valor b € R para que la matriz 5-4 tenga determinante 1.

43.- Dadas las matrices 4, By C e M, ., plantea la resolucion de las siguientes ecuaciones utilizando la matriz inversa:
a) X-A=B b) B-X-2B=3X C) 4-X-C=2B"+4

44 .- Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa. Si 4 es una de esas matrices, calcula
su cuadrado.

0o 2 1
45.- a) Halla, si existe, la matriz inversa de M. M=|1 1 1
-1 -2 -2
b) Calcula la matriz X que cumple XM + M =2M?
| 10 bl 10 -2
46.- Dadas las matrices: A4 = C=|2 a 1 D=
-2 1 2 -1 -1
2 20
a) ¢, Qué valores de a hacen singular la matriz C?
b) ¢ Qué dimensiones debe tener la matriz B para que la ecuacion 4-B-C = D tenga sentido?
¢) Calcula B para el valor a=1.

5 x =2 x-1 2
47 .- Resuelve las siguientes ecuaciones: a) (4 3 9|=0 b) 2 x-1 2 |=0 C)
1 0 1 x-2
1 1 1 X
2 x 2 2
=0
3 5 x 3
4 4 4 x+3

. , 0 2 1012 2 3440
48.- Halla el rango de las siguientes matrices: a) 5 0 b) 5 _1 3 2 ol 2 1| dj1 3 2 -2
1 1 2
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1 23 4 5
L ; 20300 -1 3 0 -2 4
49. - Halla el rango de las siguientes matrices: L R P R R R
6 2 4 0 2 36 9 12 15
2 2 1
53 2
! 0 4 1 3 0 I a 1
50.- Halla el rango de las matrices en funcién del pardmetro: a) (‘11 J b) (‘31 0 6] )|l a -1|d)[1 | a
0 a a 1 1
51. - Determina el rango de las matrices siguientes en funcidn del parametro correspondiente:
x 3 0 1 1 1 1 01 -1
A=|0 1 -x B={3 0 0 -1 c=|3 3 2
1 1 1 1 x x 1 1 1 a
-x 1
52.-Dadalamatriz 4=| 1 -x 1
1 1 —-x
a) Resuelve la ecuacion det(4)= 0
b) Calcula el rango de la matriz A segun los valores de x.
m 2 6 2 2
53.-Dadas lasmatrices 4={2 m 4| B=|1 0
2 m 6 -1 2
a) Discute el rango de A segun los valores de m.
b) ; Qué dimensiones debe tener la matriz X para que sea posible la ecuacién 4-x =B?
c) Calcula X param = 0.
54.- Resuelve las ecuaciones:
. 1 2 4 -6
a) A- X =B siendo 4 = y B=
25 2 1
1 00 2 01
b) B-X=C,siendo B=|2 1 0|yC=|1 3 0
1 01 0 01
1 00 1 0 -1 111
c) A-X=B+2C siendo 4={0 2 0[,B=|0 0 0 |yC=/2 3 0
1 0 3 9 3 -3 345
. 2 0 310 4 -1 2
d) A- X+ B=2C siendo 4= ,B = yC=
1 -1 -1 2 1 0 01
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AUTOEVALUACION
5 11 0 2 7 4
Dadas las matrices A=|1 2 1 y B= 0 -2 -2 -3
0 0 2 3
1 1 2
0 0 0 -2
1.- El valor del determinante de la matriz A es:
a)4 b) 0 c) -4 d)8
2.- El adjunto B3 del determinante de la matriz B es:
02 4 02 4
a)0 b)|[o 0 -3 c) -4 d-lo 0 -3
00 -2 00 -2
3.- El valor del determinante de la matriz B es:
a)4 b) 0 c)8 d) -8
4.- El rango de B es: a)1 b) 2 c)3 d)4
5.- La matriz inversa de A es:
3 -1 -1 3/4 1/4 -1/4 3 1 -1 3/4 -1/4 -1/4
a)|-1 3 -1 b)| 1/4 3/4 1/4 | ¢ 3 1 |d)]|-1/4 3/4 -1/4
-1 -1 3 -1/4 1/4 3/4 -1 1 3 -1/4 -1/4 3/4
3 3 3 1 00 1 2 3 1 3 1
Dadas las matrices: ¢ —|3 3 3|.p=[0 1 0|:E=|4 0 1]:F=|0 0 1
[3 3 J (0 0 1} [2 3 4} [o 1 4}

6.- La matriz inversa de la matriz F es:

1 11 -3 -1 0 0 -1 0 0 1 00
aA)F'=l0 -4 1 BHYF' =11 4 1| oF'=l0 4 -1| a&F'=]12 4 1
0 1 o0 300 0 -1 0 300
7.- El rango de la matriz C es:
a)3 b) 2 c) 1 d) no tiene
8.- La matriz de determinante nulo es:
a)C b)D c)E dF
9.- El determinante de la matriz 5CD vale:
a)5 b)0 c)15 d)1
10.- El rango de la matriz CF es:
a)3 b) 2 c) 1 d) no tiene
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(1) Considera las matrices A=|x 1 -1] , B:(l _3] , [:(1 0]

Apéndice: Problemas de determinantes en la P.A.U.

a) ¢ Puede existir una matriz C de forma que se puedan realizar los productos A-C'y C- B? Si es posible, proporciona un
ejemplo. Si no es posible, explica por qué.

b) Calcula (B — I).

c) Determina los valores de x que verifican |4| = =7| |

a

(2) Dados los nimeros reales a, b, ¢y d, se considera la matriz 4 =(
C

Z). Prueba que el polinomio p(x) = det(4 — x15)

es p(x) = x° — tr(4)-x+ det(4), donde tr(4) es la traza de la matriz 4, es decir, la suma de los elementos de la diagonal de
A.

11 -1
(3) Consideralamatriz 4=|1 0 2
0 2 -1

a) Halla el determinante de la matriz A.
b) Halla el determinante de la matriz 3-4.
c) Halla el determinante de la matriz (3-4).

1 00 2 1 1
(4) Dadas las matrices cuadradas I=|0 1 0| y A=| 2 3 2
0 01 -3 -3 -2

a) Calcula las matrices (4 — 1)’y A-(4 — 2-1).
b) Justifica razonadamente que
b.1) Existen las matrices inversas de las matrices A y (4 — 2-1).
b.2) No existe la matriz inversa de la matriz (4 — I).
c) Determina el valor del parametro real A para el que se verifica que A~ = A-(4 — 2-1).
(5) Considera la matriz

secd tgh O
A=| tgf secd O
0 0 1

a) Estudia para qué valores de t la matriz 4 tiene inversa.
b) Busca, si es posible, la matriz inversa de 4 cuando 6 = %

0 -2 1 0
(6) Se dan las matrices 4 =(1 3 J,I =(O lj y M, donde M es una matriz de dos filas y dos columnas que verifica

que M* = M. Obtén razonadamente:

a) Todos los valores reales & para los que la matriz B = 4 — k I tiene inversa.

b) La matriz inversa B~' cuando k = 3.

c) Las constantes reales o. y B para las que se verificaque o 4> + A =-2 1.

d) Comprueba razonadamente que la matriz P = I — M cumple las relaciones: P> = Py M P = P M.
1 a 1

(7) Dado el nimero real a se considera la matriz A=|1-a 1 2
2
a a -1

a) Obtén los valores del nimero real a para los que la matriz A4 tiene inversa.
b) Busca, si es posible, la matriz inversa de 4 cuando a = 0.

-x 1 0
(8) Se considera la matriz A= 0 —-x 1
c b a-x

a) Obtén el polinomio p(x) = det(A).
b) Si ¢ = 0, busca las raices de p(x) dependiendo de a y b.
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2
1 -1 0
(9) Se consideran las matrices: A=|0 1 2| vy B= ( j

a) Calcula, si es posible, la matriz inversa de la matriz 4.
b) Resuelve, si es posible, la ecuacion matricial X*4 = B.
(10) Utilizando las propiedades de los determinantes:

a-2 4 3
a) Verifica que: 1 a+l -2 |=(a-3)(a—4)(a+2)
0 0 a-4
1 1 2 3
b) Calcula: 031
2 2 47
03 0 2
01 0
(11) Sea A=|0 0 1
1 00

a) Calcula su inversa, si existe.
b) Encuentra la regla de calculo de las sucesivas potencias 4" de 4.

2 3 2
c) Resuelve la ecuacién x-(A4 nye —A): (1 | lj

(12) Se considera una matriz cuadrada 4 de orden tres que verifica la ecuacion 4> = 6-4 — 9-1, donde / es la matriz identidad.
a) Expresa 4" como combinacion lineal de Iy 4.

1 3 1
b) 1) Estudia si la matriz; B=|-2 6 1| verificalaecuacion B*=6-B-9-1.
2 -3 2
2) Determina si B tiene inversa y, si la tiene, calculala.
-x 1 1
(13) Dada la matriz A= 1 -x 1
1 1 —x

a) Resuelve la ecuacién det(4) = 0.
b) Calcula el rango de la matriz 4 segun los valores de x.

a b
(14) Sea A:(c d]

a) Calcula las matrices que verifican la relacion |A| = |4 + 1] (I es |la matriz identidad)

b) Calcula todas las matrices diagonales, que no poseen inversa y que verifican la relacion anterior.

c) ¢, Se verifica para cualquier par de matrices By Cla relacién |B + C| =|B| + |C|? Si no es cierto pon un contragjemplo.
2a a a a

2
(15) Sea la matriz @ a4 a
a a 2a a

a a a 2a

a) Calcula el valor de su determinante en funcion de a
b) Encuentra su inversa, si existe, cuando a = 1.
(16) Aplicando las propiedades de los determinantes (y sin desarrollar, ni aplicar la regla de Sarrus) responde razonadamente
a las siguientes preguntas:
a) ¢Como varia el determinante de una matriz de orden 3 si se multiplica cada elemento a;; de la matriz por 2' /2
b) La matriz, de orden 4, 4 = (a;) con a; =i + j, ¢ tiene inversa?
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(17) Aplicando las propiedades de los determinantes y sin utilizar la regla de Sarrus, calcula razonadamente las raices de la

x 1 1 1
L L I x I 1 . . .
ecuacion polinémica: p(x) = . : Enuncia las propiedades utilizadas.
X
I 1 1 x
1 1 1 1
-1 9 1 1 1
(18) Dada la siguiente matriz de ordenn: 4, =| -1 -1 9 1 1| sepide:
-1 -1 -1 -1 9

a) Calcular el determinante de la matriz 4,.
b) Calcular el determinante de la matriz 4.
c) Calcular el determinante de la matriz 4.

2 1 —-a
(19) Dada la matriz: M=|2a 1 -a
2 a 1

a) Determina el rango de M segun los valores del pardmetro a.
b) Determinar para qué valores de « existe la matriz inversa de M. Calcula dicha inversa para a = 2.

3 1 1 -1
(20) Halla una matriz X tal que 4 '+ X- 4 = B, siendo: A :( J B :( ]

-2 -1 2 1
2 1 b
(21) Calcula los valores de b para los cuales la matriz A tiene inversa. 4=|b+1 1 b
0 1 -2

x 2x+1 2x+1
(22) Resuelve la siguiente ecuacién; |2x+1 3x—-1 4x |=0
3x—-1  4x 6x-1

(23) Obtén razonadamente:
a) El determinante de una matriz cuadrada B de dos filas, que tiene matriz inversa y verifica la ecuacion B> = B.

b) El determinante de una matriz cuadrada 4 que tiene tres filas y que verifica la ecuacion:

1 00 0 0 0
A42-9./0 1 0|=|0 0 0/ sabiendo que el determinante de A4 es positivo.
0 0 1 0 00
1 2 1
(24) Dada la matriz M =|2 1 1 | y se sabe que T es una matriz cuadrada de tres filas y tres columnas cuyo
2 2 -1

determinante vale +/2 . Calcula razonadamente los determinantes de las siguientes matrices, indicando explicitamente
las propiedades utilizadas en su calculo:

a)%T b) M c) TMET

x+2 4 3 y+1 4 3

(25) Dadas las matrices A(x)=|x+2 6 2|y B(y)=|y+2 6 2
x+3 8 2 y+3 8 1

a) Obtén razonadamente el valor de x para que el determinante de la matriz A(x) sea 6.
b) Calcula razonadamente el determinante de la matriz 24(x).
c) Demuestra que la matriz B(y’) no tiene matriz inversa para ningun valor real de y.
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-1 0 1
(26)Sedalamatriz A=| 0 m 0 donde m es un parametro real.
2 1 m?-1

a) Obtén razonadamente el rango o caracteristica de la matriz 4 en funcién de los valores de .

b) Explica por qué es invertible la matriz 4 cuando m = 1.

c) Obtén razonadamente la matriz inversa 4™ de 4 cuando m = 1, indicando los distintos pasos para la obtencién de A°
!. Comprueba que los productos 44" y A™' 4 dan la matriz identidad.

-2 0 0 2 1 2
(27) Dadas las matrices 4=| 1 1 0 y B=/0 -15
4 2 -2 0 0 2
calcula razonadamente el valor de los determinantes siguientes escribiendo todos los pasos utilizados.
a) | 4+B| y 4| (4+B)"| o) [(a+ B a| y |4 (4+B)| o |2aBa|y |45
1 2 a-2
(28) Dada lamatriz A(a)=|4 3 2
a a -6

a) Calcula, en funcion de a, le determinante de la matriz A(«), escribiendo los calculos necesarios.
b) Determina, razonadamente, los numeros reales «, para los que el determinante de la matriz inversa A4(«) es igual a % .

360 18 48 12 1 00
(29) Dadas las matrices cuadradas 4={0 3 2| , B=|0 18 12| e I=|0 1 0
0 0 1 0 0 o 0 0 1

a) Justifica que la matriz A4 tiene inversa y obtener razonadamente la matriz inversa de 4, incluyendo en la respuesta
todos los pasos.
b) Calcula, razonadamente, el determinante de la matriz 3 4™, incluyendo en la respuesta todos los pasos realizados.
c) Obtén razonadamente los valores reales x, y, z que verifican la ecuacién:
xI+yA+z4>=B.

(30) Dada la matriz 4 = (2 - 1]
4 2

a) Caleula (4 — I)*(4 — 51) donde | es la matriz identidad.
b) Obtén la matriz traspuesta de la matriz 4.
c) Razona si existe la matriz inversa de A vy, en su caso, calculala.

-1 -1 2 1 00
(31) Tenemos las matrices reales 4= 3 -5 6 I={0 1 0}
1 -1 0 0 01

a) Justifica que existe la matriz inversa de 4, calculala y calcula el determinante de 4™
b) Calcula el determinante de la matriz B, B = A(A + 4-1).
c) Determina los numeros reales x, y, z, ¢ que cumplen: Al =xA+ v, A =zA+rl
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RESUMEN

El determinante de una matriz cuadrada A es el

Definicion de ndmero real que se obtiene mediante
i ilc
determinante det(4)=]4= = (- 1)( ) 16(1)20(2)Uno{n)
ceS,
Determinante de ajp ap 23
detld)=|4 = =ay1ar) —ayHa =2-5-3-1=10-3=7
orden dos (4)=|4 ay; ay| e TR ‘1 5
Determinante de @ ® @ ® 8 ® Q 8 ® 123
orden tres. ® ® 9=+80,/8/0@ - .8 D 15 1|=10+6+18-45-6-4=-21
Regla de Sarrus 2 ®2 = @ ® ® @ & ® 36 2
Menor complementario del elemento aj, Ay, s el
Menor determinante de orden n — 1 que se obtiene al eliminar la .
complementario - 9 . a33
filaiy la columna.
. . a a
Adjunto del elemento aj, A;, es el menor complementario ot an a Ay = |12 00
Adjunto de un : / (dicas i o h2
J Ay, precedido de + 0 — segun la suma de los subindices i A=|ay ay ap|=
elemento +jseaparoimpar. 4 =(-1)"a, ay ap ay) |y | W2
/ Y azp axy
Se llama matriz adjunta de la matriz A a la matriz Ay A A
Matriz adjunta | formada por los adjuntos de la matriz A, y se representa Adj(4)=]| 4y 4y Axn
por Adj(A). A3 Ay Az

Desarrollo por
adjuntos

El determinante de una matriz es igual a la suma de los
productos de los elementos de una linea por sus
adjuntos correspondientes.

|A |_{011A11 tapd, +azdg,
.=
ap A, +aydy +ayds,

Matriz inversa

Si el determinante de Ano es nulo: 41 = L [agj(4)}
4

Menor de una matriz

Menor de orden k es el determinante formado por la
interseccion de k filas y k columnas de la matriz.

1 -1
2 3 —)M2=‘

1 —1‘
-2

-2 3

Rango de una
matriz

Rango (o caracteristica) de una matriz es el orden del
menor de mayor orden no nulo

El rango de la matriz anterior es dos, porque M
=3-2=1=%0.

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato.

www.apuntesmareaverde.org.es

Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
4. ;:, LibrosMareaVerde.tk
s B —




CAPITULO 3: SISTEMAS DE ECUACIONES

ACTIVIDADES PROPUESTAS

3. RESOLUCION DE SISTEMAS

e Analiza y resuelve mediante el método de Gauss los sistemas siguientes:

-x+2y-5z=-3 x-2y+3z=-14 -x+3y—-z=-6 x—9y+5z=33
a) 2x-3y+z=3 b) s —x+3y—z=10 ¢)< 3x—y+4z=7 d{x+3y—-z=-9
—5x+2y-5z=-4 2x—y+6z=-22 2x+2y+3z=-9 x—y+z=5

4. EXPRESION MATRICIAL DE UN SISTEMA DE ECUACIONES:

e Resuelve el sistema anterior

X+y+z=90
6x—-25y—-15z=210
x=2y+z=0

y comprueba que el aspirante debera contestar 50 preguntas

correctamente, 30 erroneamente y dejar 10 preEuntas sin contestar para alcanzar los 210 puntos.

Ejemplos
Se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n
incognitas al conjunto de relaciones: X+y+z=3
Sl‘stema.de apnx, + apx, + ...+ a,x, = b 2x—y+z=2
ecuaciones lineales anxp +oapX, o+ ..+ a4y, = b
: : : . x+2y-3z=0
anx, + aunx, + ... + a,,x, = b,
. . . . x+y+z=0
Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es Y
Sistema homogeneo | homogéneo cuando el término independiente de todas las 2x—y+z=0
ecuaciones es igual a cero. x+2y-3z=0
Dos sistemas con el mismo numero de incégnitas, aunque 3 x+2y=3
no tengan el mismo numero de ecuaciones, se dice que x+ry= y42x—2y=-2
Sistemas equivalentes |son equivalentes si tienen las mismas soluciones, es 2x-y=0 3 _q
decir, toda solucion del primero es solucidn del segundo, y r=r=
viceversa. Verifican x=1;y=2
Todo sistema puede expresarse como producto de 6x+y=15
matrices en la forma A-X = B: Ayt 2 v A4-X=B=
Expresion matricial de ay ap oay \(w) (b r=
un sistema Ay Ay vy, || X | | by
Al Qo " Oy Xn bm 22 Y 8

Resolucion por

A-X=B=A"'4-X=A4"B=1-X=

A'B= X=4"'B

inversa
. |El teorema de Rouche-Frobenius dice: "La condicion necesaria y ( ) rg(4)=n SCD
Teorema de Rouche- | suficiente para que un sistema de m ecuaciones y n incognitas sea rg(4) =gl )= rg(4)<n SCI
Frobenius compatible (tenga solucién) es que el rango de la matriz de los ( )
coeficientes sea igual al rango de la matriz ampliada”. rg(4)<rgld’ )= s
.. . 6 1)(x 13
La solucidn de un sistema puede calcularse como: |17 = 4= 61
A 2.2)\y 6 2 2
X =0 Si|A[#0 13 1 6 13
Regla de Cramer | 4| - A, =
. . . Tle 2 2 6
Siendo A el determinante que resulta de sustituir la columna de la
incognita i~ésima por la matriz de términos independientes. =20, 210
10 710
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de eliminacion o de Gauss:

—-x+2y-5z=-3 x—2y+3z=-14 —-x+3y—-z=—-6 x—9y+5z=33
a) 2x-3y+z=3 b) s —x+3y—-z=10 ¢) ¢ 3x—y+4z=7 d){x+3y-z=-9
—5x+2y-5z=-4 2x—y+6z=-22 2x+6y—z=-9 x—y+z=5
4x+3y=-5 2 4 y+2z=-3
— + = — - = —
2. — Dados los sistemas: a) ey b) Y Y c)y 2x+y =3
3x-4y=2 5+2y=3x
x+3y—4z=3
a) Exprésalos en forma matricial y comprueba que son sistemas de Cramer.
b) Resuélvelos utilizando la matriz inversa y aplicando la regla de Cramer.
3. — Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas:
Ix-2y=-2
-2x+y=-3 —4x-6y=-6
a b C) 19x—6y=6
6x—-3y=9 -2x+3y=-3
6x+4y=3
4. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando, si es posible, la Regla de Cramer:
-x—-2y+3z=6 2x-3y+z=-29 x+y+z=1 3x+2y+z=1
a){3x—4y+2z=7 b)) 3x+y-5z=21 C) 12x+3y—4z=9 d)<5x+3y+4z=2
4x+y—z=-1 —x+2y—-4z=32 x—y+z=-1 x+y—z=1
2x+3y—-4z=1 Sx+4y+2z=0
5. — Discute y resuelve los sistemas en los casos que sea posible: a) 14x+6y—az=2 D) <2x+3y+z=0
x+y+az=10 4dx—y+mPz=m-1
(a+2x+(@a-1)y-z=3
6. —Dado el sistema sax—y+z=3
x+ay—z=1
a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvelo para el caso a = —1.
6x—-9y+2z=5
7. — Dadas las ecuaciones: roormes se pide:
2x-3y+z=4
a) Afiade una ecuacion para que el sistema resulte ser incompatible.
b) Afiade una ecuacién para que el sistema resulte ser compatible determinado.
2x+3y—z=-2
8. — Dado el sistema de ecuaciones rrayTE se pide:
x+2y+2z=1
a) Discute y resuelve, cuando sea posible.
b) Afiade una ecuacién lineal para que el sistema resultante tenga:
i) una solucion ii) muchas soluciones iii) no tenga solucién
9. — Discute y resuelve cuando sea posible los siguientes sistemas homogéneos:
x+y+3z=0 2x—-y+3z=0 y=x+3z-y
a) 9—2x-3y+z=0 b) 2y—z=0 C)sx=z-2y+x
3x+2y+4z=0 -2x+3y—-4z=0 z=x-2y-2z

1 1 -2 3
10. — Sean las matrices A:(x J,Bz( J,C:(y J,D:( xJ,Ez(l 4)
X m -y -m 4x

a) Calcula cada uno de los tres productos A°B, E-D, D*E.
b) Si C—-2A4B=-D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incdgnitas (representadas por x, y) en funcién de m. ;Para
qué valores de m el sistema tiene solucion? ¢ Es siempre Unica?
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11 x 0 0 1 0
, x 0 z
11. - Sean las matrices 4=|0 0 ’B:[O OJ' C=|0 -y —z|, D=|1}|, E=|a
11 7 0 0 0 1 a
a) Sabiendo que (AB—C)D =2F, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incégnitas (representadas por x, y, z) en

funcién de a.
b) ¢ Para algun valor de a el sistema tiene solucion Unica?
c) Paraa = 0 encuentra una solucion del sistema con z =0

12. — El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, 20 y de 10 euros. Los viernes
depositan en el cajero 225 billetes por un importe total de 7000 €. Averigua el numero de billetes de cada valor
depositado, sabiendo que la suma del numero de billetes de 50 y de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20
euros.

13. — Se dispone de tres billeteras A, B y C con billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente. Si pasamos 5 billetes de B a A,
el nimero de billetes en ésta es igual a la suma de los otros dos, pero si pasamos 10 billetes de A a C, el niumero de
billetes en ésta también es igual a la suma de los otros dos. Averigua cuantos billetes hay en cada billetera si se sabe que
en total hay 1550 euros.

14. — La suma de las tres cifras de un nimero es 18. La cifra de las unidades es igual a la suma de las decenas mas las
centenas. Si se invierte el orden de las cifras el nimero aumenta en 594 unidades. ;De qué numero se trata?

15. — Un examen de Matematicas Il va a consistir en un test de 60 preguntas. Por cada acierto se daran 5 puntos, por cada
fallo se quitaran 2 puntos y por cada pregunta no contestada se quitara 1 punto. Para aprobar hay que obtener por lo
menos 150 puntos. ;Cuantas preguntas habra que contestar correctamente para obtener los150 puntos y que el nimero
de fallos més el quintuple del nimero de preguntas no contestadas sea igual al nimero de aciertos?

16. — En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican poniendo, por kilo, las
siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:

e Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura

e Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura

¢ Alimento Comecat; 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura

Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescado y 160 g de verdura por kilo de alimento, ¢qué
porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para obtener la proporcion deseada?

17. — Calcula las edades de una familia (padre, madre e hija), sabiendo que entre los tres suman 70 afios, que hace cuatro
afios la edad del padre era siete veces la edad de la hija y que dentro de quince afios la edad de la hija sera la cuarta
parte de la suma de las edades del padre y de la madre.

18. — Una persona invirtié 72000 € repartidos en tres empresas y obtuvo 5520 € de beneficios. Calcular la inversion realizada
en cada empresa sabiendo que en la empresa B hizo el triple de inversién que en la Ay C juntas, y que los beneficios de
las empresas fueron del 10 % en la empresa A, el 8 % en la empresa B y el 5 % en la empresa C.

19. — Se tienen tres tipos de café: el de la clase A, que cuesta 6 €/kg, el de clase B, que cuesta 8 €/kg y el de la clase C que
cuesta 10 €/kg. Se desea hacer una mezcla para vender 80 kg de café a 7 €/kg. ¢ Cuantos kg de cada clase se deben
poner si del primer tipo debe entrar el doble del segundo mas el tercero?

20. — Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos, sabiendo que hace 14 afios la edad de la madre era 5 veces
la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 afios la edad de la madre sera la suma de las
edades que los hijos tendran en ese momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendra 42 afios.

21. - En una farmacia se comercializan 3 tipos de champu de cierta marca: normal, con vitaminas y anticaspa. Se sabe que el
precio al que se vende el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3 euros. Se desconoce el precio al que se vende el
anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido por las ventas de los 3 tipos de champu el mes pasado fue de 112 euros
y el dinero obtenido en ventas con el champu normal fue 56 euros inferior al dinero total obtenido en ventas con el resto.
Ademas, el dinero total obtenido en ventas con el champu de vitaminas y el anticaspa fue el mismo que el que hubiera
obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna de los demés.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion del precio desconocido del champu anticaspa, que puedes llamar por
ejemplo m) donde las incognitas ( x, y, z) sean las unidades vendidas el mes pasado de cada tipo de champ.

b) ¢ Qué puedes concluir sobre el precio del champu anticaspa a partir de un estudio de la compatibilidad del sistema?

c) Si se sabe que el nimero de unidades vendidas del anticaspa fue 20, utiliza el resultado del apartado (b) para calcular
las unidades vendidas de los otros 2.
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22. - En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina en tres estaciones de servicio (A,
B y C). El individuo recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha sido de 1,20 eurosllitro y el precio de la
gasolina en B de 1,18 eurosl/litro, pero ha olvidado el precio en C. (Supongamos que son “m” euros/litro). También
recuerda que:

- la suma del gasto en litros de gasolina en las estaciones A y B superé en 46,80 € al gasto en C.

- el nimero de litros de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.
el gasto de litros en A superd al de B en 12,60 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de "m”) para determinar los litros consumidos en cada gasolinera.

b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funcién de "m”. ; Puedes dar algun precio al que sea imposible haber vendido
la gasolina en la gasolinera C?

23. - En una cafeteria los ocupantes de una mesa abonaron 4 € por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos, mientras que los de otra
mesa pagaron 9 € por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) ¢ Cuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han consumido 2 cafés y 3 tostadas?
b) Con los datos que se dan, ;se puede calcular cuanto vale un café? Justifica las respuestas.
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AUTOEVALUACION
X+y+z=6
Dado el siguiente sistema de ecuaciones: {x-2z+2y=5
2y-x+z=11
1.- Su matriz de coeficientes es:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
a1l -2 2 |1 -2 2 o1 2 -2 d|1 2 2
2 -1 1 -1 2 1 2 -1 1 -1 2
2.- Su matriz ampliada es:
I 1 1|6 1 1 1|6 1 1 1]6 1 1 1|6
a1l -2 2|5 bl 1 -2 2|5 o1 2 -2[5 dl1 2 2|5
2 -1 1|11 -1 2 1|11 2 -1 1111 -1 2 1|11
3.- Si aplicamos el método de Gauss la nueva matriz ampliada obtenida es:
1 1 1]6 1 1 1(6 I 1 116 1 1 1|6
a)|o0 3 -1|1 b)|0 -3 1|-1 olo 1 -=3|-1| df0o 1 1]-1
0 0 012 0 0 3|16 0 0 —-10|-4 0 0 —-1{20
4 - El sistema es:
a) compatible determinado b) compatible indeterminado  ¢) incompatible d) tiene tres soluciones

2x—-y=-4y

5+2y+z=3x
5.- Su forma matricial es:

1P o BT A I AT R

6.- Al afadir la ecuacién indicada el sistema es compatible determinado

Dado el siguiente sistema de ecuaciones {

a) 3y+2x=7 b) x—y=7 C) —x+5y+z=-5 d) =3x+2y+z=7
7.- Al aiadir la ecuacién indicada el sistema es compatible indeterminado

a) 3y+2x=7 b) x—y=7 C) —x+5y+z=-5 d —3x+2y+z=7
8.- Al anadir la ecuacién indicada el sistema es incompatible

a) 3y+2x=7 b) x—y=7 C) —x+5y+z=-5 dx+y+z=7

9.- Indica la afirmacion que es correcta:
a) Los sistemas homogéneos tienen siempre infinitas soluciones.
b) Dos sistemas son equivalentes si coincide alguna de sus soluciones.
¢) Un sistema es compatible si y sélo si el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el rango de la matriz
ampliada.
d) Todos los sistemas se pueden resolver por el método de Cramer.
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Apéndice: Problemas de matrices en las P.A.A.U.
X+y+z=6

(1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones: 1x -2y +2z=35

2x-y+z=11

a) Obtén su matriz de coeficientes.

b) Calcula el determinante de la matriz anterior.

c) Sin resolver el sistema, razonar si tendra solucion Unica.

(2) En el primer curso de un centro de la Universidad de Oviedo se han matriculado 352 alumnos divididos en tres titulaciones
distintas. En la tercera titulacidn hay la tercera parte de alumnos que en la primera, y la diferencia de alumnos que hay
entre la primera titulacion y la segunda es inferior en dos alumnos al doble de los alumnos que hay en la tercera.

a) Establece un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcién del nimero de alumnos en cada
titulacion, y obtenga el nimero de alumnos que hay en cada titulacion.

b) Calcula el determinante de la matriz del sistema.

(3) En un partido de baloncesto femenino, el equipo de la Universidad de Oviedo gané al de otra universidad espafiola con un
marcador 64 a 48. El marcador obtenido por el equipo ganador se consiguid mediante canastas de dos puntos, triples
(canastas de tres puntos) y tiros libres (canastas de un punto). El nimero de tiros libres fue dos mas que cinco veces el
numero de triples. Ademas, el nimero de canastas de dos puntos fue dos mas que el nimero de tiros libres.

a) Plantea el sistema de ecuaciones resultante de lo anterior.

b) Escribe la matriz ampliada del sistema obtenido en a).

c) ¢Cuantas canastas de cada tipo metié el equipo de la Universidad de Oviedo?

(4) Cada accion de BBA ha dado una ganancia de 6 euros y cada acciéon de NKO ha dado una ganancia de m euros. Un
inversor habia comprado acciones de ambos tipos, lo que le supuso una ganancia total de 800 euros, pero esta
arrepentido de su inversién, porque si hubiese comprado la mitad de acciones de BBA y el doble de NKO, su ganancia
total habria sido de 1150 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incégnitas x e y sean el nimero de acciones
compradas de cada tipo. Basandote en un estudio de la compatibilidad del sistema, ¢ existe algun valor de m para el
que el sistema tenga mas de una solucién?

b) Si la ganancia por cada accién de NKO fue de 5 euros, ;,cuantas acciones de NKO habia comprado?

(5) Una tienda vende bolsas de caramelos a 2 euros cada una y bolsas de gominolas a 4 euros cada una. La recaudacion de
un determinado dia por estos dos conceptos ha ascendido a 200 euros y se sabe que el nimero de bolsas de caramelos
que han vendido ese dia es m veces el nimero de bolsas de gominolas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incdgnitas x e y sean el nimero de bolsas de cada tipo
que se han vendido ese dia. Basandote en un estudio de compatibilidad del sistema anterior, ;es posible que se
hayan vendido el doble de bolsas de caramelos que de gominolas?

b) Suponiendo que se han vendido el triple de bolsas de caramelos que de gominolas, ¢ cuantas bolsas de gominolas se
han vendido?

(6) Un tren realiza un viaje directo entre dos capitales. El viaje lo realiza por dos tipos de vias, por la primera circula siempre a
100 Km/h y por la segunda circula siempre a m Km/h. El recorrido total del viaje es de 1240 Km y la duracién del mismo
es de 11 horas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incégnitas x e y sean el nimero de horas que circula
por cada tipo de via. Basandote en un estudio de la compatibilidad del sistema anterior, ;es posible que la velocidad
a la que circula por el segundo tipo de via sea también de 100 Km/h?

b) Suponiendo que la velocidad a la que circula por el segundo tipo de via es 120 Km/h, ¢ cuanto tiempo ha estado
circulando por el primer tipo de via?

(7) Una academia de idiomas da clases de espafiol a un total de m alumnos, entre los de nivel basico y los de nivel avanzado,
con los que recauda 3000 euros. Los alumnos de nivel basico pagan m euros al mes, mientras que los de nivel avanzado
pagan el doble.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incégnitas x e y sean el nimero de alumnos de cada
tipo en las clases de espafiol de la academia. Basandote en un estudio de compatibilidad del sistema anterior, ¢ es
posible que los alumnos de nivel basico paguen 40 euros al mes?

b) Si los alumnos de nivel basico pagan 50 euros al mes, ¢ cuantos alumnos de nivel avanzado hay?
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(8) Juan y Luis son dos amigos que en total tienen 10 hijos. Un tercer amigo, Javier, tiene m hijos mas que Juan y m veces
los de Luis.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incognitas x e y sean el numero de hijos de Juan y Luis.
¢ Para qué valores de m el sistema anterior tiene solucion? En caso de existir solucion, ¢ es siempre Unica?
b) Si Javier tiene el doble de hijos que Luis, ¢ cuantos hijos tiene Luis?

(9) Un grupo de personas se reline para ir de excursion, juntandose un total de 20 entre hombres, mujeres y nifios. Contando
hombres y mujeres juntos, su nimero resulta ser el triple del numero de nifios. Ademas, si hubiera acudido una mujer
mas, su nimero igualaria al de hombres.

a) Plantear un sistema para averiguar cuantos hombres, mujeres y nifios han ido de excursion.
b) Resolver el problema.
ax—ay+z=2
(10) Considere el sistema <3x+2y-2z=a
—ax+3y—z=2
a) Estudie su compatibilidad segin los distintos valores del nimero real a.
b) Resuélvalo, si es posible, enelcaso a=1.
(a—l)x+2y+(a—l)z=l+a
(11) Dado el sistema < (a+1)y —(a+1)z =2
xt+y+taz=a

a) Estudie su compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvalo cuando a =0.

1 1 1 2
(12) La matriz ampliada asociada a cierto sistema de ecuaciones lineales es: A=2 -1 40
-1 1 2 5
a) Obtener las ecuaciones del sistema.
b) Calcular el rango de la matriz formada por los coeficientes del sistema.
¢) Sin resolver el sistema, deducir razonadamente si admite soluciones y en qué numero.
I 2 1 1
(13) La matriz de los coeficientes de un sistemaes | | , | Y lade términos independientes | 4
1 4a 1 2a

a) ¢ Para qué valor o valores de a el sistema no tiene solucion?

b) Para cierto valor de a un individuo encontré 2 soluciones del sistema. ;Cuanto valia a? ¢Tenia mas soluciones el
sistema?

¢) Encuentra un valor de a para el que el sistema tenga solucién Unica y, para dicho valor, resuélvelo.

X 1 z 1
1
(14) Sean las matrices 4={ 2x -1| , B =( j , C=|2z| y D=| 0 |dondeux,y, zson desconocidos.
-x 1 Y -z %
a) Calcular las matrices (4'B) + C'y 3D

b) Sabiendo que (AB)+ C =3D, plantear un sistema de ecuaciones para encontrar los valores de x, y, z.

c) Estudiar la compatibilidad del sistema ¢ Cuéntas soluciones tiene?
d) Encontrar, si es posible, una solucion.

-1 2 -1 0 0
(15) Sean las matrices 4=| 1 1 2 B=|a C =| 0| donde a es desconocido.
3 -3 a a 0

a) Sea el sistema de 3 ecuaciones con tres incognitas cuya matriz de coeficientes es 4 y de términos independientes B.
¢ Puede para algun valor de a no tener solucion este sistema? ;Para qué valores de a el sistema tiene solucion
Unica?

b) Si la matriz de coeficientes es A4 pero la de términos independientes es C, ;es posible que para algin valor de a el
sistema no tenga solucién? Encuentra un valor de a para el que el sistema tenga mas de una solucion y calcula dos

de ellas.
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(16)Sean|asmatricesA=[g 2] , Bz[SJ , Cz[OJ , Dzlo[lJ . E=(3 m)

m y 10x m
a) Calcula cada uno de los tres productos A*B, D-E, E-B.
b) Si 4B + C = D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (representadas por x, y) en funcién de m. ;Para
qué valores de m el sistema tiene solucion? ¢ Es siempre Unica?

6 _
(17) Sean las matrices 4= ¥ , B= “ , C= Y , D= v
0 y 1 ay l-a

a)Si AB — C = D, plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (representadas por x, y) en funcién de a.
b) ¢Para qué valores de « el sistema tiene solucion? ¢ Es siempre tnica? Encuentra una solucién paraa = 1 con y = 1

a 1 1
(18) Sean las matrices 4=| 1 a B= (xJ C=|1| y D=|z
10 4 0

a) Sabiendo que AB = 2C — D, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas (representadas por x, y, z) donde a
es cierto valor desconocido.

b) Si se supiera que el sistema tiene solucion, ¢ podriamos descartar algun valor de a?

c) Si se supiera que el sistema tiene solucion Unica, ¢podriamos descartar algin valor de a?

d) ¢Hay algun valor de « para el que el sistema tenga més de una solucién?

11 0 x 0 0 1 0
(19) Sean las matrices 4={0 0| , Bz[g gJ , C=|0 -y —-z| , D=|1|, E=|a
11 4 0 0 0 1 a

a) Sabiendo que (AB - C)D = 2F , plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas (representadas por x, y, z) en
funcién de a.
b) ¢ Para algun valor de «a el sistema tiene solucién Unica?
c) Para a = 0 encuentra una solucion del sistema con z = 0
(20) Halla todas las soluciones de un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incognitas del que se conoce que
(1,0,0),(0,2,0) y (0,0,3) son soluciones y el rango de la matriz de los coeficientes es mayor o igual que uno.
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RESUMEN
Ejemplos
Se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n
incognitas al conjunto de relaciones: 3
X+y+z=
Sistema de apXx, + apx, + + a,x, b,
: . agx, + a,x, -+ + a,x = b 2x—y+z=2
ecuaciones lineales 11 272 e T 72
: : : x+2y-3z=0
a,x, + a,,x, + + a,x, = b,
. . . . x+y+z=0
Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es Y
Sistema homogéneo homogéneo cuando el término independiente de todas las 2x=y+z=0
ecuaciones es igual a cero. x+2y-3z=0
Dos sistemas con el mismo numero de incognitas, aunque ety =3 X+2y=>35
Sistemas no tengan el mismo nimero de ecuaciones, se dice que Y= y42x—2y=-2
ivalent son equivalentes si tienen las mismas soluciones, es 2x—y=
equivalentes decir, toda solucion del primero es solucién del segundo, y x-y=
viceversa. Verificanx=1;y=2
Todo sistema puede expresarse como producto de 6x+y=15
matrices en la forma A" X = B: 3x+2y=8
Expresion matricial a,  ap Ay, || % b,
de un sistema a, a, ay, || % | | by A-X=B=
(6 1] (x] (lsj
aml amZ amn 'xn bm 2 2 y 8

Resolucion por
inversa

A X=B=A"'"A-X=A"'"B=I-X=A"'B= X=4"'B

Teorema de Rouche-
Frobenius

El teorema de Rouche-Frébenius dice: "La condicion
necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones
y n incognitas sea compatible (tenga solucion) es que el
rango de la matriz de los coeficientes sea igual al rango de la
matriz ampliada".

Regla de Cramer

La solucién de un sistema puede calcularse como:

A. .

;= Si|4]|=0

| 4]

Siendo A; el determinante que resulta de sustituir la columna
de la incognita i—ésima por la matriz de términos
independientes.

X

|

. [rg(4)=n SCD
A)=rg\4
re(4) rg( ):{rg(/l)<n SCI
rg(A) < rg(A*): S.IL
6 1) (x 13 6 1
[]-(2] -
2 2)\y 6 2 2
13 1 6 13
x: ,A =
6 2| " (2 6
20, 10
10 10
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CAPITULO 4: PROGRAMACION LINEAL
ACTIVIDADES PROPUESTAS
1. INECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

1. Representa la solucién gréfica de las inecuaciones siguientes: x+2y <3 —-x+3y>4 2x—py<-2 —-x—-y=>0
Indica en cada caso si el recinto solucion es abierto o cerrado.

2. SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES

2. Representa la region factible de los siguientes sistemas de inecuaciones:

x>0 x<0 x>0 x<0
y>0 y>0 y<0 y<0
x+2y2>3 x—y>-1 2x+y<l1 x+y>1

Indica en cada caso si la solucién es acotada, no acotada o no existe solucion.

3. PROGRAMACION LINEAL:

3. Con la misma region factible del ejemplo, optimiza las siguientes funciones objetivo:

a)z=2x+4y - Max b) z=4x + 3y — Min C) z=4x + 3y — Max
4. Resuelve los siguientes problemas de programacion lineal:
fo. f(x,y)=2x+3y fo. f(x,y)=x+3y fo.z=x+y fo.z=15x+2y
xX+y=2 2x+5y <300 2x+3y <120 3x+4y>12
2x+3y<6 x+y <90 x>y x>y
S.a. S.a S.a. S.a.
x>0 x>0 0<x<45 0<x<20
y20 y215 y20 0<y<10
4. PROBLEMAS RESUELTOS
x+2y<6
5. Dibuja el recinto que cumple las restricciones: < 4x+3y <12 Yy analiza si los puntos (0,2), (3,0), (1,1) y (5,6) al conjunto
x,y2>0
de soluciones del sistema anterior.
x+3y<9

6. Dibuja el recinto que cumple las restricciones: < x + y > 10 y da seis puntos que sean solucion del sistema anterior
x,y20
2x+3y <15
7. Maximiza la funcidn f{(x,y) = 3x + 2y sujeta a las restricciones: { 2x+ y <9 y da seis puntos que sean solucion del
x,y20

sistema anterior
8. Sea S'la region del plano definida por y >2x—4 y<x-1 2y>x x>0 y>0 a)Representala

region S'y calcula las coordenadas de sus vértices. b) Obtén los valores maximo y minimo de la funcion f (x,y) = x — 3y en
S indicando los puntos de S en los cuales se alcanzan dichos valores maximo y minimo.
9. Se consideran la funcién f(x;y) = 5x — 2y y la regién del plano S definida por el siguiente conjunto de restricciones:
19. x-2y<0 x+y<6 x>0 y<3

10. a) Representa la region S. b) Calcula las coordenadas de los vértices de la region S y obtén los valores maximo y minimo
de lafuncion f en S indicando los puntos donde se alcanzan.

e Minimizaz=-3x-2ysujetaa —2x+ y <2 x—=2y<2 x20 y<3

a) Mediante la resolucion grafica del problema, discute si existen soluciones factibles y si existe solucion dptima.

b) Si se afiade la restriccion: x + y > 10, discute si existe solucién dptima y en caso afirmativo calculala.

11. Un astillero recibe un encargo para reparar barcos de la flota de un armador, compuesta por pesqueros de 500 toneladas y
yates de 100 toneladas. Cada pesquero se tarda en reparar 100 horas y cada yate 50 horas. El astillero dispone de 1600
horas para hacer las reparaciones. Por politica de empresa, el astillero no acepta encargos de mas de 12 pesqueros ni
mas de 16 yates. Las reparaciones se pagan a 100 euros la tonelada, independientemente del tipo de barco.  Cuantos
barcos de cada clase debe reparar el astillero para maximizar el ingreso con este encargo? ;Cual es dicho ingreso
méaximo?
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. - Encuentra el conjunto de soluciones de las inecuaciones siguientes:

a) x+y-7<0 b) 2x—y+3>0 c) y=3 d) x<5 e) x>0 ) y<0
2. - Dibuja las regiones factibles de los siguientes sistemas:
alfx+4y£9b {y+3x—7£0 . {x—ZySlO x>0

2x—-y 212 y—6x+11<0 x+y=>10 0<y<5
x>0
3. - Maximizar la funcién z = 3x+ 3y sujeta a las restricciones: y>0
x+y>0
x—y>0
4. - Calcula el valor maximo y el minimo de la funcién f (x, y) = x+ 2y sometida a las restricciones
y<4 x<3 x—y<3 x—y=0
5. - Se quiere elaborar una dieta diaria para ganado que satisfaga unas condiciones A B C D

minimas de contenido vitaminico al dia: 2 mg de vitamina A, 3 mg de vitamina B, 30de | P 1 20

—_
N

la Cy 2 delaD. Para ello se mezclan piensos de los tipos P y Q cuyo precio por | Q 1 3 75 0

kilogramo es para ambos de 30 céntimos, y cuyo contenido vitaminico por kilo se

recoge en la tabla adjunta.

¢ Como deben mezclarse los piensos para que el gasto sea minimo? ; Cual es este gasto minimo?
Mi | My | M3

A | 10 | 16 | 20

B 15 1 10 | 10
Planifica el transporte para que el coste sea minimo.

7. - Una empresa construye en dos factorias, F1y F2, tres tipos de barcos deportivos (A, B y C). La factoria F1 construye en
un mes: 1 barco del tipo A, 5 del tipo B y 1 del tipo C, siendo su coste de mantenimiento mensual cuarenta mil euros. F2
construye en un mes: 1 barco del tipo A, 1 de tipo By 2 de tipo C, siendo su coste mensual 20.000 euros. La empresa se
ha comprometido a entregar anualmente a un club deportivo 3 barcos tipo A, 15 de tipo B y 12 de tipo C.  Cuantos meses
debera trabajar cada factoria, con objeto de que la empresa cumpla su compromiso con el minimo coste?

8. - En un almacén se guarda aceite de girasol y de oliva. Para atender a los clientes se ha de tener almacenado un minimo
de 20 bidones de aceite de girasol y 40 de aceite de oliva y, ademas, el nimero de bidones de aceite de oliva no debe ser
inferior a la mitad del nimero de bidones de aceite de girasol. La capacidad total del almacén es de 150 bidones.
Sabiendo que el gasto de almacenaje de un bidon de aceite de oliva es de 1 euro, y el de un bidon de aceite de girasol es
de 0,5 euros, ¢cuantos bidones de cada tipo habra que almacenar para que el gasto sea minimo? ;Y para que el gasto
sea maximo?

9. - Una empresa elabora dos productos, cada uno de ellos en una cantidad que es mdltiplo de 1000. Conoce que la demanda
de ambos productos conjuntamente es mayor que 3000 unidades y menor que 6000 unidades. Asimismo, sabe que la
cantidad que se demanda de un producto es mayor que la mitad y menor que el doble de la del otro. Si la empresa desea
vender toda la produccion:

a) ¢De cuantos modos puede organizar la produccién?
b) Para obtener los maximos beneficios, ¢cuanto ha de ser la produccién de cada uno de los productos si uno se vende a
un precio que es triple que el del otro?

10. - Una empresa dedicada a la fabricacion de piezas de automdvil tiene dos Fab. 1 Fab. 2 Fab. 3

factorias que producen, respectivamente, 8000 y 15000 piezas | Fact. 1 6 13 2

mensuales. Estas piezas han de ser transportadas a tres fabricas que Fact. 2 4 4 1
necesitan 10000, 7000 y 6000 piezas respectivamente. '

Los costes de transporte, en céntimos de euro, por pieza son los que aparecen en el cuadro adjunto. ;Cémo debe
organizarse el transporte para que el coste sea minimo?
11. - Una persona va a iniciar una dieta y recibe las siguientes recomendaciones:
- Debe tomar una mezcla de dos compuestos D1y D>
- La cantidad total diaria que puede ingerir, una vez mezclados los compuestos, no debe ser superior a 150 gramos ni
inferior a 50 gramos.

- En la mezcla debe haber mas cantidad de D que de D2

- La mezcla no debe contener mas de 100 gramos de D4

Se sabe que cada gramo de D1 aporta 0,3 mg de vitaminas y 4,5 calorias y cada gramo de D, aporta 0,2 mg de vitaminas
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y 1,5 calorias. ¢Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar para obtener la maxima cantidad de vitaminas?

¢ Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar si desea el minimo posible de calorias?

12. - Una promotora pretende disefiar una urbanizacion con a lo sumo 15 edificaciones entre chalets y bloques de pisos. Los
bloques de pisos no deberian ser mas de un 40% de las edificaciones que se construyan. La urbanizacion tendria como
mucho 12 chalets y como poco 2 bloques de pisos.

a) ¢Qué combinaciones de cada tipo de viviendas son posibles? Plantea el problema y representa graficamente el
conjunto de soluciones.

b) ¢ Qué combinacion hace mayor la diferencia entre el nimero de chalets y de bloques de pisos?

13. - Para dotar mobiliario a cierta zona de una ciudad, se quiere colocar al menos 20 piezas entre farolas y jardineras. Hay 40
farolas y 12 jardineras disponibles. Se pretende que el nimero de jardineras colocadas no sea superior a una tercera
parte del de farolas colocadas, pero de forma que por lo menos un 20% de las piezas que se coloquen sean jardineras.

a) ¢Qué combinaciones de piezas de cada tipo se pueden colocar? Plantea el problema y representa graficamente el
conjunto de soluciones.

b) ¢ Qué combinacion hace que la diferencia entre el nimero de farolas y de jardineras colocadas sea mayor? ;Es la
combinacién donde mas piezas de mobiliario se colocan?

14. - Un restaurante quiere adecuar, en parte o en su totalidad, una superficie de 1100 m? para aparcamiento y area recreativa
infantil. La superficie de area recreativa ha de ser de al menos 150 m2. El aparcamiento ha de tener como poco 300 m?
mas que el area recreativa, y como mucho 700 m2 mas que la misma. El aparcamiento le cuesta 15 euros por m?, y el
area recreativa 45 euros por m2.

a) ¢Qué combinaciones de superficie dedicados a cada tipo de servicio se pueden adecuar? Plantea el problema y
representa graficamente las soluciones.

b) ¢ Cual es la combinacién mas cara? ¢ Coincide con la que dedica mas espacio al aparcamiento?

15. - Una empresa esta seleccionando empleados con contrato eventual por un afio y con contrato fijo. El sueldo anual (en
miles de euros) de cada empleado eventual es 8 y de cada empleado fijo es 15. La empresa tiene un tope de 480 (miles
de euros) para pagar los sueldos anuales de los empleados que contrate. Los empleados fijos han de ser por lo menos
10, y no mas de 24. Ademas el nimero de eventuales no puede superar en mas de 14 al de fijos.

a) ¢Qué combinaciones de empleados fijos y eventuales se puede contratar? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones. ¢ Podria contratar 24 fijos y ningiin eventual?

b) Si el objetivo es contratar el mayor nimero total de empleados ;,cuantos ha de contratar de cada tipo? ;Y si el objetivo
es contratar el mayor numero de eventuales?

16. - Una empresa de autobuses dispone de un vehiculo para cubrir dos lineas (A y B) que puede trabajar en ellas, a lo sumo,
300 horas mensualmente.

Un servicio en la linea A lleva 2 horas, mientras que en la B supone 5 horas. Por otra parte, en la linea B se deben cubrir

al menos 15 servicios mensualmente y, ademas, el autobds no puede prestar globalmente mas de 90 servicios cada mes

entre ambas lineas.

a) ¢Cuantos servicios puede prestar el vehiculo al mes en cada una de las lineas? Plantear el problema y representar
gréficamente su conjunto de soluciones.

b) Sabiendo que la empresa obtiene un beneficio con cada servicio prestado de 60 euros y 180 euros en las lineas Ay B
respectivamente, jcuantos servicios le convendra realizar en cada una para maximizar el beneficio total? ;Cual sera
su importe?

17. - En una fabrica de cajas de carton para embalaje y regalo se fabrican dos tipos de cajas: la caja A que requiere para su
construccion 4 m de papel decorado y 0,25 m de rollo de carton, que se vende a 8 euros, y la caja B que requiere 2 m de
papel decorado y 0,5 m de rollo de cartdon y que se vende a 12 euros. En el aimacén disponen unicamente de 440 m de
papel de regalo y de 65 m de rollo de carton. Si suponemos que se vende toda la produccién de cajas, ¢cuantas de cada
tipo deberan de fabricarse para que el importe de las ventas sea maximo? ;A cuanto ascendera?

18. - Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de sus modelos, ofreciendo el modelo A a un precio de 9000
euros y el modelo B a 12000 euros. La oferta esta limitada por las existencias, que son 20 coches del modelo A y 10
coches del modelo B, queriendo vender al menos tantas unidades del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para
cubrir los gastos de esta campafia, los ingresos obtenidos con ella deben ser, al menos, de 36000 euros.

a) ¢ Cuantas unidades de cada modelo se podran vender? Plantea el problema y representa graficamente su conjunto de
soluciones.

b) ¢ Cuantos coches debera vender de cada modelo para maximizar sus ingresos? ; Cuél es su importe?

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato. Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es LibrosMareaVerde.tk

N €
'F T T -_.J




AUTOEVALUACION

1.- Indica cuél de las inecuaciones siguientes es estricta:

a) 5x+2y<7. b) 5x+2y<7. C) 5x+2y="17. d) 5x+2y>7
2.- Indica cuél de las regiones fa,ctibles de los sistemas sig’uientes es acotado: ,
xX+y=5 x+y<5 x+y<-=5 x+y>8
a)s x>0 b) < x>0 c) x>0 d){ x>0
y>0 y>0 y>0 y>0
3.- Indica cuél de las regiones factibles de los sistemas siguientes no posee solucién:
x+y=5 x+y<5 x+y<-=5 x+y>8
a)s x>0 b) < x>0 c) x>0 d){ x>0
y>0 y>0 y>0 y>0

4.- Indica cual de las afirmaciones siguientes es cierta:
a) La solucion de un programa lineal esta siempre en un vértice
b) La solucién 6ptima de un programa lineal siempre se encuentra en la frontera de la regién factible.
c) La regién factible determina la funcion objetivo.
d) En un programa lineal se optimiza la regién factible.
5.- Una nueva granja estudia cuantos patos y gansos puede albergar. Cada pato consume 3 kg de pienso por semana y cada
ganso 4 kg de pienso por semana. El presupuesto destinado a pienso permite comprar 700 kg semanales. Ademas, quieren
que el numero de patos sea mayor que el de gansos. Denomina x al nimero de patos e y al de gansos. ;Cual es el maximo
numero de animales que podria albergar la granja?
6.- Para este problema la funcién objetivo es:
a) 3x+4y—Min b) x + y —>Max c) x+y —Min d) 3x+ 4y —>Méx

7.- Para este problema las restricciones son:

3x+4y <700 3x+4y>700 4x+3y =700 3x+4y <700
a) x>0 b) x>0 c) x>0 d) ;ig
y >0 y> 0 y> 0 x>y
8.- Resuelve el problema e indica si la solucion es:
a) No tiene solucion. b) 100 patos y 100 gansos. ¢) 233 patos y ningun ganso. d) Ninguin ganso y 175 patos.
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Apéndice: Problemas de Programacion lineal en las P.A.A.U.

(1) Una empresa fabrica unicamente tapas y envases. Cada lote de tapas requiere de 1 litro de barniz y 5 minutos en el horno,
mientras que cada lote de envases requiere de 2 litros de barniz y 3 minutos en el horno. Semanalmente se dispone de
1000 litros de barniz y 3000 minutos en el horno. Por restricciones de su infraestructura, la producciéon semanal entre los
dos productos es, como mucho, de 650 lotes. a) ¢ Cuantos lotes de cada tipo puede fabricar la empresa cada semana?
Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones. ;Se cumplirian los requisitos si la empresa
fabricase 200 lotes de tapas y 100 lotes de envases? b) Si la empresa vende todo lo que fabrica y gana por cada lote de
tapas fabricado 3000 euros y por cada lote de envases 4000 euros, ¢;cuéntos lotes de cada tipo debera fabricar para
maximizar sus ganancias?

(2) Un empresario dispone un determinado dia de 3600 euros para fabricar ratones y teclados. Cada ratén le cuesta 30 euros
y lo vende a 34 euros. En cuanto a los teclados, cada uno tiene asociado un coste de fabricacion de 40 euros y un precio
de venta de 45 euros. Por restricciones de la empresa, no se pueden fabricar mas de 95 aparatos en total en un dia.

a) ¢Cuantos ratones y cuéntos teclados puede fabricar en un dia? Plantea el problema y representa graficamente el
conjunto de soluciones. ¢ Podria fabricar en un dia 15 ratones y 20 teclados?

b) Teniendo en cuenta que el beneficio es la diferencia entre el precio de venta y el coste y que la empresa vende todo lo
que fabrica, jcuantos aparatos de cada tipo debe fabricar en un dia para que el beneficio sea maximo?

(3) Una empresa fabrica dos tipos de piezas: A y B. Cada dia debe fabricar al menos 6 piezas, disponiendo para ello de 160
horas de mano de obra. La fabricacion de cada pieza tipo A necesita 8 horas de mano de obra y la de tipo B necesita 16
horas de mano de obra. Existe ademas la restriccion de que no puede fabricar mas de 4 piezas de tipo A. a) ;Cuantas
piezas de cada tipo puede fabricar en un dia? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones.
b) Si vende todo lo que fabrica y por cada pieza tipo A obtiene un beneficio de 120 euros y por cada pieza tipo B obtiene
un beneficio de 100 euros, ¢ cuantas piezas de cada tipo debe fabricar cada dia para maximizar su beneficio? A cuanto
asciende dicho beneficio?

(4) Una carpinteria elabora dos tipos de muebles, A y B. Cada mueble de tipo A requiere 6 dias de trabajo para su
elaboracién, mientras que cada mueble de tipo B requiere 3 dias. Por la estructura organizativa de dicha empresa, cada
mes, que consta de 30 dias laborables, se puede elaborar, a lo sumo, 4 muebles de tipo Ay 8 de tipo B.

a) ¢Cuantos muebles de cada tipo pueden fabricar en un mes para cumplir con todos los requerimientos anteriores?
Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) Si venden todo lo que fabrican y el beneficio proporcionado por cada mueble tipo A vendido es de 500 euros y por cada
mueble de tipo B es de 200 euros, ¢cuantos muebles de cada tipo deberian fabricar para maximizar el beneficio?
¢ Cuantos tendrian que fabricar para maximizar el nimero de muebles elaborados?

(5) Una fabrica de cerveza produce cerveza negra y rubia. Para la elaboracién de un bidén de cerveza negra son necesarios 2
kg de lUpulo, 4 kg de malta y una hora de trabajo. Para la elaboracién de un bidon de cerveza rubia son necesarios 3 kg
de ltpulo, 2 kg de malta y una hora de trabajo. Cada dia se dispone de 60 kg de lupulo, 80 kg de malta y 22 horas de
trabajo. El beneficio obtenido es de 60 euros por cada bidén de cerveza negra vendido y de 40 euros por cada bidon de
cerveza rubia.

a) ¢Cuantos bidones de cerveza de cada tipo pueden producir al dia para cumplir con todos los requerimientos
anteriores? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones. ;Es posible que en un dia
cualquiera se hayan producido 15 bidones de cerveza negra y 20 de cerveza rubia?

b) Si vende todo lo que produce, ¢cudntos bidones de cerveza de cada tipo deberian producir para maximizar el
beneficio?

(6) Una vagoneta de una empresa esta destinada a transportar paquetes de tipo Ay B y soporta como mucho 1000 kg de
peso. Se sabe ademas que cada paquete de tipo A pesa 20 kg y cada uno de tipo B pesa 25 kg. Por exigencias de la
produccion, en cada viaje debe transportar al menos 15 paquetes de tipo A y al menos 20 paquetes de tipo B.

a) ¢ Cuantos paquetes de cada tipo se pueden transportar en un viaje? Plantea el problema y representa graficamente el
conjunto de soluciones. ¢ Podria transportar en un viaje 17 paquetes de tipo A y al menos 20 paquetes de tipo B?

b) ¢Cuantos paquetes de cada tipo deberia transportar en un viaje para maximizar el nimero total de paquetes
transportados?

(7) Una nueva granja estudia cuantas gallinas y ocas puede albergar. Cada gallina consume 1 kg de pienso por semana y
cada oca 5 kg de pienso por semana. El presupuesto destinado a pienso permite comprar 200 kg semanales. Ademas,
quieren que el numero de gallinas sea menor o igual que cinco veces el numero de ocas.

a) ¢Cuéntas gallinas y ocas podra tener la granja? Plantea el problema y representa gréficamente el conjunto de
soluciones. ¢ Se cumplirian los requisitos si albergase 40 gallinas y 20 ocas?

b) Segun estos requisitos, ¢cual es el maximo nimero de animales que podria albergar la granja?
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(8) Una fabrica esta especializada en dos juguetes: bicicletas y patinetes. Al mes puede fabricar un maximo de 480 bicicletas y
600 patinetes. Para la elaboracién de cada bicicleta son necesarias 2 horas de trabajo y para la elaboracion de cada
patinete es necesaria una hora de trabajo. Se dispone de un maximo de 1000 horas de trabajo al mes.

a) ¢Cuantas bicicletas y patinetes puede fabricar en un mes para cumplir con todos los requerimientos anteriores?
Plantea el problema y representa gréaficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢ Cuéntas bicicletas y patinetes deberian fabricar para maximizar el numero total de juguetes (bicicletas mas patinetes)
fabricados? ¢ Cuantos juguetes fabrica en ese caso?

(9) Una costurera dispone de 36 metros de tela para hacer faldas y pantalones. Necesita 1 metro de tela para hacer una falda
y 2 metros de tela para hacer un pantalén. Por exigencias del cliente, tiene que hacer al menos la misma cantidad de
faldas que de pantalones y al menos 4 pantalones.

a) ¢Cuantas unidades puede hacer de cada prenda? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de
soluciones.

b) Si le cuesta 3 euros cada falda terminada y 9 euros cada pantal6n, ;cuéntas unidades debe producir de cada tipo para
minimizar los costes?  Cuanto seria en ese caso el coste total?

(10) Una comparia minera extrae dos tipos de carbdn, hulla y antracita, de forma que todo el carbén extraido es vendido. Por
exigencias gubernamentales, debe extraer diariamente al menos el triple de camiones de hulla que de antracita. Ademas,
por la infraestructura de la compafiia, como mucho se pueden extraer 80 camiones de carbon en un dia y al menos 10 de
ellos deben ser de antracita.

a) ¢Cuantos camiones de cada tipo de carbdn se pueden extraer en un dia? Plantea el problema y representa
gréficamente el conjunto de soluciones. ¢ Podria extraer en un dia 20 camiones de hulla y 15 de antracita?

b) Si la ganancia por cada camién de hulla es de 4000 € y por cada camién de antracita es de 6000 €, 4 cuantos camiones
de cada tipo deberia extraer en un dia para maximizar sus ganancias?

(11) En cierta queseria producen dos tipos de queso: mezcla y tradicional. Para producir un queso mezcla son necesarios 25
cl de leche de vaca y otros 25 cl de leche de cabra; para producir uno tradicional, sélo hacen falta 50 cl de leche de vaca.
La queseria dispone de 3600 cl de leche de vaca y 500 cl de leche de cabra al dia. Por otra parte, puesto que los quesos
tradicionales gustan mas, cada dia produce al menos tantos quesos de tipo tradicional como de mezcla.

a) ¢, Cuantas unidades de cada tipo podra producir en un dia cualquiera? Plantea el problema y representa graficamente
el conjunto de soluciones.

b) Si la queseria vende todo lo que produce y obtiene un beneficio de 3 euros por cada queso de tipo mezcla y de 4 euros
por cada queso de tipo tradicional, ;cuantas unidades de cada tipo debe producir diariamente para maximizar
beneficios? ; Qué beneficio obtiene en ese caso?

(12) Para que una encuesta sobre politica de inmigracion sea fiable, se exige que haya al menos 2300 personas
entrevistadas, entre espafioles y extranjeros, de las cuales como mucho 1000 seran extranjeros y también se exige que
los extranjeros sean por lo menos un 10% del total de personas entrevistadas.

a) ¢ Cuantos espafioles y cuantos extranjeros pueden ser entrevistados? Plantea el problema y representa graficamente
el conjunto de soluciones.

b) Si el coste estimado de cada entrevista es de 6 euros, ;cudl seria el maximo coste que podria tener la encuesta? ¢a
cuantos espanioles se habria entrevistado en dicho caso?

(13) Un tenista planea su entrenamiento para la proxima temporada. Dispone de 48 horas semanales en las que puede
entrenar y debe repartir ese tiempo entre la preparacion fisica y mejorar su técnica. El entrenador le obliga a dedicar al
menos 5 horas semanales a la parte fisica y al menos 30 horas en total, entre preparacion fisica y técnica. Por otra parte,
€l quiere dedicar al menos el doble de tiempo a la parte técnica que a la preparacion fisica.

a) ¢Cuantas horas puede dedicar a cada tipo de entrenamiento? Plantea el problema y representa graficamente el
conjunto de soluciones.

b) Si la hora de preparacion fisica le cuesta 50 euros y la de mejora de la técnica 80 euros, ¢ cuéntas horas debe dedicar
a cada tipo de entrenamiento para minimizar el coste? ;,a cuanto ascenderia dicho coste?

(14) Para cubrir las nuevas necesidades de un centro hospitalario en los servicios de corta estancia y planta se quiere asignar
un maximo de 24 auxiliares de enfermeria. En corta estancia deberia haber al menos 4. Como poco, tiene que haber 8
auxiliares mas en planta que en corta estancia.

a) ¢Qué combinaciones de auxiliares para cada tipo de servicio se pueden asignar? Plantea el problema y representa
graficamente las soluciones.

b) ¢ Cual es la combinacidn con menos personal? ;Cuél asigna mas auxiliares en corta estancia?
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(15) Una empresa de alta confiteria elabora tartas y bizcochos especiales, disponiendo de 80 horas cada dia para la
elaboracién de dichos productos. Cada tarta requiere 1 hora para su elaboracién y cada bizcocho 2 horas. Ademas debe
abastecer a un restaurante que compra todos los dias 20 tartas y 10 bizcochos.

a) ¢Cuantas unidades de cada tipo podra elaborar en un dia para cumplir todos los requisitos anteriores? Plantea el
problema y representa graficamente las soluciones.

b) Si cada tarta le cuesta a la empresa 15 € y cada bizcocho le cuesta 12 €, ;cuéntos productos de cada tipo debe
elaborar en un dia para minimizar el coste total? Y para maximizar el numero de productos elaborados?

(16) Fabada Movil sélo comercializa dos platos: fabada tradicional y light. Cada racion de fabada tradicional lleva 100 g de
fabes y 100 g de compangu, mientras que cada racion de fabada light lleva 110 g de fabes y 50 g de compangu. Cada dia
Fabada Mévil dispone de 11000 g de fabes y de 6200 g de compangu. Tiene un cliente fijo que compra cada dia 4
raciones de fabada light y que Fabada Movil se ha comprometido a abastecer.

a) ¢Cuantas raciones de cada tipo puede preparar Fabada Mévil en un dia para cumplir con todos los requerimientos
anteriores? Plantea el problema y representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) ¢Cuantas raciones de cada tipo deberia preparar para maximizar el nimero total de raciones de fabada que puede
poner a la venta? ;Cuantas tendria que preparar para maximizar el nimero de raciones de fabada tradicional que
puede poner a la venta?

(17) El aforo maximo de un circo es de 300 personas. Se exige que cada nifio vaya acompafiado al menos de un adulto. Por
otro lado, una subvencion recibida obliga a que el nimero de adultos entre el piblico sea como mucho el doble que el de
nifios. El circo gana 30 € por adulto y 15 € por nifio.

a) ¢Cuantas entradas de adulto y cuantas de nifio se podran vender en total para la proxima sesion? Plantea el problema
y representa graficamente el conjunto de soluciones.

b) ;Cuéntas entradas de cada tipo debe vender el circo para maximizar sus ganancias? ;Y para maximizar el nimero de
nifios entre el publico?

(18) Una muebleria fabrica mesas vy sillas. La fabricacion de una mesa requiere de 1 hora de corte, 4 horas de ensamble y
3 horas de acabado, generando un beneficio de 100 €. La fabricacién de una silla requiere de 2 horas de corte, 4 h de
ensamble y 1 h de acabado, generando un beneficio de 50 €. Cada dia se dispone de un maximo de 14 horas de corte,
32 h de ensamble y 18 h de acabado.

a) ¢Cuantos articulos de cada tipo puede fabricar cada dia esta muebleria? Plantea el problema y representa
graficamente el conjunto de soluciones.

b) Si vende cuanto produce, ¢ cuéntos articulos de cada tipo debe fabricar diariamente para maximizar el beneficio? ;A
cuanto asciende dicho beneficio?

(19) Una empresa especializada organiza un cumpleafios para 10 nifios, en el que se van a servir helados y flanes. Puesto
que todos los nifios quieren tener postre, el nimero de helados més el de flanes tiene que ser al menos igual al nimero
de nifios en el cumpleafios. El cliente ha exigido que haya al menos 2 helados mas que flanes. La empresa dispone como
mucho de 14 helados.

a) ¢Cuantas unidades de cada tipo puede servir la empresa para cumplir todos los requisitos anteriores? Plantea el
problema y representa graficamente las soluciones.

b) Si la empresa cobra al cliente por cada helado 3 euros y por cada flan 2 euros, ¢ cuantas unidades de cada tipo debera
servir para maximizar sus ingresos? ¢ A cuanto ascenderan dichos ingresos?

(20) En una determinada empresa, se elige energia etlica o energia eléctrica al principio de cada dia para el funcionamiento
de una maquina que fabrica coches y motos de juguete. Los dias que esta con etlica la maquina fabrica 20 coches y 10
motos. Los dias que esta con eléctrica fabrica 40 coches y 90 motos. La empresa recibe el pedido de un cliente que
desea al menos 360 coches y al menos 600 motos y que tiene que ser abastecido como mucho en 20 dias.

a) ¢Cuantos dias debera utilizar cada tipo de energia para abastecer a dicho cliente cumpliendo los plazos establecidos?
Plantea el problema y representa gréficamente el conjunto de soluciones.

b) Si a la empresa le cuesta 1000 euros cada dia que utiliza la energia edlica y 2500 euros cada dia que utiliza la
eléctrica, ;cuantos dias debe utilizar cada una para minimizar sus gastos? ;Y para abastecer al cliente lo antes
posible?

(21) Una ONG va a realizar un envio compuesto de lotes de alimentos y de medicamentos. Como minimo ha de mandar 4
lotes de medicamentos, pero por problemas de caducidad no pueden mandarse mas de 8 lotes de estos medicamentos.
Para realizar el transporte se emplean 4 contenedores para cada lote de alimentos y 2 para cada lote de medicamentos.
El servicio de transporte exige que al menos se envie un total de 24 contenedores, pero que no se superen los 32.

a) ¢Qué combinaciones de lotes de cada tipo pueden enviarse? Plantea el problema y representa gréficamente las
soluciones. ¢ Pueden enviarse 4 lotes de alimentos y 5 de medicamentos?

b) Si la ONG quiere maximizar el numero de lotes enviados, ¢ qué combinacion debe elegir?
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(22) Una empresa de excavaciones y movimientos de tierra va a realizar un pedido de gasdleo A para sus vehiculos de
transporte (a un precio de 0,90 euros el litro) y B para la maquinaria (a 0,70 euros el litro). Como poco, se necesitan 1000
litros de gasoleo A, y como mucho 3600 de gaséleo B. En total, entre ambos tipos de gaséleo, no debe pedir més de
5000 litros. Ademas, se quiere pedir por lo menos 1000 litros mas de gasoleo B que de gasoleo A.

a) ¢Cuantos litros de cada tipo de gasdleo se pueden pedir? Plantea el problema y representa gréficamente las
soluciones.

b) ¢ Cual es la composicién del pedido mas barato? ;Y la del mas caro?

(23) En la remodelacion de un centro de ensefianza se quiere habilitar un minimo de 8 nuevas aulas, entre pequefias (con
capacidad para 50 alumnos) y grandes (con capacidad para 120). Como mucho, un 25 % de aulas podran ser grandes.
Ademas, el centro necesita que se habilite al menos 1 aula grande, y no méas de 15 pequefias.

a) ¢Qué combinaciones de aulas de cada tipo se pueden habilitar? Plantea el problema y representa graficamente el
conjunto de soluciones.

b) ¢Cudl es el conjunto minimo de aulas pequefias que se pueden habilitar? Si se quiere que la capacidad total
conseguida con las aulas habilitadas sea lo mayor posible ;cuantas tendria que hacer de cada tipo? ;Cuantos
alumnos cabrian en total?

(24) En una empresa se esta discutiendo la composicién de un comité para negociar los sueldos con la direccion. En el comité
habra sindicalistas e independientes. El nimero total de miembros no debera ser inferior a 10 ni superior a 20. Al menos
un 40 % del comité seran sindicalistas. El nimero de independientes sera como poco una cuarta parte del de
sindicalistas.

a) ¢ Qué combinaciones de miembros de cada tipo puede tener el comité? Plantea el problema y representa graficamente
el conjunto de soluciones. ;Puede haber 4 sindicalistas y 16 independientes?

b) Si se quiere que el numero de independientes sea maximo, 4 cual sera la composicién del comité?
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RESUMEN
Sistemas de . _ . ineal ! con x+y <80
inecuaciones | Un sistema de inecuaciones lineales es el conjunto de 30x + 20 < 1800
. dos 0 mas inecuaciones que deben cumplirse a la vez.
lineales x,y20
Se llama programacién lineal, o también programa
lineal, a la formulacion algebraica que pretende | £ £(x,y)=a-x+b-y —> Max o min
optimizar (maximizar o minimizar) una funcion lineal ax+by#c
Programacién de varias variables, sujeta a una serie de restricciones, ! ! !
. también lineales. Jaxtby#c,
lineal Lo - . - s.a..
La funcién lineal a optimizar se denomina funcién
OlbjetIVO, y Iasl restrlcglones se expresan mediante un apx+by#c;
sistema de inecuaciones lineales que debemos
resolver.
En un programa lineal con dos variables, si existe una
Teorema solucién unica que optimice la funcién objetivo, ésta se =—
fundamental encuentra en un punto extremo (vértice) de la regién
factible acotada, nunca en el interior de dicha region.
Método El método algebraico consiste en evaluar la funcién objetivo en cada uno de los vértices (o sea,
algebraico de | sustituir las coordenadas de los vértices de la region factible en la funcion objetivo) y comprobar cual (o
resolucion cuales) de ellos proporciona el méximo o minimo de la funcidn objetivo.
En este método los vértices de la regidn factible se
Método gréfico de hallan graficamente. Sobr_e la region factible se
luci6 representan las rectas de nivel asociadas a la funcion
resofucion objetivo (ax+by =k )y se ve cudl es la que toma un
valor k optimo.
_ - Factibles con solucion Unica.
Tipos de - Factibles con solucion mdiltiple,
soluciones - Factible no acotada.
- Nofactible.
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CAPITULO 5: LIMITES Y CONTINUIDAD.

1. - Calcula los siguientes limites:

. .1
a) lim2 b) lim x7 ¢) lim—
x—0 X—>+00 x—>3x
1 1 1
lim — h) lim — ) lim —
o0y 10 ) BN E ) yrhooyl
2. - Halla los siguientes limites:
a) lim x’ b) lim x’ o) lim {x
X—>+00 X—>—00 X—>+00
g) lim 7* h) lim 7* ) 1im (V7)
X—>+00 X—>—0 X—>+00
m) lim x° n) lim x° i) tim 3x2
X—>+00 X—>—0 X—>+00
1 X
r lim 5% s) lim 5% t) lim (—j
X—>+00 X—>—00 x—>+oo\ 3
3. — Halla los siguientes limites:
2 2
a) lim x°+1 b) lim x°+1
x—+0 X—3 x> X—3
6 6
e) lim 21 ol f) lim 21 al
x>+ 3x° +2x—1 x—>-03x" +2x—1
X% —2x+3 X% —2x+3

) lim

i) lim
x>0 x3 35?5

x>+ x5 —3x2 =5

4. — Determina el limite de estas funciones:

a) lim (3x+1) b) lim
X—>+00 x—>—oXx+1
e) lim (3—"_4) f lim 2%
X—>+o0 2 X—>+0
2
, . 3x-2
i) lim (x+3)2x-3) ) lim 22T C
X—>—00 X—>+00 X
, 6x—2
m) lim vx>-3x-2 n) lim ————
X—>+0 x—>—03x° —Tx+1
5. — Determina los limites de estas funciones:
2 2
+3 -
a) lim = b) lim 2 +x—l
x>+ 2x+1 x>0 G123
, x/;+x o Ix+43x=-2
e) lim f) lim ————
Xx—+o X X—>+00 2x
6. — Calcula los siguientes limites:
, |3
a) limx*  b) lim4* ¢ hm{—J
X—>+00 X—>—00 x0T X
.2 _ _
g) lim|—| ) lim3™* ) lim 3™
X—>—99 X’ X—>+00 X—>—00
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, 1
d) lim x° e) lim (-7) f) lim—
X—>—0 X—>—00 -0 x
, 3 , 1
j) lim x5 k) lim x l) lim—
x——1 -0 x—0 x
LT , 1 , 1
d) lim \/; e) lim — fy lim —
X——© X—>+o0x X—>—0 x
1
) 7 k) . L [) lim 7*
J) xir?m(\/_)x ) XILIn+ao 7 ) X—>—0
3.2 1 1 1 1
0) lim vx p) lim — q) lim —
X—>—0 X—>+0x X—>—0 x
1" ol o x?
u) lim | — V) lim 4 w) lim 4
x—>—0o\ 3 x>+ xX— -0
2 2
0 1 X -;1 d) 1 X -;1
x>+ 3y x—>—-© 3y
_ 4
) lim — =% h) tim —O
x>t — x4 2x2 =5 x—>+0 X — 2
_ 4
K) lim 1-x [) lim 16

x40 —x¥ 4 2x2 -5

d) lim (3—x+x2 —x3)

X——00

¢) lim (x2 —5x+ 6)

X—>+00

2
X
lim [Ej
x——oo\ 5

K) lim 32x° +1

2

h) lim 33x-1
X—>+00

9)

) lim (—x3+8x2—x+8)

X—>—00 X—>+00
2 2 3
o 3x"—8x+16 — _
i) lim 2X ToXT D 0) lim ST2xAd X
X—>+00 35 X—>+00 2x2 _Sx_4
9 lim 2x? +x—1 &) lim 2x2 —12x+9
X—>—00 x2+3 X—>+0 3,x5+5x—2
_ 2x—+f6+x UxP+142x
g) lim ———— h) lim ————
X—>+00 2x+4 X—>—00 6x-3
-2 5 4
d) lim| 2| ¢ lim|X f lim 2371
x—0) 5 x>0 3 X—>—00 x3 + 3
; I [ 2 3
) lim |2 k) lim ) lim| ——+—r7r
x—+o0| 3 X—>+00 x2_2 x> Y2 4] X+2
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7. — Resuelve los siguientes limites:
a) lim

4x? -1 _ 6x
X—>+0

5x

3 +1

2 3
b) lim fl_fji;__éf;__
xotod 1-2x  x2 412

8. — Halla los siguientes limites de funciones:

C

) limw(
X—>—

2x% 43 N 6x — x2
S5x 3x

’ 3 , 2 , 3 3
a) lim \x —12x) b) lim —~ c) lim \x° —4x d) lim| x -
X—>+0 x40 Afx x——00 x—— X
e) lim (x—xz) f) lim (2x-3)" g) lim (x3+5x2—3) h) lim [(x2+1)2+4x}
X—>+00 X—>+00 X——00 X—>—00)

9. — Calcula los siguientes limites:

a) lim [2x3 —7x+2] b) lim ——— ¢) lim [4x4 —7x+5]
X—-+0 x—>—-03x" —5x42 x>0
2
d) lim [—3x5 +2x—4] e) lim [—x2 +3x—2] f lim 27X+
X—>—00 X—>+00 X—>+00 — 2x2 +4x-3
2
lim VX7 B E e P , Jx+3
g) m h) lim —— I) lim
x>t 2X X—>—00 3/4x2+5 x+04[2x =5
5 2 , —
) lim 3x : 2x-;1 K) lim x“=5x+1 I lim -
x>—0 Tx* —2x x>0 2x3 -3 x—>—0]—x

10. - Calcula los siguientes limites:

2 2
a) lim (x - I J b) lim (\/xz—Zx—x) o) lim (2x—T+ax)
x>+ X 2x—1 X—>+00 X400
d) lim (\1 9x? +3x —3xj e) lim (x—\/xz —4x) f) lim (x+\/x2 —4xj
X—>+00 X—>—00 X—>—00

11. - Calcula los siguientes limites:
a) lim

2x-1
[1 : j
X—>+00 X

b) 1im

X—>+0

C) lim

6x+2
(1 3}
X

4x -1
4x

d) lim

x—>—0

= e

x+3

5 x-1 2 X+6 x2—1 ox I—x
&) fim (" 2”} ) tim "2—”2] 9 umi > h) tim [1_£j
x—+o| x X—>+00 x“+1 x—>—oo x“ +1 X— -0 X
12. - Calcula los siguientes limites:
M3 , 2 3 4 3, _
a) 1imi«/x2+2x—x} b) tim |27 o lim|— ——} d) fim | 2221
x>+ x>-3 x2-9 x>oh x“ 41 X+2 x| ¥ 43
13. - Calcula los siguientes limites:
2 x2-1 l—x 2 5 5 x?-3x
a) lim (x+4X) b) lim(3x2_5J ¢) lim [1+3j d) lim(xz_ X j
Yoo x—+o0| 3x2 + x x—>—o0 x x—>—oo| 2x° +3x—2
e) lim (x+3_x) f) lim Naredlx g) lim \/4x2—5—(2x—3):|
X—>—00 x40 fx +1 x—+od_
14. - Calcula los siguientes limites:
[ 2 2 I i
a) lim|—x +1} b) lim |vV9x® +2x~3-3x o) lim Vx-[Var3 Vx|
X—>+ _x+1 X—>+od_ | X—>+00
x2
[ 2 2 [ 5.2 B3 aox3
d) lim X A2 X +1} e) lim M} f) lim {4 3)1
x—+o| x+1 X ot 2x2 —x—5 x—+0o| 5—3x
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15. — Resuelve los siguientes limites:

o x+1 2 , 25-x% 2x2 18
a) lim b) Jim 252X ¢) im——— d) lim 22
x—>—13x+3 x—0 x2—3x x5 x-5 x—3 x2_9
16. - Calcula los siguientes limites:
2 2 3 2 3 2
_ -x-2
)11 x“=x-2 b) lim x2 X C) lim 3x +§'x +6x d) i 3x +§'x +6x
x22x% —3x-2 x>-12x° —-3x-2 x>-2x" +x°—-8x—12 x>=3x" +x° —8x—-12
17. - Calcula estos limites:
2 2 2 2
a) lim x°=2x+1 b) lim x°=2x+1 ¢) lim x°=2x+1 d) lim x°=2x+1
=2~ x-3 x—2* x=3 x—3" x=3 x—37t x=3
, x-3 , x-3 2 iy 2, .
o) tim 2 9 X3 g) lim 3x2+—X6 h) tim ——= 2+x 6
x—>-1" (x—l) x—>-1" (x—l) x=>27 x7 —x" —-8x+12 x=>2" x7 = x" -8x+12
18. — Calcula los siguientes limites:
2 2
-3 , -3
a) lim > b) lim al c) 11'mL d) lim
x—=3 x+2 x—-2 x+2 L, senx x—0senx
19. - Calcula los siguientes limites:
3 2 2 4
-1 - -1
a) lim————— b) tim X ) lim—"—— d) lim
vl 3 +2x% —3x =0 x7 —2x" +x ¥>35x% ~13x—6 x>-1x7 +1
4 2 2 I—x |
e) | x o f) lim X —2X*0 g) lim h) lim
x—0 x2+x Xﬁ2x2—4x+4 x—=0 2x x—)l\/;—l
i Hm‘/;_‘/g i1 3-V5+x K Hm“z_x_vz—l_x ) 1im Nx+2-2
I Y ]) lim - 5 i
3 x> -9 x—>42—+/8—x x>0 X +x x—2 \/Z 2
m) lim Nx+9-3 n) lim Vx—1++/x+1 0) lim Vx +5-3
x—>04/x+16 -4 x=>la/x+1—=4/x—-1 x—=2 Alx+7-3
20. — Calcula los siguientes limites:
3 2x% =2 24 2 2
a) lim X+ 27 b) lim| —5—— C) lim x4 A d) lim B
x>-3] x2-9 x| x°=2x+1 xo2| x+1 2oy Xl x2 = 2x+1
21. — Calcula los siguientes limites:
2 . 2+4x
a) lim 21 b) lim==~ o) lim="> d) lim[x—1];2
x—=1 x—1 x>0 x x—>3|x—3| x—2
2 14 |x1 x+2 x-2 . V2x—4 -1
e) lim| > 4 f) lim —— | h) lim——
x>l x+4 ol x=1 21 =2t x—2 x—>1w/x+ -2

|2 X eax , sx—2* |11 1
lim| — i lim| —| ——-
) xl—%{f 3 } ) ngw[sﬁJ K 0 2\ x+2 P42

3
3 [
22. - Calcula los siguientes limites: a) lim Y12 p) i (ﬂjx—l

—F— m 5
x=1 1252 x=>1"\3+Inx

23. — Calcula los limites laterales y el limite, cuando exista, de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

_ ; 2 _ ;
a) f(x):{zx 2 s xS3 o x=3 b) f(x):{x Fax=lost x<l o

2x si 3<x x+2 si 1<x
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24. - Halla el valor de los siguientes limites:

3 ] 2 4
) Vo , Vi 4y , W5 e3x? 41 , 2% 2243
a) lim —/—— b) lim ———— ¢) lim ————r d lim ———
LY I 0 4 3o =07 5% 340, R IR YN
- - . NP +7-4 2Y -4
25. — Calcula el valor de los siguientes limites: a) im——— b) lim —————
x—3 2—x+1 x222% _5.9% 14

3x-1 si x<0

26.-Dadalafuncion f(x)={ 0 i x=0calcula:a) lim f(x) b) lim f(x) ¢) tim f(x) d) lim f(x)-
2x+5 si x>0 2 o x0 0

¢ Tiene alguna discontinuidad?
27. — Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

24l si ox<?2

2 .
-1 <2
a) f(x)= * S% y b) f(x)={2x-1 si 2<x<4
xX+2 si x>2 5 g x>4

28. — Clasifica las discontinuidades que presenta la siguiente funcion:

J | oy=te ;
: i /—/

l

e

29. — Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

5

2 . —— si x<0
x“—4 si x<2 x=5
a) f(x)={x-2 si 2<x<4 b) glx)=4vx+1 si 0<x<3
. 10 .
5 si x>4 si x>3
x+2
30. - Estudia la continuidad de las funciones:
x+1 1 si xez
a) flx)= b = c =|x-
) fl=5L YR ) /(s)- 53]
1 2 .
— " -1 <2
d) f(x):{Sx si XER e) f(X)Z{x S% x
. x+1 st x>2
0 i x=0

, - y 1 .
31. — Estudia la continuidad de la funcién f(X)=; en el intervalo (2,5).

32. — Estudia la continuidad de las funciones:

. 3x-2 si x<-1
a) f(x)=q BT s =Tl b) f(x)=1x?+4x—1 si ~l1<x<2
= X)=19x X — -1<x<
x2-3 si x>-1 )
x+11 si x>2
4 .
Y—4 st x<0 -2 si x<-=2
c) f(x)= x-1 si 0<x<3 d) f(x)= ~x?+4 si —2<x<2
1 . .
si x>3 2 si x>2
x-3
2
x“=9 . |x| .
-5-— #0
e) f(x): =3 si x#3 f) f(x)z . sl x
6 si x=3 5 si x=0
3—x| si x<5
0) f(x)=|+>~6x+5| ) )= {25
Ine si x>5
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x+1

33. — Determina el valor de a para que esta funcion sea continua en todo R: f(x)= ¥

“x*+a si x>-2

si x<-2

. . - 2x—-3 si x<3 , -
34. - Determina el valor del parametro b para que la funcion f(x)= { * b * 3 sea continua en todo su dominio.
X+ S1 x>
. xr-4 .
35. — Halla el valor de 4 para que la funcion f(x)=1——5 i *7~2 seacontinuaen x=-2.
si x=-2
36. — Calcula m, n, p y g para que la siguiente funcién sea continua en todo R.:
3 si x < -8

f(x)z -2m+3 si —-8<x<-4
x—— si —4<x<?2
px si 2<x
37. — Calcula £, en cada caso, de modo que las siguientes funciones sean continuas en todo R.

1+|x| si x<0

2kx—3 ST x<4 b) f(x): k si x=0
—x“+10x—-13 si x=>4 3 .
E)Hl si x>0

a) f(x)=

38. — El espacio recorrido por un mévil en funcion del tiempo viene dado por la siguiente funcion:
312 si 0<r<2
et)=1 3t+a si 2<t<5
—2+13t+b si S5<t¢

Determina los valores de a y b, para que la funcion sea continuaen t =2y ¢t =35.
39. — Un comerciante quiere vender un determinado producto, y para ello cobra 6 € por cada unidad. No obstante, si se le
encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

C(x):{6x - s? 0<x<10

V600+ax“ si x>10

a) Halla el valor de a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nimero de unidades que se compran.
b) ¢ A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisimas” unidades?

2

3az3x si x<0

40. — Dada la funcion: fx)= si 0<x<1
2+2%
3

si x>1
b—27"

a) Halla @ y b para que la funcidn sea continua.

b) Calcula: lim 7(x), lim f(x)y lim f (x)
X—>—00 X—> 40 x—0,5

¢)Sia=0yp= 18 , estudia las discontinuidades.

2x+3 si x<0 . . . .
2 4 0 toma valores de signo contrario en los extremos del intervalo [— 1,2] y, sin
—-X — S1 x>

41. - La funcion f(x)z{
embargo, no tiene ninguna raiz en dicho intervalo. ;Contradice esto el teorema de Bolzano?
42. - Comprueba que la funcion f(x)=—x> +x? +2 tiene al menos una raiz en el intervalo [1,2].

43. — Demuestra que la funcion 1 (x)=—2x3+3x—8 corta al eje de abscisas en el intervalo [-2,2]. ¢Se podria decir lo

3 2
. s x° =2x" -4
mismo de la funcién g(x) =——?
x+1
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44. - Si f(x)es continua en el intervalo[-3,2], donde f(-3) <0 y f(2)=5. ¢Se puede asegurar que la funcion

g(x) = f(x) -2 tiene al menos un cero en el intervalo [-3,2]?
45, - Dibuja la gréafica de una funcion que se ajuste a las siguientes condiciones:

Continuaen & - {-3,1,5,7} lim f(x)=+o0, lim f(x)=-2, f(1)=0
Discontinuidad de salto finito en x =35 y de salto infinito en x = 7 f(=2)=0

46. - Dibuja la grafica de una funcion £ (x) tal que:

Domf(x):{xeR/x2—4}
fE4)=2, £0)=1, f(5)=0, (7)=-5
{lirg f@)==3 dim f()=0 lim f()=4 lin f()=-

lim f(x) =+ hm f(x) =-2 hm f(x)=0 llm f(x)=-o
—5"

x—>5"

AUTOEVALUACION
1. Los limites de la funcion f(x) = { ); _3x2+2 six<0 alaizquierda de 0 y a la derecha de 0 valen:
x =T7x"+3 six>0
a) 0,0 b)3,7 )23 d) No existen pues f{x) no esta definida en 0
x 2
2. Ellimite lim {i] vale:
X—>0 3x+1
a0 b) 1 C) +o0 d) 1/3.
2
3. Ellimite lim 3x+—2x_5 vale:
ool x—x"+2
a) -3 b) 3 C) o0 d) —5/2
4. Ellimite lim(x/x+5 —x/x—Z) vale:
X—»0
a0 b) 3 C) o d)7
5. Elimite tim ¥ Y ore:
x—0 X
a) 0 b) 4 C) oo d)-1/4
. ¥ -3x%+a si x<3 .
6. Paraque lafuncion f(x)=1" , . sea continua a debe valer;
2x° -1 si x>3
a) 3 b) —1 c) 17 d) 1/2
7. Indica cuél de las siguientes funciones tiene una asintota vertical en x = 2.
2
—4
a) f(x)=log(x-2) b) f(x)= ) c) f(x)=+x-2 d) f(x)=sen(cos(x~2))
8. Indica cuél de las siguientes funmones tiene una asintota horizontal y = 2.
2% —
a) f(x)=logx-2) b) f()=— ¢) f(x)=vx-2 d) f(x) = tag(cos(x —2))
x —
9. Indica cuél de los siguientes limites NO vale 0.
27 X
. X'+5 Jri—1=+ , e +3
a) lim b) lim B R ¢) lim Nx—l-yx+3 d) lim
x>0 g x>0 X =3 +4/x+2 | x>tw x x—>+oog" —5
10. Los puntos de discontinuidad de la funcion g(x) = ‘xz - 9‘ son:
a)0y3 b)3y -3 c) Ninguno d)0,3y9
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Apéndice: Problemas de limites en las P.A.A.U.

2”—8 r “'x4+1_1 , Vx2+1—1 , a\,9+x_1[9_x
1.- Calcula: 1im lim 2 11m—2 lim—————
n— oo 2”+l X% X X% X x—0 9x
2x2—3ax—6 6 x<3
2.-Dado a € R, se considera la funcion f(x)= ¥—3 . Determina los valores de a para los que la funcion
x2 -1 si x=>3
es continua.

x+1 si x<I

2

N I responde razonadamente a las siguientes cuestiones. a) ;Para qué valores de

3.- Dada la funcion F(x):{
a la funcion F(x) es continua en x = 1? b) Si F(x) es continua cuando x — x, entonces no existe lim Flx) , ,€s cierto?
X=X

4.- Se ha investigado el tiempo (7, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en funcion del tiempo de
300

entrenamiento de los deportistas (x, en dias), obteniendose que: 7(y)= )+ 3(1)125

G5 G-15)"

a) Justifica que la funcién T es continua en todo su dominio.
b) Por mucho que se entrene un deportista, 4 sera capaz de hacer la prueba en menos de 1 minuto? ¢y en menos de 27?
5.- El rendimiento de un estudiante en un examen de una hora de duracion viene dado por la siguiente expresion (f (x)

representa el rendimiento, en tanto por ciento, en el instante x, medido en horas): f(x) 300i1-x) si 0<x<06
C f(x)=
p imiento, por ciento, en el | X, medl 180(1-x) si 0,6<x<I

a) ¢ Es el rendimiento una funcién continua del tiempo?

b) ¢En qué momentos aumenta y en qué momentos disminuye el rendimiento? ; Cuando obtiene el mayor rendimiento y
cual es ese rendimiento?
6.- La energia que produce una placa solar viene descrita por la siguiente curva en funcién del tiempo transcurrido desde que
. . , 10x-x2 si 0<x<8
amanece (f{x) es la energia producida a las x horas de haber amanecido): r(x)={ 1024

2

si 8<x<12

a) Estudia la continuidad de la funcién f'en su dominio.

b) ¢ En qué momento del dia la placa produce méas energia? ; Cuanto produce en ese momento?

7.- El tiempo que un empleado tarda en realizar una tarea varia durante los cuatro primeros meses de contrato segun su
experiencia. Asi, la funcidén que relaciona el tiempo empleado en realizar la tarea con la experiencia del operario es (f(x)
representa el tiempo, en horas, que tarda en realizar la tarea un empleado que lleva contratado un tiempo x, medido en

2 .
. 12 -x si O0<x<2
meses): flx)= > _
(x—4)+4 si 2<x<4

a) Representa graficamente la funcion f. ¢ Es el tiempo necesario para realizar la tarea una funcion continua del tiempo de
experiencia?

b) ¢En qué momento el tiempo necesario para realizar la tarea es minimo? ; Cuanto tiempo le lleva finalizar la tarea en
ese instante? ; Consigue el empleado finalizar la tarea en menos de 3 horas en algin momento durante los primeros
cuatro meses de contrato?

8.- Un proveedor cobra el aceite segun el volumen del pedido. Asi, la funcién que relaciona el importe del pedido con el

3x si 0<x<30

volumen del mismo es f(x) (en euros), de un pedido de x litros de aceite): f(x):{2x+30 S 30<y

a) ¢Es el importe una funcién continua del volumen del pedido?

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion y represéntala graficamente.

110+12x+6x2 si 1<x<3

350—4ﬂ si x>3
X

donde x representa el tiempo, en segundos, y f{x) representa la velocidad del coche, en km/h.
a) ¢Es la velocidad una funcién continua del tiempo?
b) ¢ Disminuye la velocidad del coche en algun instante?, 4 se podrian alcanzar los 350 km/h de velocidad con este coche?

9.- La velocidad de un coche de carreras viene dada por la siguiente expresion: 7 (x)=

LibrosMareaVerde.tk
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RESUMEN

Ejemplos

Entorno de un punto

Entorno de centro a y radio 3, E(a,d), es el intervalo abierto (¢ — 5,4 + 8):
E(a,8)= {xe]&; |x—a|<6}

Limite de una funcion
en un punto

X—>Xg

X—>Xg

lim f(x)—L@VE(L,s),EE(xO,S); Ver(xO,S)D f(x)eE(L,s)

otambien: jim f(x)=L & Ve>0,35>0; si0<|x-x,[<d= |/ (x)-L]|<e

Limite lateral de una
funcién en un punto

Limite por la izquierda:

X—=>xq

Limite por la derecha:

lim f(x)=L<Ve>0,38>0; si0<xyg-8<x<xg=|f(x)-L|<e

lim f(x)=L< Ve>0,38>0; si0<xg<x<xg+d=|f(x)-L|<e

x—xg
lim [k ffx)=k- lim f(x)=k-L VkeR
X—>Xg X—> X
lim [figkx): lim f(x)+ lim g(x)=L+M .
X—>Xg X—>X( X—>X( lim f(x)
, f XX . ,
lim {}(x):l'():M si lim g(x);tO
. m g\x —.
Operaciones con lim [f-g Jx)= lim f(x)- lim g(x)=L-M RLE xﬁxog R
|imites X*)XO )CA)XO X*)XO hmg
tim [ ()} :{ lim f(x }on
lim 4/ (x)=,[1lim f(x)=+vL X% X%
X=X X=X
si lim f(x)=0 y lim g(x)#0
X=X X=X
.. imite i [ : impli o 0 o
Indeterminaciones Unlllmlte indeterminado es aquél que |mpI|ga X 2,00, 0-0, 1", oy Q°
operaciones cuyo resultado no se puede precisar. o 0
Una funcion y = f(x) es continua en un punto x=x; si:

1. Existe f (xo), es decir, xo € Domf(x)

Existe 1im £(x), es decir, lim f(x)= lim f( )

Continuidad 2.
X—>Xo X—>X( xX—>xg
3. Los dos valores anteriores coinciden. f(xp)= lim f(x)
x—)xO
Tipos de discontinuidad

DISCONTINUIDAD NO EVITABLE

DISCONTINUIDAD EVITABLE

12 ESPECIE

22 ESPECIE

Salto finito

Salto infinito
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CAPITULO 6: DERIVADAS
ACTIVIDADES PROPUESTAS

|

. CONCEPTO DE DERIVADA

1. C(x) = x2+ 5x + 1 es la funcion de costes donde C(x) indica el coste de fabricacion de x unidades. Calcula la tasa de
variacion media entre 0 y 500 unidades, y la tasa de variacion media entre 200 y 800 unidades.

2. Lafuncion de beneficios de una cierta empresa viene dada por: B(x) = x> + 3x + 2 /x , donde B(x) indica el beneficio
que obtiene la empresa cuando fabrica x unidades. Calcula la tasa de variacion media de los beneficios entre 10 y 50
unidades, y la tasa de variacién media de los beneficios entre 100 y 400 unidades.

3. Una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado son C(x) = 2x + +/x , Yy que los
ingresos por ventas también por trabajador contratado vienen dados por Z(x) = 3x + x*. Por tanto los beneficios B(x) por
trabajador contratado son ingresos menos costes. (Observa que estas funciones no son continuas, no se pueden
contratar 3'7 trabajadores, es una funcién escalonada, pero vamos a trabajar con ellas como si fueran continuas).
Determina la tasa de variacion media si se contratan entre 400 y 4000 trabajadores.

4. Calcula la derivada de la funcién f{x) = |x| en x = 0 teniendo en cuenta la definicion de dicha funcion:

six>0 _
f(x)=]x|= 0! comprueba que no es derivable.

—-x sSix<

5. Utilizando la definicién de derivada comprueba que las derivadas de las siguientes funciones en los puntos indicados es el
valor dado:
a) flx)=x’enx=2=/()=12. gx)=x+2enx=a=g'(a)=1.

6. Estudia la derivabilidad en x = 0 de f(x) = | x3|. (Selectividad Junio 1995)

7. Dada la funcion f{x) = 6x2 — x3. Halla un valor a > 0 tal que la recta tangente a la grafica de /'en el punto (a, fla)) sea
paralela alarecta y =-15x.  Selectividad. Curso 06/07.

8. Se considera la funcién f(x) = x2 + m, donde m > 0 es una constante.

a) Para cada valor de m halla el valor a > 0 tal que la recta tangente a la gréfica de f'en el punto (a, f(a)) pase por el origen de

coordenadas.

b) Halla el valor de m para que la recta y = x sea tangente a la gréfica de f{x). Selectividad. Junio 07.

9. Comprueba que la derivada n-ésima de las siguientes funciones es la indicada:

:L n (Y — (=D)"n! f(x )_ 1+x S ()= 2.1
f(x) xX+a :>f (x) (.)C-{—a)n+1 ( x)n+1

2. CALCULO DE DERIVADAS

10. Si f'y g son dos funciones derivables en todo punto, y se sabe que f{1) =2, /(2) =5, g(1) =1, g(2) =6, /(1) =3,/7(2) =
f©)=4,¢g"(1)=1,g'(2) =3, g’(5) = 1. Determina el valor de: a) (f o g)' (2) b) (go f)();c) (go f)(2);4d)
(o)D)

11. Sean u(x) y v(x) dos funciones derivables en un punto x. Pruébese que su producto u(x)-v(x) es derivable obteniendo la
expresion de su derivada: Dlu(x)-v(x)] = u ' (x)-v(x) + u(x)-v (x)

(Selectividad Septiembre 1995)
12. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) y=log(x®—7x*)'2 b)y=log)(3x> — 5x2)’ )y -m (4x—8x%) d) y- ln3/(2x2 + 4x7)4

3x -2
13. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

B Gx' -4 V'

6/c 11
a) y=v5x"; b) y= ; c)y= ) y=
3%’ +7 758 2x+5
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato. Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
www.apuntesmareaverde.org.es 4 ;:, LibrosMareaVerde.tk
[ ==




14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) y:\/2;c Zx ( sy )3 b) y:\/(x +5x)(4x” —6Xx)

2x* —5x
d) v =13f5+ ‘/Sx—is
X

b) £(x)=(2-3x)log(2-3x)

c)y=

15. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1+e

a) f(x)=log -
4 —9senx d) f(x) _ senx —xCcos x

c x)=1lo
) () 8 3+2cosx COS X + xsenx
16. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las siguientes funciones:
a) y= (x> b)y=(@e+7)™ ™) ¢y =(r+ )T d) /()= ()"

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y _ 10g2 4 + senx b) y= e\/6x+8 C) y = sen (11’1 Tx d) y = In 5x

4 - senx \/1—2x2) 16 — x°

3. APLICACIONES DE LA DERIVADA

18. a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion: y = x* + 27x. b) Determina los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de la funcion: y = x> — 27x. ¢) ;Cémosonenx=07d) ;Yenx=3? ;Y enx=-3?

19. Una empresa determina que los costes de produccion por trabajador contratado son C(x) =x + /x , ¥ que los ingresos
por ventas, también por trabajador contratado, vienen dados por /(x) = 3x + x°. Por tanto los beneficios B(x) por
trabajador contratado son ingresos menos costes. La funcién beneficios B(x) respecto del numero de trabajadores
contratados, ¢ es creciente o decreciente?

20. Calcula los maximos y minimos de las funciones siguientes:

a)y=x*-1; b)y=3x*+09; c)y=4x*—-2x*+5; d) y=9x*—3x2
21. Demuestra que la suma de dos sumandos positivos, cuyo producto es constante, es minima cuando estos son iguales.
22. Calcula los méaximos y minimos relativos y absolutos de la funcién: f{x) = 2x* — 3x* + 72x, en el intervalo [-5, 5] y en el
intervalo [1, 4].
23. Determina los maximos y minimos de las funciones siguientes:

a)y=Ix-9I; b) y=Ix+ 21 + Ix — 3I.

24. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcién f{x) = |x + 2| en el intervalo [4, 4].

-1 six<0
25. Se considera la funcion: f(x)= {e St X
X

+x six>0

Contesta, razonadamente, a las siguientes preguntas:
a) ¢Es continua en el punto x = 0?
b) ¢ Es derivable en el punto x = 0?

c) ¢ Alcanza algun extremo? (Prueba previa Selectividad 1999)
26. Sabiendo que una funcién f{x) tiene como derivada f(x)=(x—4)24(x?2-8x+7),
a) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f
b) Halla los maximos y minimos relativos de f

c) ¢ Es el punto x = 4 un punto de inflexién de f? Justifica razonadamente la respuesta.
Septiembre 04. Opcién A
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27. Determina los maximos, minimos y puntos de inflexion de las funciones siguientes:

a)y=x>-3x*+6x+11; b)y=x*-Tx+3§; Q)y=x"+2; d)y=x"-3.
28. Determina el dominio de las siguientes funciones:
a) f(x) =3x" — 2x* + 5, b) f(x) = cotg x, c) f(x)= i_z,
x —
x+2
d) f(x)=+x+5 e) f(x)=2"3, f) f(x)=1log(x+1).
29. Determina el conjunto imagen (o recorrido) de las siguientes funciones:
a) f(x)=x>+2x-3, b) f(x) = 3x° — 2x* + 5, o) f(x)=vx-1.
30. Analiza la simetria de las siguientes funciones:
a) f(x)=x2, b) f(x)=1x>, C) f(x)=x>-6x+5.
31. Estudia las asintotas y el comportamiento en el infinito de las siguientes funciones.
1
—six#0 42 x*+2
a) f(x)=1x , b) f(x) ===, o) /(x)=
. x—2 x—2
O0six=0
32. Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos y la concavidad de:
x-3
a) f(x)=2x"-9x>+12x+5, b) f(x)=x?, o) f(X)=— 1
x —
1

33. Se considera la funcién f(x) = 5
—x

a) Indicar el dominio de definicién de la funcion 1y sus asintotas
b) Hallar los extremos relativos de la funcién /'y sus intervalos de concavidad y convexidad.
c) Dibujar la gréfica de /'y hallar su maximo y su minimo absoluto en el intervalo [-1, 1]. Selectividad. Opcion A
34. Sea la funcion f(x) = 2x |4 — x|
a) Estudia su continuidad y derivabilidad
b) Dibuja Su gréfica. Selectividad. Septiembre 03. Opcién B

(2x—1)?
4y

35. Se considera la funcion f(x) =
x°+1

Calcula las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funcion f{x).

Selectividad Junio 04. Opcién A
36. Se desea fabricar envases con forma de ortoedro de base cuadrada de forma que el volumen sea de dos litros y la
superficie empleada sea minima.
37. Determina las dimensiones de un cono de volumen maximo inscrito en una esfera de radio R = 5 cm. (Ayuda: La altura
del cono es igual a R + x, y el radio de la base /* = R* — x?).
38. Calcula la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 y drea maxima. (Selectividad)
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.
Concepto de derivada

1. Piensa en un ejemplo de funcién no derivable y que si sea continua.
2. Utiliza la definicion de derivada para calcular la derivada de la funcién y = /x en x = 1, 4, 5... ;Puedes obtener la
derivada en x = 0? Razona la respuesta.

(x-1)* si x<I

3. Se considera la funcion f(x) = {2 , indica cudl o cuales de las siguientes afirmaciones son ciertas,

six>1

razonando la respuesta.
a) f'es derivable en x = 1, pues las derivadas laterales se anulan en dicho punto.
b) /ni es continua en x = 1 ni derivable en dicho punto (Selectividad Septiembre 1994)

4. ;Cuantos puntos hay en la funcién f{x) = | %2+ 6x + 8| que no tengan derivada? Justifica la respuesta. (Selec. Junio 1995)

Determina la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién y = 5x2 + 3x — 2 en el punto x = 5.

6. Un vehiculo espacial despega de un planeta con una trayectoria dada por: y = 30x — 0°5x2 (x € y en km). La direccion
del vehiculo nos la proporciona la recta tangente en cada punto. Determina la direccion del vehiculo cuando esta a 4 km
de distancia sobre el horizonte.

7. Calcula las rectas tangentes de las gréaficas de las funciones siguientes en los puntos indicados:

a) y=x*+5enx=2.
b) y=3x2+7x-2enx=1.
c) y=2x*-5x2+4enx=0.

8. Determina las coordenadas de los puntos de la grafica y = x* — 3x + 2 en los que su tangente sea paralela: a) a la recta y

=0;b)alarectay=2x.

o

9. Determina la recta tangente de la gréfica de la funcion y = V4x® enx=0.

10. Determina las rectas tangentes a la funcion f{(x) = 4x3 — 12x en los puntos en los que la pendiente es 12. ;Cual es el
menor valor que puede tener la pendiente a esta curva? ;En qué puntos se alcanza?

11. Determina los coeficientes @, b y ¢ de la funcion f{x) = ax’ + bx + ¢, que pasa por el punto 4(1, 2) y es tangente a la
recta y = x en el punto O(0, 0).

12. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que las funciones f{x) = x® + bx + ¢ y g(x) = cx — x2 tengan la misma recta
tangente en el punto A(1, 0).

13. Determina el coeficiente a, para que la funcion f(x) = x2 + a, sea tangente a la recta y = x.

Célculo de derivadas

14. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=3x*+5x-7 b)y=5x>—4x*>+3x +2 cy=6x*—4x+7 d)y=9x"—4x®—2x°
15. Calcula:
d
a) D(3x% + 6x* — 9x) b) D(7x° —5x2 +3x + 2x3) ) D(5x° — 4x* +3x%) d) zy (7% — 8x° — 9x%)
X

16. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
6-/x d)y_&-(x+3)
x+2)-(x2—3x+1) ix2—3i

a)y=5x*+4x—3/x b)y=7x*-5x*+4x c)y=(

17. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

(x-3)-(2x-4) _ (zx2 +5)-(7x—3)
a) y= b) ¥y =
X+5 5x—-8
| (2x+3x°)-(4x* 5) gy y= 2 (4:-6)
c) y= =
Y 6x+7 2(x+5)-(6x+3)
18. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y=0"+5) (8x°—-7), b) y = (9x* - 3) - (7x* + 6); C)
19. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
_ 3 2 3
a)y:x—z' b) y=\/x—2-(6x3—3x); c)yzu- d) y 2\/x—

x+2 8x* —dx C 3x+4
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20. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y= (' - 5% b)y=x' - 7x) o) y=y[2x"—6x°f d) y=3Bx* +62°f

21. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
3 3 2
VST +Tx" =2
V223 +3 - (427 46398 b y =t 1T
3x+4
5x° —7x?

(9x4 - 3x3)z

22. Utiliza derivacion logaritmica para calcular las derivadas de las funciones siguientes:

a)y=

c)y=(7x*+3)> - (4x° — 8x%) d) y =

a)y = (5x)" 3" b) y = (3x+6)(=+2)
3 3xt—4x°
0)y=ee g v =Asranbr=es]
23. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
5 3 3 2.7 5 3\5 3 5x5 _3X8
a)y=ex+7x b)yz(e3x—SX) C)yze(4x+8)c) d) y: e( )2

24. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a)y=In((5x°~37)2 (3x+ 1)) b) y=Iny[22° +52°f
c) y=In H d) y= ln\3l(3x4 —SXS)Z

2x-3
25. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
3x
8) f(x)=1In 5*;2 D) £(x) = (2x - 3x%) In( 5x - 7x%)
0) f(x)= 1n—“164_9;e”x d) y = /In(5x)
+3x
26. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
3 +5
a) y = +/In(arccos5x) b)y= In(7e2*?) c) f(x)=5In—— senx d) y = In(ln V4x-5)
5—3senx
27. Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
a)y = log(x’ - 5x°)° b) y = log>(8x — 3x°)?
6 2
c) y=In M d) y =ln14l(3x3+5x9)7

2x -1

Aplicaciones de la derivada

28. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = 1/(x — 2)2.

29. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = (x +3)/(x — 4).

30. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 2x® — 3x2 + 5. Calcula sus maximos y minimos y haz un
esbozo de su gréfica.

31. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x) = 2x® — 3x2 + 3. Calcula sus maximos y minimos. Haz un
esbozo de su gréfica.
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32.

Sif7(x) = x(3 — x), ¢cudl de las siguientes gréficas podria ser la de f(x)?

2 1

: - 3 RS S ] . S
o 1 2 3 - "
-1
1 =
1- 2 0 ] 1 2 3 . \ s
2 1

33.

34.

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) = x® — 6x. Calcula sus maximos y minimos. Haz un
esbozo de su grafica.

Calcula los maximos y minimos relativos y absolutos de la funcién f{x) = 4x® — 6x2 + 72x en el intervalo [-5, 3] y en el
intervalo [1, 9].

35. Determina los maximos y minimos, absolutos y relativos, de la funcion /{x) = |x + 4| en el intervalo [4, 4].
Problemas
36. El espacio recorrido, en metros, por un vehiculo a los t segundos de pasar por un control de radar, viene dado por: y = 8¢

37.

38.

39.

40.

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato.
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+ 0'3f2. ; Qué velocidad llevaba al pasar por el control? ;Y a los 3 segundos? Si continla asi, ;,en qué momento pasara
de los 120 km/h?

La distancia, d, en metros, recorrida por un objeto en caida libre en la Tierra a los ¢ segundos, viene dada
aproximadamente por d = 5. Si se cae un tornillo desde la primera plataforma de la Torre Eiffel, (que esta a 57 m de
altura), ¢a qué velocidad llegaria al suelo? ;Y si cayera desde la segunda plataforma (que esta a 115m)? ;Y desde la
tercera plataforma (que esta a 274 m)?

Un deposito cilindrico de 10 metros de didmetro se llena de agua a 0’3 m? por minuto. ;A qué velocidad varia la altura de
agua a los 2 minutos? ¢ Y a los 5 minutos?

Queremos construir cajas usando cartulinas rectangulares de 20 cm por 25 cm. Para ello se

corta en cada esquina un cuadrado de lado x, y se dobla. ;Qué valor debe tener el lado del

cuadrado, x, recortado para que las cajas contengan un volumen maximo? Ayuda: Tendras

que escribir el volumen de las cajas en funcion de x.

Unos barriles para almacenar aceite son cilindricos y tienen una capacidad de 200 litros. Si

se desea construirlos de forma que su superficie total sea minima, ;cuanto debe medir su

alturay el radio de su base?

Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
4. ; LibrosMareaVerde.tk

- |




AUTOEVALUACION
1. Latasa de variacion media de la funcién y = 3x® + 3x* — x + 5 en el intervalo [0, 3] es:
a) 15 b) 70 c) 35 d)-35

L
2. Laderivada de la funcion f(x) = X enx=1
X

a) no existe b)0 c)—1 d)1

ex

3. Laderivada de la funcion f(x) = T enx=1es
X

a) el2 b) no existe c)—el2 dye
. -bx x<1 . . .
4. Lafuncion { ) es continua y derivable en toda la recta real si:
3x“+d x>1

a)b=-6,d=3 b)b=3,d=-1 c)b=6,d=-3 db=-3,d=2
5. Laecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion y = x2—2x*en x =0 es:
a)y=2x b)y=x-6 c)y=0 d)y=2+6x
6. Lafuncibny=-7x*+3x*-x+5enx=0es:

a) cdncava b) tiene un punto de inflexién de tangente horizontal

C) convexa d) tiene un punto de inflexién de tangente oblicua

7. Lafunciény=3x*+3x*-x+5enx=0es:
a) creciente b) decreciente  ¢) alcanza un minimo  d) alcanza un maximo
8. Sila derivada de una cierta funcion es: y’ = (x — 4)(x + 2) entonces los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
dicha funcién son:

a) x < -2, decreciente; —2 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente b) x < —2, decreciente; —2 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente
C) x <=2, creciente; —2 < x < 4, creciente; x > 4, decreciente  d) x < -2, creciente; —2 < x < 4, decreciente; x > 4, creciente

9. Lafuncién y = 3x2 — 2x® tiene un punto de inflexién en:

a)x=1/2 b) x=-1/2 c)x=1 d)x=0
10. Sila derivada de una cierta funcion es: y’ = 3(x — 4)x entonces su grafica puede ser:

I f

a) b)
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PROBLEMAS DE SELECTIVIDAD.

1. Larampa de un tobogén, de esos que descienden los nifios en los parques infantiles, esta fabricado empalmando dos
tramos, dos piezas metélicas. ;Qué precaucion hay que tomar al empalmar las dos piezas para que el descenso no
ofrezca dificultad a los nifios?

Se sabe que un tal tobogan tiene un tramo recto en su parte alta y un segundo tramo curvo. El tramo recto es el segmento
AB, donde A(-3, 4) y B(0, 1). El tramo curvo empieza en B y desciende hasta el suelo (y = 0) al que llega con tangente
horizontal. Si este tramo curvo es una parabola y = ax? + bx + ¢, hallar ésta. (Prueba previa selectividad 1994)

2. Demuéstrese que si f{x) es una funcién derivable en un punto x = a, entonces también es derivable en a la funcién F(x)
= f[x)3, y su derivada es F'(a) = 2f(a)-/"(a). (Se pide una demostracion directa, no debera recurrirse a resultados
similares, como la derivada de un producto)  (Prueba previa selectividad 1994)

3. Se sabe que y = f{x) e y = g(x) son dos curvas crecientes en x = a. Analicese si la curva y = f{x) — g(x) ha de ser
entonces creciente en x = a. (Si la respuesta es afirmativa, justifiquese; en caso contrario, dese un contraejemplo que lo
confirme).  (Selectividad Junio 1994)

4. Defina derivada de una funcién f'en un punto a. Aplicando la definicién de derivada, demostrar que si f'es derivable y
periddica, de periodo T, entonces su derivada f” también es periddica de periodo 7. (Selectividad Junio 1994)

5. Enlafigura se representa una escalera AB, cuyo extremo inferior A recorre el suelo (recta OA4) y cuyo
extremo superior B recorre una pared vertical (recta OB). La longitud de la escalera es AB = 1. El
punto 4 se aleja de O con velocidad constante c. Se pide:

a) Sin hacer ningun calculo, indicar cuanto vale la velocidad de B en el momento en el que OA = OB.

b) Hallar la velocidad v del punto B en funcion de la distancia x (OA)

c) La velocidad con la que B llega al punto O.

(Prueba previa selectividad 1995)
6. DibUjese la grafica de una funcion de R en R, que cumpla las siguientes condiciones:
f0)=0 f(x)>0 para —1<x<0 f(x)>0 para 0<x<%
Sefialense otras propiedades de la curva que se dibuje. (Prueba previa selectividad 1995)
7. Dos lineas férreas se cortan perpendicularmente. Por cada linea avanza una locomotora (de longitud despreciable)
dirigiéndose ambas al punto de corte; sus velocidades son 60 km/h y 120 km/h y han salido simultdneamente de
estaciones situadas, respectivamente a 40 y 30 km del punto de corte.
a) Hallar la distancia a la que se encuentran las locomotoras, en funcién del tiempo que pasa desde que inician su
recorrido. b) Hallar el valor minimo de dicha distancia. (Selectividad Junio 1995)

ya . Yol . 2
8. Hallar los maximos y los minimos de la funciéon y =e” . (Selectividad Septiembre 1995)
9. La aceleracion de un movil que describe una trayectoria rectilinea es (formulada en funcién del tiempo i)

t
a(t)y=4- g . Se sabe que para ¢ = 0 el movil esta parado en la posiciéon x = 5

a) ¢,Para qué valores de ¢ es 0 la velocidad del mévil?
b) Hallar la variacién de la velocidad en el intervalo de tiempo [4, 8] y el espacio recorrido en ese intervalo
c) Hallar la funcién de posicién de este movil. (Selectividad Septiembre 1995)
10. Sea f(x) la funcién definida por las expresiones f(x) = {35611 x-cosx sixz0
mx +n six<0
a) Calcular » para que f{x) sea continua en el punto x = 0.
b) Calcular m y n para que f(x) sea derivable en el punto x = 0. Prueba previa Selectividad 1996
11. Se considera una caja sin tapadera (consta de cuatro caras laterales y el fondo). Sabiendo que el fondo es un cuadrado
y conociendo que el area total (de las cinco caras) es de 12 cm?, hallar sus dimensiones para que tenga la mayor
capacidad posible.  Prueba previa Selectividad 1996
12. Se considera una ventana como la que se indica en la figura (La parte inferior es rectangular, la
superior una semicircunferencia). El perimetro de la ventana mide 6 m. Hallar las dimensiones x e y
para que la superficie de la ventana sea maxima.
Y

(Expresar los resultados en funcion de r)
Selectividad Septiembre 1996

13. Sea la funcién flx) = (x — 1)e". Representar la grafica de la funcién f{x) indicando monotonia,

extremos, puntos de inflexion y ramas asintéticas. Prueba previa Selectividad 1998
14. Sea la funcién f(x) = x |x—1] Se pide:

a) Hacer un dibujo aproximado de la funcion. Estudiar la derivabilidad de la funcién en x = 1. Selectividad Septiembre 1997
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15. La gréfica de la figura corresponde a la primera derivada de una funcién f(x). ; Qué puede decirse sobre los posibles

maximos y minimos relativos de la funcién f{x)? Razonar la respuesta.
Selectividad Septiembre 1996

16. Estudiar la derivabilidad de la funcion f{x) = |x2 — 5x + 6. Prueba previa selectividad 1997
L

17. Sea la funcion f(x) :—x. Estudiar el dominio, las asintotas, los posibles puntos de méaximo y minimo y hacer un
X

dibujo aproximado de la grafica de la funcidn.  Prueba previa selectividad 1997.
18. Sea f R — R una funcién derivable en R; sean a y b dos raices de la derivada f'(x) tales que entre ellas no hay
ninguna otra raiz de f"(x). Razonar debidamente si puede ocurrir cada una de las siguientes posibilidades:
1.- Entre a y b no existe ninguna raiz de f(x). 2.- Entre a y b existe una sola raiz de f(x). 3.- Entre a y b existen dos 0 mas

raices de f(x). Selectividad Junio 1997

19. Calcular la base y la altura del triangulo isésceles de area maxima que puede inscribirse en una circunferencia de 12 cm

de diametro. Prueba previa Selectividad 1998

P A . 543km<«— B
. . . . . u '

20. Dos avionetas se encuentran situadas a las 9 de la mafiana a una distancia B(t)

de 543 kildémetros, en las posiciones que se indican en la figura. La avioneta A

se mueve hacia el sur a una velocidad de 270 km/h, mientras que la avioneta At)

B se dirige hacia el oeste (en direccién a A), a 300 km/h.
a) (1 punto) Escribir las funciones que indican las posiciones de A y B en cada
instante, asi como la distancia entre ambas.
b) (1 punto) ¢ A qué hora sera minima dicha distancia) Selectividad Junio 1999
21. Se considera un tridngulo is6sceles cuya base (el lado desigual) mide 10 cmy
cuya altura mide 6 cm. En él se inscribe un rectangulo, cuya base esta situada
sobre la base del triangulo.
a) Expresar al area 4 de dicho rectangulo en funcion de la longitud x de su base.
b) Escribir el dominio de la funcion A(x) y dibujar su gréfica.

c) Hallar el valor maximo de dicha funcion. Selectividad Septiembre 1999
22. Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea 8 dm3. Averiguar las dimensiones de la caja
para que la superficie exterior sea minima. Selectividad Septiembre 1999
senx .
—+2 s1 x#0
23. Sea f(x) = X
k si x=0
a) ¢Hay algun valor de & para el cual f{x) sea continua en x = 0? b)  Hay algun valor de & para el cual f{x) sea derivable en x
=07 c) Determinar sus asintotas. Prueba previa de selectividad 2000
24. Dados tres nimeros cualesquiera ry, r, ¥ r3, hallar el nimero real x que minimiza la funcion
D(x)=(n— x): + (r, — x)* + (r;— x)? Selectividad Septiembre 2000
25. Sea f(x) = ax® + bx? + cx + d un polinomio que cumple /(1) = 0, /'(0) = 2, y tiene dos extremos relativos parax =1y x = 2.
a) Determinar a, b, c y d. b) { Son maximos o minimos los extremos relativos? Selectividad Junio 2000

26. a) Si es posible, dibujar de forma clara la grafica de una funcién continua en el intervalo [0, 4] que tenga al menos un
méximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el punto (3, 4)

b) Si la funcion fuese polinémica, ¢ cual ha de ser como minimo su grado? Selectividad Junio 2000
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27. Sea la funcion f(x) = 2x + senx. a) Determinar si tiene asintotas de algun tipo. b) Estudiar su monotonia y la existencia de

extremos relativos Selectividad Septiembre 2000
28. Sea la funcion f{x) = x* — 4x3 + x2 + 6x. a) Determinar los puntos de corte de su grafica con los ejes y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento. b) Esbozar la gréafica de la funcion Selectividad Septiembre 2000

29. Sea la funcion real de variable real definida por

2-x" & x=l
ftx}:{( xz} s oxwl
a) Razonar sila funcién es continua en toda la recta real.
b) Razonar si f'es derivable en toda la recta real. Selectividad: Junio 01. Opcién B
30. a) Determinar los extremos relativos de la funcién f(x) = x% - 4x + 2. Dibujar su gréfica. b) Hallar las ecuaciones de
las dos rectas tangentes a la gréafica de f que pasan por el punto P(3,- 5). Selectividad: Junio 01. Opcién B
31. Sea P(x) un polinomio de grado 4 tal que:
i) P(x) es una funcioén par.
i) Dos de sus raices sonx =1, x = /5
i) P(0)=5
Se pide: Hallar sus puntos de inflexion. Dibujar su grafica. Selectividad: Septiembre 01. Opcién B
32. Se considera la funcion real de variable real definida por: f(x) = — 3
X"+

a) Hallar la ecuacion cartesiana de la recta tangente en el punto de inflexion de abscisa positiva de la grafica de /.
Selectividad: Junio 02. Opcién A

33. Se considera la funcidn real de variable real definida por:

3/, .
f(x):{\/x 2 si x22

x(x—=2) si x<2
a) Estudiar su continuidad y su derivabilidad
b) Hallar la ecuacion cartesiana de la recta tangente a la gréafica de f'en el punto (3,1)
Selectividad: Septiembre 02. Opcién A
34. Sea f(x) una funcion real de variable real, derivable y con derivada continua en todos sus puntos y tal que: £0) = 1; (1) =
2;1'(0)=3; (1) = 4. Se pide:
a) Calcular g'(0), siendo g(x) = f{x+/(0))

b) Calcular lim 2/ (x))2 -/ (x+1).

x—0 ex _1
35. Determinar los valores de las constantes A, B, C y D para los cuales la grafica de la funcién real de variable real f(x) = A

senx + B x2 + C x + D tiene tangente horizontal en el punto (0, 4) y ademas su derivada segunda es /"(x) = 3 senx -10.
Selectividad: Curso 02/03. Modelo opcién A

Selectividad: Septiembre 02. Opcién B

36. Se considera la funcidn real de variable real definida por:
f(x)=34x+1-3x.Sepide:
a) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas
b) Hallar los puntos donde la gréfica de f'tiene tangente horizontal

c) Representar graficamente la funcion Selectividad: Curso 02/03. Modelo opcién B
A -B
Nota: Para obtener las asintotas puede utilizarse la igualdad: 4—B = B e —
A"+ AB+B
37. a) Dibujar la gréafica de la funcion g(x) = e* - x
b) Calcular el dominio de definicion de f'(x) = x; y su comportamiento cuando x tiende a oo y cuando tiende a -co.

c) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de £{x) en su dominio de definicién.
Selectividad: Junio 03. Opcion B

38. Dada la funcién f(x) = 1 - x2, se pide:
a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f'en el punto P(a, f(a)), donde 0<a<1.
b) Halla los puntos 4 y B en la que la recta hallada en el apartado a) corta a los ejes vertical y horizontal

respectivamente.
c) Determina el valor de a (0, 1) para el cual la distancia entre el punto 4 y el punto P(a, f(a)) es el doble de la
distancia entre el punto By el punto P(a, f(a)) Selectividad: Junio 04. Opcién B
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39.

40.

41.

42.

43.

44,

45,

46.

47.

48.

49,

50.

51

2x+1
Sea la funcion f(x) = ——
(x"+x+1)
Halla sus méximos y minimos relativos y sus asintotas.
b) Dibuja la grafica de la funcién utilizando la informacién obtenida en el apartado anterior, teniendo en cuenta, ademas

Q
~

. o . ~1-43 -1 ~1+43
que f'tiene exactamente tres puntos de inflexidén cuyas abscisas son x; :T’ X, =7, X3 :T’
respectivamente. Selectividad: Septiembre 04. Opcién B

Se considera la funcién f{x) = In (1 + x2), donde In significa Logaritmo Neperiano. Determina los intervalos de crecimiento
y decrecimiento y los intervalos de concavidad y convexidad. Dibuja la grafica de f. Calcula las ecuaciones de las rectas
tangentes a la grafica de f'en sus puntos de inflexién. Selectividad: Curso 04/05. Modelo opcién B

1
Dada la funcion f{x) = — se pide: Halla la ecuacién de la recta tangente a su gréfica en el punto (a, f(a)). Halla los
X

puntos de corte de la recta tangente del apartado a) con los ejes de coordenadas. Halla el valor de a > 0 que hace que la
distancia entre los dos puntos hallados en el apartado b) sea minima. Selectividad: Septiembre 05. Opcion A

X

: L, e -
Se considera la funcion f(x) = (1—2 Calcula los extremos locales y globales de la funcidn f{x).
+

X

Selectividad: Septiembre 05. Opcién B

X
Dada la funcion: f(x) = 5 . Halla sus méximos y minimos locales y/o globales.  selectividad:

(1+x%)

a) Halla el punto P en el que se cortan las graficas de las funciones: f(x) = glx) = +4x* =3 _b) Halla las

2
X
ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a cada una de las curvas anteriores y demuestra que son
perpendiculares. Selectividad: Curso 05/06. Modelo. Opcién B

Dibuja la gréfica de la funcién f(x) = —1 indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.
X+
Selectividad: Junio 06. Opcién A

|
Estudia y representa graficamente la funcion flx) = ———= selectividad: Junio 06. Opcién B

(x~2)’
3x+2 six<0
Calcular los valores de a y b para que la funcion: f(x) = J x2 + 2acosx si 0< x < 1t S€a continua para todo valor de x.
ax> +b SIX2T
Estudia la derivabilidad de f(x) para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior.
Selectividad: Septiembre 06. Opcion A

Dada la funcidn f(x) = xe?, se pide dibujar su grafica indicando su dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y

decrecimiento, maximos y minimos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion.  selectividad:
Septiembre 06. Opcion B

Dibuja la grafica de la funcién f(x) = 2| | indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.
- X
Selectividad: Junio 07. Opcién B
y . . o o 3xP+x+3
Halla los maximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcién: f{x) = —Q
X+

Selectividad Septiembre 07. Opcion A
Sea g(x) una funcion continua y derivable para todo valor real de x, de la que se conoce la siguiente informacion:
i) g'(x) > 0 para todo x € (- », 0) U (2, +=), mientras que g’(x) < 0 para todo x € (0, 2). i) g"(x) > 0 paratodox € (1, 3) y

2"(x) <0 para todo x € (- , 1) U (3, +). iii) g(-1) = 0, 2(0) = 2, g(2) = 1. V) xligog(x) =—0y }E}lg(x) =3,

Teniendo en cuenta estos datos se pide:
a) Analiza razonadamente la posible existencia o no existencia de asintotas verticales, horizontales u oblicuas.

b) Dibuja de manera esquematica la grafica de la funcién g(x). Selectividad: Septiembre 07. Opcion B
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52. Se considera la funcion f(x) = X

. a) Halla sus asintotas y sus extremos locales. b) Calcula los puntos de inflexion de f{x)

X

e
y dibuja la gréfica def(x). Selectividad: Curso 07/08. Modelo. Opcién A
53. Se considera la funcion

ax*+b i |x <2

Sflx) = 1 . | | 55 Se pide: Calcula a y b para que f'sea continua y derivable en todo R. selectividad: curso 07/08
— S Xl 2
2
54.  Obtén los méximos y minimos relativos y los puntos de inflexion de la funcion: f{x) = x (In(x))?, siendo In(x) el logaritmo
neperiano de x. Selectividad: Junio 08. Opcion A
55. Dada la funcion f{x) = e”(x? + 1). Se pide: Dibuja la gréfica de f, estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de
inflexion y asintotas. Selectividad: Septiembre 08. Opcion A
2
56. Sea: o 17% six <% Estudia la continuidad y derivabilidad de f{x). Halla los maximos y minimos locales
X) =
7 2 . 3
E(l—(x—Z) ) si XZE_
dej(x). Dibuja la gréfica def(x). Selectividad: Curso 08/09. Modelo. Opcién A

57. Sila derivada de la funcién f(x) es: f(x) = (x — 1)3(x — 5), obtén: a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
b) Los valores de x en los cuales f'tiene maximos relativos, minimos relativos, o puntos de inflexién. c) La funcion f'sabiendo
que f{0) = 0. Selectividad: Junio 09. Opcion B

M si l+ax>0 y x=0

58. Dada la funcion: ) = x’ se pide: a) Halla los valores de los parametros a y
1
—— six=0
2
b para los cuales la funcién f es continua en x = 0. b) Para a = b = 1, estudia si la funcién f es derivable en x = 0
aplicando la definicién de derivada. Selectividad: Septiembre 09. Opcion A

59. a) Dada la funcion f(x) :1%, halla el punto o los puntos de la grafica de f{x) en los que la pendiente de la recta
—Xx

tangente sea 1. b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f{x) en el punto x = 0. ¢) Sea g una funcion
derivable con derivada continua en toda la recta real, y tal que g(0) = 0, g(2) = 2. Demuestra que existe al menos un
punto ¢ en el intervalo (0, 2) tal que g’(c) = 1. Selectividad: Septiembre 09. Opcion B
60. Dada la funcion: f{x) = x3 - x
a) Halla la ecuacion de la recta tangente a la gréfica en el punto (-1, A-1))
b) Determina los puntos de interseccion de la recta hallada en el apartado anterior con la grafica de f'selectividad: Curso 09/10. Model
61. Dada la funcién f(x) = €" + a e, siendo a un numero real, estudia los siguientes apartados en funcion de a:
a) Halla los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 7.

b) Estudia para qué valor, o valores, de a la funcion tiene alguna asintota horizontal.
Selectividad: Curso 09/10. Modelo. Opcién A

X +2

62. Dada la funcién f(x)= = Se pide: a) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x). b)

X+
Halla los puntos de inflexion de la gréfica de f{x). c) Halla las asintotas y dibuja la grafica de f(x). Selectividad: Junio 10
Jxnx )
63. Dada la funcién fy=1"o X >0 (In significa logaritmo neperiano de x), se pide: a) Determina el valor de k

x+k si x<0

para que la funcion sea continua en R. b) Halla los puntos de corte con los ejes de coordenadas. ¢) Obtén la ecuacién de
la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de abscisa x = 1. Selectividad: Junio 10. FG. Opcion B
64. Dada la funcion: f(x) = In (x2 + 4x -3), donde In significa logaritmo neperiano de x, se pide:
a) Determina el dominio de definicién de f(x) y las asintotas verticales de su gréfica.
b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f{x). Selectividad: Junio 10. FE. Opcion A
65. Los puntos P (1,2,1), 0 (2,1,1) y 4 (a, 0, 0) con a > 3, determinan un plano 1 que corta a los semiejes positivos de
OYy OZ en los puntos By C respectivamente. Calcula el valor de a para que el tetraedro determinado por los puntos 4,

B, Cy el origen de coordenadas tenga volumen minimo. Selectividad: Septiembre 10. FG. Opcion B
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66. Dada la funcion f(x )=w, se pide a) Estudia y obtén las asintotas. b) Estudia los intervalos de
X
concavidad y convexidad. ¢) Representa graficamente la funcion. Selectividad: Septiembre 10. FE. Opcion B
x—1

67. Dada la funcion f(x) :W , se pide: Obtén, si existen, los maximos y minimos relativos y las asintotas de f.
X+

Selectividad: Curso 10/11. Modelo. Opcion A

68. Halla los valores minimo y maximo absolutos de la funcion f(x ) = /12 —3x* Selectividad: Junio 11.1. Opcion A
69. Demuestra que la ecuacién 4x5 + 3x + m = 0 solo tiene una raiz real cualquiera que sea el numero m. Justifica la
respuestas indicando qué teoremas usas. Selectividad: Junio 11.1. Opcion A
4
x" +1

70. Dada la funcion: f(x)=-——=—, se pide: a) Determina el valor de a para el que la funcion posee un minimo relativo
X

en x = 1. Para ese valor de a, obtén los otros puntos en que f'tiene un extremo relativo. b) Obtén las asintotas de la

gréfica de y = f(x) para a = 1. ¢) Esboza la gréfica de la funcion para a = 1. Selectividad: Junio 11.1. Opcion B
2
71. Dada la funcion f(x )= 2x+—);_7 se pide: a) Halla las asintotas de la grafica de la funcién y = f{x). b) Halla los
X

intervalos donde f crece y aquellos en que 1 decrece. Determina todos los maximos y minimos locales. ¢) Esboza la
gréfica de y = f(x) a partir de los resultados obtenidos en los apartados anteriores. Selectividad: Junio 11.2. Opcion A

72. Hallar el dominio de definicion de la funcion f(x) =. /x> —9x +14 . Hallar el conjunto de puntos en los que la funcién /
tiene derivada Selectividad: Septiembre 11. Opcion A

73. Dado el polinomio P(x) = x%+ ax?+ bx + ¢, obtener los valores de a, b y ¢ de modo que se verifiquen las condiciones
siguientes: a) El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas x = — 1/3, x = — 1. B) La recta

tangente a la grafica de P(x) en el punto (0; P(0)) sea y =x + 3. Selectividad: Curso 11/12. Modelo. Opcion A
74. Hallar a; b; ¢ de modo que la funcion f{x) = x3 + ax? + bx + ¢ alcance en x = 1 un maximo relativo de valor 2, y tenga en x
= 3 un punto de inflexién. Selectividad: Junio 12. Opcion A

3x+In(x+1)
Vx* -3

IZZO f(x). b) Calcular g(e). c) Calcular, en el intervalo (0; 2m), las coordenadas de los puntos de corte con el eje de

75.  Dadas las funciones f'(x) = , g(x)=(Inx)", h(x) = sen(r — x) se pide: a) Hallar el dominio de f(x) y

abscisas y las coordenadas de los extremos relativos de A(x). Selectividad: Junio 12. Opcion B
3x+ A4 Six<3
—4+10x—x> six>3

derivable para ese valor de 4? Halla los puntos en los que f(x) = 0.
a) Halla el maximo absoluto y el minimo absoluto de £(x) en el intervalo [4, 8]

76. Dada la funcion f(x)= , se pide: Halla el valor de 4 para que f(x) sea continua. ¢Es

Selectividad: Septiembre 12. Opcién A
77. Dada la funcidon r(x )= x*sen x , se pide: a) Determina, justificando tu respuesta, si la ecuacion f(x) = 0 tiene alguna

solucion en el intervalo abierto (11/2, 1). b) Obtén la ecuacién de la recta normal a la gréfica de y = f(x) en el punto (T,

f('IT)) Selectividad: Septiembre 12. Opcién B
2% +3x .
— 81 x< 0
x—1
78. Dadalafuncion f(x)=9 a  si x=0 ;se pide: a) Determinar el valor de a para que f'sea continua en x = 0.
e~ si x>0

b) Para ese valor de a, estudiar la derivabilidad de f'en x = 0.

c) Hallar, si las tiene, las asintotas de la grafica y = f(x). Selectividad: Curso 12/13. Modelo. Opcion A
3
79. Dada la funcion f{x) = (—2)2 , Se pide: a) Halla las asintotas de su gréfica. b) Halla la ecuacién de la recta tangente a la
x_

gréfica de f{x) en el punto de abscisa x = 2. Selectividad: Junio 13. Opcion A
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato. Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
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80. Dada la funcion f(x) = 2 cos®x se pide: a) Determinar los extremos absolutos de £(x) en [—j z} b) Determinar los puntos
272
de inflexién de £(x) en [—1 z} Selectividad: Junio 13. Opcion B
22
. 4 7 . , e , .
81. Dada la funcion f(x)=——+ > se pide: a) Halla las asintotas de su gréafica. b) Determina los intervalos de

x—-4 2x+
crecimiento y decrecimiento y calcula sus puntos de inflexion. ¢) Esboza la grafica de la funcion. Selectividad: Septiembre 13. Opcion A

82. Dada la funcion f(x)= 2x
x“+1

, Se pide: Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f'en x = 0.Selectividad: Septiembre 13

1

83. Dadalafuncion f(x)=e",sepide:a)Calcula lim f(x), lim f(X) yestudiala existencia de [im f(x).
X400 x>0 *—0

b) Esboza la gréfica de y = f{(x) determinando los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x) y sus asintotas.
Septiembre 13. Opcién B

2x°+6
six<0
84. Dada la funcion f(x)= x2 B , se pide: a) Estudiar su continuidad. b) Estudiar la existencia de
X" — .
six>0
x+1
asintotas de su grafica y, en su caso, calcularlas.
c) Hallar los extremos relativos y esbozar de su gréfica. Selectividad: Curso 13/14. Modelo. Opcion B

85. a) Sea f: R — R una funcion dos veces derivable. Sabiendo que el punto de abscisa x = -2 es un punto de inflexién de
la gréfica de f{x) y que la recta de ecuacion y = 16x + 16 es tangente a la grafica de f(x) en dicho punto, determina: f{-2);

f(-2)y f"(-2): Selectividad: Junio 14. Opcion A
1 X
86. Dada la funcion f(x)=——+ , se pide: a) Determina el dominio de /'y sus asintotas.
x+1 x+4
b) Calcula f*(x) y determina los extremos relativos de f{x). Selectividad: Septiembre 14. Opcion A
Ssenx 1 .
+— si x<0
2x
87. Dada la funcién f(x)= a si x=0  sepide: a) Hallar, si existe, el valor de a para que f{x) sea continua.

xe* +3 si x>0

b) Decidir si la funcidn es derivable en x = 0 para algun valor de a. Selectividad: Septiembre 14. Opcion B
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RESUMEN
Ejemplos
Definicion de v fx)=f(a)
derivada fi@)= xli"a X—a
f'(a) = Iim f(a+h)_f(a)
h—0 h
Recta tangente y=Afa)+f (a)x a) Tangenteay=x*+2xenel

Crecimiento y
decrecimiento

punto (0, 0):
y=0+2(x-0)=2x.

Sif” (a) > 0 entonces y = f{x) es creciente enx = a.
Si " (@) < 0 entonces y = f(x) es decreciente en x = a.

y=x*-3x >y’ =3x2?-3=0—

x=1,x=-1

® Parax<-1,y’>0->y
creciente.

® Para-1<x<1,y’<0->y
decreciente

® Parax>1,y’>0->y
creciente

Maximos y minimos

Si(a, fla)) es un maximo o un minimo de y = f{x) y existe
f’(a) entonces f* (a) = 0.

Si " (@) = 0 entonces (a, fla)) es un punto critico.

Sif (a)=0yf’ (a) >0 entonces (a, fa)) es un minimo.
Sif’(a)=0vy [ (a) <0 entonces (a, fla)) es un maximo.

Si (a, fla)) es un punto de inflexidn de y = f{x) y existe f”'(a)
entonces f”’ (a) = 0.

1’ (@) <0 = cdncava.f’ (a) >0 = convexa

y=x*-3x—-y'=3x*-3->y’=
6x.

y’(-1)=0,y"’(-1) <0, luego (-1,
2) es un maximo relativo.
y’(1)=0,y(1)>0, luego (1,
—2) es un minimo relativo.

(0, 0) es un punto de inflexion

www.apuntesmareaverde.org.es
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CAPITULO 7: INTEGRALES
ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. Calcula el &rea de la region limitada por cada una de las funciones f(x) =a, g(x) =a-xy h(x) =a-x+b (conay
b € R) entre el origen de coordenagias y un punto genérico de abscisa x.

1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION. LA INTEGRAL INDEFINIDA

2. Calcula las siguientes primitivas: a) [4xdx  b) [3x%dx o) [5xdx d) j(5x4 —4x3 +3x2)dx

3. Dada f(x)=x>—3x?+2x+1, calcula la primitiva F(x) de f(x) que verifica F(0)=4.

4. Compruebasi £ (x) =4y +2x% —x+5 esuna primitiva de f’ (x)z 12x? +4x+3. En caso negativo, explica por qué.

5. Determina los valores de a, b, ¢ y d para los que F(x): ax’ +bx* +cx+d es una primitiva de la funcion

f(x)=4x2 —5x+3.

6. Al resolver una primitiva, Javier y Ricardo han utilizado métodos diferentes y, como era de esperar, han obtenido
expresiones distintas. Después de revisarlo muchas veces y no encontrar ningun error en los calculos, le llevan el
problema a la profesora para ver quién tiene bien el ejercicio. Para su sorpresa, la profesora les dice que ambos tienen
bien el problema. ;,Cémo es posible?

7. Razona por qué la grafica siguiente:

es una primitiva de la funcion “parte
entera de x”, E(x), (salvo en los puntos A

de discontinuidad donde no es

Rty I 5,
A derivable): 1]
3. METODOS DE INTEGRACION
8. Calcula las siguientes primitivas utilizando el cambio indicado:
d 4
a) | Vx Y dx haciendo x = ¢"2 b) | . x_x haciendo ¢* = 7. o) o dx haciendo 1+2x=1¢>
I e re Ji+2x

d) | dx haciendo x++vx2 —1=¢ e) j(Zsen3x+3sen2 x—senx+3)cosxdx haciendo sen x = ¢
2
x+vVx© -1

9. Elige el cambio de variable que simplifica las siguientes integrales:

x 1
a) j(zxidx b) | i o) Inflnx) IZx Vx*—49-dx e) j il f)J‘de

x4+2x)3 cos” x x nx Vx+1+2 1—4x2
10. Determina si las siguientes integrales son inmediatas o no:
a) j 453 +3%° —L+\/; dx Im—xd c) [sen x cos xdx d) jln(x+l)dx

x? X
2
-1

&) [ ax f)j—zx e g [t h) [ dx

x/l—xz -1

11. Resuelve las siguientes integrales:

2 2 d . * .
a) I( 3 T te ) xdx;b) J'x-cosex -e* dx; C) jln(cosx)tgxdx;d) J.li;; ) I £ d;x ) j.(lnx+2)%

l+e
12. Resuelve las siguientes integrales:

a) | x> +x+1)e*dx b) [In xax C) [xcos xax  d) Curiosidad - idea feliz. Resuelve la primitiva
[ cos (In x)dx
cos(lnx) u=x—du=
Para ello, multiplica y divide el integrando por x; [———. xdx = cos(lnx
plicay grando por x: | gy cosny)
X
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13. Sea s(x)=e2* —2x% +3, justifica si es primitiva de alguna de las siguientes funciones: g(x)=e2* - 4x+8,
h(x)= 2e2* —4x.

14. Dada la funcion f(x)=(x+1)-(3x-2). a) Calcula una primitiva de f(x). b) Justifica que la funcion £ (x)=x3 + 2x2 + 2
no es primitiva de f(x)

15. Dada la funcion f(x)=(x+a)cosx, donde a es una constante, a) Encuentra una primitiva de f. b) Si F es una
primitiva de £, ¢puede serlo también G(x) = F(x)+2x?

16. Sea f1 (x):x2 +bx donde b es una constante. Encuentra b, sabiendo que hay una primitiva F de f con F(0)=2 y
F(3)=20. Encuentra también la expresion de F.

17. Dada la funcion f(x)=25-x? + -5 (x=0), donde a es una constante, encuentra una primitiva de f. Posteriormente,
X

encuentra a para que si £ es la derivada de £, entonces f'(1)=-2.

4. EL PROBLEMA DEL CALCULO DEL AREA

18. Resuelve las siguientes integrales definidas:

1 x+1
a) jg(x2 + x+l)dx ; b) El (x2 +x+ l)dx ; C) J'(;Ex x2 4 1dx;d) f_lz—dx; e) jgsenxdx; f) jleln xdx
xX“+2x+2

19. Halla el valor de c que verifica [2(2x+1)dx = f(c)-(5-0) y razona su interpretacion geométrica.
20. Sin efectuar el calculo de la integral indefinida, calcula f'(x) si f(x)= N %

nx
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

. ng._ X n ' _ fn+1(x) .
1. - Sabiendo que [x dx—m+C y[f (x)f(x)dx—FJrC, calcula:

1) [x dx 2) jisdx 3) Ii;c 4) [37 ax 5) [6xdx
X X
6) JSx%dx 7) jS\/x_3dx 8)'[(3—2x—x4)dx 9)[(2x5—5x+3)dx
10) 2+ 323 F 1) [2(2 +2) v 12) (-2 ar 13) jx3‘§+2dx
2
14) ;[_4x3+2dex 15) j(3a—3€%+2x“jdx 16) j(—x%+2—%jdx 17) j[3x5_3xi2+z%/x_2jdx
3 2 2
18) J(l—x)\/;dx 19) IL;de 20)[[5ex +&§+5de 21) J.(H_—x)dx
x 4x \/;
1 2 2
22) J.(x/;—zx+ﬁde 23) jJ}(x3+1)dx 24) I[\/x_s— N;jdx 26) [Vx(3-5x)dx
26) | %dx 27) [(3x + 4)2dx 28) [(Gx—7)"dx 29) [x(x? - 4f ax
30) [3xl(x + 2f i 31) [+ 2f 2a 32) [[+* +3p2ar 33) [(x-2)% d
34) [ (a+x) dx 35) j[(x+2)3—(x+2)2]dx 36) [3x+12 dx 37) IJ%
_dx_ 2 4 € i ) —5
38) j (-1 39) [(x* —x)*(2x—1)dx 40) [ &(1+J¥) dx ) | (x4_1)z
X I 2 45) [ ax
(x +4)3 43) [xvx? = 7dx 44) j(x—l)(x —2x+3)4dx N
3xdx %2
46) | ——dx 48) (.31 - <2 dx 49) [————dx
J‘(x3+2)z J‘\/x +3 )j 1 ¢ )j\/4x3+5
50) Ixz(x3 1 s dx 51) [Vx? —2x%ax 52) j(ex +1)3exdx 53) fsen3xcosxdx
4) _[xcos4 xZsenx?dx 55) jﬂzxzj)dx 56) | sen3x dx
x“+3 Ccos™x
X 2 nx
DT it S o
2. - Sabiendo que J.idx = 1I1| x| +Cy Ié((;; dx= h]‘ f(X)‘ +C’ calcula:
1)_[ dx 2) dc 3)_[ dx 4)_[ xdx X J x° J
x+2 .[zx—3 x—1 x* -1 5)'[1—2x3 o 6).[1_x3 o

3x dx 4 x+1 1 ) dx
7)'[x2 +2 9 I3x+5dx 9 J‘xz +2x+2dx 10 J.[\/;+;jdx I(;+i+&jdx 2 jxlnx

2x

‘(—) 14) e’ e Do s 18
J. x1 I(ZX 1 2x+1j 15) Iex+1dx 16) Jezx 3dx )Itg d )Icotgxdx

sen x +Ccos x 2sen x cos x sen x —CoSs x
19)[ dx 20)[— 21) [22 22 Sy 22] 23) [ x cotg x?dx
xInx cos X l+senx sen x + cos x
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. . x /(x)
3.-Si [e*dx=e"+C, Jef(x)f’(x) dx=e/W) +C, faxdlecl—+C y J'af(x)f"(x) dx = al +C, calcula:
na na
1) [3%dx 2) [a*dx 3) [e " dx 4) [4e¥dx 5) [3x2e* *2dx
2
6) [4¢*dx 7) [x2e% dv 8 jlv+1far 9 j[eueixJ dx 10) 7+ 2F i
) elnx % ) 3052
1) Je *xdx 12) | . dx 13) je); dx 14) [xe* % cos x?dx 15) [€>**** -sen 2x dx
X
Jx N
e +e x+3
16 dx 17) e -sen x dx 18)[| ——-e dx
)12 j .
19) Jetgzx sec? 2x dx 20) j%.33+5x2 dx 21)]%.23*5?62 dx
4. Sabiendo  que [sen xdx = —cosx+C, [ f'(x) sen f(x)dx = - cos flx)+c, Jcos xdx =sen x+ C
[cos f(x)f(x)dx = sen f(x)+C calcula:
1) [sen (2x + 8)dx 2) Isengdx 3) [ cos 3xdx
4) _[xsenxzdx 5) I(L;chcjdx 6) [sen 2x dx
x x 2). 2 9 sen(lnx)d
7)[e*cose*dx 8) Ixcos(Zx )sen(Zx )dx ) j—x x
5.-Si |1 dx:J(1+tg2x);x:tgx+c y [ fz(x) dx:j[1+tg2f(x)]-f'(x)dx:tgf(x)+c, calcula:
cos? x cos f(x)
1) Jx(l+tgx2)dx 2) j(l+tg x)zdx 3) jtg23xdx
6. — Halla el valor de las siguientes integrales, usando un cambio de variable:
3 3
4 6 2 d
1) J(2+5x) dx 2) I(3+4x) dx 3) j6x(3+x )de 4) I{5+4x+(5+4x)3} x
Y _yq
5) J'(V3+2x +3\/3+2x)dx 6) I(e 7 de 7) Jsen3x-cosx-dx 8) jsenxdx
e Cos X
T+3 *+2
9 [ €O 10) Ix‘/x2 + 4 dx 11) I[e 24; ]dx 12) I[e 3: de
sen”x e e

7. —Halla el valor de las siguientes integrales, usando el método de integracidn por partes:

1) j'3xcos x dx 2) sz -senxdx 3) Ixz Inxdx

8. — Halla el valor de las siguientes integrales definidas:

Inx

4) Jx/zlnxdx 5) J.—de
x

6) [2e" - cosx-dx

3 dx 3 X Sm T
N} I 2) 2x2—1dx 3) .[1[3 sen x dx 4) Jgsen3xdx 5) jf4|x|dx
4 6
1 2 1 2( 2 3 2(3a x
6) 11(3)&' —2x+5j dx ) I 1(}(.}.2 —E\J dx 8) .[2(?—5\] dx

9. — Halla el valor de b para que se cumpla j_bl (be —3x? )dx =-12.

10. — Halla el area entre la funcion f’ (x) =x? —4x, el eje de abscisas y lasrectas x=1y x=6.

11. — Halla el area de la region limitada por la funcién f(x)

12. - Halla el area delimitada por las graficas: a) y = %x

b) f(x)= x ¥ glx)=x?;

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato.
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2_x+le y-x—1=0.
c) f(x)=x2+x+4 y g(x)z—x2+2x+5
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AUTOEVALUACION

1. Los valores de g,
f(x)=3x% -7¢* +5cos x SON:
a)1,-7,5 b) 3,7, -5:

21. Laintegral inmediata [xv2x? +3 dx vale:

glbeest o ks

6 6
22. Laintegral | E_ vale:
1-x?
1
a) In . +C; b) In|—>|+C
-Xx I+x

23. Alintegrar por partes [ -sen x-dx Se obtiene:

a)x-senx—cosx+C; b)x-cosx—senx+C

24. Laintegral [{x* +4x+13)dx vale:
a) (2 +4xs13)s b) x* +4x% +13x+C;

25. Laintegral [e™ cose™dx vale:
a) sene® +C; b) —sene* +C

26. Laintegral definida [fcosxdx vale:
a)1; b) ©

27. El area comprendida entre la grafica de la funcion f1 (x)

a) 128/3; b) 32/3

by c para los que F(x)=ax®+be* +csenx

es una primtiva de la funcién
c)1,-7,-5; d)3,-7,5
I(5.2 /( 2 f
c)l2x4—+si+c; d) 2x6+5 +
0) 1-1:.‘”—x +C: d) 1-1:.‘11 +C
2 1-x 2 I+x

C) —x-cos x+sen x+ C d) —x-sen x+cos x+C

C) %x3+2x2+13x; d) %x3+2x2+13x+C
X
C) Sne e d) e® -sene* +C
e.x
c)0; d) -1

=—x? +4x, el eje de abscisas y las rectas x = 0y x = 4 vale:

¢) 64/2; d) 64/3

28. El area comprendida entre las gréaficas de las funciones f1 (x)z—x2 +4x y g(x)=x vale:

a) 9/2; b) 19/3
29. Laregla de Barrow sirve para...:

a) ...calcular determinantes de orden 3;

c) ...resolver integrales definidas;

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato.
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c) 2712, d)3

b) ...resolver sistemas de ecuaciones;
d) ...calcular la probabilidad de sucesos.
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Apéndice: Problemas de integrales en las P.A.U.

3
(1) Calcula una primitiva de la funcién 1 (x)= *—>x+3
Vx

(2) Calcula haciendo el cambio de variable e* = ¢: a) | S b) | s L

(3) Calcula f(g (ezx + xcos x)dx

(4) Considera la funciéon -3 y=x3 32 +1. a) Determina la recta tangente en el punto en que la funcién alcanza su
maximo relativo. b) Dibuja el recinto limitado por la curva y la recta tangente anterior. ¢) Halla el area del recinto del
apartado (b).

(5) Considera la funcion f(x)z%—senx. a) Dibuja el recinto acotado por la gréfica de f(x), el eje OX'y las rectas x = 0y

X = % . b) Calcula el area del recinto anterior.

(6) a) Dibuja el recinto plano limitado por la parabola y = 4x — x y las tangentes a la curva en los puntos de interseccion con
el eje de abscisas. b) Halla el &rea del recinto dibujado en (a).

(7) Sea lafuncion /: R — R definida por f(x)z{ farlz osioxs-l

) ) . @) Haz un dibujo aproximado de la grafica de la
x“—4x+3 si ox>-1

funcién 7. b) Calcula el area del recinto limitado por la funcién £, el eje de abscisas y la recta x = 2.

(8) Seala pardbola y = x2 =3x+6. a) Halla la ecuacion de la tangente a la grafica de esa curva en el punto de abscisa x =
3. b) Haz un dibujo aproximado del recinto limitado por la grafica de la parabola, el eje OY y la recta tangente hallada
anteriormente. ¢) Calcula el area del recinto anterior.

(9) Considera las curvas f1 (x):x2 -3x-2y g(x) =x?—x-2. a) Encuentra sus puntos de interseccidn. b) Representa el
recinto limitado que encierran entre ellas. ¢) Encuentra el &rea del recinto limitado por las dos curvas.

T
(10) Dada la funcién £(x)= (x - a)cos.x , busca el valor del numero real  sabiendo que [ f(x)dx = g -2

(11)Las curvas y=e*, y=e " ylarecta x=1 limitan un recinto finito en el plano. a) Dibuja un esquema del recinto. b)
Calcula su &rea.

(12) Se considera la curva de ecuacién y = x> —2x? +x. a) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de esa curva
en el origen. b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la curva y la recta hallada. c) Calcula el area de
ese recinto.

(13) La derivada de una funcion £(x) es f ’(x)z(x+2)- (x2 —9). a) Calcula los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los
maximos y minimos de £(x). b) Determina la funcion # sabiendo que (0)= % :

(14) La grafica de la parabola y = 2x? divide al cuadrado de vértices A (0,0), B(2,0), c(2,2) y D(0,2) en dos
recintos planos. a) Dibuja la gréfica de la funcién y los recintos. b) Calcula el &rea de cada uno de ellos.

(15) a) Calcula la funcion £(x) sabiendo que su derivada es f(x)=(x—1)e* yque £(2)=e.

b) Demuestra que £(x) tiene un extremo relativo en un punto del eje de abscisas y razona si es maximo o minimo.

(16) Las graficas de la curva yzx3 y de la parabola yzx2 +2x encierran un recinto plano. a) Dibuja ese recinto. b)
Calcula su area.

x2 si

x <
(17)Sea f: R — R la funcion definida por f(x)=<mx+n si 0<x<1.a) Calculamy n para que f'sea continua en todo

2 Si 1<x
su dominio. b) Para esos valores hallados, calcula el area del recinto limitado por la gréfica de /'y la recta y = 1.

2x+4 i <0
(18) Sea la funcién £: R — R definida por /(x)= {( “;)2 o i .
X — SI X

recinto limitado por la gréfica de /vy el eje de abscisas.

. a) Dibuja la grafica de la funcion. b) Halla el area del
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(19)La curva y= x> —3x y larecta y = x limitan un recinto finito en el plano. a) Dibuja un esquema del recinto. b) Calcula
su area.

(20) La parabola x= y2 +1 ylarecta x=3 limitan un recinto finito en el plano. a) Dibuja un esquema del recinto. b) Calcula su
area.

(21) La curva y:x2 +3 y la recta y=2x+3 limitan un recinto finito en el plano. a) Dibuja un esquema del recinto.
b) Calcula su area.

(22) Se considera la parabola y=6x—x2. a) Calcula la ecuacién de las rectas tangentes a la grafica de la parabola en los
puntos de corte con el eje OX. b) Dibuja un esquema del recinto limitado por la grafica de la parabola y las rectas
halladas anteriormente. ¢) Calcula el area de ese recinto.

2x—2 i 2
(23) Se considera la funcion £ (x)={ 2 s

2 2 . a) Determina el valor de & > 0 para que la funcion sea continua en
e " +k” si o x22

el intervalo [0,4]. b) Suponiendo que k=1, halla la recta tangente en x=3. ¢) Suponiendo que k=1, halla el &rea que la
funcion determina con el eje OX, para x € [0,4].

(24) a) Resuelve por partes la siguiente integral: jx (1 —In x)dx
b) De todas las primitivas de f(x) = x(1 — In x) calcula la que pasa por el punto (1,3).
(25) La grafica de la parabola y2 =8x ylarecta x =2 encierran un recinto plano. a) Dibuja aproximadamente dicho recinto.
b) Calcula el area de ese recinto.
(26) La grafica de la curva f(x)= ﬁ y las rectas y =4y x = 0 encierran un recinto plano. a) Dibuja aproximadamente

dicho recinto. b) Calcula el érea de ese recinto.
(27) Esboza la grafica de la parabola y = —x> +x+% y halla el &rea de la region del plano determinada por la parabola y la

recta que pasa por los puntos (O,%) y (%) 0).

(28) Se dispone de una chapa de acero que puede representarse por la regidén del plano determinada por la parabola

y ——x?+4 y larecta y =1. a) Representa gréaficamente la chapa y calcula su &rea. b) Determina las dimensiones del
rectangulo de area maxima que se puede obtener a partir de dicha chapa con la condicién de que uno de sus lados esté

enlarecta y=1.
(29) Representa graficamente las parabolas y2 —4x=0y X —4y =0 y calcula el area que encierran.

X
¥ +1

(30) Se considera la funcion /1 (X) =2- . a) Halla los maximos, minimos y puntos de inflexion. b) Para x [0, 5], esboza

la grafica de la funcién y calcula el area comprendida entre ella y el eje X.

X
(31) Se considera la funcién f(X)= 2. a) Halla sus asintotas, mé&ximos y minimos. b) Representa gréaficamente la
x“+

funcién. c) Halla el area delimitada por la funcién y el eje OX, para -1<x<1.
(32) Si x representa el volumen de produccion de una fabrica, el coste marginal de la misma viene dado por la funcion
f(x)=3+8x+15x2. Se pide: a) Encuentra la funcion del coste total 7, si se sabe que dicha funcion viene dada por la

primitiva 7 de £ que verifica que F(0)=100. b) Estudia y representa graficamente la funcion 1 en el intervalo [0,0).
Calcula el area limitada por la curva y el eje Xentre x =0 y x=1.

10
(x+1)2 .

verificando que F(4)=0.b) Estudia y representa graficamente la funcion £ . Calcula el area limitada por la curva y el

(33) La funcién de costes marginales de una empresa es f' (x)= Se pide: a) Encuentra la primitva Fde f

eje Xentre x =0y x=1.
(34) Sealafuncion f(x)=5 +L2 (x>0). Si £ representa su derivada, a) Calcula £’(2). b) Dibuja la funcion 7. Halla
X

el area limitada por lacurvay el eje Xentre x=1y x=2.
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(35) Dada la funcion s (x)= -2+ x? (x>0), donde a es una constante, a) Si se supiera que f'(2)=1 donde f" es la
X

derivada de £, cuénto valdria a? b) Dibuja la funcion /" si « = 16 y halla el &rea limitada por la curva y el eje X entre
x=2Yx=3.

(36) Sea la funcién f(x)=3x2—6x. Si f' representa su derivada, a) Encuentra una primitva F de f verificando
F(2)= f'(3). b) Dibuja la funcion f . Calcula el area limitada por la curva y el eje X entre x=1y x=3.

(37) Dada la funcion f (x)zx3 —81x2,A) Si /' representa la derivada de £, encuentra una primitiva Fde f tal que
F(4)= 1'(4) B) Dibuja la funcion £ . Halla el area limitada por la curva y el eje Xentre x = -4 y x =4 .

(38) a) Dada la funcién f1 (x)=25—x2 Jri2 (x#0), donde a es una constante, encuentra una primitiva de 7y halla el
X

valor de @ para que si f' es la derivada de £, entonces f'(1)=—2. b) Dibuja la funcion f(x)z 25—x2, y halla
el area limitada por la curva y el eje de abscisas entre los puntos de abscisas x=1y x=6.
(39) Determina la funcién primitiva y el area bajo la curva en el intervalo [1, e] de la funcion f(x)=Inx.

(40)  Enuncia la regla de Barrow y aplicala a la funcion f (x) =ex(x+1) en el intervalo [0,1}
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RESUMEN
CUADRO DE PRIMITIVAS
Jdx=x+C [ £(x)ds = £(x)+ C [ ()% gx) ) = £(x)ds & [ o) ...
o (<) = a- [ £(e)as A {0 T P e '((;‘))dx:w f)]+C
[/D pw)dr=e/Y e [/ p()dr= “li(:) +C,a#1,a>0 feos [£(x)]f (x)dv = sen [£(x) ]+ C
[sen [f ()] (x)dx = —cos [£(x) ]+ € [sec [£(x)] te [£(x) ] (x)dx = sec [£(x)]+ C

[sec? [£(x)]f(x)dx=tg[f(x)]+C [eosec [£(x)]/'(x)dx = —cotg[ f(x) ]+ C

Método de integracion L [glf@)] f'(x)dx - t= f(x)= dt = f'(x)dx; [g(t)dt = G(t)+ C = F(x)=G[f(x)]+C
por cambio de variable |2 [ /(x)ix - x = g(1)= dv = ¢'()ar ; [ flglt)]&(t)dt = G(t)+ C = F(x)= G[g‘l(x)J+C

Método de integracidn por partes fu-dv=u-v—[v-du
Regla de Barrow [f fx)dx = (F(x) ]2 = F(b)- F(a)
Area entre una curva y el eje OX A= j5|f(x)| dx
i b
Area entre dos curvas A=[]f(x)-glx)|ax
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CAPITULO 8: PROBABILIDAD
ACTIVIDADES PROPUESTAS

1. PROBABILIDAD

1.

30.

31.

32.
33.

34.

35.
36.

37.
38.

39.
40.
41,
42.
43.
44,
45,
46.

47.

48.

49,
50.

Indica si son, o no, fendmenos aleatorios:

a) Elndmero de habitantes de las provincias espafiolas.

b) Elarea de un cuadrado del que se conoce el lado.

c) Tirar tres dados y anotar la suma de los valores obtenidos.

d) Saber si el préximo afio es bisiesto.

Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Escribir en seis tarjetas cada una de las letras de la
palabra MONEDA y sacar una al azar’.

Escribe el conjunto de posibles resultados del experimento aleatorio: “Sacar una bola de una bolsa que tiene bolas
negras, rojas y blancas’.

Inventa dos sucesos del experimento aleatorio: Tirar dos dados.

Comprueba, utilizando el ejemplo anterior, que se verifican las 10 propiedades del Algebra de Sucesos. Por ejemplo:
Vamos a comprobar la Ley de Morgan: (4 N B) = 4 U B€:

ANB={6—>(ANB“={l1,2,3,4,5}.
A={2,4,6)>A4“={1,3,5;,B={3,6}) > B ={1,2,4,5;;, A“UB“={1,2, 3,4, 5}.

Al sacar una carta de una baraja espafiola, llamamos B al suceso sacar un oro y A4 al suceso sacar un rey. Escribe los
sucesos: 4 UB, AN B, A—B, A, (AU B), AU B".

Utiliza un diagrama de Venn para escribira A w B W C como unidn de conjuntos disjuntos.

Considera ahora un diagrama de Venn con solo dos conjuntos, y representa en él la siguiente situacién: Se sabe que en
un grupo de trabajo de 35 personas, hay 15 personas A que toman té, 27 que toman café B y 2 personas que no toman
ninguna bebida: (4 U B) A) ;Suman més de 35? Eso es porque hay personas que toman té y café, ;cuantas? Escribelo
en funcion de 4 y B, y represéntalo en el diagrama de Venn. B) ; Cuantas personas sélo toman té y cuantas toman solo
café? C) Nombra con letras a los conjuntos siguientes e indica de cuantas personas estan formados: a) Toman café y té.
b) No toman ni café ni té. ¢) Toman té o bien toman té. d) Toman té y no toman café. D) De entre las personas que toman
café, ;cuantas toman también t€? A este conjunto lo nombramos A/B. E) ¢ Cuantas personas no toman café? Noémbralo
con letras e indicalo en el diagrama. F) ;Cuéntas personas toman al menos una de las dos bebidas? Compara el
resultado con el de las personas que no toman ninguna de las dos medidas.

Calcula la probabilidad de que al sacar una carta de la baraja sea una espada.

Para saber la probabilidad de que un recién nacido sea zurdo, ¢ te basarias en el estudio de las frecuencias relativas o la
asignarias por simetria?

Calcula la probabilidad de, al tirar un dado dos veces, sacar un 6 doble.
Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un mdltiplo de 2 o bien un multiplo de 3.
Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un multiplo de 2 y ademas un mdltiplo de 3.
Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un numero menor que 4 o bien un nimero mayor que 2.
Al tirar un dado, calcula la probabilidad de salga un nimero menor que 4 y ademas un nimero mayor que 2.

Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores sea 7.

Tiramos dos dados. Calcula la probabilidad de que la suma de sus caras superiores menor que 7.

¢ Cual es la probabilidad de no sacar un 6 al tirar un dado? ¢ Y de sacar un 7? ;Y de sacar un nimero menor que 5 o bien
un nimero mayor que 3?
Al tirar una moneda tres veces, ¢cudl es la probabilidad de no sacar ninguna cara? ;Y de sacar al menos una cara?
Observa que sacar al menos una cara es el suceso contrario de no sacar ninguna cara.

En tu cuaderno haz un diagrama en arbol similar al anterior con los sucesos A y B: A = sacar un oro en la primera
extraccion, A = no sacar oro, y B = sacar un oro en la segunda extraccion, B = no sacar oro en la sequnda extraccion.
¢ Cual es la probabilidad de sacar oro en la segunda extraccién condicionado a no haberlo sacado en la primera? ;Y la de
no sacar oro en la segunda extraccion condicionado a no haberlo sacado en la primera? ;Cuél es la probabilidad de
sacar dos oros? ;Y la de sacar un solo oro? ¢ Y la de sacar al menos un oro?

En el diagrama de arbol anterior indica cual es la probabilidad de “no salen 2 oros” y la de “no sale ningun oro”.
Al tirar dos veces un dado calcula la probabilidad de sacar al menos un 6. Ayuda: Quizas te sea més facil calcular la
probabilidad de no sacar ningtin 6, y utilizar el suceso contrario.
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52.

53.

Lanzamos dos dados que no estén trucados y anotamos los nimeros de su cara superior. Consideramos el suceso 4 que
la suma de las dos caras sea 10, y el suceso B que esos numeros difieran en dos unidades. a) Calcula P(4) y P(B). b)
Calcula las probabilidades de: P(A4n B); P(4 U B); P(A n B); P(A n B); P(A ~ B). c) Calcula P(4/B); P(4IB);
P(AIB).

La probabilidad del suceso 4 es 2/3, la del suceso B es 3/4 y la de la interseccion es 5/8. Halla:

(@) La probabilidad de que se verifique alguno de los dos.

(b) La probabilidad de que no ocurra B.

(c) La probabilidad de que no se verifique ni 4 ni B.

(d) La probabilidad de que ocurra A4 si se ha verificado B. Selectividad. Septiembre 96
En un supermercado se ha estudiado el nimero de clientes que compran tres productos A, B y C. Del estudio se ha
obtenido que un 14 % de los clientes compra el producto A4 y un 12 % compra el producto B. Ademas, un 4 % compra 4 y
B, un 2 % compra A y C'y ningun cliente que compre C compra también B.

(@) ¢Cuantos clientes compran unicamente el producto B?

(b) Sabiendo que un cliente ha comprado 4, jcual es la probabilidad de que también haya comprado C pero no B?
Selectividad. Curso 96/97

. Sean 4 y B dos sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que P(4) = 1/3, P(B) =1/5'y P(AUB) = 7/15,

hallar:
La probabilidad de que se verifique 4 y B.

b) La probabilidad de que se verifique 4 y no B.
c) La probabilidad de que no se verifique ni 4 ni B.
d) La probabilidad de que no se verifique 4, si no se ha verificado B. Selectividad. Septiembre 97
. 3 1 S — 1
55. Sean 4y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) = Z,P(B) = E’P(A NB)= 20
Calcular: P(AUB), P(ANB), P(Z /B), P(B/ A). Selectividad. Septiembre 07
56. Se considera dos sucesos A y B tales que: P(4) = % P(B|A) =% ,P(AUB) = %
57. Calcula razonadamente: (a) P(4 N B). (b) P(B). (c) P(B/A) (d) P(A/B) selectvidad. Septiembre 2012
Nota. S denota el suceso complementario del suceso S. P(S/T) denota la probabilidad del suceso S condicionada al suceso 7.

58.

59.

60.

61.

Dibuja en tu cuaderno un diagrama en arbol para tres incendios, y calcula la probabilidad de
que al menos uno haya sido por negligencia siendo P(N) = 0'4.

Una fabrica de méviles desecha normalmente el 0,02 % de su produccion por fallos debidos
al azar. Calcula la probabilidad de que: a) Al coger dos méviles al azar haya que desechar
ambos. b) Al coger dos mdviles al azar haya que desechar sdlo uno. c) Al coger dos méviles
al azar no haya que desechar ninguno. d) Verificamos 3 moviles, calcula la probabilidad de

30 9% Solar

Edlica

OtrasEneraias

desechar los tres. €) Calcula la probabilidad de al verificar 3 moviles rechazar sélo el
tercero.

En una aeronave se han instalado tres dispositivos de seguridad: 4, By C. Si falla 4 se pone B en funcionamiento, y si
también falla B empieza a funcionar C. Las probabilidades de que funcione correctamente cada dispositivo son: P(4) =
0'99; P(B) =096 y P(C) = 0’97. a) Calcula la probabilidad de que fallen los tres dispositivos. b) Calcula la probabilidad de
que todo vaya bien.

Lanzamos una moneda hasta que aparezca dos veces seguidas del mismo lado. Calcula las probabilidades de que: A) La
experiencia termine al segundo lanzamiento. B) Termine al tercer lanzamiento. C) Termine en el cuarto. D) Termine a lo
sumo en el cuarto lanzamiento (es decir, que termine en el segundo o en el tercero o en el cuarto lanzamiento).
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62. Se ha hecho un estudio estadistico sobre accidentes de trafico y se han determinado las siguientes probabilidades
reflejadas en la tabla de contingencia:

Accidente en carretera (C) Accidente en zona urbana (U) Totales

Accidente con victimas (V) 03 0'4

Accidente con sélo dafios
materiales (M)

Totales 07 1

a) Copia la tabla en tu cuaderno y complétala.

b) Determina las siguientes probabilidades: P(V n C); P(V n U); P(M n C); P(M n U); P(V); P(M); P(C)y P(U).

c) Calcula P(UIV);, P(CIV); P(VIU);, P(VIC). ;Son dependientes o independientes los sucesos: accidente con victimas y

accidente en carretera?

63. Inventa una tabla de contingencia considerando que los accidentes puedan ser de carretera (C) o urbanos (U), pero que
ahora los clasificamos en leves (L), graves (G) o mortales (M). Observa que lo fundamental para confeccionar la tabla es
que los sucesos sean incompatibles dos a dos.

64. Dada la tabla de contingencia, construye dos diagramas de arbol.

A NoA= 4
B 03 01 04
NoB= B 0’5 01 0’6
0'8 02 1
65. Dado el diagrama de arbol del margen, complétalo calculando las probabilidades de os &
las intersecciones, construye la tabla de contingencia asociada, y después el otro N
diagrama de arbol. <

66. Se sabe que en cierta poblacién, la probabilidad de ser hombre y dalténico es un
doceavo y la probabilidad de ser mujer y daltdnica es un veinticincoavo. La proporcién
de personas de ambos sexos es la misma. Se elige una persona al azar.

(@) Sila persona elegida es hombre, hallar la probabilidad de que sea dalténico. oa
(b) Sila persona elegida es mujer, hallar la probabilidad de que sea dalténica.

(c) ¢Cual es la probabilidad de que la persona elegida padezca daltonismo?
Selectividad Junio 94

67. Una caja de caramelos contiene 7 caramelos de menta y 10 de fresa. Se extrae al azar un caramelo y se sustituye por
dos del otro sabor. A continuacidn se extrae un segundo caramelo. Hallese la probabilidad de que:

a) El segundo caramelo sea de fresa.

b) El segundo caramelo sea del mismo sabor que el primero. Selectividad Septiembre 2013

68. En un avion de linea regular existe clase turista y clase preferente. La clase turista ocupa las dos terceras partes del
pasaje y la clase preferente el resto. Se sabe que todos los pasajeros que viajan en la clase preferente saben hablar
inglés y que el 40 % de los pasajeros que viajan en clase turista no saben hablar inglés. Se elige un pasajero del avion al
azar. a) Calculese la probabilidad de que el pasajero elegido sepa hablar inglés. b) Si se observa que el pasajero elegido
sabe hablar inglés, ¢cual es la probabilidad de que viaje en la clase turista? Selectividad Septiembre 2013

69. Una tienda de trajes de caballero trabaja con tres sastres. Un 5 % de los clientes atendidos por el sastre 4 no queda
satisfecho, tampoco el 8 % de los atendidos por el sastre B ni el 10 % de los atendidos por el sastre C. EI 55 % de los
arreglos se encargan al sastre 4, el 30 % al By el 15 % restante al C. Calculese la probabilidad de que:

a) Un cliente no quede satisfecho con el arreglo.

b) Si un cliente no ha quedado satisfecho, le haya hecho el arreglo el sastre A. Selectividad Junio 2013

70. Tenemos dos urnas, 4 y B. La primera con 10 bolas blancas y 8 bolas negras. La segunda con 5 bolas blancas y 3 bolas
negras. Se saca una bola al azar, de una de las dos urnas, también al azar y resulta ser negra. ¢ Cual es la probabilidad
de que proceda de la urna A?

71. En un proceso de fabricacion de bombillas se detecta que el 1 % salen defectuosas. Se utiliza un dispositivo para
detectarlos que resulta que detecta el 95 % de las bombillas defectuosas, pero sefiala como defectuosas un 2 % que no
lo son. A) Calcula la probabilidad de que sea correcta una bombilla que el dispositivo ha calificado como defectuosa. B)
Calcula la probabilidad de que sea defectuosa una bombilla que el dispositivo ha calificado como correcta. Ayuda: Utiliza
primero un diagrama en arbol y luego una tabla de contingencia. Selectividad

72. Se tienen 3 cajas, 4, By C. La caja A4 tiene 20 bolas de las cuales 5 son negras. La caja B tiene 10 bolas con una bola
negra. La caja C tiene 15 bolas con 10 negras. Se coge una caja al azar y de esa caja se saca una bola, también al azar,
y es negra. Calcula la probabilidad de que se haya sacado de la caja C.

NoB
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73.

74.

75.

76.

Tenemos una moneda trucada cuya probabilidad de obtener cara es 0'4. Si sale cara se escoge al azar un nimero del 1

al 10, y si sale cruz, se escoge un numero del 1 al 5. Calcula la probabilidad de que el nimero escogido sea impar.
Selectividad

Al analizar las actividades de ocio de un grupo de trabajadores fueron clasificados como deportistas o no deportistas y
como lectores o no lectores. Se sabe que el 55 % de los trabajadores se clasificaron como deportistas o lectores, el 40 %
como deportistas y el 30 % lectores. Se elige un trabajador al azar: Selectividad Junio 2013

a) Calculese la probabilidad de sea deportista y no lector.

b) Sabiendo que el trabajador elegido es lector, calcllese la probabilidad de que sea deportista.
Tres maquinas A, By C fabrican tornillos del mismo tipo. La probabilidad de que un tornillo fabricado en la maquina 4 sea
defectuoso es 0'01, de que lo sea uno fabricado en B es 0'02 y de que lo sea si ha sido manufacturado en C es 0°03 En
una caja se mezclan 120 tornillos: 15 de la maquina 4, 30 de laBy 75 dela C. Selectividad Curso 2012/13
a) Calculese la probabilidad de que un tornillo elegido al azar no sea defectuoso.
b) Elegido un tornillo al azar resulta defectuoso. ¢ Cual es la probabilidad de que haya sido fabricado por la maquina B?
Una escuela de natacion ofrece cursos de iniciacion y perfeccionamiento en las categorias pre-benjamin (7-8 afios),
benjamin (9-10 afios) y alevin (11-12 afios). La siguiente tabla contiene la informacion con el numero de nadadores
matriculados en cada curso:  Selectividad Curso. 2011/12

Pre-benjamin | Benjamin Alevin Total
Iniciacion 120 70 10 200
Perfeccionamiento 40 90 150 280
Total 160 160 160 480

Se elige al azar un nadador de la escuela.
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¢ Cual es la probabilidad de que esté en el curso de iniciaciéon?

¢ Cual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento o bien sea alevin?

Si el nadador elegido es un benjamin, 4cual es la probabilidad de que esté en el curso de perfeccionamiento?
Si el nadador elegido esta en el curso de iniciacion, ¢ cual es la probabilidad de que sea benjamin?

. En un tribunal de la prueba de acceso a las ensefianzas universitarias oficiales de grado se han examinado 80 alumnos

del colegio 4, 70 alumnos del colegio B y 50 alumnos del colegio C. La prueba ha sido superada por el 80 % de los
alumnos del colegio A, el 90 % de los del colegio By por el 82 % de los del colegio C. Junio 2012
(a) ¢ Cual es la probabilidad de que un alumno elegido al azar haya superado la prueba?
(b) Un alumno elegido al azar no ha superado la prueba, ¢ cual es la probabilidad de que pertenezca al colegio B?
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AUTOEVALUACION
1. Al tirar dos dados, la probabilidad de sacar al menos un 5 es:
a) 5/6 b) 11/36 c) 25/36 d) 30/36
2. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar exactamente dos caras es:
a) 12 b) 3/4 c) 3/8 d) 5/8
3. Al tirar 3 monedas, la probabilidad de sacar al menos dos caras es:
a)1/2 b) 3/4 c)3/8 d) 5/8
4, Sacamos una carta de una baraja de 40 cartas, la probabilidad de que sea un oro o un multiplo
de 2 es:
a) 22/40 b) 19/40 c) 36/40 d) 3/4
5. Indica cual de las afirmaciones siguientes es siempre correcta:
a) P(A) + P(noA) =1; P(Ay B) = P(4) - P(B); P(A v B) = P(A) + P(B)
6. El enunciado del teorema de Bayes es:
a) P(4,/C)= P(C/4;) -P(4,) _ nP(C/A,.)-P(Al.) b) P(4,/B) = nP(B/Az)-P(Al.)
P(C) TP(C/A) P(4) SP(BIA4) P(4)
¢) P(4,/B) = P(B/ A4;)-P(4,) d) P(A/ 4)= P(B/4;)-P(4) _ nP(B/A,.)'P(Al.)
P(B) P(B) 2 P(B/4)-P(4)
7. En una urna hay 3 bolas rojas y 5 bolas negras. Se sacan dos bolas. Llamamos A al suceso sacar una bola
roja, y B a sacar una bola negra. Los sucesos 4 y B son:
a) Contrarios b) Incompatibles ¢) Independientes d) Dependientes
8. Sacamos una carta de una baraja. Llamamos A al suceso sacar un rey y B a sacar una sota. Los sucesos A
y B son:
a) Contrarios b) Incompatibles ¢) Independientes d) Dependientes
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1. Junio 94. Opcioén B (2 puntos)

1. Se lanza dos veces un dado equilibrado con seis caras. Hallar la probabilidad de que la suma de los valores que aparecen
en la cara superior sea mdltiplo de tres.

2. Curso 94/95. Modelo Opcién A (2 puntos)

2. En cierto instituto se ofrece informatica y teatro como asignaturas optativas. El grupo A consta de 30 estudiantes, y los
grupos By C tienen 35 cada uno. EI 60 por ciento del grupo A ha elegido teatro, asi como el 20 por ciento del grupo By el
40 por ciento del resto han elegido informatica.

a) Si se pregunta a un estudiante elegido al azar, hallar la probabilidad de que haya optado por informatica.
b) Si un estudiante ha elegido teatro, calcular la probabilidad de que pertenezca al grupo B.
3. Curso 94/95. Modelo Opcién B (3 puntos)

3. Se sabe que se han eliminado varias cartas de una baraja espafiola que tiene cuarenta. La probabilidad de extraer un as
entre las que quedan es 0’12, la probabilidad de que salga una copa es 0'08 y la probabilidad de que no sea ni as ni copa
es 0'84. A) Hallar la probabilidad de que la carta extraida sea as o copa. B) Calcular la probabilidad de que la carta sea el
as de copas. ¢ Se puede afirmar que entre las cartas que no se han eliminado esta el as de copas?

4. Junio 95. Opcidn A. (3 puntos)

4. En una ciudad en la que hay doble numero de hombres que de muijeres, hay una epidemia. El 6 % de los hombres y el 11
% de las mujeres estan enfermos. Se elige al azar un individuo. Calcular la probabilidad de: a) que sea hombre. b) que
esté enfermo. ¢) que sea hombre, sabiendo que esta enfermo.

5. Septiembre 95. Opcién B. (3 puntos)

5. Una persona despistada tiene ocho calcetines negros, seis azules y cuatro rojos, todos ellos sueltos. Un dia con mucha
prisa, elige dos calcetines al azar. Hallar la probabilidad de: a) que los calcetines sean negros. b) que los dos calcetines
sean del mismo color. ¢) que al menos uno de ellos sea rojo. d) que uno sea negro y el otro no.

6. Septiembre 95. Opcidn B. (2 puntos)

6. Tres personas viajan en un coche. Si se supone que la probabilidad de nacer en cualquier dia del afio es la misma y
sabemos que ninguno ha nacido en un afio bisiesto,

(@) hallar la probabilidad de que solamente una de ellas celebre su cumpleafios ese dia.
(b) calcular la probabilidad de que al menos dos cumplan afios ese dia.
7. Curso 95/96. Modelo Opcién A (3 puntos)

7. Enunabolsa A hay siete bolas numeradas de 1 al 7, y en otra bolsa B hay cinco bolas numeradas del 8 al 12. Se realiza la
experiencia compuesta consistente en tomar una bola al azar de A, anotar su paridad e introducirla posteriormente en la
bolsa B, a continuacion se extrae al azar una bola de By se anota también su paridad.

(@) Calcular la probabilidad de que las dos bolas extraidas tengan la misma paridad.
(b) Hallar la probabilidad de que la bola extraida de B corresponda a un nimero impar.
8. Junio 96. Opcidn A. (3 puntos)

8. Una urna contiene 6 bolas blancas y 4 negras una segunda urna B contiene 5 bolas blancas y 2 negras. Se selecciona una
urna al azar y de ella se extraen 2 bolas sin reemplazamiento. Calcular la probabilidad de que:

(@) Las dos bolas sean blancas. (b) Las dos bolas sean del mismo color. (c) Las dos bolas sean de distinto color.
9. Junio 96. Opcidn B. (2 puntos)

9. De una baraja de 40 cartas se eligen al azar simultdneamente 4 cartas. Hallar; a) Probabilidad de que se halla elegido al

menos un rey. b) Probabilidad de que tres de las cuatro cartas sean del mismo palo.
10. Septiembre 96. Opcién A. (2 puntos)

10. La cuarta parte de las participantes en un congreso son espafiolas. La probabilidad de que una congresista desayune té si
es espafiola es un octavo y la probabilidad de que tome té si es extranjera, es un tercio. Si se elige una congresista al
azar.

a) ¢cual es la probabilidad de que desayune té? b) ¢ cual es la probabilidad de que no sea espafiola si desayuna té? c) ¢ cuél

es la probabilidad de que sea espafiola si no desayuna té?

11. Curso 96/97. Modelo Opcién A (2,5 puntos)

11. Para realizar un control de calidad de un producto se examinan 3 unidades del producto extraidas al azar y sin

reemplazamiento de un lote de 100 unidades. Las unidades pueden tener defectos de dos tipos, Ay B. Si en el lote de 100

unidades existen 10 unidades con defectos del tipo A Unicamente, 8 unidades con defecto del tipo B tnicamente, y dos

unidades con ambos tipos de defecto, se desea determinar la probabilidad de que en la muestra de tres unidades extraidas se
obtengan en total: a) Cero defectos. b) Una unidad con defecto del tipo A y otra con defecto del tipo B, o bien una unidad con
ambos tipos de defecto.
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12. Curso 96/97. Modelo Opcién A ( 3 puntos)

12. Se realiza la experiencia compuesta consistente en lanzar al aire un dado y a continuacion introducir una nueva bola en
una urna que contiene 2 bolas blancas y 4 negras de modo que si el nimero obtenido en el dado es par, se introduce en la
urna una bola blanca, y si es impar, se introduce una bola negra. A) Calcula la probabilidad de obtener, al azar, bolas
blancas al realizar dos extracciones sucesivas y sin reemplazamiento de la urna, sabiendo que al lanzar el dado hemos
obtenido un nimero par. B) Si se sacan simultaneamente dos bolas al azar de la urna después de haber lanzado el dado,
;cual es la probabilidad de que ambas sean blancas?

13. Septiembre 97. Opcion A. (3 puntos)

13. Tras un estudio realizado sobre los taxistas de una ciudad espafiola, se ha observado que el 70 tiene mas de 40 afios y
de estos el 60 % es propietario del vehiculo que conduce. También se ha averiguado que el porcentaje de taxistas que no
superando los 40 afios, es propietario del vehiculo que conduce se reduce al 30 %. Se pide: a) La probabilidad de que un
taxista, elegido al azar, sea propietario del vehiculo que conduce. b) Se elige un taxista al azar, y se comprueba que es
propietario del vehiculo que conduce, ¢ Cual es la probabilidad de que tenga mas de 40 afios?

14. Curso 97/98. Modelo Opcién A (2 puntos)

14.En dos urnas Ay B, se introducen dos bolas blancas y una negra, y tres bolas negras y una blanca, respectivamente. Se
selecciona una urna al azar, y se extrae también una bola de dicha urna. ;Cual es la probabilidad de que la urna escogida
sea la A, si la bola escogida resulté ser blanca?

15. Curso 97/98. Modelo Opcién B (2 puntos)

15. Se dispone de dos urnas Ay B, de idéntico aspecto externo. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 amarillas, mientras
que B contiene 5 bolas rojas y 3 amarillas. Un individuo se dirige a una de las urnas y extrae sin reemplazamiento, dos
bolas de la misma. Hallar la probabilidad de que: a) Ambas bolas sean rojas. b) Las dos bolas sean del mismo color.

16. Junio 98. Opcion A. (2 puntos)

16. Se lanza un dado de seis caras, numeradas del 1 al 6, dos veces consecutivas.

(a) Calculese la probabilidad de que la suma de los resultados sea igual a 4.

(b) Calculese la probabilidad de que en el primer lanzamiento haya salido un 1, sabiendo que la suma es 4.

17. Septiembre 98. Opcion A (3 puntos)

17.En un examen hay 3 temas de méxima dificultad, 5 de dificultad media y 2 de escasa dificultad, de los cuales se elige uno
al azar. La probabilidad de que un alumno apruebe el examen si el tema es de maxima dificultad es de 1/3, si es de
dificultad media, 2/5, y si es de escasa dificultad, 3/4. A) Hallese la probabilidad de que el alumno apruebe el examen. B)
Hallese la probabilidad de que el tema elegido haya sido de maxima dificultad, si el alumno lo aprobé.

18. Curs098/99. Modelo Opcién A. (2puntos)

18. De una urna con cinco bolas, dos blanca y tres negras, extraemos dos bolas sin reemplazamiento. Calcula la probabilidad
de cada uno de los siguientes sucesos: a) 4 = Las dos bolas extraidas son del mismo color. b) B = Extraemos al menos
una bola blanca.

19. Curso 98/99.Modelo Opcién B. (2 puntos)

19. Tomamos cuatro cartas diferentes de una baraja, dos cincos, un seis y un siete. Las cartas se ponen boca abajo sobre una
mesa Yy las mezclamos al azar. Determina la probabilidad de que al darles la vuelta, todas las cartas estén ordenadas en
orden creciente, si los dos cincos son indistinguibles.

20. Junio 99. Opcién A. (2 puntos)

20. Se escuchan tres discos y se vuelven a guardar al azar ;Cudl es la probabilidad de que al menos uno de los discos haya
sido guardado en el envoltorio que le correspondia?

21. Junio 99. Opcidn B. (2 puntos)

21. Se considera una célula en el instante t = 0. En el instante t = 1 la célula puede: o bien reproducirse, dividiéndose en dos,
con probabilidad 3/4; o bien morir, con probabilidad 1/4. Si la célula se divide, entonces, en el tiempo ¢ = 2 cada uno de sus
dos descendientes puede también subdividirse o morir, con las mismas probabilidades de antes, independientemente uno
de otro.

a) ¢ Cuantas células es posible que haya en el tiempo ¢ = 2? b) ¢ Con qué probabilidad?

22. Septiembre 99. Opcién A. (2 puntos)

22. Se lanzan dos dados. Calculese la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos:

(a) 4 = Se obtiene cinco en alguno de los dados. (b) B = Se obtiene un doble (los dos dados presentan la misma puntuacion).

(c) AmE (d) A E

23. Septiembre 99. Opcién B. (2 puntos)

23. Se dispone de tres urnas, la A que contiene dos bolas blancas y cuatro rojas, la B con tres blancas y tres rojas, y la C con
una blanca y cinco rojas. (a) Se elige una urna al azar y se extrae una bola de ella, ;cuél es la probabilidad de que esta
bola sea blanca? Si la bola extraida resulta ser blanca, ¢ cual es la probabilidad de que proceda de la urna B?
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24. Curso 99/00. Modelo Opcién A (2 puntos)

24. Si se escoge un numero al azar de cierta ciudad espafiola, la probabilidad de que figure a nombre de un hombre es
0'7 y de que figure a nombre de una mujer es 0'3. En dicha ciudad, la probabilidad de que un hombre trabaje es 08 y
de que lo haga una mujer es 0'7. Se elige un nimero de teléfono al azar. A) ;Cual es la probabilidad de que
corresponda una persona que trabaja? B) ¢ Cuél es la probabilidad de que corresponda a un hombre, sabiendo que
pertenece a una persona que trabaja?

25. Curso 99/00. Modelo Opcién B (2 puntos)

25. Un examen consiste en elegir al azar dos temas de entre los diez del programa y desarrollar uno. A) ;Qué
probabilidad tiene un alumno, que sabe seis temas de aprobar el examen? B) ;Qué probabilidad tiene el mismo
alumno de saberse uno de los dos temas elegidos y el otro no?

26. Junio 00. Opcion A. (2 puntos)
26. De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen al azar, sucesivamente y sin reemplazamiento, dos bolas.
(a) ¢ Cudl es la probabilidad de que las bolas extraidas sean blancas?
(b) Sila segunda bola ha resultado ser negra, ¢,cual es la probabilidad de que la primera también lo haya sido?
27. Junio 00. Opcién B. (2 puntos)

27. Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio talas que P(4) = 0'6: P(B) = 0'2y F(AVB)=07
P(ANB)

P4 B)

(a) Calculese y razonese si los sucesos 4 y B son independientes.

(b) Calculese
28. Septiembre 00. Opcién A. (2 puntos)

28. La probabilidad de que en un mes dado un cliente de una gran superficie compre un producto A es 0'6; la
probabilidad de que compre un producto B es 0'5. Se sabe también que la probabilidad de que un cliente compre el
producto B no habiendo comprado el producto A es 0'4.

a) ¢ Cudl es la probabilidad de que un cliente haya comprado sélo el producto B?
b) ¢ Cual es la probabilidad de que un cliente no haya comprado ninguno de los productos?
29. Septiembre 00. Opcidn B. (2 puntos)

29. Una empresa emplea tres bufetes de abogados para tratar sus casos legales. La probabilidad de que un caso se
deba remitir al bufete A es 0'3; de que se remita al bufete B es 0'5 y de que se remita al bufete C es 0'2. La
probabilidad de que un caso remitido al bufete A sea ganado en los tribunales es 0'6; para el bufete B esta
probabilidad es 0'8 y para el bufete C es 0,7.

a) Calculese la probabilidad de que la empresa gane un caso.

b) Sabiendo que un caso se ha ganado, determinese la probabilidad de que lo haya llevado el bufete A.

30. Curso 00/01. Modelo Opcidn A. (2 puntos)

30. En una ciudad, la probabilidad de que uno de sus habitantes censados vote al partido A es 0'4; la probabilidad de
que vote al partido B es 0’35 y la probabilidad de que vote al partido C es 0'25. Por otro lado, las probabilidades de
que un votante de cada partido lea diariamente algin periddico son, respectivamente, 0'4; 0’4 y 0°6. Se elige una
persona de la ciudad al azar:

a) Calculese la probabilidad de que lea algun periddico.
b) La persona elegida lee algun periodico, ¢ cual es la probabilidad de que sea votante del partido B?
31. Curso 00/01. Modelo Opcién B. (2 puntos)

31. Una urna contiene 7 bolas blancas, 3 bolas rojas y 2 bolas negras. Se considera el experimento aleatorio consistente
en extraer tres bolas de la urna, de forma sucesiva y sin reemplazamiento. Sean los sucesos B17: La primera bola es
blanca, B2: La segunda bola es blanca y B3: La tercera bola es blanca. a) Exprésese con ellos el suceso Las bolas
extraidas en primer y tercer lugar son blancas, y la extraida en segundo lugar no. b) Calctlese la probabilidad del
suceso Las tres bolas son del mismo color.

32. Junio 01. Opcidn A. (2 puntos)

32. Una fabrica produce tres modelos de coche: 4, By C. Cada uno de los modelos puede tener motor de gasolina o
diesel. Sabemos que el 60 % de los modelos son de tipo A y el 30 % de tipo B. EI 30 % de los coches fabricados
tienen motor diesel, el 30 % de los coches del modelo 4 son de tipo diesel y el 20 % de los coches del modelo B
tienen motor diesel. Se elige un coche al azar. Se piden las probabilidades de los siguientes sucesos: (a) El coche
es del modelo C. (b) El coche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diesel. (c) El coche tiene motor
diesel, sabiendo que es del modelo C.
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33.

34.
35.

36.
37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

33. Junio 01. Opcidn B. (2 puntos)
Tres maquinas 4, By C fabrican tornillos. En una hora, la maquina A fabrica 600 tornillos, la B 300 y la C 100. Las
probabilidades de que las maquinas produzcan tornillos defectuosos son, respectivamente, de 0°01 para A4, de 002
para By de 0'03 para C. Al finalizar una hora se juntan todos los tornillos producidos y se elige uno al azar. (a)
¢ Cual es la probabilidad de que no sea defectuoso? (b) ¢, Cuél es la probabilidad de que lo haya fabricado
la maquina A, sabiendo que no es defectuoso?
34. Septiembre 01. Opcidn A. (2 puntos)
En un videoclub quedan 8 copias de la pelicula 4, 9 de la By 5 de la C. Entran tres clientes consecutivamente y
cada uno elige una copia al azar. Calculese la probabilidad de que: (a) Los tres escojan la misma pelicula. (b)
Dos escojan la pelicula Ay el otro la C.
35. Septiembre 01. Opcién B. (2 puntos)
Con el objetivo de recaudar fondos para un viaje, los alumnos de un instituto realizan una rifa con 500 nimeros. Un
alumno compra dos numeros. (a) Si s6lo hay un premio, ;qué probabilidad tiene el alumno de que le toque a
él? (b) Si hay dos premios, ¢qué probabilidad tiene el alumno de que le toque al menos uno de ellos?
36. Curso 01/02. Modelo Opcidn A. (2 puntos)
Un proveedor suministra lotes de materia prima y el 5 % de ellos resulta defectuoso. Seleccionando al azar 3 lotes (a)
¢ Cual es la probabilidad de que al menos 2 sean defectuosos? (b) ¢ Cuél es la probabilidad de que el méximo de
lotes defectuosos sea 27?
37. Curso 01/02. Modelo Opcidn B. (2 puntos)
Una prueba para determinar cierta contaminacion en el agua presenta los siguientes resultados en probabilidad: 0°05
de falsos positivos, esto es, casos en los que estando el agua libre de contaminacién, el test dice que el agua se
encuentra contaminada. Si el agua esta contaminada, el test lo detecta con probabilidad 0'99. El agua esta libre de
contaminacion con probabilidad 0'99. Si se realizar una nueva prueba y el test indica que hay contaminacién, calcular
la probabilidad de que el agua esté libre de contaminacién.
38. Junio02. Opcién A. (2 puntos)
Se tienen tres cajas iguales. La primera contiene 3 bolas blancas, 4 negras; la segunda contiene 5 bolas negras y, la
tercera 4 blancas y 3 negras. a) Se elige una caja al azar y luego se extrae una bola, ¢cual es la probabilidad de que
la bola extraida sea negra? b) Si se extrae una bola negra de una de las cajas, ¢;cual es la probabilidad de que
proceda de la segunda caja?
39 Junio02. Opcidn B. (2 puntos)
Se lanzan dos dados equilibrados de seis caras fres veces consecutivas: a) Calcular la probabilidad de que en los
tres lanzamientos salga el seis doble. b) Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga un doble
distinto del seis doble.
40. Septiembre02. Opcion A. (2 puntos)
Una persona desea jugar en una atraccién de feria, donde regala un peluche, si al tirar un dardo se acierta en un
blanco. Si solo se permite tirar tres dados y la probabilidad de acertar en cada tirada es 0'3. A) ;Cual es la
probabilidad de llevarse el peluche? B) ;Cual es la probabilidad de llevarse el peluche exactamente en el tercer
lanzamiento? C) ;Y de llevarselo exactamente en el segundo?
41. Septiembre02. Opcion B. (2 puntos)
Un dia determinado, en una tienda de ropa joven, se han realizado 400 ventas pagadas con la tarjeta de crédito V y
350 ventas pagadas con la tarjeta MC. Las ventas restantes del dia han sido abonadas en metalico. Se comprueba
que 150 de las ventas pagadas con la tarjeta de crédito V superan los 150 euros, mientras que 300 de las compras
pagadas con MC superan esa cantidad. Se extrae al azar un comprobante de las ventas del dia pagadas con tarjeta
de crédito. A) Cual es la probabilidad de que corresponda a una compra superior a 150 euros? B) Si la compra es
inferior a 150 euros, ¢cual es la probabilidad de que haya sido pagada con la tarjeta MC?
42. Curso 02/03. Opcidn A. (2 puntos)
Un rosal no esta en buen estado y, por tanto, si se riega tiene la misma probabilidad de mantenerse que de secarse.
La probabilidad de que se mantenga si no se riega es 0'25. La probabilidad de no regar el rosal es 2/3. Si el rosal se
ha secado, ¢cual es la probabilidad de no haberlo regado?
43, Curso 02/03. Opcidn A. (2 puntos)
Sobre los sucesos A y B se conocen las siguientes probabilidades: P(4) =0’7 P(B) = 0’5, P(A M B) =0,45.

Calcular a) P(B/A), b) P(A‘ N B¢ ): A° representa el suceso complementario del suceso A.
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44,
45,

46.
47.

48.

49,

50.
51

52.

53.

44. Junio 03. Opcion A (2 puntos)
El 45 % del censo de cierta ciudad vota al candidato 4, el 35 % al candidato B y el resto se abstiene. Se elige al azar
tres personas del censo. Calcular la probabilidad de los siguientes sucesos: (a) Las tres personas votan al candidato
A. (b) Dos personas votan al candidato 4 v la otra al candidato B. (c) Al menos una de las tres personas se abstiene.
45. Junio 03. Opcién B (2 puntos)
De una baraja espafiola de cuarenta cartas se extraen sucesivamente tres cartas al azar. Determinar la probabilidad
de obtener: (a) Tres reyes. (b) Una figura con la primera carta, un cinco con la segunda y un seis con la tercera. (c)
Un as, un tres y un seis, en cualquier orden.
46. Septiembre 03. Opcidn A (2 puntos)
Un test para detectar una sustancia contaminante en el agua, presenta los siguientes resultados: si el agua no esta
contaminada, suceso que ocurre con una probabilidad igual a 0’99, el resultado del test es que el agua esta
contaminada con una probabilidad igual a 0'05. Cuando el agua estd contaminada, el test lo detecta con una
probabilidad igual a 0’99. Se ha realizado una prueba y el test indica que hay contaminacién. Calcular la probabilidad
de que el agua no esté realmente contaminada. Interpretar el valor numérico obtenido.
47. Curso 03/04. Opcidn A (2 puntos)
En un LE.S. hay 156 alumnos matriculados en segundo de Bachillerato, de los cuales 120 utilizan el transporte
escolar. De estos Ultimos, la mitad hace uso del comedor del centro, mientras que sélo 12 de los que no utilizan el
transporte escolar acuden al comedor. (a) Se elige al azar un alumno de segundo de bachillerato, 4cual es la
probabilidad de que no asista al comedor? (b) Si el alumno elegido utiliza el transporte escolar, ¢cual es la
probabilidad de que asista al comedor?
48. Curso 03/04. Opcidn B (2 puntos)
En una clase, el 20% de los alumnos aprueba lengua, el 30% aprueba matematicas y el 40% aprueba lengua
extranjera. Se sabe ademas que el 12% aprueba matematicas y lengua extranjera y el 7% aprueba lengua y lengua
extranjera. ¢ Son independientes los sucesos "aprobar lengua extranjera" y "aprobar lengua'? ;Son independientes
los sucesos "aprobar matematicas" y "aprobar lengua extranjera"?
49. Junio 04. Opcion A (2 puntos)
Dos expertos, E1 y E, realizan peritaciones para una cierta compafia de seguros. La probabilidad de que una
peritacion haya sido realizada por E1 es 0’55 y por E; es 0'45. Si una peritacion ha sido realizada por Ej, la
probabilidad de que dé lugar al pago de una indemnizacién es 0'98 y si ha sido realizada por Ej, la probabilidad de
que dé lugar al pago de una indemnizacién es 0'90. Un siniestro ha supuesto a la compaiiia el pago de una
indemnizacion. Hallar la probabilidad de que la peritacion haya sido realizada por E».
50. Junio 04. Opcidn B (2 puntos)
En una empresa se producen dos tipos de bombillas: haldgenas y de bajo consumo, en una proporcion de 3 a 4,
respectivamente. La probabilidad de que una bombilla halégena sea defectuosa es 0’02 y de que una de bajo
consumo sea defectuosa es 0°09. Se escoge al azar una bombilla y resulta no defectuosa, ¢cual es la probabilidad
de que sea halégena?
51. Septiembre 04. Opcion A (2 puntos)
Una cierta sefalizacion de seguridad tiene instalados dos indicadores. Ante una emergencia los indicadores se
activan de forma independiente. La probabilidad de que se active el primer indicador es 0'95 y de que se active el
segundo es 0°90. (a) Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active sdlo uno, de los indicadores. (b)
Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active al menos uno de los indicadores.
52. Septiembre 04. Opcion B (2 puntos)
En una poblacién, el 40 % son hombres y el 60 % mujeres. En esa poblacién el 80 % de los hombres y el 20 % de las
mujeres son aficionados al futbol. (a) Calcular la probabilidad de que una persona elegida al azar sea aficionada al
futbol. (b) Elegida al azar una persona resulta ser aficionada al futbol, ¢ cual es la probabilidad de que sea mujer?
53. Curso 04/05. Opcién B (2 puntos)
En un centro de ensefianza hay 240 estudiantes matriculados en 2° curso de Bachillerato. La siguiente tabla recoge
su distribucién por sexo y por opcion que se cursa:

Chicas Chicos
Tecnologica 64 52
Humanidades y C. Sociales 74 50

Si se elige un estudiante al azar de entre los que cursan 2° de Bachillerato en ese centro, calcular la probabilidad de que:
(a) No curse la opcién Cientifico-Tecnologica.

(b) Sies

chico, curse la opcién de Humanidades y Ciencias Sociales.
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54. Curso 04/05. Opcion A (2 puntos)

54. Un ajedrecista gana una partida con probabilidad 0’6, la empata con probabilidad 0’3 y la pierde con probabilidad 0°1.
El jugador juega dos partidas. (a) Describir el espacio muestral y la probabilidad de cada uno de los resultados de
este experimento aleatorio. (b) Calcular la probabilidad de que gane al menos una partida.

55. Junio 05. Opcidn A (2 puntos)

55. Una caja con una docena de huevos contiene dos de ellos rotos. Se extraen al azar sin reemplazamiento (sin
devolverlos después y de manera consecutiva) cuatro huevos. (a) Calcular la probabilidad de extraer los cuatro
huevos en buen estado. (b) Calcular la probabilidad de extraer de entre los cuatro, exactamente un huevo roto.

56. Junio 05. Opcidn B (2 puntos)

56. En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultdneamente tres dados equilibrados de seis caras, se pide
calcular la probabilidad de cada uno de los siguientes sucesos: "Obtener tres uno”, "Obtener al menos un dos”,
"Obtener tres nimeros distintos" y "Obtener una suma de 4”.

57. Septiembre 05. Opcion A (2 puntos)

57. En un colectivo de inversores bursatiles, el 20 % realiza operaciones via Internet. De los inversores que realizan
operaciones vla Internet, un 80 % consulta InfoBolsaWeb. De los inversores bursétiles que no realizan operaciones
via Internet s6lo un 20 % consulta InfoBolsaWeb. Se pide: (a) Obtener la probabilidad de que un inversor bursatil
elegido al azar en este colectivo consulte InfoBolsaWeb. (b) Si se elige al azar un inversor bursétil de este colectivo y
resulta que consulta InfoBolsaWeb, ¢ cuél es la probabilidad de que realice operaciones por Internet?

58. Septiembre 05. Opcion B (2 puntos)
58. Sean A y B dos sucesos, tales que P(A4) = % P(B) = % P(A v, B): % Calcular:
(a) P(B/A). (b) P(A/B) Nota: A representa el suceso complementario del suceso A.
59. Curso 05/06. Opcion A (2 puntos)
59. Se dispone de la siguiente informacién relativa a los sucesos A y B: P(4) =06 P(B) =0’ 2 PANB)=012

(a) Calcular las probabilidades de los sucesos(4 U B) y (4/(4 U B)). (b) ¢ Son incompatibles? ;Son independientes?

60.

61.

62.

63.

64.

65.

60. Curso 05/06. Opcion B (2 puntos)

Una urna contiene dos bolas. La urna se llen6 tirando una moneda equilibrada al aire dos veces y poniendo una bola
blanca por cada cara y una bola negra por cada cruz. Se extrae una bola de la urna y resulta ser blanca. Hallar la
probabilidad de que la otra bola de la urna sea también blanca.

61. Junio 06. Opcidn A (2 puntos)
Una persona cuida de su jardin pero es bastante distraida y se olvida de regarlo a veces. La probabilidad de que se
olvide de regar el jardin es 2/3. El jardin no esta en muy buenas condiciones, asi que si se le riega tiene la misma
probabilidad de progresar que de estropearse, pero la probabilidad de que progrese si no se le riega es de 0°25. Si el
jardin se ha estropeado, ¢cuél es la probabilidad de que la persona olvidara regarlo?

62. Junio 06. Opcion B (2 puntos)
Se considera el experimento consistente en lanzar una moneda equilibrada y un dado equilibrado. Se pide: a)
Describir el espacio muestral de este experimento. b) Determinar la probabilidad del suceso: Obtener una cara en la
moneda y un numero par en el dado.

63. Septiembre 06. Opcion A (2 puntos)
Los tigres de cierto pais proceden de tres reservas: el 30 % de la primera, el 25 % de la segunda y el 45 % de la
tercera. La proporcion de tigres albinos de la primera reserva es 0’2 %, mientras que dicha proporcion es 0’5 % en la
segunda 'y 0'1 % en la tercera. ¢ Cudl es la probabilidad de que un tigre de ese pais sea albino?
64. Septiembre 06. Opcion B (2 puntos)

Una urna contiene 10 bolas blancas y 5 negras. Se extraen dos bolas al azar sin reemplazamiento. ;Cuél es la
probabilidad de que sean del mismo color?

65. Junio 07. Opcidn A (2 puntos)
Segun cierto estudio, el 40 % de los hogares europeos tiene contratado el acceso a Internet, el 33 % tiene contratada
la television por cable, y el 20 % disponen de ambos servicios. Se selecciona un hogar europeo al azar.

(a) ¢ Cuadl es la probabilidad de que sblo tenga contratada la television por cable?
(b) ¢ Cudl es la probabilidad de que no tenga contratado ninguno de los dos servicios?
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66.

67.

68.

69.
a) ¢Son

66. Junio 07. Opcion B (2 puntos)
Los pianistas de Isla Sordina se forman en tres conservatorios, C1, C2 y C3, que forman al 40 %, 35 % y 25 % de los
pianistas, respectivamente. Los porcentajes de pianistas virtuosos que producen estos conservatorios son del 5 %, 3
%y 4 %, respectivamente. Se selecciona un pianista al azar. (a) Calcular la probabilidad de que sea virtuoso. (b) El
pianista resulta ser virtuoso. Calcular la probabilidad de que se haya formado en el primer conservatorio (C1).

67. Septiembre 07. Opcion A (2 puntos)

En el departamento de lacteos de un supermercado se encuentran mezclados y a la venta 100 yogures de la marca
A, 60 de la marca By 40 de la marca C. La probabilidad de que un yogur esté caducado es 0°01 para la marca A; 002
para la marca B y 0°03 para la marca C. Un comprador elige un yogur al azar. (a) Calcular la probabilidad de que el
yogur esté caducado. (b) Sabiendo que el yogur elegido estd caducado, ;cuél es la probabilidad de que sea de la
marca B?

68. Junio 2008-Opcioén A, 2 puntos
En un juego consistente en lanzar dos monedas indistinguibles y equilibradas y un dado de seis caras equilibrado, un
jugador gana si obtiene dos caras y un numero par en el dado, o bien exactamente una cara y un nimero mayor o
igual que cinco en el dado. a) Calculese la probabilidad de que un jugador gane. b) Se sabe que una persona ha
ganado. ¢ Cual es la probabilidad de que obtuviera dos caras al lanzar las monedas?

69. Junio 2008-Opcion B, 2 puntos
Se consideran dos sucesos 4 y B de un experimento aleatorio, tales que: P(4) = 1/4, P(B) = 1/3, P(AUB) = 1/2

Ay B sucesos independientes? Razonese. b) Calculese P(Z/E).Nota.- La notacion 4 representa al suceso

complementario de 4.

70.

71.

72.

73.

74,

70. Septiembre 2008-Opcidon A, 2 puntos
Se consideran dos actividades de ocio: A4 = ver television y B = visitar centros comerciales. En una ciudad, la
probabilidad de que un adulto practique A es igual a 0'46; la probabilidad de que practique B es igual a 0’33 y la
probabilidad de que practique 4 y B es igual a 0’15. a) Se selecciona al azar un adulto de dicha ciudad. ;Cual es la
probabilidad de que no practique ninguna de las dos actividades anteriores? b) Se elige al azar un individuo de entre
los que practican alguna de las dos actividades. ¢ Cual es la probabilidad de que practique las dos actividades?

71. Septiembre 2008-Opcidn B, 2 puntos
Se supone que las sefiales que emite un determinado telégrafo son punto y raya y que el telégrafo envia un punto
con probabilidad 3/7 y una raya con probabilidad 4/7. Los errores en la transmision pueden hacer que cuando se
envie un punto se reciba una raya con probabilidad 1/4 y que cuando se envie una raya se reciba un punto con
probabilidad 1/3. a) Si se recibe una raya, ¢cual es la probabilidad de que se hubiera enviado realmente una raya?
b) Suponiendo que las sefiales se envian con independencia, jcual es la probabilidad de que si se recibe punto-
punto se hubiera enviado raya-raya?

72. Junio 2009 Opcién A, 2 puntos

Se consideran tres sucesos 4, B, C de un experimento aleatorio tales que: P(4) = 1/2; P(B) = 1/3; P(C) = 1/4;

P(AwBUC)=2/3; P(AnBn C)=0: P(4/B) = P(C/A)=%. (a) Calculese P(C " B). (b) Calculese P( 4

u BUC)
73. Junio 2009 Opcién B, 2 puntos

Para la construccion de un luminoso de feriase dispone de un contenedor con 200 bombillas blancas, 120 bombillas
azules y 80 rojas. La probabilidad de que una bombilla del contenedor no funcione es igual a 0’01 si la bombilla es
blanca, es igual a 0’02 si la bombilla es azul e igual a 0’03 si es roja. Se elige al azar una bombilla del contenedor.
(@) Calculese la probabilidad de que la bombilla elegida no funcione. (b) Sabiendo que la bombilla elegida no
funciona, calculese la probabilidad de que dicha bombilla sea azul.

74 Septiembre 2009. Opcién A, 2 puntos
En un cierto banco el 30 % de los créditos concedidos son para vivienda, el 50 % se destinan a empresas y el 20 %
son para consumo. Se sabe ademas que de los créditos concedidos a vivienda, el 10 % resultan impagados, de los
créditos concedidos a empresas son impagados el 20 % y de los créditos concedidos para consumo resultan
impagados el 10 %. a) Calculese la probabilidad de que un crédito elegido al azar sea pagado. b) ;Cuél es la
probabilidad de que un crédito elegido al azar se haya destinado a consumo, sabiendo que se ha pagado?
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75.

76.

7.

78.

75. Septiembre 2009 Opcidn B, 2 puntos

La probabilidad de que a un habitante de un cierto pueblo de la Comunidad de Madrid le guste la musica moderna es
igual a 0°55; la probabilidad de que le guste la musica clasica es igual a 0’40 y la probabilidad de que no le guste
ninguna de las dos es igual a 0'25. Se elige al azar un habitante de dicho pueblo. Calculese la probabilidad de que le
guste: a) Al menos uno de los dos tipos de musica. b) La musica clasica y también la muasica moderna. ¢) Solo la
musica clasica. d) Soélo la musica moderna.

76. Junio 2010 Fase general. Opcion A, 2 puntos
Una bolsa contiene diez monedas equilibradas. Cinco de dichas monedas tienen cara y cruz otras tres son monedas
con dos caras y las dos restantes son monedas con dos cruces. Se elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza.
a) Calculese la probabilidad de que salga cara en dicho lanzamiento. b) Si en el lanzamiento ha salido cara, ¢,cuél es
la probabilidad de que la moneda elegida tenga cara y cruz?

77. Junio 2010 Fase general. Opcion B, 2 puntos
Sean A4 y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(4) = 02 y P(B) = 0’4. a) Si 4 y B son mutuamente
excluyentes, determinese P(4 B). ;Son ademés A4 y B independientes? Razonese. b) Si 4 y B son independientes,
calculese P(4 n B). iSon 4 y B ademas mutuamente excluyentes? Razonese. c) Si P(4/B) = 0, calculese P(4 M
B). ;Son 4 'y B mutuamente excluyentes? ;Son A y B independientes? Razonese. d) Si 4 — B, calclulese P(A N B).
;. Son 4 y B independientes? Razonese.

78. Junio 2010 Fase especifica. Opcidn A, 2 puntos

Sean 4 y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que P(4) = 0'5; P(B) = 0'4 ; P(4 N B) = 0'1.

Calculense cada una de las siguientes probabilidades: a) P(4 \U B) b) P( ZUE) c) P(4/B) d) P( ANB ).

Nota. A

79.

80.

81.

82.

83.

84.

representa al suceso complementario de 4.
79. Junio 2010 Fase especifica. Opcién B, 2 puntos
Se dispone de un dado equilibrado de seis caras, que se lanza seis veces con independencia. Calcllese la
probabilidad de cada uno de los sucesos siguientes: a) Obtener al menos un seis en el total de los seis lanzamientos.
b) Obtener un seis en el primer y Gltimo lanzamientos y en los restantes lanzamientos un nimero distinto de seis.
80. Septiembre 2010 Fase general. Opcién A, 2 puntos

Se consideran tres sucesos 4, By C de un experimento aleatorio, tales que: P(4/C) = P(B/C), P(4] C) = P(BI C).
Razonese cual de las siguientes desigualdades es siempre cierta: a) P(4) < P(B); b) P(4) = P(B).
81. Septiembre 2010 Fase general. Opcién B, 2 puntos

Se consideran los siguientes sucesos: Suceso A: La economia de un cierto pais esta en recesién. Suceso B: Un
indicador econémico muestra que la economia de dicho pais esté en recesion. Se sabe que P(A) = 0°'005; P(B/A) =
0'95; P( B/ A ) = 0'96. a) Calctlese la probabilidad de que el indicador econémico muestre que la economia del pais
no esta en recesion y ademas la economia del pais esté en recesion. b) Calculese la probabilidad de que el indicador
econdmico muestre que la economia del pais esta en recesion.

82. Septiembre 2010 Fase especifica Opcidn A, 2 puntos
En una residencia universitaria viven 183 estudiantes, de los cuales 130 utilizan la biblioteca. De estos ultimos 70
estudiantes hacen uso de la lavanderia, mientras que sélo 20 de los que no usan la biblioteca utilizan la lavanderia.
Se elige un estudiante de la residencia al azar. a) ;Cuél es la probabilidad de que utilice la lavanderia? b) Si el
estudiante elegido no utiliza la lavanderia, ¢, cual es la probabilidad de que utilice la biblioteca?

83. Septiembre 2010 Fase especifica Opcién B, 2 puntos

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales que P(4) = 0'6. Calculese P( AN B) en cada uno de

los siguientes casos: a) 4 y B son mutuamente excluyentes. b) 4 < B.¢)B — Ay P(B)=03.d)P(4~ B )=01.
84. Curso 2010/11. Modelo. Opcién A, 2 puntos

Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que la probabilidad de que ambos ocurran

simultdneamente es igual a 1/6 y la probabilidad de que no ocurra ninguno de los dos es igual a 7/12. Se sabe

ademas que P(4/B) = 1/2. a) Calcula la probabilidad de que ocurra 4 0 B. b) Calcula la probabilidad de que ocurra

A.
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

Se elige

85. Curso 2010/11. Modelo. Opcién B, 2 puntos
En una cierta poblacién, la probabilidad de que un habitante elegido al azar siga una dieta de adelgazamiento es
igual a 0°2. Entre los habitantes que siguen dieta de adelgazamiento, la probabilidad de que uno de ellos elegido al
azar practique deporte regularmente es igual a 0'6. Entre los habitantes que no siguen dieta de adelgazamiento la
probabilidad de que uno de ellos elegido al azar practique deporte regularmente es igual a 0’3. Se elige al azar un
habitante de la poblacion. a) Calcula la probabilidad de que practique deporte regularmente. b) Si se sabe que dicho
habitante practica deporte regularmente, ;cudl es la probabilidad de que esté siguiendo una dieta de
adelgazamiento?

86. Junio 2011. Opcidn A, 2 puntos
En un edificio inteligente dotado de sistemas de energia solar y edlica, se sabe que la energia suministrada cada dia
proviene de placas solares con probabilidad 0'4, de molinos eolicos con probabilidad 0’26 y de ambos tipos de
instalaciones con probabilidad 0’12. Elegido un dia al azar, calcula la probabilidad de que la energia sea suministrada
al edificio: a) por alguna de las dos instalaciones, b) solamente por una de las dos.
87. Junio 2011. Opcidn B, 2 puntos
En un cierto punto de una autopista esta situado un radar que controla la velocidad de los vehiculos que pasan por
dicho punto. La probabilidad de que el vehiculo que pase por el radar sea un coche es 0'5, de que sea un camion es
0’3 y de que sea una motocicleta es 0'2. La probabilidad de que cada uno de los tres tipos de vehiculos supere al
pasar por el radar la velocidad maxima permitida es 0°06 para un coche, 0’02 para un camién y 0’12 para una
motocicleta. En un momento dado un vehiculo pasa por el radar. A) Calcula la probabilidad de que este vehiculo
supere la velocidad maxima permitida. B) Si el vehiculo en cuestion ha superado la velocidad maxima permitida,
¢cual es la probabilidad de que se trate de una motocicleta.
88. Septiembre 2011. Opcidén A, 2 puntos
Se supone que la probabilidad de que nazca una nifia es 049 y de nazca un nifio es 0'51. Una familia tiene dos hijos:
;Cual es la probabilidad de que ambos sean nifios, condicionada porque el segundo sea nifio? ;Cual es la
probabilidad de que ambos sean nifios, condicionada porque al menos uno sea nifio?
89. Septiembre 2011. Opcidn B, 2 puntos

Se disponen de tres urnas 4, By C. La urna 4 contiene 1 bola blanca y 2 bolas negras, la urna B contiene 2 bolas
blancas y 1 bola negra y la urna C contiene 3 bolas blancas y 3 bolas negras. Se lanza un dado equilibrado y si sale
1,2 0 3 se escoge la urna 4, si sale el 4 se escoge la urna B y si sale 5 0 6 se elige la urna C. A continuacién, se
extrae una bola de la urna elegida. a) 4 Cual es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca? b) Se sabe que la
bola extraida ha sido blanca, ;cuél es la probabilidad de que la bola haya sido extraida de la urna C?

90. Septiembre 2011. Opcién A, (Reserva) 2 puntos
La probabilidad de que el jugador A de baloncesto consiga una canasta de tres puntos es igual a 7/9, y la
probabilidad de que otro jugador B consiga una canasta de tres puntos es 5/7. Cada uno de estos jugadores realiza
un lanzamiento de tres puntos. a) Calculese la probabilidad de que solamente uno de los dos jugadores consiga un
triple. b) Calculese la probabilidad de que al menos uno de los dos jugadores consiga un triple.

91. Septiembre 2011. Opcién B, (Reserva) 2 puntos
Los datos de la tabla siguiente se han extraido de las estadisticas oficiales de la prueba de acceso a estudios
universitarios (fase general) de la convocatoria del curso 2009/2010, en el Distrito Gnico de Madrid:
Chico | Chica
Apto 12109 | 9863
Noapto | 1717 | 1223
un alumno al azar de entre los que se presentaron a dicha prueba. 1. ;Cual es la probabilidad de que el alumno

elegido sea chica o haya resultado apto? 2. Si el alumno elegido es chico, ¢ Cual es la probabilidad de que haya resultado no

apto?

92.

93.

92.Curso 2011/12. Modelo. Opcién A, 2 puntos
Una bolsa contiene dos monedas equilibradas. Una de las monedas tiene cara y cruz y la otra tiene dos caras. Se
elige al azar una moneda de la bolsa y se lanza dos veces consecutivas con independencia, observandose dos
caras. ¢, Cuél es la probabilidad de que la moneda elegida sea la moneda de dos caras?

93. Junio 2012. Opcidn B, 2 puntos
Sean 4 y B dos sucesos de un experimento aleatorio tales que: P(4 m B) = 01 Pc4NB )=0,6 P(AB) =
0’5.Calcula: (a) P(B). (b) P(A UB). (c) P(4). (d)P(B / 4)

Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato. Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés

www.apuntesmareaverde.org.es

-y LibrosMareaVerde.tk
g . -
e L




94. Se disponen de 5 cajas opacas. Una contiene una bola blanca, dos contienen una bola negra y las otras dos estan
vacias. Un juego consiste en ir seleccionando al azar y secuencialmente una caja no seleccionada previamente hasta
obtener una que contenga una bola. Si la bola de la caja seleccionada es blanca, el jugador gana; si es negra, el
jugador pierde. (a) Calcula la probabilidad de que el jugador gane. (b) Si el jugador ha perdido, ¢cual es la
probabilidad de que haya seleccionado una sola caja?

95. Curso 2012/13. Modelo. Opcién B, 2 puntos

94. Septiembre 2012. Opcion A, 2 puntos.

1 — 3 2
95. Sean 4 y B dos sucesos aleatorios tales que P(A)=5 P(B):Z P(AUB)=§. a) Determinese si son

compatibles o incompatibles los sucesos A y B. b) Determinese si son dependientes o independientes los sucesos A4
y B. Nota: S denota al suceso complementario del suceso S.
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RESUMEN

Al realizar un experimento aleatorio existen varios posibles

Tiramos un dado.

Asignacion de
probabilidades

resultados o sucesos posibles. Posibles resultados =
Sucesos Un suceso es un subconjunto del conjunto de posibles resultados. {1,2,3,4,5,6}
Suceso obtener muiltiplo de 3 =
{3, 6}
Una medida P(5)=1/6.

Limite al que tienden las frecuencias relativas.
Regla de Laplace: Si los sucesos elementales son equiprobables
entonces: p = casos favorables / casos posibles.

P(sacar multiplo de 3) = 2/6

Axiomatica de

1. P(E)=1.2. P(4) > 0, para todo 4.

la Probabilidad

Sucesos compatibles: P(4 w B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

Kolmogorov |3. Sid N B = entonces P(4 U B) = P(4) + P(B).
Suceso contrario: P(X) + P(noX) =1. =1-1/6 = 5/6.
Propiedades de | Sucesos dependientes: P(4 N B) = P(A) - P(BIA). P(5 U mal. 3)=1/6 +2/6 =3/6

P sacar primero un 5y luego mulltiplo
de 3=1/6-2/6 = 2/36

Teorema de la

P(B) = éle/AkyP(Ak)

probabilidad total
Teorema de P(4,/B) = PBIA) P(4) _ nP(B [4) P(4)
Bayes P(B) SP(BI4)-P(4,)
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CAPITULO 9: ESTIMACION. INTERVALOS DE CONFIANZA
ACTIVIDADES PROPUESTAS

. MUESTREOQ ESTADISTICO

=

Sefiala en qué caso es mas conveniente estudiar la poblacion o una muestra:

a) Eldidmetro de los tornillos que fabrica una maquina diariamente.

b) La altura de un grupo de seis amigos.
Se puede leer el siguiente titular en el periodico que publica tu instituto: “La nota media de los alumnos de 2° de
Bachillerato de la Comunidad de Madrid es de 7'9”. ; Cémo se ha llegado a esta conclusién? ;Se ha estudiado a toda la
poblacién? Si hubieran seleccionado para su calculo solo a las mujeres, ¢ seria representativo su valor?
Para estudiar el nimero de accidentes de una poblacién de mil conductores, de los cuales la mitad tiene carnet de
conducir entre 5 y 20 afios, la cuarta parte lo tiene mas de 20 afios y la otra cuarta parte lo tiene menos de 5 afios. Se
quiere elegir por muestreo aleatorio estratificado proporcional, 50 conductores, ¢ cuéntos seleccionarias de cada grupo?
Los parametros de una distribucién son p = 20 y desviacion tipica o = 3. Se extrae una muestra de 400 individuos.
Calcula P(19'9 < x < 20'3).
Los pesos de las ovejas de una cierta ganaderia tienen una media de 50 kg con una desviacidn tipica de 4. Elegimos al
azar una muestra aleatoria simple de 100 ovejas. A) Determina la probabilidad de que su media sea superior a 51 kg. B)
Sea inferior a 56 kg. C) Sea superior a 48 kg. D) Esté entre 48 kg y 52 kg.
Una poblacion tiene una media u = 400 y una desviacion tipica o = 20. Extraemos una muestra de 1000 individuos. Halla
el intervalo caracteristico, para una probabilidad de 0°95, de la media muestral. Lo mismo para una probabilidad del 0°99.
El peso de una poblacion se estima que tiene de media u = 70 kg y una desviacion tipica ¢ = 10. Se elige una muestra
aleatoria simple de 100 individuos y se pesan todos juntos. Calcula la probabilidad de que dicho peso sea superior a 7010
kg.
En los examenes de selectividad la proporcion de aprobados es del 98 %. Un centro escolar presenta a 78 estudiantes al
examen.
a) ¢Qué distribucidn sigue la proporcion de aprobados?
b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 3 suspensos.
c) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya mas de 10 suspensos.
d) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida no haya ningun suspenso.
En una fabrica de bombillas de bajo consumo hay que rechazar por defectos al 2 % de la produccion. Se toma una
muestra aleatoria simple de 100 bombillas.
a) ¢Qué distribucion sigue la proporcion de bombillas defectuosas?
b) Calcula la probabilidad de que en la muestra elegida haya menos de 5 bombillas defectuosas.

2. INTERVALOS DE CONFIANZA

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

www.apuntesmareaverde.org.es

Determina la eficiencia de la media muestral si el tamafio de la muestra es 100 y la desviacién tipica poblacional es 2.
Determina la eficiencia de la proporcion muestral si el tamafio de la muestra es 100 y la proporcién poblacional es 50 %.
Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 95 % de una N(5, 0°01). Determina el margen de error.
Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 99 % de una N{(100, 4). Determina el margen de error.
Determina un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 95 % de una poblacién de
desviacion tipica conocida, o = 2, si hemos escogido una muestra aleatoria simple de tamario 400 y calculado la media
muestral que es 50°5.
Determina un intervalo de confianza para la media poblacional con un nivel de confianza del 98 % de una poblacién de
desviacion tipica conocida, o = 2, si hemos escogido una muestra aleatoria simple de tamafio 400 y calculado la media
muestral que es 50’5. Compara con el anterior intervalo de confianza.
Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 16 pacientes y se ha anotado el nimero de dias que han recibido
tratamiento para los trastornos del suefio que sufren. Los resultados han sido:

280; 285; 295; 330; 290; 350; 360; 320; 295; 310; 300; 305; 295; 280; 315; 305.
Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con distribuciéon normal
de media u desconocida y desviacion tipica 34’5 dias. Determina un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para la
media poblacional.
¢ Qué tamafio minimo debe tener una muestra para que el error maximo cometido en la estimacién de la media sea
menor de 0,1 unidades, con un nivel de confianza del 95 %, sabiendo que la desviacién tipica poblacional es conocida y
vale 47
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
24,

Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y la
media poblacional sea menor o igual a 0°02 afios con un nivel de confianza del 90 % sabiendo que la poblacion se
distribuye segun una normal de desviacion tipica 0’4.

En el estudio anterior se toma una muestra de 49 individuos. Queremos que el error maximo admisible sea de 0°02. ;Cual
sera el nivel de confianza?

Determina el intervalo de confianza para la proporcion de arboles enfermos en Madrid con un nivel de confianza del 95 %,
si se ha elegido una muestra aleatoria simple de 100 arboles de los que hay 20 enfermos.

Se quiere estudiar la proporcién de estudiantes que hacen actividades extraescolares. Para ello se ha seleccionado una
muestra de 400 estudiantes de los cuales 100 hacen actividades extraescolares. Determina el intervalo de confianza para
la proporcidn con un nivel de confianza del 95 %.

¢ Cuantas veces se debe lanzar una moneda para que la proporcion de caras no se aparte de la tedrica, 1/2, mas de una
centésima, con un grado de certeza no inferior al 95 %? ¢Cuéntas, con el mismo margen de error y una certeza no
inferior al 99 %7 Lo mismo con 99'9 % de certeza? (Soluciones: n > 9504, n > 16412, n > 26632)

Rehaz los célculos de la actividad anterior para un nivel de confianza del 99 %

Se investigan los habitos de consumo de una poblacién de dos millones de personas. Se pasa una encuesta a mil
personas y se les pregunta si en su domicilio se cocina con gas, de los que 600 responden afirmativamente. Qué puedes
afirmar sobre el nimero de personas en las que en su domicilio se usa gas con un nivel de confianza del 95 %.

3. CONTRASTE DE HIPOTESIS

25.

26.

27.

Repite los calculos de la actividad anterior suponiendo que se han obtenido 65 caras. ¢Es una moneda de probabilidad
1127

Se ha calculado que entre los deportistas que juegan al futbol hay un porcentaje de accidentes del 22 %. Se han
estudiado el nimero de accidentes entre 400 personas que practican la natacion y han resultados accidentadas 36
personas. ¢ Es la natacion igual de peligrosa que el futbol?

La tasa de natalidad de una region ha sido del 87 por mil habitantes durante un cierto afio. Suponemos que la tasa de
natalidad es la misma al afio siguiente, ;hasta qué numero de nacimientos entre 3000 habitantes estarias dispuesto a
confirmar dicha hipétesis?
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1.
a) P(z<

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Utiliza las tablas de la normal estandar y comprueba las probabilidades siguientes:
1)=0'8413; b) P(z<07)=07580; c)P(z>1)=1-08413=01587; d) P(z>1'86) = 00314;

)
e) P(-183<z<—1)=01251,  f)P(z>138)=00838; g) P(~1'83 <z<075)=07398.

2. Utiliza las tablas de la normal estandar para calcular las probabilidades siguientes:
a) P(z<072); b) P(z < 1°21); c) P(z > 0'93); d) P(z > —1'86);
e) P(-1,02<z<-0'85); f) P(0'65<z<142); g) P(1'76 >z >0'72); h) P(-0'9 >z > —0'51).

3. Una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media 5 y desviacion tipica 0°'5. Calcula las siguientes
probabilidades:

a) P(X<6); b) P(X < 4); c) P(X>3); d) P(X>55);
e) P(-3<X<-1); f) P(X > 2); g) PB<X<T); h) P(6 > X> 2).

4. En un centro escolar hay 900 estudiantes, que son 600 de ESO y 300 de Bachillerato. Se quiere tomar una muestra
aleatoria por muestro estratificado proporcional de tamafo 50. ;Cuantos estudiantes se deben escoger de forma
aleatoria de ESO y cuéntos de bachillerato?

5. El nimero de megabytes (Mb) descargados mensualmente por un grupo de clientes de una compaiiia de telefonia
maévil se aproxima por una distribucién normal con media 4 Mb y desviacion tipica igual a 1’5 Mb. Se toma una
muestra aleatoria simple de tamario 64.

a) ¢Cual es la probabilidad de que la media muestra sea inferior a 3'5 Mb?

b) ¢Sea superior a 4’5 Mb?

c) Se supone ahora que la media poblacional es desconocida y que la media muestra toma el valor 3'7 Mb. Obtén un
intervalo de confianza al 95 % para la media de la poblacién. Obtén también un intervalo de confianza al 99 % para la
media de la poblacién. ; Es mayor o menos que el anterior? Explica este resultado

6. La duracion en horas de un cierto tipo de bombillas de bajo consumo se puede aproximar por una distribucién normal
de media u y desviacion tipica igual a 3600 horas. Se toma una muestra aleatoria simple.

a) ¢Qué tamafio muestral se necesitaria como minimo para que, con un nivel de confianza del 95 %, el valor absoluto
de la diferencia entre w y la duracion media observada X de esas bombillas sea inferior a 100 horas?

b) Si el tamafio de la muestra es 121 y la duracion media observada X es de 4000 horas, obtén un intervalo de
confianza al 95 % para la media poblacional u.

7. La longitud, en milimetros (mm), de los individuos de una determinada plantacion de mejillones se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida w y desviacion tipica igual a 3 mm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 64 mejillones y se obtiene una media muestral igual a 70 mm. Determina un
intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud de los mejillones con un nivel de confianza del 99 %.
Determina también un intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud de los mejillones con un nivel
de confianza del 95 %.

b) Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el error maximo cometido en la estimacién de w por la
media muestral sea menor o igual que 5 mm con un nivel de confianza del 95 %.

8. El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un determinado colegio se puede aproximar por una
variable aleatoria con distribucién normal de media w y desviacién tipica ¢ = 3 litros.

a) Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene el intervalo de confianza (16; 20) para estimar w, con un nivel de
confianza del 95 %. Calcula la media muestral y el tamafio de la muestra elegida.

b) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 81. Calcula el error maximo cometido en la estimacién de w
mediante la media muestral con un nivel de confianza del 95 %.

9. El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta ciudad se puede aproximar por una variable aleatoria con

distribucién normal de media w = 6’3 kW y desviacién tipica 0'9 kW. Se toma una muestra aleatoria simple de tamario
100. Calcula:

a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6'6 kW.
b) El nivel de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza (6'1; 6'6) para la media del consumo familiar

diario.
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il. 2° Bachillerato. Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés
www.apuntesmareaverde.org.es 4 :ﬂh LibrosMareaVerde.tk
e - —




10. Se ha tomado una muestra aleatoria simple de 9 pacientes y se ha anotado el nimero de dias que han recibido

tratamiento para trastornos digestivos que sufren. Los resultados han sido:
100, 98, 75, 103, 84, 95, 105, 82, 107.

Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal

de media u desconocida y desviacién tipica 9 dias.

a) Determina un intervalo de confianza con un nivel del 95 % para .

b) ¢Qué tamafo minimo debe tener la muestra para que el error méximo cometido en la estimacién de la media sea
menor de 5 dias, con un nivel de confianza del 95 %?

11. El tiempo de renovacion de un teléfono mévil, expresado en afios, se puede aproximar mediante una distribucién
normal con desviacion tipica 0'2 afios.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 81 usuarios y se obtiene una media muestral igual a 1'8 afios. Determina un
intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacion de un teléfono mavil.

b) Determina el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y la
media poblacional sea menor o igual a 0°03 afios con un nivel de confianza del 95 %.

12. Se considera una variable aleatoria con distribucién normal de media u y desviacion tipica igual a 1'2. Se toma una
muestra aleatoria simple de 100 elementos.

a) Calcula la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la media muestral y u sea mayor o igual que 4.

b) Determina un intervalo de confianza del 90 % para ; si la media muestral es igual a 50.

13. La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de una determinada poblacion se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucién normal de media u y desviacion tipica ¢ = 15 cm.

a) Se toma una muestra aleatoria simple de 100 individuos obteniéndose una media muestral x =174 cm. Determina un
intervalo de confianza al 95 % para .

b) ¢Cual es el minimo tamafio muestral necesario para que el error maximo cometido en la estimacion de u por la media
muestral sea menor que 5 cm, con un nivel de confianza del 90 %?

14. El minimo tamafio muestral necesario para estimar la media de una determinada caracteristica de una poblacion que
puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de desviacion tipica o, con un error maximo de
227 y un nivel de confianza del 90 %, supera en 1000 unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza fuera
del 95 % vy el error maximo fuera de 5'23. Expresa los tamafios muestrales en funcién de la desviacién tipica c y
calcula la desviacion tipica de la poblacion y los tamafios muestrales respectivos.
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AUTOEVALUACION

1. Indica cual de los siguientes motivos no es por el que se recurre a una muestra:
a) El proceso de medicion es destructivo
b) La poblacién es muy numerosa
c) La poblacién es imposible o dificil de controlar
d) La poblacién tiene mal caracter

2. Una ganaderia tiene diez mil ovejas de diferentes razas. Queremos extraer una muestra de 100 ovejas. Indica el tipo

de muestreo mas adecuado:

a) muestreo aleatorio sistematico b) muestreo aleatorio estratificado
¢) muestreo no aleatorio d) muestreo aleatorio por conglomerados

3. Indica cudl de las siguientes afirmaciones es falsa en una distribucién N(0, 1):
a)P(z<0)=1 b) P(z<0)=0'5 c)P(z=0)=0 d) P(z>0)=0'5.

4, De una poblacién de media 69 y desviacién tipica 8 se toma una muestra de tamafio 12. La probabilidad de que un
individuo de la muestra tenga un valor mayor que 93 es:

a) P(x>93)=0'9987 b) P(x >93) = 06501 c) P(x>93)=0'1293 d) P(x >93) = 0'0013.

5. Los parametros de una distribucion son w = 10 y desviacién tipica ¢ = 20. Se extrae una muestra de 100 individuos.
El valor de P(8 < x < 12) es:
a)P(z<1)=08416 b) 0°6838 c) 0’3168 d) 0°1584.

6. En el control de calidad de una fabrica de chocolate, se embasan tabletas de 100 gramos con una desviacion tipica
de 2 gramos. Se toma una muestra de 50 tabletas. Calcula la probabilidad de que el peso medio de las tabletas sea
menor que 99 gramos:

a) 0°0002 b) 0°9998 c) 0’3541 d) 0°0023.

7. En el control de calidad de una envasadora de estuches de jamén, se envasan en estuches de 100 gramos con una
desviacion tipica de 2 gramos. La probabilidad de que un lote de 400 estuches pese més de 40100 gramos es de:
a) 0'9938 b) 0°0062 c) 0'0002 d) 0,9998

8. Determina un intervalo de confianza con un nivel de confianza del 0°95 de una N(2, 0°1):

a) P(I8< X <22)=095 b) P19<X<21)=095 c) PI8<X<22)=099 d) P(1<X <2)=090

9. Se ha elegido una muestra aleatoria simple de 1000 componentes y en ella se ha obtenido que la proporcion de
defectuosos es del 37 %. Determina el intervalo de confianza al 99 % para la proporcion de componentes
defectuosos que se producen en una fabrica:

a) (0’0371, 0°0375) b) (0°0258,0°0351)  ¢) (0’0216, 0°0524) d) (0’0111, 0°0222)

10. ;Cual debe ser el tamafio de la muestra en una poblacion de 8 millones de votantes para conocer si tienen la
intencién de votar a un determinado partido politico con una probabilidad de acierto del 0’95 y un margen de error
inferior a 0°027:

a) 2401 b) 1959 €)2502 d) 3026
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AREAS BAJO LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD NORMAL ESTANDAR, N(0, 1)

Ay

N(O, 1)
P(z <k)

X
k Tabla de la uam: Universidad Autonoma de Madrid

z 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0] 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 | 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 10,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 | 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 10,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 | 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3] 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 | 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4] 0,6554 0,6591 10,6628 0,6664 0,6700 0,6736 | 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5] 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 | 0,7123 0,7157 10,7190 0,7224
0,6 0,7257 10,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 | 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 10,7611 0,7642 0,7673 0,7704 10,7734 | 0,7764 10,7794 10,7823 0,7852
0,8] 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 | 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9] 0,8159 10,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 | 0,8315 0,8340 10,8365 0,8389
1,0 0,8413 10,8438 10,8461 10,8485 0,8508 0,8531 | 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,11 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 10,8749 ( 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,21 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 10,8944 | 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3| 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 | 0,9131 10,9147 0,9162 0,9177
1,4| 0,9192 0,9207 0,9222 10,9236 0,9251 0,9265 | 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
151 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 10,9394 | 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
16| 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 10,9505 [ 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,71 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 10,9599 | 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8] 0,9641 0,9649 10,9656 0,9664 0,9671 0,9678 | 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
19| 09713 10,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 | 0,9750 10,9756 0,9761 0,9767
2,0(0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 | 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 10,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 | 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 | 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,31 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 | 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,41 09918 0,9920 10,9922 10,9925 0,9927 0,9929 | 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5(0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 10,9946 | 0,9948 0,9949 10,9951 0,9952
2,6[ 0,9953 0,9955 10,9956 0,9957 0,9959 0,9960 | 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,71 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 | 0,9971 0,9972 10,9973 0,9974
2,81 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 | 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,91 0,9981 0,9982 0,9982 10,9983 0,9984 0,9984 | 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 | 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3,1{ 0,9990 10,9991 0,9991 0,9991 0,9992 10,9992 | 0,9992 10,9992 0,9993 0,9993
3,21 0,9993 0,9993 10,9994 10,9994 0,9994 0,9994 | 0,9994 0,9995 10,9995 0,9995
3,31 0,9995 0,9995 10,9995 10,9996 0,9996 0,9996 | 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,41 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 | 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
3,5( 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 | 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6( 0,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,71 0,9999 0,9999 0,9999 10,9999 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,81 0,9999 0,9999 10,9999 10,9999 0,9999 0,9999 | 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999
3,9] 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4,0] 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 | 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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10.

El numero de megabytes (Mb) descargados mensualmente por un grupo de clientes de una compania de telefonia mévil
con la tarifa AA se puede aproximar por una distribucion normal con media 3'5 Mb y desviacién tipica igual a 1’5 Mb. Se
toma una muestra aleatoria simple de tamafio 49. A) ;Cuél es la probabilidad de que la media muestra sea inferior a 3'37
Mb? B) Supdngase ahora que la media poblacional es desconocida y que la media muestra toma el valor 3'42 Mb.
Obténgase un intervalo de confianza al 95 % para la media de la poblacion.

La duracién en horas de un cierto tipo de bombillas se puede aproximar por una distribucién normal de media u y
desviacion tipica igual a 1940 horas. Se toma una muestra aleatoria simple. A) ;Qué tamafio muestral se necesitaria
como minimo para que, con un nivel de confianza del 95 %, el valor absoluto de la diferencia entre W y la duracién media

observada X de esas bombillas sea inferior a 100 horas? B) Si el tamafio de la muestra es 225 y la duracion media

observada X es de 12415 horas, obténgase un intervalo de confianza al 90 % para .

La longitud, en milimetros (mm), de los individuos de una determinada colonia de gusanos de seda se puede aproximar
por una variable aleatoria con distribucion normal de media desconocida w y desviacion tipica igual a 3 mm. A) Se toma
una muestra aleatoria simple de 48 gusanos de seda y se obtiene una media muestral igual a 36 mm. Determinese un
intervalo de confianza para la media poblacional de la longitud de los gusanos de seda con un nivel de confianza del 95
%. B) Determinese el tamafio muestral minimo necesario para que el error maximo cometido en la estimacion de w por la
media muestral sea menor o igual que 1 mm con un nivel de confianza del 90 %.

El consumo mensual de leche (en litros) de los alumnos de un determinado colegio se puede aproximar por una variable
aleatoria con distribucion normal de media W y desviacién tipica ¢ = 3 litros. A) Se toma una muestra aleatoria simple y se
obtiene el intervalo de confianza (16'33; 19°27) para estimar u, con un nivel de confianza del 95 %. Calculese la media
muestral y el tamafio de la muestra elegida. B) Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 64. Calculese el error
méximo cometido en la estimacion de u mediante la media muestral con un nivel de confianza del 95 %.

El consumo familiar diario de electricidad (en kW) en cierta ciudad se puede aproximar por una variable aleatoria con
distribucién normal de media w y desviacion tipica 1’2 kW. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio 50.
Calculese: a) La probabilidad de que la media muestral esté comprendida entre 6 kW y 6'6 kW, si w = 6'3 kW. b) El nivel
de confianza con el que se ha calculado el intervalo de confianza (6'1; 6'9) para la media del consumo familiar diario.

Se ha tomado una muestra aleatoria simple de diez pacientes y se ha anotado el numero de dias que han recibido
tratamiento para los trastornos del suefio que sufren. Los resultados han sido: 290; 275; 290; 325; 285; 365; 375; 310;
290; 300. Se sabe que la duracién, en dias, del tratamiento se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucion
normal de media u desconocida y desviacién tipica 34’5 dias. a) Determinese un intervalo de confianza con un nivel del
95 % para u. b) ;Qué tamafio minimo debe tener la muestra para que el error méximo cometido en la estimacion de la
media sea menor de 10 dias, con un nivel de confianza del 95 %?

El tiempo de renovacion de un teléfono movil, expresado en afios, se puede aproximar mediante una distribucién normal
con desviacién tipica 0’4 afios. a) Se toma una muestra aleatoria simple de 400 usuarios y se obtiene una media muestral
igual a 1'75 afios. Determinese un intervalo de confianza al 95 % para el tiempo medio de renovacién de un teléfono
movil. b) Determinese el tamafio muestral minimo necesario para que el valor absoluto de la diferencia entre la media
muestral y la media poblacional sea menor o igual a 0’02 afios con un nivel de confianza del 90 %.

Se considera una variable aleatoria con distribucién normal de media w y desviacién tipica igual a 210. Se toma una
muestra aleatoria simple de 64 elementos. a) Calculese la probabilidad de que el valor absoluto de la diferencia entre la
media muestral y u sea mayor o igual que 22. b) Determinese un intervalo de confianza del 99 % para W; si la media
muestral es igual a 1532.

La estatura en centimetros (cm) de los varones mayores de edad de una determinada poblacién se puede aproximar por
una variable aleatoria con distribucion normal de media W y desviacién tipica o = 16 cm. a) Se tomd una muestra aleatoria
simple de 625 individuos obteniéndose una media muestral x = 169 cm. Hallese un intervalo de confianza al 98 % para
w. b) ¢Cuél es el minimo tamafio muestral necesario para que el error maximo cometido en la estimacion de w por la
media muestral sea menor que 4 ¢cm, con un nivel de confianza del 90 %?

El minimo tamafio muestral necesario para estimar la media de una determinada caracteristica de una poblacién que
puede aproximarse por una variable aleatoria con distribucién normal de desviacion tipica o, con un error maximo de
3290 y un nivel de confianza del 90 %, supera en 7500 unidades al que se necesitaria si el nivel de confianza fuera del
95 % y el error maximo fuera de 7'840: Exprésense los tamafios muestrales en funcion de la desviacién tipica o y
calculense la desviacion tipica de la poblacién y los tamafios muestrales respectivos.

Nota: Utilicese zo05 = 1'645.
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RESUMEN

Muestra
aleatoria simple

Todos los individuos de la poblacién tienen la misma
probabilidad de ser elegidos en la muestra.

Se numera la poblacién y se usan
numeros aleatorios para elegir la
muestra.

Teorema central
del limite

Si X es una variable aleatoria de una poblacién de media p finita y
desviacion tipica o finita. Entonces: La distribucion de la media muestral
(e}
Jn

una distribucion normal a medida que crece el tamafio de la muestra

de tamafio n tiene de media w y desviacion tipica y se aproxima a

Poblacién N(10, 2)
Muestra de tamafio n = 100.
-

Distribucién de la media muestral:
N(10,0'2)

Media muestral

NE -2

7n

PB<¥<12)=P(-1<z<l)=
2P(z <1)—1=0'6832

Proporcion

N(p, @)

Proporcion: 5 %. Muestra de tamafiio
n =100 — N(0’'05, 0'03)

Tamaiio minimo
de la muestra

Intervalo de
confianza parala
proporcion

muestral
Intervalo de confianza: Si P(a<X <b)=095 tenemos el intervalo de confianza (a, b)
Nivel de confianza o coeficiente de confianza: 1 — a. =y, en nuestro ejemplo, 0°95
Intervalode | Njyel de significacion o de riesgo: o, en nuestro ejemplo, 0°05
confianza Valor critico: k; y k,, que dejan a la derecha (o a la izquierda) un area o,/2.
Enla N(0, 1) son -1’96 y 1’96 para o = 0’05.
Margen de error: Diferencia entre los extremos del intervalo de confianza.
Intervalo de 5 s N(2,1),1-a=y=095;
confianza parala ne ?_C—Zl_g 'T, 3_C+Zl_g — P(-1°96 < (X-2)/1 < 1°96) = 0’95
media 2 V! 2 V! — P(I'8< X <22)=095
Error maximo 2 N(2,1),1-a=0'95; n=100
admisible. E=z o % = n=z q % E =1'96-(1/10) = 0'196.
2 V! 2 SiE=0'5-n=(196-(1/0'5) ~ 16

- [p-(=p) /13-(1—15)
PE{P_ZI—Q/Z' T P Ila/y T
n n Y

Proporcidn:1/6. Muestra de tamarfio
n=120.1-a =095 —>Z19p2 =
1'645;s=0'034 — (0’111, 0'223)

Contraste de
hipétesis

Paso 1: Hipdtesis Ho: = po, H1: p # po.
s - (e}
Paso 2: Zona de aceptacion. pe|x—z o -—,
= Jn
Paso 3: Verificacion: Se extrae la muestra y se calcula x .
Paso 4: Decisidon: Se acepta o se rechaza la hipdtesis.

Ttz o>
1—% Jn
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