CONICAS. PROBLEMAS RESUELTOS

Encontrar la ecuacién de la circunferencia con centro en el punto P = (1,2) y que
es perpendicular a la recta L de ecuacion 2y — x + 2 = 0. Ademas, encontrar la
longitud de la cuerda sobre el eje y.

Solucién propuesta:

La distancia entre el punto P y la recta L es:

lazg +byo +¢| | —1+4+2]
d(P,L) = = =5
(P.L) va?+b? (—1)2+22

Luego, la ecuacién de la circunferencia pedida esta dada por:

(z—1)°+(y—2)°=5
Para la segunda parte, se tiene que:

cuerda sobre el eje y = =0

= (0-1)2+(y—22=5
=y=0Vy=4

Sea P, = (0,0) y P, = (0,4). La longitud de la cuerda sobre el eje y estd dada
por:

d(P,P)=+(0—-02+(0—-42=4 N



Determinar la ecuacién de la recta que pasa por el origen y es perpendicular a la
recta que pasa por el foco de la cénica y?> — 4z — 2y + 1 = 0 y por el centro de la
elipse 2% + 4y*> + 8y = 0.

Solucién propuesta:

Completando cuadrados, la ecuacién de la cénica queda:
y' -2y =(y—-1)"-1
(y—12—1—4da+1 =

(y—1)>%—4dz = 0

(y—1)° = 4z

Esta tltima ecuacién representa una parabola que tiene su foco en el punto F'(1,1).

Completando cuadrados y reduciéndola a su forma candnica, la ecuacion de la elipse
queda:

4y +8y =4y + 1) —4

P +4y+1)7°—-4 = 0
fL‘2
Z+(y+1) = 1
?  (y+1)7 )
?’ 12 -

lo cual indica que la elipse estd centrada en el punto C'(0, —1).

Luego, la recta que pasa por los puntos F'y C esta dada por:

—1-1
—1 = —1
y -1 @1
y—1 = 2(z-1)

y = 2¢x—1

la cual tiene una pendiente igual a 2.

Como la recta que se pide encontrar es perpendicular a la encontrada anteriormente,

se tiene que su pendiente, m, esta dada por:
1
m-2=-1 = m=—-=
2

Luego, la ecuacion de la recta pedida, que tiene pendiente igual a —% y que pasa
por el origen, esta dada por:

y—0 = —5(@-0)

y = — N



3. Encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el centro de la circunferencia x? +
y? 4+ 62 — 4y + 9 = 0 y es perpendicular a la recta que une el origen con el vértice
de la parébola y? — x — 6y + 12 = 0.

Soluciéon propuesta:

Completando cuadrados, la ecuacién de la circunferencia queda:

2 +6x = (r+3)7°-9
Y’ —dy = (y—2)°-4

(z+3)=9+(y—2—4+9 = 0
(z+3)+(y—2)?> = 2°
Luego, la circunferencia esté centrada en el punto C'(—3,2).

Anélogamente, la ecuacion de la parabola queda:

Y —6y=(@y—37-9

(y—3°—-9—-x+12 = 0
(y—3)?2—2+3 = 0

-3 = 4 ;=9
Luego, su vértice estd en el punto V(3, 3).

Asi, la recta que une el origen con el punto V' esta dada por:

y—0 = ——(z—0)
Yy =

la cual tiene una pendiente igual a 1. Luego, la recta perpendicular a ésta ultima

debera tener una pendiente m = ’Tl =—1.

Asi, la ecuacion de la recta pedida esta dada por:

y-2 = -1z (-3))
y = —x—1 N



4. Determinar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P(z,y) tales que las rec-
tas que los unen a los puntos (4,5) y (=2, 1) son perpendiculares.

Solucién propuesta:

= Sea m; la pendiente de la recta Ly que pasa por P(z,y) y por el punto (4,5).
= Sea my la pendiente de la recta Ly que pasa por P(z,y) y por el punto (—2,1).

Sabemos que si P (z1,41) y Pa(22,y2) son dos puntos cualesquiera de una recta L,
entonces la pendiente, m, de L esta dada por:

Y2 — Y1
m =

To — I
Luego,
my = by mo = L=y
YTy Y S R
Como Ly y Ly son perpendiculares, se tiene que:
5 — 1-—
mi-moe = —1 = Y . y =-1

4—x —(2+72)

G-yl-y) = “4-2)2+x)
VP—6y+5 = 842z —2?
=2+ —6y—3 = 0

Completando cuadrados:

-2 = (x—1)>%*—1

y—6y = (y—3)°—9

Asi,
(-1 —1+(y—32-9-3=0

Luego, la ecuacién del lugar geométrico pedido estd dada por:
(x—1°+(y—3)7=13

la cual representa una circunferencia de radio /13 centrada en el punto (1,3) B



5. Describa mediante una ecuacion el lugar geométrico de todos los puntos del plano
que equidistan del centro de z2 + 4y* + 42 — 8y + 7 = 0 y del vértice de y* — 10y —
dr + 37 = 0.

Solucién propuesta:

Para la primera ecuacion se tiene que:

P +dr = (r+2)° -4
4y =8y = 4(y—1)° -4

(x+2)2—4+4(y—1)*—4+7 = 0
(x+2)2+4(y—1)? = 1

(z+2)?*  (y—1)

1 (3)°

la cual representa una elipse centrada en el punto C'(—2,1).

Para la segunda ecuacion se tiene que:

y* =10y = (y — 5)* — 25

(y—5)2—25—42+37 = 0
(y—5)° = 4z -3)

la cual representa una parabola con su vértice en el punto V(3,5).

Luego, sea P(z,y) todos los puntos que equidistan de los puntos C'y V, es de-
cir:

d(C,P) = d(PV)

V= (2P +u-17 = VB-22+(5-y)p>
(@+2)+(y—-1)° = B-2*+(B-y)’
P44+ -2 +1 = 9—6x+2°+25— 10y +?

10z 4+8y—29 = 0

Asi, el lugar geométrico pedido, es la recta de ecuacion:

5 29
= —— — N
Y 4x+ 3



6. Sean L larectay =4y Py = (3,—1). Encontrar la ecuacién del lugar geométrico
de todos los puntos P = (z,y) tales que la circunferencia con centro Py que pasa
por P, es tangente a la recta L.

Soluciéon propuesta:

Es claro que los radios, r, de las circunferencias con centro P nombradas en el
enunciado del problema, son iguales a la distancia entre los puntos Py Fy y a la
distancia entre la recta L y los puntos P. Luego:

d(P,Py)) =/(z =32+ (y+1)2=r
Ast:

=32+ (y+1)? = (y—4)°
(=32 +y*+2y+1 = y* -8y +16
(x—3)*+10y—15 = 0

Luego, la ecuacién del lugar geométrico pedido estd dada por:

(x—3) = —10<y — g)

la cual representa una parabola con su vértice en el punto (3, %) [ |





