Unidad 8 — Lugares geomeétricos. Conicas

PAGINA 175

cuestiones iniciales

1.

Como segurarmente recordaras de cursos anteriores, las conicas se ob-
tienen al cortar una superficie cénica con diferentes planos. Explica
como debes hacer los cortes para obtener cada una de ellas.

. Si cortas un cilindro por un plano paralelo a la base, ; qué figura ob-

tienes? ¢y si el plano es oblicuo? jtiene alguna similitud esta figura
con la 6rbita de la Tierra en torno al Sol?

. Halla las coordenadas del circuncentro del tridngulo de vértices

A(0, 3); B(2, 1); C(=2, 1).

. Encuentra la curva resultante de realizar el siguiente ejercicio: dibuja-

mas dos semirrectas formando un angulo agudo. Marcamos diez divi-
siones iguales en cada una de ellas, y unimos el punto 1 de una con el
10 delaotra, el 2 conel 9, el 3conel 8... yel 10 conel 1.

SOLUCIONES

1.

La elipse es una conica obtenida al cortar una superficie conica por un plano oblicuo al eje y que
corte a todas las generatrices.

La hipérbola es una cénica obtenida al cortar una superficie cénica por un plano oblicuo al eje,
paralelo a dos generatrices y que corte a todas las demas.

La parabola es una conica obtenida al cortar una superficie cénica por un plano oblicuo al eje,
paralelo a una generatriz y que corte a todas las demas.

Si se corta por un plano paralelo a la base se obtiene una circunferencia. Si el corte es por un
plano oblicuo se obtiene una elipse.

El circuncentro es el punto de corte de las mediatrices.

Hallamos dos mediatrices:

mediatriz lado AB = x-y+1=0

. Circuncentro (0,1)
mediatriz lado AC = x+y-1=0
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4. Como puede observarse el dibujo, la curva obtenida es una parabola.
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PAGINA 191

M Utiliza esta estrategia en la resolucion de los siguientes problemas:

1. Un paso dificil. En la subida a un pico de montafa hay que pasar por un sendero muy estrecho en el que resulta imposi-
ble que se crucen dos personas, a excepcidn de un lugar al lado del camino en el que hay una pequefa cueva donde tan
sélo cabe una persona. Un fin de semana en el que suben rmuchos montaferos, coinciden dos grupos. Uno de ellos, com-
puesto por dos montaneros, esta subiendo al pico, mientras el otro, compuesto por tres, esta bajando. ; Cémo puede or-
ganizarse el paso de los montaneros para que cada grupo pueda seguir su camino sin gue ninguno tenga que retroceder?

2. Una abeja golosa. Sobre una mesa hay 25 monedas, cada una de las cuales contiene una gota de
miel, colocadas como indica la figura. Viene volando una abeja y se posa sobre una de las monedas
para comerse |a gota de miel. Como es muy golosa, quiere cornerse todas las gotas, pero para ello
debe pasar de una moneda a otra y no pisar dos veces una rmisma moneda. ;Podra hacerlo?

3. La magia de los numeros. Torma un numero cualquiera de tres cifras diferentes, por ejemplo, 472.
Dale la vuelta: 274. Resta el menor del mayor: 472 — 274 = 198. Invierte este nirmero: 891. Suma los
dos Gltimos y obtienes:

198 + 891 =1 089
¢Ocurre lo mismo con cualquier ndmero de tres cifras distintas?

SOLUCIONES

1. Los pasos a seguir son los siguientes, llamando AB a los montaneros que suben y abc a los que

bajan.
1.2 SN 2. /a\
AB abc AB be
3.0 AN 4.° /\
AB bc a AB bc
52 /N 6.2 /N
a AB be a AB c
72 /N 8.° /N
a ABc ab ABc
2 /\ 10.2 /o\
ab AB c ab AB
11.2 /o\ 12.° /\
ab AB abc AB

134



2. Sefialamos las monedas con C y X.

« Consideramos el caso de que solo tengamos 9 monedas.
En este caso hay 5 caras C y 4 cruces X.
Si la abeja parte de una moneda marcada con C, puede hacer
el recorrido:

CXCXCXCXC

Pero si parte de una moneda marcada con X, no puede:
XCXCXCXC... falta una C.

e En nuestro caso hay 13 caras C y 12 cruces X.

Si la abeja parte de una moneda marcada con C, es posible el recorrido, pero si la abeja parte
de una moneda marcada con X no es posible.

3. La solucién queda:

Sea el nimero inicial xyz = (100x+10y +2)—(100z+10y + x)=100(x—z)+(z- X)

Six>z = z-x<0 = hay que escribir la expresién anterior de la forma:
(x—=z-1)100+100+(z-x)=(x-2z-1)100+9-10+(10+ z- X)

La1.%cifrade estenimeroes: x—z-1.

La 2.%cifra de este nUmero es: 9.

La 3.%cifrade estenUmeroes:10+z— x.

Observamos que (x—z-1)+(10+z-x)=9 , es decir, la 12+ 32 siempre da 9 y la 22 también da
9. Luego siempre se cumple el resultado del problema.
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PAGINA 194

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

IR

H 2

M0

12

. Determina las ecuaciones de las circunferencias que cumplan las condiciones siguientes:

. Dada la circunferencia C: x* + y* —4x + 2y = 0:

. Dadas las circunferencias {

Halla el lugar georrétrico de los puntos del plano que equidisten de A(-7, 2) y B(12, 2).

Determina el lugar geornétrico de los puntos del plano tales que la razén de distancias a los puntos A(-2, 1) y B(1,-2)
sea igual a i
2
. Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia al punto A(1, -2) es doble de su distancia a la recta
X+y-2=0.

. Halla el lugar georriétrico de los puntos del plano que equidisten de las rectas x+3y-3=0,3x+y+ 2 =0.

a) Tiene por centro el punto (2, 0) y radio 3.

b) Tiene por centro el punta (-1, 2) y pasa por el punto (3, -1).

c) Su didretro es el segmento de extremnos (3, 4) y (-3, -4).

d) Tiene por centro el punto (1, 4) y es tangente a la recta 2x—y =5.

e) Pasa por los puntos A(1, 3), B(0,-1) y C(-4, 1).

f) Pasa por los puntos P(1, 6) y Q(5, 4) y tiene su centro en la recta 4x—y—3=0.

a) Determina su centro y su radio.
b) Obtén la ecuacion de la recta tangente a esa circunferencia en el punto P(4, 0).

c) Encuentra la ecuacion de la circunferencia concéntrica con € y que es tangente a la 1 Busto de Arquimedes,
recta de ecuacién 2x-y+2=0.

. Dada la recta 4x -3y + 20 =0, halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto (2, 1), por su simétrico

respecto de |a recta dada y por el origen de coordenadas,

. Encuentra la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto P(4, -2) y es tangente a los ejes coordenados.

x'+ ) +18x-36=0
x*+)*—8x-36=0
a) La ecuacién del eje radical.

b) La potencia del centro de la sequnda respecto de |a primera.

, halla:

Sin resolver el sistema, determina si la recta 2x — 3y + 1 = 0 es exterior, secante o tangente a la circunferencia
(x=17+(y—27 = 1. Razénalo.

. Halla los focos, los semiejes y la excentricidad de las siguientes elipses:
ey B o) 26 + 3y? = 108 ETEE R
16 9 25 64 9 25
Halla las ecuaciones de las tangentes y las normales a la elipse % + —2% =1 en los puntos de abscisa x = 4.
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SOLUCIONES

1.

Queda del siguiente modo:

e Sea P(x,y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. Dicho punto debe cumplir:

d(P,A)=d(P,B)
De donde:

JOx+7Y +(y-2) =\(x-12) +(y-2)°
Elevando ambos miembros al cuadrado y operando obtenemos:

38x-95=0
que es el lugar geométrico buscado.

« Podiamos haber hecho el problema viendo que esta definicion de lugar geométrico se ajusta
a la mediatriz del segmento AB.

La solucién queda:

e Sea P(x,y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. Dicho punto debe cumplir:

d(P,A)

N | w

Expresando las distancias en coordenadas cartesianas y operando se obtiene la siguiente
ecuacion del lugar geométrico:

5x*+5y? -34x-28y+25=0

Este lugar geométrico es la circunferencia de centro (1?7%4) y radio /% .

Sea P(x,y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. El desarrollo de la relacién
d(P,A)=2d(P,r), nos conduce a la ecuacion:

X +y?+4xy—6x-12y+3=0

La ecuacion anterior es una hipérbola.
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4. Sea P(x,y) un punto genérico del lugar geométrico buscado. Debe verificar: d(P,r)=d(P,s),
es decir:

| x+3y-3| [3x+y+2]

|3 | |3 |

El lugar geométrico buscado son las rectas de ecuaciones:
2x-2y+5=0
4x+4y-1=0
Estas rectas son las bisectrices de los angulos que forman las rectas dadas.

5. Queda del siguiente modo:

a) La circunferencia tiene de ecuacién: (x—2)* +(y—0)*=3? o bien desarrollando obtenemos la
forma siguiente : x*+y*-4x-5=0.

b) La circunferencia tiene por centro el punto C(—1,2) y por radio r=1/42+(—3)2 =5. Por tanto

su ecuacion es: (x+1)*+(y-2)*=25.

c) La circunferencia tiene por centro el punto medio de los extremos del diametro C(0,0) y por
radio r=5. Su ecuacion es: x*+ y*=25.

d) La circunferencia tiene por centro el punto C(1,4) y por radio r=d(C,recta tangente)= !

N

2
Por tanto su ecuacioén es: (x—17 +(y—-4) :[lJ )

J5

La circunferencia buscada tendra por centro el circuncentro del triangulo de vértices ABC.
Para hallar el circuncentro hallamos dos mediatrices de este triangulo y el punto en que se
cortan:

mediatriz AB = 2x+8y-9=0
mediatriz BC = 2x-y+4=0

Centro —éﬁ Radio =2,76
18 9

L . o 23 13Y’ )
La ecuacion de la circunferencia es: X+ﬁ + y—g =(2,76)

e) Su centro estara en el punto de interseccidn de la recta dada con la mediatriz del segmento

PQ:
mediatriz PQ = 2x-y-1=0| Centro (1,1)
rectadada = 4x-y-3=0] radio=d(C,P)=5

La ecuacion de la circunferencia es: (x—1)*+(y -1 =25
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6.

10.

Las soluciones quedan:

a) La ecuacion de esta circunferencia se puede escribir en la forma: (x—2)°+(y+1)*=5. Por
tanto su centro es C(2,—1) y su radio es r=+5.

b) La recta tangente en el punto P(4,0) pasara por el punto Py es perpendicular a la recta que
pasa por Cy P, por tanto su ecuacion es: 2x+y—-8=0.

c) La circunferencia concéntrica con C tendra el mismo centro que ésta, es decir, el punto

C(2,-1) y su radio es la distancia del centro a la recta tangente, rzl. Su ecuacion sera

J5

de la forma: (x—2)°+(y +1)? _49 .

El simétrico de P(2,1) respecto a la recta dada es el punto Q(-6,7). La ecuacién de la
circunferencia que pasa por P(2,1), Q(-6,7) y el origen O(0,0) tiene por centro el circuncentro

del triangulo de vértices PQO y por radio la distancia desde el centro a uno de los vértices, es
decir:

Centro [—% 5) Radio = 5?

4 5)° 2
cuya ecuacion es | X+ +(y-5)" = 2

La circunferencia tangente a los ejes coordenados tendra por centro C(a,— a) y su radio valdra
a unidades. Como ha de pasar por el punto P dado, podemos escribir:

d(C,P)=radio= \/(a—4)2 +(—a+2)2 =a
Operando obtenemos dos circunferencias:

C,=centro(2,—2) y radio=2 cuya ecuacion queda: (x-2) +(y+2)*=4
C, =centro(10,-10) y radio=10 cuya ecuacion queda: (x—10)*+(y+10)*=100

La solucidn es:

a) El ejeradical es larecta x=0.
b) La potencia pedida es -52.

Esta circunferencia tiene por centro el punto C(1,2) y por radio 1 unidad.

Hallamos la distancia del centro a la recta dada y obtenemos: d(C, recta):iz 0,83 <radio

J13

Por tanto, como lo distancia del centro a la recta dada es menor que el radio, la recta dada es
secante a la circunferencia.
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11.

12.

En cada uno de los casos queda:

a) Focos: F(ﬁ,O) F’(—ﬁ,O) Semiejes: a=4 b=3 Excentricidad: ezg:0,6614

b) Focos: F(0;6,25) F'(0;-6,25) Semiejes: a=8 b=5

_6,25

Esta elipse tiene como eje mayor el OY Excentricidad: e =0,781

X2 y2
c¢) Escribimos la ecuaciénreducida: —+=—=1
54 36

Focos: F(4,24;0) F'(-4,24;0) Semiejes: a=7,35 b=6 Excentricidad: e=0,58

d) Esta elipse tiene como eje mayor el OY
Focos: F(0,4) F(0,-4) Semiejes: a=5 b=3 Excentricidad: e=0,8

Hallamos las rectas pedidas en los puntos P(4;4,71) y Q(4;,—4,71).

Recta tangente en P. y—4,71=-0,147(x-4)

Las ecuaciones de las rectas tangentes son:
Recta tangente en Q  y+4,71=-0,147(x-4)

1
0,147
1
0,147

Recta normalen P. y—4,71= (x—4)
Las ecuaciones de las rectas normales son:

Recta normalen Q. y+4,71=

(x-4)
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PAGINA 195

H 13

W14

M 15.

H 16

H17.

M 18.

M 19

H 20.

H21.

M 22
M 23
M 24

M 25,

Averigua las ecuaciones reducidas de las elipses de
eje mayor en OX que cumplan las condiciones si-
guientes:

a) La distancia focal es 3 crn y el sernieje rmenor 4 cm.
b) Pasa por el punto (6, 4) y el sernieje mayor es 10.

c) Pasa por el punto (3, 4) y su excentricidad es %

Halla la ecuacion del lugar geométrico de los puntos
del plano cuya surna de distancias a los puntos
(12, 0) y (=12, 0) es 26 unidades. ;Qué conica ob-
tienes? Halla sus elementos.

Halla la ecuacion reducida de |a elipse que pasa por los puntos (2, 0) y (1, L) Encuentra las ecuaciones de las tan-
gentes en esos puntos. 3

Halla los focos, los semiejes, la excentricidad y las asintotas de las hipérbolas siguientes:

X _y X _ ¥y _ 2 AR

Si la ecuacién de una hipérbola es xy= 32, ;cudles son las ecuaciones de sus asintotas? ;y las de los ejes de la conica?
;Cuédles son las coordenadas de los focos?

¢Cuanto ha de valer a para que ax*—9y* =4 represente una hipérbola equildtera? Halla la ecuacion del semieje.

Dibuja la hipérbola 2x* —y* =9 previo cilculo de vértices, focos y asintotas. Halla las ecuaciones de la tangente y Ia
normal en el punto de la hipérbola de abscisa 3 y ordenada positiva.

Halla las ecuaciones de las hipérbolas de focos en OX que cumplan las siguientes condiciones:
a) Tiene un vértice en el punto (6, 0) y una de sus asintotas es la recta 4x— 3y =0.

b) Pasa por los puntos (3, 0) y (5, -3).

¢) Pasa por el punto (12V2, 5) y su distancia focal es 26 unidades.

5
d) Pasa por el punto P(-10, 4) y su excentricidad vale >

Halla las ecuaciones de las parabolas sujetas a las siguientes condiciones:

a) Tiene por foco el punto (0, 2) y por directriz larecta y +4 =0.

b) Tiene por vértice el punto (3, 4) y por directriz la recta x=0.

c) Tiene por vértice el punto (2, —4), poreje larecta x=2 y pasa por el punto A(8, -7).

Halla la ecuacion de la parabola de eje paralelo a OX y que pasa por los puntos P(6, 1), Q(-2, 3) y R(16, 6).
Halla el eje, la directriz, el foco y el vértice de la parahola y = x* + 2x —15.
Halla las ecuaciones de la tangente a la pardbola y=x*—3x + 3 en los puntos en que su ordenada es igual a su abscisa.

Halla los elementos de cada una de las siguientes parabolas y represéntalas:

a) yY2+6x+12=0 b) x*—4x—4y=28 0 y?P+6y—-2x+9=0
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SOLUCIONES

2 2

13. La ecuacion de la elipse pedida se presenta de la misma forma: ?+§=1.
Imponiendo las condiciones dadas obtenemos:

2 2
a)c=§; b=4 = azzE donde la ecuacion queda: X—+y—=1
2 4 73 16
4
b) ¥+@=1 a’ =100 . Xty
a b = donde la ecuacion queda: —+=—=1
2-10 b*=25 100 25
c) 92+L—§—1
a*=34 2
c 3 i A -
c 5 = [f:ﬂ donde la ecuacion queda 34+544 1
a=b*+c?

14. El lugar geométrico buscado es una elipse de eje mayor OX y centrada en el origen de
coordenadas, de la que conocemos c¢c=12; 2a=26. Por tanto:

2 2
F=b?+c* = 132=b2+12? = b2=25 = Laelipse queda: ——+2 =1
169 25
XZ y2
15. Suponiendo que la elipse tiene como eje mayor OX, su ecuaciéon es de la forma: ?+F:1'
Obligandola a pasar por los puntos dados obtenemos:
i:1 a=4 2 2
& = = La elipse queda: X—+y——1

1.1 p =2 ‘16 4

AT 27 27
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16. Queda del siguiente modo:

a) a=6; b=8; ¢=10

Focos: (10,0) (-10,0) Semiejes: a=6; b=8
. 10 , 4 4
Excentricidad: e=F=1,7 Asintotas: y=§x; y:—gx

b) a=5; b=2; c=+29

Focos: (@,0) (—@,O) Semiejes: a=5; b=2
Excentricidad: e=1,08 Asintotas: y:%x; y:—%x
X2 y2

0)7—7:1 = a=1;, b=2; c=5
Focos: (\/5,0) (—\/5,0) Semiejes: a=1; b=2
Excentricidad: e=\/§=2,24 Asintotas: y=2x; y=-2x
2 2

)X Y1 o a3 b= o= 335
9 9 2 4

4

Focos: (3,35;0) (-3,35;0) Semiejes: a=3; b:%
Excentricidad: e=1,12 Asintotas: y=%x; yz—%x

17. La ecuacion de esta hipérbola corresponde a una hipérbola equilatera referida a sus asintotas.
Sus asintotas son: y=0; x=0.Sus ejes y=x; y=—x.

Todo queda:

2
%=32 = & =64 = ¢*=128 = Sus focos son: (/128,0) (—/128,0)

18. Para que represente una hipérbola equilatera, a=9. El semieje vale y puesto que la

2 2

ecuacion es: ——y—=1.

4 4

9 9
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2 2

19. La ecuacion reducida de esta hipérbola es:%—%ﬂ
2
Vértices: (ioj [—i,oj Focos: (3,67;0) (-3,67;0)
2 2

Asintotas son las rectas de ecuaciones: y=x/§x; y=—\/§x

Las ecuaciones de la tangente y normal en el punto (3,3) son, respectivamente:

1.9
=2x-3 =——X+—
y y > Xt5
2 y2
20. La ecuacion de la elipse pedida se presenta de la misma forma: ?—Fﬂ :
Imponiendo las condiciones dadas obtenemos:
X2 y2
a) a=6; b=8 = donde la ecuacion queda: ——-=—=1
36 64
9 2
b) ?—1 a —9 . . X2 16y2
= 81 = donde la ecuacion queda: ————=1
25 9 b’ =— 9 81
Fara 16
c) ¥—2—§=1 a’ =144 - X y?
a b = 2 _oe = donde la ecuacién queda: 144 —gz
c=13 = & +p?=169] P~
100 16
d) =1
a b a’ =36 x> y?
donde la ecuacion queda: ——-=—=1
e 5= gy 7 a 36 9
a 2
a’+b*=c?

21. Las parabolas quedan del siguiente modo:

a) Esta parabola tiene por eje el eje OY y por vértice el punto V(0,—1). Ademas, la
distancia d(V,F)=% = p=6.La ecuacion de la parabola puede representarse del
siguiente modo: (x—0)2=12(y+1) = x*-12y-12=0.
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b) Esta parabola tiene por eje la recta y=4 y el parametro p vale 6, pues ocurre que:

gzd(v,directriz) - §=3 —~ p=6.

La ecuacion de la parabola queda: (y—4)2 =12(x-3) = y*-8y-12x+52=0.

c) La ecuacion de todas las parabolas que tienen por vértice el punto V(2,—4) y por eje la
recta x=2 es de la forma: (x—2)2 =2p(y+4).
Obligandola a que pase por el punto A(8,—7), dado que obtenemos p=-6, la ecuacion
final quedara: (x—2)2=—12(y+4) = X’ —4x+12y+52=0.

22. Todas las parabolas de eje paralelo a OX tienen por ecuacion (y —b)*=2p(x—a). Obligandola a
que pase por los puntos dados obtenemos la ecuacion:

(1-by=2p(6-a) | 2= 2 1
(3-by’=2p(-2-a)t = b:b; = La parabola queda es:(y—3)2=§(x+2) = x=2y*-12y+16
(6-bF=2p(16-a)] P=7

23. La ecuacion de esta parabola se puede escribir de la forma: (x+1)° =y +16 . De esta expresion
se pueden deducir los demas elementos:

Eje: x=-1 Directriz : y:—%
. 63
Vértice: V(-1,—-16) Foco: F(—1,—Tj

24. Los puntos con igual abscisa que ordenada los hallamos resolviendo el sistema:

y=x>-3x+3 - P(11)
y=Xx Q(3,3)

La recta tangente en P(1,1) tiene por ecuacion: y—-1=-1(x-1) = y=—x+2

La recta tangente en Q(3,3) tiene por ecuacion: y—3=3(x-3) = y=3x-6
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25. Transformando cada una de estas ecuaciones en su correspondiente obtenemos los
elementos:

a) y’+6y+12=0 = y?’=-6(x+2)
Eje: y=0 Veértice: V(-2,0) Foco: F(—%,Oj Directriz: x:—%
b) x*—4x-4y=8 = (x-2)"=4(y+3)

Eje: x=2 Vértice: V(2,-3)  Foco: F(2,-2) Directriz: y=—4

c) y?+6y-2x+9=0 = (y+3)'=2(x-0)

Eje: y=-3 Vértice: V(0,—3) Foco: F 1,—3 Directriz: x=—1
2 2
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ACTIVIDADES FINALES

W 26.

M 23

H 29

M 30.

M 32

W 33,

H 34

M 35.

H 36.

. Halla el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del

Halla los puntos de interseccion de la circunferencia x* + v* = 40
con los siguientes elementos:

a) Larecta x-2y+2=0

h) La elipse 9x* + 16y* = 25
c) La hipérbola x* —25y* = 25
d) La hipérbola xy =20

punto P(2, -3) yde larecta x—2=0. ;Qué conica obtienes?
Determina la ecuacién de la circunferencia en cada uno de los si-
guientes apartados:

a) Es tangente a las rectas x+2 =0, y+ 2 =0 y pasa por el punto
P(0, 7).

b) Pasa por el punto A(O, 8) y es tangente en el origen de coorde-
nadas a la bisectriz del segundo cuadrante.

Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de dis-
tancias a los puntos (2, 1) y (-2, 1) es 8 unidades.

Halla todos los elernentos de la cénica de ecuacion y* — 8y + 4x + 4 = 0. Indica qué tipo de cénica es y represéntala
graficamente.

. Encuentra |a ecuacion de la circunferencia circunscrita al triangulo de vértices P(1, 0), Q(1,4) y R(4, 1). Hallala

ecuacion de la recta tangente en el punto R.

Considérese la hipérbola xy = 32. Halla la ecuacién de la secante a dicha curva que pasa por los puntos de abscisa
x=1, x=2. Halla tarnbién las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola que son paralelas a dicha secante.

Se desea plantar un seto en un jardin con la forma de alguna cénica y, para ello, se dispone de una cuerda de 10 m de
longitud:

a) Indica qué tipos de cénicas se pueden trazar con la ayuda de la cuerda, utilizando toda su longitud, y de qué ma-
nera habria que proceder en cada caso.

b) Calcula todos los elernentos de las curvas que se pudieran obtener.

Halla la ecuacién de la circunferencia de diametro A(1, 1), B(2,-2). ;El punto T(3,-1) pertenece a esta circunferen-
cia? Si es asl, halla su punto diarnetralrmente opuesto y las ecuaciones de las tangentes en este punto T y en su punto
diarnetralmente opuesto.

Calcula la ecuacion reducida de la hipérbola que pasa por los puntos A(5, 2) y 8(3\/5, %) Represéntala graficamente.

Una parabola de eje paralelo al eje de ordenadas pasa por los puntos A(2, 0), B(6, 0) y C(0, 6). Encuentra su ecua-
cion y sus elermentos. Represéntala graficamente.

. Halla las ecuaciones de las tangentes trazadas a la circunferencia de ecuacién x* + y* = 25 desde el punto (8, 0).

147



SOLUCIONES

26. Hallamos los puntos dados resolviendo los respectivos sistemas:

2 2
X4y =401 b _2) Q(E,Ej
x-2y+2=0 5 5

x> +y*=40 - No tiene solucion, luego
9x* +16y?=25 no hay puntos de corte

2 2= P(6,28;0,76 6,28;-0,76
o XY 40}:> ( ) Q )

x*-25y%=25 R(-6,28;0,76) Q(-6,28;-0,76)

) X* +y?=40 P(4,47; 4,47)
=
xy=20 Q(—4,47,—4,47)

27. Es una recta de ecuacion y=-3.

28. En cada uno de los casos quedara:

a)La circunferencia tendra por centro C(a,a) y su radio valdra (a+2) unidades. Como ha de
pasar por el punto P dado, podemos escribir:

d(P,C)=radio=,/a* +(a-7) =a+2
Operando obtenemos dos circunferencias:

C,=centro(3,3) y radio=5 cuya ecuacion queda: (x—3)*+(y-3)°=25
C, =centro(15,15) y radio=17 cuya ecuacion queda: (x—15) +(y—15)’ =289

b) Al ser tangente en el O(0,0) alarecta x+y=0, tendra el centro C en la recta perpendicular
a la tangente en el punto O de tangencia, es decir, en la recta x—y=0.

Ademas, por pasar por Ay por O el centro esta en la mediatriz del segmento AO, es decir,
enlarecta y—4=0.

Luego el centro es el punto C(4,4) y el radio r=+/32.

La ecuacion final de la circunferencia es: (x—4)* +(y—4)*=32
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29.

30.

31.

32.

33.

El lugar geométrico buscado corresponde a una elipse no centrada en el origen de
coordenadas. Obtenemos su ecuacion imponiendo el enunciado a los puntos P(x, ).

JX=2P2 +(y =12 +J(x+2) +(y -1 =8
Operando obtenemos: 3x*+4y? -8y -44=0

Es una parabola de ecuacion: (y—4)*=-4(x-3).Se pueden extraer los elementos a partir de
la ecuacion.

Estos quedan: Eje: y=4 Vértice: V(3,4)  Foco: F(2,4) Directriz: x=4

La circunferencia circunscrita al triangulo PQR tendra el centro en el circuncentro del triangulo,
es decir, en el punto C(2,2) y su radio es la distancia del centro a uno de los puntos dados, es

decir, r=\/5.

Su ecuacion es: (x—2)*+(y-2)°=5

Hallamos la ecuacién de la secante que pasa por los puntos A(1,32) y B(2,16), siendo ésta la
recta: 16x+y—-48=0.

Las rectas paralelas a esta secante seran de la forma: 16x+y+K=0.
Obligando a que esta recta corte en un solo punto a la hipérbola, obtenemos: K=+ 3242

Luego las ecuaciones de las rectas tangentes son: 16x+y+32\/§=0; 16x+ y—32\/§=0

Las soluciones quedan:

Se puede trazar circunferencias de radio menor o igual que 10 m.
Se pueden trazar elipses, con el procedimiento del jardinero, utilizando cuerdas de 10 m.

En la circunferencia hay que dar el centro y el radio.
El semieje mayor de las elipses no puede superar los 10 m.
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34. La circunferencia de didmetro AB tendra por centro el punto medio de AB, C(%—%) y por

J10

radio la mitad de la distancia entre Ay B, r:T :

g , 3Y 1Y 5
La ecuacion quedaria: | x——= | +| y+=| =—.
2 2 2

El punto T pertenece a esta circunferencia puesto que verifica su ecuacion.
El punto diametralmente opuesto a T es el simétrico de T respecto al centro C, es decir, el

punto P(0,0).
La recta tangente en el punto T (3,—1) tendra por vector director el vector perpendicular a TC,
es decir, el vector 9(1,3); por tanto, su ecuacion es: 3x—y-10=0.

La recta tangente en el punto P(0,0) tendra el mismo vector director por ser paralela a la
anterior y por ecuacion: 3x—y=0.

2 2

35. La hipérbola es de la forma:%—%ﬂ

Obligandola a pasar por los puntos dados obtenemos:

25 4
?_Fﬂ =9 x5 y?
= 9 = Lahipérbola queda: —-=—=1
189 b= 9 9,
AT 4 )

36.La ecuacion de las parabolas de eje paralelo al eje de ordenadas es y=ax’+bx+c.
Imponiendo las condiciones del enunciado obtenemos:

0=4a+2b+c a=Y, 1
0=36a+6b+c; = b=—4 = La parabola queda: y=5x2—4x+6

Los elementos de esta parabola son :

Eje: x=4 Vértice: V(4,-2) Foco: F(4,—%) Directriz : y:—g

37. Seran rectas de la forma y—-0=m(x-8) cuya distancia al centro de la circunferencia debe
coincidir con el radio.

. -8m 5
d(C,tangente)=radio = =5 = m=t+t—
Jm? +1 V39

Las ecuaciones de las tangentes son: 5X—x/§}/—40=0 5x+ \/ﬁy—40=0
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