VECTORES EN EL PLANO

1. ESPACIO VECTORIAL

Un vector fijo es una pareja ordenada de puntos en el plano (origen y extremo). Si

A y B son dichos puntos, representaremos el vector por AB . Graficamente, lo re-
presentamos por una flecha que va de A hasta B.

Llamamos A = origen del vector AB. B = extremo.
Elementos de un vector fijo son:

o Moddulo: Distanciaentre A y B, o sea d(A, B). Se designa por | AB|. No puede
ser negativo: s6lo positivo o cero.

o Direccion: La recta que contiene al vector, o cualquier paralela.

o Sentido: La forma en que se recorre el segmento que une A con B: Hay dos
posibles, que sonde A a B 0 al revés.

Dos vectores fijos se dicen equipolentes si coinciden en moédulo, direccidn, y senti-

do.

Vector nulo es aquél en el que origen y extremo coinciden. Su modulo es 0 y no

tiene direccion ni sentido.

Identificamos todos los vectores equipolentes entre si como un Unico objeto, y le

Ilamamos vector libre o, simplemente, vector. Trabajaremos siempre con vectores

libres (vectores simplemente).

Los vectores AB, CD y EF del grafico son el /a'D

mismo vector, pues coinciden en modulo, direccion #C )?/'F
y sentido. Lo designaremos, entonces, de la misma a £

manera: a. A

Por tanto:

o Un vector (libre) dado puede dibujarse con origen en cualquier punto.
o Un vector (libre) queda determinado de forma Unica si conocemos su modulo,
direccion y sentido.

Operaciones con vectores

La suma de vectores se define grafi-
camente mediante la regla del parale-
logramo (en grafico adjunto las dos
formas de hacerlo).

El producto de un vector Vv por un namero real k (k # 0) es otro vector, cuyo
modulo es |k| (valor absoluto de k) veces el modulo de v (es decir: |k V| =|k|V]),
su direccidn es la misma que la de vV, y su sentido coincide con el de vV si k es po-

sitivo, y es opuesto si k es negativo. Si k =0, se define 0-V = 0 (vector nulo).

Si k=-1: -1-v =-V, al cual se le llama vector opuesto de V : tiene igual modulo
y direccion, pero sentido opuesto.

A esta operacion se la llama, también, producto externo.

Da lo mismo escribir kv = vV k.

Por ejemplo (ver gréafico), 3@ es un vector _33 3d
con la misma direccién y sentido que &, vy
su modulo es el triple de éste altimo vec-
tor.
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Anélogamente (mismo grafico), —3a tiene la misma direccion que a, sentido
opuesto porque multiplicamos por —3 que es negativo, y su médulo es, también, el
triple (ya que |-3| = 3) que el de &.

Cuando hablamos de nimeros reales en combinacién con vectores, a los nimeros
reales se les denomina, también, escalares. De modo que esta operacion es, tam-
bién, el producto de un vector por un escalar.

Teorema: Dos vectores no nulos son proporcionales (es decir, uno es maltiplo del
otro) si, y solo si tienen la misma direccion.

Espacio Vectorial
Propiedades de la operacion suma de vectores:

Conmutativa: a+b=b +4.
Asociativa: (a+ 5) +C=4a+ (5 +0C).
Elemento neutro: V&, se cumpleque & + 0 = &.
Elemento opuesto: V& existe un vector, que es su opuesto: —a, tal que:
vVd +(-d) = 0 (el elemento neutro).
Propiedades de la operacion producto externo. Para cualesquiera escalares A, u € R
y vectores d y b, se tiene:
1. Asociativa: A (na)=(rpa.
2. Distributival: A(@a+b)=4a+b.
3. Distributiva2: (1 + p)a =Ad+ ga.
4. Elementounidad: 18 = a (1 €R).
A un conjunto de vectores en los que se han definido la operacion suma de vectores

y producto externo sobre el conjunto R, y donde se verifican las 8 propiedades ante-
riores, se le denomina espacio vectorial.

e

Operacion Diferencia de vectores
La diferencia de vectores es la suma de un vector con el opuesto de otro:

d-b=a+(-b).

Gréaficamente se puede obtener como se indica en la ilustracion adjunta: Para hallar
a—b los ponemos con origen com(n y dibujamos el vector que

va desde el extremo del segundo (b ) al extremo del primero (&). 5

En efecto es asi, porque como b+(a-b) = b+a-b = =
b-b+d=0+4a = a. Por tanto, aplicando la regla del parale-

logramo en su segunda forma, se obtiene el gréafico.

2. COORDENADAS
e Combinacion lineal de un grupo de vectores V,, V,, ..., V,, con coeficientes los

nameros reales (escalares) ki, ko, ..., kn, €S el vector resultante de la operacion:
k,V, +k,V, +...+k, V. (ndtese que cada sumando es un producto externo, que siem-

pre da como resultado un vector, de modo que la combinacion lineal es una suma de
vectores, por lo que el resultado final es un vector). La combinacion lineal es tanto
la operacion en si misma: kv, +k,V, +...+ Kk V., como el vector que resulta.
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Si U =k, +k,V, +...+Kk,V,, es decir, U escombinacion lineal de v, v,, ..., V,,

n"n?
se dice que U depende linealmente de V., V,, ..., V,

En el grafico se muestra un ejemplo en el
que G =3V-—4w, esdecir, U escombi-
nacion lineal de Vv 'y w con coeficientes
3 y —4. Dicho de otra forma, G depende o

n-

vEl

linealmentede Vv y w. AW

El minimo numero de vectores que puede

intervenir en una combinacion lineal es uno. Al multiplicar dicho vector por un
namero real: ki se obtiene como resultado otro vector vV =ku. En este caso, am-

bos vectores G y V tendran la misma direccion. Se dice que U es maltiplo de V.

Si en un grupo de vectores hay alguno que se puede obtener como combinacién li-
neal del resto (es decir, que depende linealmente de ellos), el grupo de vectores se
dice linealmente dependiente. En caso contrario, el grupo es linealmente inde-
pendiente.

Si tenemos un conjunto de vectores linealmente dependiente, porque uno de ellos se
puede expresar como combinacion lineal con coeficientes no nulos del resto, cual-
quiera de ellos se puede expresar como combinacion lineal de los restantes. Por
ejemplo, si sabemos que {U, vV, W} es linealmente dependiente porque U =3V —

s

4w, podemos despejar V = =0 +—W. Y también se puede despejar W.

Wl
wlh

El vector nulo no puede formar parte de un conjunto de vectores linealmente inde-
pendiente. O sea, dicho conjunto seria linealmente dependiente con toda seguridad.
(El vector nulo siempre es 0 multiplicado por cada uno de los vectores restantes).

Dos vectores no nulos que tengan distinta direccién son siempre linealmente inde-
pendientes. Dos vectores no nulos y paralelos o alineados (o sea, de igual direccion)
son siempre linealmente dependientes (uno es mdaltiplo del otro). Dos vectores, al-
guno de los cuales es nulo, son siempre linealmente dependientes.

En el plano, dos vectores no nulos y de distinta direccidn constituyen una base. Si
los vectores son perpendiculares entre si, la base se dice ortogonal. Si, ademas, tie-
nen el mismo modulo y dicho médulo es unitario, la base es ortonormal, que seré la

que siempre usemos: B = {1, j }. También se la llama base candnica.

Teorema: Si tenemos una base cualquiera B = {X, y }, todo vector v del plano vec-

torial se puede expresar como combinacién lineal de los vectores de dicha base. Y
los coeficientes de dicha combinacion lineal son Unicos, es decir, no hay otros coefi-
cientes que den una combinacion lineal cuyo resultado sea dicho Vv :
V =aX + by, siendo Gnicos a, b
Por tanto, fijada la base B, el vector v _se identifica con el par (a, b). A dichos
numeros se les llama coordenadas de Vv . Por tanto:
V=aX+by=(a,b)

La base a la que nos referiremos siempre es la base ortonormal, también llamada
base candnica {i = (1, 0), j = (0, 1)}. Son ésas sus coordenadas, puesto que:

i=11+0j =10 y j=01i+1j=(01)



Todo vector queda, entonces, identificado por sus coordenadas: una pareja de nime-
ros reales. Vamos a trabajar, entonces, siempre con coordenadas (referidas a la base
ortonormal o canonica).

Operaciones con coordenadas. Si U =(a,b) y v=(a',b")
o Suma: i+v=(a+a',b+b’); G-v=(a—-a',b-Db")
o Producto externo: ki = (ka, kb)

o Combinacién lineal: AU + v = (Aa+ @', Ab + ')

Saber si dos vectores son linealmente independientes

Segun lo ya citado, dos vectores no nulos son linealmente dependientes si y so6lo si estan
alineados, lo que se traduce en que uno es maltiplo del otro. En caso contrario, son line-
almente independientes. Se puede comprobar asi:

Si S: g supuestos @' #0 y b'#0 < (a, b) y (&, b’) son linealmente depen-

dientes. Si dicho cociente difiere, son linealmente independientes.
Ej: (-2,7)y (6, -21): % = _721 cociente que vale —3 con lo que (6, —21) = —-3(—

2,7).

Si alguno de los vectores es el vector nulo, son linealmente dependientes.

Ej: (-2, 7) y (0, 0): (0,0)=0-(-2, 7). Es decir, (0, 0) es multiplo de (-2, 7), pues se
obtiene multiplicandolo por 0.

Si a=0 6 b'=0, pero ninguno de los vectores es el nulo, si las dos primeras coor-
denadas en los dos vectores son nulas, o bien lo son las dos segundas coordenadas,
los vectores son linealmente dependientes. En caso contrario, son linealmente inde-
pendientes:

Ejl: (2,0)y (3,0): (2,0) = % (3, 0) = Son linealmente dependientes.

Ej2: (2, 3) y (4, 0). Como se puede escribir el cociente y: % # % son lin. indep.

Otra forma de ver si son linealmente dependientes es ver si con un mismo valor de t

a=ta'
puede conseguirse que (a, b) =t(a', b") < {b b
Ejl: (2, 0) y (3, 0). Seran linealmente dependientes si existe t tal que: (2,0) =
2=3tt= 2
t(3,0) & 17 <= 3 . Las dos igualdades son ciertas a la vez si t = 2/3.

0 = Ot, cierto Vvt

2 1
2:4t®t:Z:§. No hay un

3 =0t, imposible
mismo valor de t que haga ciertas las dos igualdades a la vez = Son lin. indep.

2:4t<:>t=1

Ej3: (2, 3) y (4, 5). Como: (2, 3) = t(4, 5) < 2 No hay un mismo
3=hteot= g

Ej2: (2, 3) y (4, 0). Como: (2, 3) = t(4, 0) @{

valor de t que haga ciertas las dos igualdades a la vez = Son lin. independientes.



2=t t=
Ej 4: (2, 3) y (4, 6). Como: (2, 3) =t(4, 6) <
3=6tet=

son linealmente de-

NIFPN| -

pendientes, puesto que (2, 3) = % (4, 6).

3. PRODUCTO ESCALAR

e Definicién: UV = U ||V |-cosa, siendo « el angulo entre ambos vectores (da
igual el angulo del primer vector al segundo, o a la inversa). Si alguno de los dos
vectores es nulo, el producto escalar vale 0. Observar que el resultado del producto
escalar es un namero real (o sea, un escalar).

e Propiedades:

1) |G* =G [?. El primer miembro significa el producto escalar del vector por si
mismo; el segundo miembro es el cuadrado de un ndmero real (el médulo del
vector). Esta formula sirve para resolver problemas en los que se relacionan pro-
ductos escalares y modulos, pidiéndonos hallar unos u otros.

uv
[T V]
para hallar el angulo que forman dos vectores. De los dos resultados posibles (o
y 360 — a), se toma el menor.
3) Dados dos vectores no nulos, |t LV < i+ =0)|. Este teorema es indispensable
como condicion de perpendicularidad.
4) Proyeccion de U sobre v: Proy, () :%
o) Conmutativa: u-v=v-0 - Pro eccié\a:de Usobrevl_!
6) Asociativa: (kd)-v =k(u-v)=0-(kv). y
Observar que en estas expresiones hay productos escalares, productos externos y
un producto de numeros reales.
7) Distributiva: G-(V+wW)=0-V +U-W
8) Dada una base ortonormal B = {i, ]}, se tiene: el producto escalar de cada
uno de los vectores de la base ortonormal por si mismo, vale 1; el producto de

uno de ellos por cualquiera de los otros dos, vale 0.

9) Expresidn analitica del producto escalar respecto de una base ortonormal (cané-
nica):

Esta es la manera habitual de calcular el producto escalar de dos vectores cono-

cidas sus coordenadas. Si las coordenadas de dos vectores respecto de la base or-

tonormal son Si U =(a,b) y v=(a',b"), setiene:
lG-v=aa +h-b]

Esta es una formula fundamental, puesto que siempre trabajaremos con bases or-

tonormales.

Aplicando esto a la propiedad 1, se tiene:

|G?=040 = ||U=+J/00 =+/a’+b’ | siendo i =(a,b).
Esta es la manera de calcular el mddulo de un vector a partir de sus coordenadas.

2) |cosa =

, férmula que se obtiene despejando en la definicion y que sirve

<l

Todas estas propiedades son importantes. Pero, en especial, las 1,2, 3y 9.



4. PLANOS AFIN Y EUCLIDEO

e Definicion

El plano afin son los puntos coexistiendo junto al espacio vectorial V, de los vectores
del plano, con un sistema de referencia (un punto fijo O del plano y una base, que
siempre consideramos la base canonica). Se identifican las coordenadas de los puntos
con las de sus vectores de posicion (ver definicion un poco mas adelante).

El plano euclideo o métrico es lo mismo, pero disponiendo del producto escalar, con lo
que se puede hablar de angulos, perpendicularidad, distancias y areas. Normalmente
trabajamos en el plano euclideo, con todas las herramientas a nuestro alcance.

e Vector de posicion
Si P(x,y) = Su vector de posicion es el que une el origen del sistema de referencia
O con el punto P. Como se ha dicho, P y su vector de posicion se identifican y tienen

las mismas coordenadas: OP = (x,y)

e Coordenadas del vector que une dos puntos

PX,Y): QX,Y) = PQ=(X-xy-y) - g@
— p

0] OP

e Comprobar si tres puntos distintos estan alineados
A(x, y), B(X, y'), C(x", y") estan alinea-

dos si los vectores AB = (X=X, y-y) y )/V-C(x", y")

AC =(X"-x,y"-y) tienen la misma Ai(;y) B(xY)
direccion. Esto es, si son proporciona-
les. Luego la condicion es:

. i i XII_X Il_y
e Si se puede conseguir que los denominadores sean no nulos: —— = ——~
X=X y-y
e En caso contrario (no puede conseguirse que los denominadores sean no nulos ni
poniendo el cociente al revés), siempre estan alineados.

e Punto medio de un segmento

Ax, y), B(x,y) = M( >

e Simétrico de un punto respecto de otro

P'(ay, a2) Conocidos P(x, y) y Q(x, y), para

Ly hallar las coordenadas de P' conside-
QX Y) .

ramos que Q es el punto medio del

P(x,y) segmento PP'. Por tanto se despejan
ai, a, y en:
X+a, _, Yy+a,
2 2

=Yy



e Dividir un segmento en varios iguales
Por ejemplo, para dividir el segmento PQ en 3
partes iguales, hallamos las coordenadas de los pun- Q
tos que causan la division: A y B. Es lo mismo A B
que calcular las coordenadas de sus vectores de po- p
sicion:

OA=0P +PA=0P +%PQ =0P +%(OQ —OP)

O = OF ++PB 0P + 2 PQ = OF + - (0Q - OF)

e Moddulo de un vector (Plano euclideo)
Se calcula por medio del producto escalar. Si G = (X, Y):

|G |= +V00 = +4/X? + y?

e Hallar un vector normal (perpendicular) a uno dado (Plano euclideo)

Si U =(X,y), un vector perpendicular a éste seria V= (-y, X). Si bien, hay infinitos vec-
tores que son perpendiculares (cualquiera que sea proporcional a V).

En efecto, GV = (X, y)(-Y, X) = x(-y) + yx = —xy + xy = 0. Como su producto escalar es
0, los vectores son ortogonales (perpendiculares).

e Vector unitario en la direccion de uno dado
Un vector unitario es aquel que tiene moédulo 1. Un vector en la direccion de un vector

dado U tiene que ser multiplo de él. Pues bien, el vector que tiene la misma direccion
que U perocon modulo 1 es:

|~

u

<

. 1 S , . . .
El opuesto dicho vector, —ﬁu , también tiene mddulo 1 y mantiene la misma direc-
u

cibnque U.
Si queremos un vector de mddulo 2, por ejemplo, en la misma direccién gue el dado,
haremos esto y multiplicaremos el vector unitario por 2. Lo mismo para 3 o cualquier
otro modulo.




5. EJEMPLOS DE PROBLEMAS

1) Dados los vectores a=(-3,1) y b = (4, -2) calculamos:

a)

b)
c)

€)
f)

9)

h)

)

K)

Dibujarlos en un sistema de referencia, haciendo coincidir los origenes de los

vectores con el origen del sistema de referencia:
v

6
4
-8 & -4 -2 4 6

N
Suma: a+b =(-3,1)+(4,-2)=(-3+4,1-2)=(1,-1)
Diferencia: a—b = (-3, 1) - (4, -2) = (-3—-4,1—(-2) ) = (-7, 3)
Producto externo: 3a =3(-3, 1) = (-9, 3)

Producto externo: -4b = -4 (4, -2) = (-16, 8)

Combinacién lineal de coeficientes 2 y -5:

23-5b =2(-3, 1) -5(4, —2) = (-6, 2) + (-20, 10) = (-26, 12)

. . . - 4 -2
¢Son linealmente independientes?: Dividimos sus coordenadas: 3 # T por

lo que, en efecto, son linealmente independientes, lo que significa que tienen
distinta direccion.

¢Forman una base?: Si, puesto que en el plano, dos vectores no nulos linealmen-
te independientes siempre forman una base.

Modulos respectivos: |a|=|(-3, 1) = y/(-3)* +1* = +/9+1 = 410

D |=1(4, -2)| = 4% +(-2)* = V16+4 = 20 = V2?5 = 25

Supuesto un sistema de referencia, puntos de los que son vectores de posicion:
A= OA=3=(-3,1) y B=OB=h=(4-2)

Punto mediode AyB: M= _3+4,£ = 1—1
2 2 2 2

Simétrico de A respecto de B:
Llamando P(x, y) a dicho punto, B seria el punto medio entre Ay P. Por tanto:

T3t X 4 34x=8—x=8+3=11

De donde: P(11,-5)

Y L iiy-—4=y-—4-1-—5
Producto escalarde day b :

a-b =(31- (4 -2)=-34+1(-2)=-12-2=-14
ab _  -14
|al|b| V10420

Angulo que forman: cos « = de donde, usando la calcula-

dora: a=171,87°.

Vector que va desde A hasta B:
AB=OB-OA=b-a=(4,-2)— (-3, 1) = (4+3, -2-1) = (7, -3)
¢Estan alineados los puntos A, B y C(11, -5)?:



Hallamos
AB =(7, -3) (se calculo antes), y:
AC =0C —OA= (11, -5) - (-3, 1) = (14, -6).
Como estos dos vectores son proporcionales, ya que el segundo es el doble que
el primero, o bien:
14 -6
7 -3
son proporcionales, es decir, tienen la misma direccion y el punto A es comun a
ambos. Por tanto, los tres puntos estan alineados.

q) Decir algun vector que sea perpendicular a @, y comprobar que lo es.
a=(-3,1) = Invirtiendo el orden de sus coordenadas y cambiando el signo
de una de ellas, obtenemos un vector perpendicular. Por ejemplo: = (1, 3).
Comprobemos que estos dos vectores son perpendiculares. La condicion necesa-
ria y suficiente para que dos vectores sean perpendiculares es que su producto
escalar sea cero. Y, en efecto:

a-n=(3,1(1,3=-31+13=-3+3=0

2) Si A(3,-1) (un punto) y AB = (3, —4), ¢Cuales son las coordenadas del punto B?
Solucién: Llamando B(x, y):

AB=OB-O0A = (3,-4)=(xYy)-(3,-1) = (3 -4)=(x-3,y+l) =
{ 3=x-3=3+3=x=>6=X

= B(6, -5).
—4=y+1=>-4-1=y= 5=y

3) Dados los puntos A(2, —4) y B(11, 2), hallar los puntos que dividen al segmento que
los une en 3 partes iguales.

A Sean P y Q dichos puntos. En primer lugar, calcu-

lamos:

AB = OB-O0A = (11, 2) - (2, -4) = (9, 6)

oP :cﬁ#ﬁ:cTA#%ﬁs':(z, 41)+%(9, 6) =
=(2,-4)+(3,2) = (5,-2)

A 0Q :@+E=&+gﬁ3’:(z,_4)+§(g, 6) =

=(2,-4) +(6,4) = (8, 0)

v

Luego los puntos son: |P(5, —2) y Q(8, 0)|.

4) Dados los puntos A(—4, 2), B(3, 1), C(4, 5), hallar un cuarto punto D para que for-
men, entre los cuatro, un paralelogramo.

Hay tres posibilidades: °1
e Si D estientre A y B, como AD = _
CB, se tiene: P N
OD = OA+AD = OA+CB = AT
=OA+(OB-0C) =

=(4,2)+(3,1)- (4,5 =(-5,-2)

& 3 2 _~|o 2 4




e Si D estidentre Ay C:
OD = OA+AD = OA+BC =
=0A+(OC —OB) =
=(-4,2)+(4,5) - (3,1) = (-3, 6)

e Si D estdentre B y C:
OB = OC +CD = OC + AB =

=0C +(OB -OA) = o
= (4,5)+(3,1)~ (4,2) = (11, 4)

5) Dar un vector unitario con la misma direccion que a = (-4, 3)

Hay dos posibilidades:
1 _ 1 _
—a Yy -——
EY |a|

Como quiera que |a| = +/(-4)*+3° = J16+9 =5, los vectores que cumplen la

condicion solicitada son:

%(_4,3):[—3, gj y —%(—4’3)

|

4
5 )

3

5

)




