INTEGRACION DE FUNCONES IRRACIONALES

En el caso de que el integrando contiene potencias faccionarias de la variable de
integracién, estas se simplifican usando una sustitucion del tipo:

x=t",4x =t, siendo “n “el m.c.m de los denominadores de los exponentes.

EJERCICIOS DESARROLLADOS
\/_dX

9.1.- Encontrarj'

Solucion.- La Gnica expresién “irracional” es /x por lo tanto:
X =t= x=t?dx = 2tdt , luego:
]dt -

2
I&dx It(tht)_ J-tdt ‘ZI(
Dado que:t =./x , se tiene: = 2&—23.I’CTQ&+C

1+x 1+t? 1+t
Respuesta: I\l/;dx = 2\/;—2arwg\/§+c
+ X

_2t—2arCrgt+c

dx
9.2.-Encontrar: Im
Solucioén.- Analogamente al caso anterior: X =t= x =t dx = 2tdt,, luego:
J. X :J. 2/I/d'[ :J' 2dt
&(1+ \/§) {(@1+t) 1+t

Dado que:t=+/x , se tiene: = 2€n‘&+].‘+c

=2ln|t+1+c

9.3.- Encontrarj'

3+vx+2

Solucion.- La expresion “irracional” es ahora +/x+2 , por lo tanto:

JX+2 =t=x=t*-2,dx = 2tdt, luego:

[ dx :J-thtzzf(l—ijdt=2Idt—6j£=2t—6£n|t+3|+c
3+/x+2 Y3+t t+3 t+3

Dado que:t:\/x+2 se tiene::2\/x+2—6£n‘\/x+2+3‘+c
:2\/x+2—6£n‘\/x+2+3‘+c

Respuesta: I

3+VX+



9.4.-Encontrar: 'f4d V3x+2

1++/3x+2

Solucién.- La expresion “irracional” es ahora +/3x+2, por lo tanto:

\V3X+2 :t:>3x:t2—2,dx:ytdt, luego:
jl_“?’“ 1+ty :—j—dt_ j( t+2——jt

1+ J3x+2

=——|tdt+—[dt——= ———t2 t——ﬁ t+1+c
=t S o2 7lt+]

Dado que:t =+/3x+2, se tiene:

:—l(3x+2)+£\/3x+2—ﬂfn‘\/3x+2+1‘+c

—x——+— 3x+2——£n‘m+4+c——x——+ (\/3XT EU‘MHD

1-3x+2 2 4
Respuesta: Iﬁd - —§+3(\/3x+2—£n‘\/3x+2+1‘)+c

9.5.- Encontrar: J'\/l+\/§dx

Solucion.- La expresion “irracional” es ahora JX, por lo tanto:
x=t=x=t?dx=2tdt, Iuego: .[(\/l+ Jx)dx = '[\/1+t2tdt , como aparecié la

expresion:y1+t ; se procede analogamente:w=+1+t=t=w’—-1dt=2wdw, esto

3
es:v1l+t 2tdt—Iw2(w -1)2wdw = 4J(W W)dw—4W 4\;\/
% %
Dado que:w=+1+t, se tiene: = 2410 _4(1;0 +C
Respuesta:j\/1+\/§dxz4(1+5\/;) _4(1+?:/;) e

dx
9.6.-Encontrar: | ——
I\/X+l+\4/X+1
Solucién.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es: 4,
por lo cual: x+1=t*,dx = 4t3dt, de donde:

4t°dt it
j Yx+1 It 2t j( tjdt=4jtdt—4jdt+4I:

= 2t2 —4t+4€77|t+]4+c, dado que:t :\/x+1
Se tiene: = 2(x+1)* — 4(x+1)* +4€77‘(x+1)% +1‘+c

dx
X+1+¥Yx+1

Respuesta:j =2(x+1)}/2—4(x+1)%+4€77‘(x+1)% +1‘+c



9.7.- EncontrarI

\/;Jr\/_

Solucion.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es:6,

por lo cual: x =t® =t = §/x, dx = 6t°dt, de donde:

dx
J‘\/;+€/§:J.t3+t2 t+1
=2t°-3t* +6t—6/n[t+1+c
Dado que:t = $/x
Se tiene: = 2(\6&)3 —3(9/?)2 +6€/;—6€77‘\6/;+1‘+C

= 23/x -3x +6Yx - 6€n‘\/_+1‘+c

t+1

Respuesta: j

&+f
dx
9.8.-Encontrar:f
X+1+ \/(x +1)°
Solucién.- Previamente se tiene igual

cual:v/x+1=t= x=t?-1dx =2tdt , de donde:
2tdt dt
j :ZIW:ZarCTch

'f\/x+1+\/(x+1) t+t’

Dado que:t=+/x+1, Se tiene:=2arcrgvx+1+c
Respuesta:f ox =2arctgvx+1+c
x+1+\/(x+1)3
9.9.-Encontrar: de

Ix +1

indice

ot°dt =6jt3dt =6j(t2—t+1—ijdt=6jt2dt—6jtdt+6jdt—6j%

por

Solucion.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los indices de Las raices es:6,

por lo cual: x :t6 — t =$/x,dx = 6t°dt, de donde:

j x+l

=§t7—§t5—§t4+2t3+3t2—6t+c1—3j¥dt
7 5 2 t2+1
=§t7—§t5—§t4+2t3+3t2—6t+c1—3I¥d
7 5 2 t2+1
:$t7—gtS—§t4+2t3+3t2—6t—3€77‘t2+1‘+6amrgt+c

Dado que:t = §/x , se tiene:

_5
6tdt 6j—tldt_6j(t6 4t t—1—
+

t-1
t2+1

it

:$X€/§—g%—g%+2x/§+33/§—6«6/§—3£77‘1+€/§‘+6arwg§/§+c



Respuesta:

\/;_1 6 6 66 5 33 2 3 6 3 6
j—dx=—x&——ﬁ——ﬁ+2&+3\&—6\&—3m‘1+&‘+6arwg&+c
Yx+1 7 5 2

Jxdx

X+2
Solucidn.- La expresion “irracional” es JX, por lo tanto:
Jx =t = x=t?,dx = 2tdt,

9.10.-Encontrar:f

Jxdx  pt(2tdt) t2dt
luego: = =2 dt =
el e L[ e
4 t .
=2t———arcrg—+c¢, dado que:t=+/x , se tiene: = 2vx — 2+/2arczg, /¥4 +c
2 | 92
Jxdx
. _ _ X
Respuesta.j Y =2Jx 2ﬁar0rg1/4+c
9.11.-Encontrar:j (Vx+1+2)dx
(x+1)2 —/x+1
Solucion.- Previamente se tiene igual indice por

cual:vx+1=t= x=t?-1,dx = 2tdt , de donde:

I(Mu)dx =I[(><+1)%+2]0|>< J»t+2 _2J~(t+2)/dt

(X+1D)? =x+1 Y (x+1)? = (x+1)*

g (2
t-D(t* +t+1)

(*), considerando que:
t+2 A N Bt+C

t-DEt*+t+1) (t-1) (t*+t+1)

Dado que:t =+/x+1 Setiene'=2arch X+1l+c

= A=1B=-1C=-1

. (t+2)dt -t-1 B dat t+1
) j(t NE+t+l) I(t ~1) I(t2+t+1) t= j(t—1) I(t2+t+1)

~ I dt Iy(2t+1)+y I j(2t+1)dt_j dt
t-1) t2+t+1) (t-1) 7 ({*+t+1) 7 (t*+t+1)
_ J~ dt I(2t+1)dt

(t-1) (t2+t+1)_j(t2+t+%)+%

2 2t+1

=20plt-1-enlt? +t+1 - =2
77| 14 77‘ ++]{ \/§arCrg \/§+

I G —iarCrg 2+l
i t+t+D| 3 J3
Dado que:t=+/x+1, se tiene




(x+1+2)dx _, | (112 | 2 2/x+1+1

R ta:
soptiesta '[(x+1)2—\/x+1 n‘(x/x+1+x+2)‘ Jorerd NG
EJERCICIOS PROPUESTOS
l+x
9.12.- 9.13.- 9.14.-
I \/— I \/— '[a+bx/_
Jiea, i N
9.15.- 9.16.- | —— 9.17.- | ————dx
Ix+a I1+\/— IJ_+1
9.18.- I4J—dx 9.19.- j/l” 9.20.- [ X L
X—2-+/X 1-x X+Db
- 2
921 .- J‘\/x+ 9.92.- J.\/ 9.23. .[x v X+ adx
dx /
9.24.- 9.25.- | x*v/x* +a’dx
I\/;+4 X +28/x I
RESPUESTAS
l+x
9.12.-
I1+\/—
Solucion.- Sea:«/x =t = x =t dx = 2tdt
1+x 1+t t+t° ) 2
j1+\/— j—tht_ j—dt—ZJ(t —t+2—mjdt
7
:thzdt—z"‘tdt+4jdt—4jm:?—7+4t—4€77|t+1|+c
3
:2\/X——x+4\/§—4€n‘\/§+1‘+c
9.13.-
g
Solucién.- Sea:/x =t = x =t2, dx = 2tdt
j1+\/_ I—tht—Zj—dt——thdt+4jdt 4j 2 +4t—4eplt+l+c
:—x+4f—4€n‘&+].‘+c
9.14.-
Ia+b\/—

Solucion.- Sea:/x =t = x =t2, dx = 2tdt



dx 2tdt tdt bdt
Ia+b\/—_Ia+bt_2-'.a+bt I(B_Ba+btj __I a+bt
:Et—b—€n|a+bt|+c— E\/;—an‘a+b\/§‘+c

b
X+a
Solucion Sea:Jx+a=t= x=t?—a,dx =2tdt

915]

J' d _j/ﬂdt_zjdt_zuc 2Jx+a+c
X+a

\/;dx
9.16.-

1+<‘/§

Solucién.- m.c.m: 4 ; Sea: #/x =t = x =t*, dx = 4t3dt

I\/;dx =-['[24t3dt =4J-t5dt =4J‘(t4—t3+t2—t+l—iljdt

1+4/x 1+t 1+t t+

5 4 3 2 5 3
_ (t__t_+t_—t—+t—£17|t+:qj+c_%—t“ 4; 2%+ 4t-40pt+1

1

9.17.- 4d
\/§+1

Solucién m.c.m:6 : Sea: {x =t = x =t°, dx = 6t°dt

t— (t® —t®)dt

j \&+1 jtz 6t dt_6j—
7 5 3 7 5

=6 t——2i+zi—2t+2ar0rgt +c_6L—12t +4t° 12t +12arcrgt+c
7 5 3 7 5
% %

6); 12;( +4x% —12%% +12arCrgx% +C

9.18.- 4dx

o

Solu0|0n Sea:/x =t = x =12, dx = 2tdt

I 2tdt 2t-1 1 2t-1 dt
IX 2_ \/— _Itz I( )+ _jtz_t_zdt+jt2 t—2

21 dt %
_Itz ——d j(t—%)z—% 2+ Z/ €77 ‘

= (|’ —t- +c



2Jx -3
2Jx +3

+C

1 |2t-3
=Ip[t? —t-2/+=/
7] 3 "‘2t+3

9.19.- [ /T—de
— X

+c=£n‘x—\/§—2‘+%£

Solucién.- Notara el lector, que este caso se diferencia de los anteriores, sin
embargo la técnica que se seguira, tiene la misma fundamentacién y la

informacion que se consiga es valiosa. (*)
1+x 1+x

Sea:,|— =t= =t? =1+ x=t" —t’x= x(1+t*) =t*-1
1-x 1-x
—1 4tdt _
X= dx:ﬁ, luego:
241 (t°+1)

/1+ X4 t4tdt 4t*dt t dt x :
(*%) , haciendo uso
) -[ J‘(tz +1)° J.(tz +1)° j )

sustituciones trigonométricas convenlentes en (**) , y de la figura se tiene:
t? +1

Se tiene:t = 79, dt =sec’ AdG;\t* +1 =secd 1

2 2 2

(+4) 4] t2dt =J~4rg 0;9%d9:4j- rg26 "
(V7 +1)* sec” 6 sec? 0

=4jsen2edez2jd9—2jcoszed9=249—sen2¢9+c=20—2sen9cose+c

1+x
2t 1+x 2\/1
———=+C=2arcrgt————+c=2arcrg X

V2 +1 42 +1 t?+1 1-x 1+X+1

1-x
_2arCrg,f1+—x—(1 X) 1Jr—X+c
1-x 1-x

VXx+a «
b

9.20.-I—d
X+

=2arcrgt —2— +C

Solucion.- Sea:v/x+a =t= x=t?—a, dx = 2tdt

t2tdt todt
Ix+b _Itz a+bh -[t2+(b—a)=2J.( +(b a)Jdt
t

=2jdt—2(b—a)jt2+—=2t—2(b—a) L

(b—a) Jb-a

arcrg +C

Jb-a

de



:2\/x+a—2\/b—aarcfg,/%+c
3
i \/x+1dX
X

Solucién Sea:Yx+1=t= x=t>—1,dx = 3t?dt

f It3t2dt J~tdt _3“ Jdt:

:3j dt+3j (t—l)('?zt+t+1) (*), por fracciones parciales:
3 A N Bt+C

(t-D@E*+t+1) (t-1) (t*+t+1)

A=1B=-1,C=-2, luego:

dt t+2 2t+1
(*) =3Idt+jt_1—ft2+t+1dt=3t+£77|t—]4—%£77‘t2+t+ﬂ—J§arCrg( 7 J+c
Ja? —x?

9.22.-]de

=3=A(t’ +t+1)+(Bt+C)(t-1), de donde:

Solucidn.- Sea;Va? - x? =t = x? =a’® —t?, xdx = —tdt

Imd —jmm}f ttdt _I —tdt2 [ ~tdt ~(+)

4

X X (a+t)’(a-t)
Por fracciones parciales:
—t? A B C D _
= + + + , de donde:
(t+a)’(t—a)®> (t+a) (t+a)® (t—a) (t—a)’
A:%a,B=— 4,C:—%a,D:—}/,Iuego:
=) —t*dt =ij dt 1 dt _i dt 1 dt
(a+t)*(a-t)> 4a (t+a) 4a (t+a)2 (t-a) 4a’(t-a)’
1 1
=—/n|(t -
el Ty 2 el 4(t a)
. (t+a)|+ 1, 1
4a '|(t-a)| 4A(t+a) 4(t- a)
:im va® —x? +a| Ja® - x? |\/a —X +a| a’—x? te
4a a2 -x —a‘ 2 - x 76/[) ‘\/a —X —a‘ 2x*
_ 1 |(Va’-x*+a)’ | a’-x* 1 N 1 \/a —x’
=200 o ‘ ™ = fn‘\/a X +a‘ €n|x|

9.23.-Ix2\/x+adx

Solucidn.- Sea:v/x+a =t = x =t? —a, dx = 2tdt



J-XZ\/X-F adx = j(t2 —a)’t2tdt = zjtz(t2 —a)’dt = 2] (t° - 2at* + a’t?)dt
2" dat® 2a’t’
+

= 2[t*dt—4a[t'dt+2a* [t’dt = —— +c
7 5 3
% % 2 %
_ 2(x;a) _4a(x;ra) +2a (x3+a) e

dx
9.24.-
j&+(‘/§+2§/§
Solucién.- Sea: 8/x =t = x =t?, dx = 8tdt
8t’dt tdt +4t+4
-8 —8f| *—t—24— 7 gt
'[f+f+2f It“+t2+2t -[t3+t+2 J[ t+t+2j

zsjts_sjtdt—lﬁjdusjﬂd _Sﬁ_SL_lﬁtijd
42

+1+2 +1+2
4 o t? +4t+4
=2t" -4t —16t+8f4dt(*) por fracciones parciales:
t? +4t+4 t? +4t+4 A Bt+C 3 14 .
_ _ + :A:}/,Bz 4,C=A,Iuego.

t+t+2) (t+D(Et°-t+2) (t+1) (t*°-t+2)

(¥) =2t —4t° - 16t+8[jy+it j/H/ }

t+2

— 2t* — 412 16t + 8( -2 1 St+id dtj 2t —4t* 161+ 2] -2 o[ 2
4 +1 4 t+1 t°—t+2

31/, 3
:2t4—4t2—16t+2£n|t+]4+z;j2t+ 28,33+ %

—t+2

dt
t?—t+2

dt
(t- 27 +7,

=2t —4t* 16t + 20|t +1]+ 307 |t’ _t+2‘+31£amg t‘%ﬂ
1N
2t-1

Nii

= 2x/ —4x) - 16xy+2£n‘xy +1‘+3£77‘xy xy+2‘+—arc TQ—F—

9.25.-Ix Vx? +a?dx

Solucion.- Sea:Vx?+a? =t = x? =t —a?, xdx = tdt

ot a7 (2t-1)
=2t' 4t 16t+2zn|t+q+3jmdt+31j

= 2t" —4t* ~16t + 20|t +1|+ 30 p|t* —t+2|+31]

=2t — 4t - 16t+2€77|t+]4+3£77‘t2—t+2‘ arCTg ——+c

2x% —1

\/7

+C

fx3\/x2 +a2dx:J'x2\/x2 +a2xdx:.|‘(t2 —a®)ttdt :J’(t2 —a®)t?dt :J‘(t4 —a’t?)dt
5 2:3 2 2\% 20y2 2\ 2 2 2
%_a; +C:(x +5a) _at(x ;ra) +c=(x2+a2)%(x +a —a—J+c

5 3
2 2
= (x2 + az)% (%j+c






