Ecuaciones logaritmicas

Ecuaciones logaritmicas son aquellas en las que la incégnita figura en un logaritmo.
Para resolver una ecuacion logaritmica se aplican las propiedades de los logaritmos:

log (M-N)=log, M +log, N

1ﬂga%:1ﬂ.gﬂ M-log, N log, M" =n-log, M

ylarelacion log, M =log N < M =N (silos logaritmos de dos niimeros en la misma base son iguales, entonces

los nimeros han de ser también iguales).

De esta forma, la ecuacién dada se debe expresar en la forma logaM = loga N , pues de esta ecuacion se pasa a la ecuacion

algebraica M = N, que se resuelve como ya sabemos.
ejemplos
* logx+log20=3
Logaritmo de un producto:
Como log 1.000 =3, escribimos la ecuacion asi:
Por la 1gualdad de logaritmos:

Resolvemos esta ecuacion algebraica:

log 20x =3

log 20x =1log 1.000
20x =1.000
x=100020 = x=30

Observa que, también, la ecuacion log 20x = 3 se puede resolver directamente aplicando la defimcion de logantmo:

log 20x=3 ¢ 20x=10" < 20x=1.000 < x=1.000120 < x=50

* 2logx=log(4x+12)
Logantmo de una potencia:
Por la 1gualdad de logaritmos:

Resolvemos esta ecuacion de 2° grado:

log x* =log (4x + 12)
Y=4+12

Y -dx-12=0 = x=6.x=-2 (solucion no valida)

Atencidén.- Al resolver una ecuacion logaritnuca pueden aparecer soluciones no validas como sucede en el ejem-
plo anterior. La raiz x = —2 no es valida va que log (—2) no existe (recuerda que en la definicion de lo-
garitmo de un niimero N se exigia N = 0). Por lo tanto, la tinica solucién valida es x=6.

e logx’=log6+2logx
Logantmo de una potencia:
Pasamos la incognita al primer miembro:
Operamos:
Por la 1gualdad de logaritmos:

* 2logx—log(x—16)=2
Logantmo de una potencia:

Como log 100 = 2, escribimos la ecuacidn asi:

Logaritmo de un cociente:

Por la 1gualdad de logarniimos:
Operamos:

Se resuelve esta ecuacion algebraica:

Jlogxr=logb6+2logx
Jlogx —2logx=log6
logx=log6

x==06

logx" —log (x— 16) =2
log x* — log (x — 16) = log 100

x”
log =log 100
x—16 g

X
x—16
¥ =100(x—16) = x* =100x— 1.600 = x* — 100x +1.600=0

x=20.x=80

=100

Nuesvamente. esta ecuacion tambien se podria haber resuelto aplicando la definicion de loganitmo:

logx’—log (x—16) =2 < log

') ]

2 o 2
x—16 x—16

-10% =100




EJERCICIOS

(]

. Resuvelve las siguientes ecuaciones logaritnuicas.

a)log,x=4 b)log,x=-1
c)3logx=3 d) log x* =10
e)logsx+logs30=3 fHlogx=1+1log (22 —x)
g)logx’ —logx =3 h)logx+1log 30=4
Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) log (2x” + 3) =log (x” + 5x — 3) b) 2 log x =log (5x — 6)
c) log (.r: +3)=log (Ix—-1) d)dlogx=2logx+logd+2
e)2logx =log 8 +3 logx %:2
g) 3 logx+2 log x° =log 128 h) 3 log (4 —x) —log (28 —x°) =0
1) log 2 +log (x—3) =log 4/2x

. Resuvelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.
a) lng% =2-2logx b) l&g% =1+log(21—x)
c) log(10—x)—-1 =lng{ Ex—?] d)log 2x—3+log B3x—2)=2—log 25

ellog, l0x—log,(x+3)=log,x flog, (x" +10)—log, (x +3) =1

(2]



Ecuaciones exponenciales

Ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incognita se encuentra en el exponente.
Para resolver una ecuacion exponencial se aplican las propiedades de las potencias:

a-a"=a" azat=a " a -b"=(a-b)" a" b =(a:b)" (@)™ =a"™™ y

-, ﬂ'm=ﬂ'n — mM=n, . . . . .
la relacién .. (si dos potencias que tienen la misma base son iguales, entonces sus exponentes han de ser

también iguales).
Asi, la ecuacién dada se intenta expresar en la forma am= an, y de esta ecuacidn pasamos, por la unicidad de las potencias, a la
ecuacion algebraica m = n, que se resuelve.

ejemplos

o 27 2% _256-0

Producto de potencias de la misma base: 27 2% 956 ()

Pasamos 256 al segundo miembro v se factoriza: 27 ¥2x _ 556 e5 2+ _ o8

Por la igualdad de potencias: X¥+2x=8

Resolvemos la ecuacion de segundo grado: ¥ +2x-8=0 = x=2 y x=—4, que son ambas validas.
o £1_g

Factorizamos 4 v &: 2yt = 2F

Potencia de una potencia: 2= ?

Por la 1gualdad de potencias: 2x+2=3

Resolvemos la ecuacion correspondiente: x=172

Algunas ecuaciones exponenciales son dificiles de resolver al no poder expresar facilmente un mimero como poten-
cia de otro. Esta situacion se solventa tomando logarnitmos en ambos miembros.

s Enla ecuacion 2° = 127 no es posible expresar 127 como potencia de 2. La resolvemos asi:
Tomamos logaritmos en ambos miembros: log 2" =log 127

Logantmo de una potencia: xlog2=1log 127
_log 127 2103803

= =6'988684
log 2 0301029

Resolvemos:

. ) R . . o :
En otros casos puede resultar comodo considerar 2°, 37, ... como incognitas, haciendo la sustitucion o cambio de va-
rable a=2" b =3, ___

o 2P 447 -320=0

Se descomponen las potencias: P44 4-320=0 = 8-2+4-4-320=0
Se divide por 4 2.27+4°-80=0
Se sustituye 4* por (2°)°: 22742 -80=0
Cambio de variable a = 2" 2a+a —80=0 & a +2a-80=0
Resolvemos esta ecuacion de segundo grado: a=8 a=-10
Deshacemos el cambio: a=2=8 = =2 = x=3
a=2"=-10 = 2" =-10. ecuacién que no tiene solucién, va

que 2% es positivo



10.

11.

12.

EJERCICIOS

7. Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.

a) 7= 49 b) 3*=27 ) 117 =1.331 d) 12 =20.736
e) 2! = 64 )31 =81 g) 57 = 625 h) 72 =2.401

8. Resuelve las sigmentes ecuaciones exponenciales.

a) 227 =2 b) 4% = 64 Q7 =49 d) 3% =81

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) =10 b) =25 c)3"'=80 d) 5 -16=0
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) X424 2% =7 b) 3+ 37+ 3 =117
c) ¥4 21 4 272 4 07 — 480 d) 7+ 272 £ 2 1 =060
e) - 2427 =2 £ 5577 =3125
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) 37 -30-5+125=0 b) 8 -3.8+2=0
€)3¥2-28.3+3=0 d)4-5-2+4=0
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.
a) g% 4 gx+l | gx+2 :% b4 4271 _24=0
) 3F+97 =4 A4 -5-£+6=0
e) 57 —3.57 1 =550 f) 2 -27-21=2°
+ 3x+S
) 2= _1-6. 2" by 421 :(%]

E} ?Ex:—ix _ -

e) 577 =73
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Sistemas de ecuaciones logaritmicas

Un sistema de ecuaciones logaritmicas es un sistema de ecuaciones en el que una al menos de las ecuaciones

es logaritmica.

Para resolver un sistema de ecuaciones logaritmicas se aplican los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales y las ecuaciones logaritmicas

*  Primer métoda: aplicar los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Resolvamos el sistema de ecuaciones logaritmicas {

a)

b)

log x+log y=3
2log x—2log y=-2

{log x+log y=3

Dividimos la 2* ecuacion por 2. obteniendo:
log x—log y=-1

Se suman las dos ecuaciones: 2logx=2

Dividimos por 2 v se resuelve: logx=1 = x=10"=10

Sustitmimeos x = 10 (6 log x = 1) en cualquiera de las dos ecuaciones v hallamos el valor de la otra incégnita; por
ejemplo, en la 1* ecuacion:
l+logy=3

EResolvemos: logy=2 = y=10" =100

Algunas veces es comodo considerar log x. log y. ... como mcogmitas, haciendo la sustitucion o cambio de varia-
a+b=3
2a-2b=-2

a=1, b=2

a=logx=1, de donde x =10
b=logy=2, de donde y =100

blea=logx b=logy, ...
Con dicho cambio obtenemos el sistema lineal:

Resolviendo se obtiene:

Se deshace el cambio:

* Segundo método: resclvamos, de maneras distintas, el siguiente sistema formado por una ecuacion algebraica y
otra logaritmica.

a)

;r -yv=21

\log x+log y=2
Aplicando las propiedades de los logarnitmos para transformar el sistema en otro algebraico.
Aplicamos el loganitmo de un producto en la 2* ecuacion: logxy=2

Como log 100 =2, escribimos la ecuacion asi: log xy =log 100, de donde xy = 100

[x—y=21
Pasamos asi al sistema algebraico siguiente: 2 !

|2y =100
Para resolverlo, despejamos v en la 1* ecuacion: yv=x-21 [1]
Y sustituimos en la segunda: ax—21)=100

Resolvemos la ecuacion algebraica comrespondiente:

Laraiz x = —4 no es valida. Obtenemos v de [1]:

La solucion del sistema es:

¥ —21x=100 = x=—4, x=25
y=x-21=25-21=4
x=25 y=4



b) Aplicando los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales para resolver una ecuacion logaritmica.

Despejamos la vaniable y en la pnimera ecuacion: y=x—-21

Sustituimos en la segunda ecuacion: logx+log(x—-21)=2

Resolvemos dicha ecuacion logaritmica: log [x(x -21)]=2

Mediante la definicion de logarnitmo: xx-21)=10"=100 = x=—4. x=25
Al 1gual que antenormente: x=25 y=4

log x+3log y=35
Ejemplo.- Resuelve el sistema X
log —=1
vll

) _ [log x+3log y =5
El sistema es equivalente a: 11 1 !
log x—log y=

Restando las dos ecuaciones: 4logy=4

Dividimos por 4 v resolvemos: logy=1=»=10

Sustituyendo en la segunda: logx—1=1 = logx=2 = x=100
La solucion del sistema es: x=100, y=10
EJERCICIOS

4. Resuelve los signientes sistemas de ecuaciones logaritmicas.
{Bx +2y =064 {lug x+log v =1log 200 {r— v=2_8
a b c

log x—log v =1 2log x+log v=3 log; x+log, y=7

3. Resuelve los sigmentes sistemas de ecuaciones logaritnucas.
{Elng x—3log y=7 b {lug x+log y=3 {lﬂg x+3log v=13
a c

log x+log y=1 2log x—2log v=-1 log x—log v=3

6. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones logaritnucas.

log x+5log y =7 log x+log »° =3
} og x¥ioe ) 2log x+log y=35 ) o8 r_} o8 ’
da c 2
lng%=l log xy=4 1051—:3
. ¥

(6]



Sistemas de ecuaciones exponenciales

Un sistema de ecuaciones exponenciales es un sistema de ecuaciones en el que una al menos de las ecuaciones es exponencial.
Para resolver un sistema de ecuaciones exponenciales se aplican los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

y las ecuaciones exponenciales.

* Primer método: aplicar los metodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

Resolvamos el sistema de ecuaciones expcnenciales! 2+ 31. =3
[2*-3" =3
a) Sumamos las dos ecuaciones: 2-2"=8
Dividimos por 2 v se resuelve: =4
Resolvemos: x=2

Sustituimos x = 2 (6 2° = 4) en cualquiera de las dos ecuaciones v hallamos el valor de la ofra incégnita; por
ejemplo, en la 1* ecuacion:

4+3F =35
Resolvemos: ¥F=1=y=0

b) Podemos también resolverlo mediante la sustitucién o cambio de variable a =2%, b=3"

) . ) , at+hb=3
Con dicho cambio obtenemos el sistema lineal: { b3
a— =
Resolviendo se obtiene: a=4. b=1
Deshacemos el cambio: a=2=4 dedondex=2

b=3=1 dedondey=0

* Segundo método: aplicar las propiedades de las potencias para transformar el sistema en otro algebraico.

_ _ 277 =16
Por ejemplo, resolvamos el sistema
231’—3_\' -8
2.\:4‘1_1 - 24
Descomponemos en factores los segundos miembros: -
231’-3_\' - 23-
, , x+2yv=4
Por la igualdad de potencias, resulta:
Ix—3v=3
Resolvemos este sistema lineal: x=2 y=1

[3.5% +2.6""1 =807
Ejemplo.- Resuelve el sistema -
[15-57" - 6" =339

[3.5%+2.6" 6=2807 [3.5% +12.6” =807
e 4

Se factonizan las potencias: 4 . 1 .
|15- 5%.571 6" =339 13- 5% -6 =339
Hacemos un cambio de variable: a=3 b=¢
) [3a+126=807
El sistema resultante es: b
|3a—b=339
Resolvemos: a=1253. b=36
Deshacemos el cambio: a=5=125 = =5 = x=3

b=F=36 = =6 = y=2



Ejemplo.- Resuelve el sistema {Zx

x—y=2

2¥ —

Despejamos x en la 1* ecuacion:
Sustituimos [1] en la 2* ecuacion:
Se factonizan las potencias:
Resolvemos la anterior ecuacion:
Sustituyvendo en [1] obtenemos x:

La solucion del sistema es:

. en el que aparece una sola ecuacién exponencial.

r=2+y [1]

PV 4. D=6
3.7=6& =2 y=1
x=2+y =>x=3

=3 y=1

x—y=2
2%.2Y =8

De la 2* ecuacion obtenemos:

Ejemplo.- Resuelve el sistema {

¥ =2 & x+y=3

. : ; .. x—y=2
Pasamos asi al sistema algebraico sigmiente:
x+y=3
Resolvemos v obtenemos la solucidn: x=32, y=112

EJERCICIOS
13. Resuelve los sigmentes sistemas de ecuaciones exponenciales.
3}’—2_1' — 3 zx ¥ 2}’ — 5 a-x—z:l" — 1 zx +5I-|_- _ 9
2) o 91 @)
321‘—3,1' — 2'}! 12x _3_2}: — _3 52.‘4’—3}' — 5 21’—1 +5,‘I.'+1 — 41

14. Besuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

] x+y=>5 b ['?1”3:":1.-7 ) log (x+y)+log (x—y)=log 33
. . A9, .
227 =14 |74 — 17 e’ =t
; 3.2 12y 4 ) x-y=3
e
4.2¥1_3.97 _g EI_EJE%

(8]

. en el que nuevamente aparece una sola ecuacion exponencial.



