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Ecuaciones y sistemas de ecuaciones con dos incognitas

1. ¢;Podemos decir que las dos ecuaciones siguientes son dos “datos distintos”? ;No
es cierto que la segunda dice lo mismo que la primera?

2x+ y=5
4x +2y=10

B Represéntalas graficamente y obser-
va que se trata de la misma recta.

Se trata de la misma recta.

uiy

2+ y|=5

B Pon otro sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas en el que la segunda
ecuacion sea, en esencia, igual que la primera. Interprétalo graficamente.

x+ y=1
3x+3y=3

Graficamente son la misma recta:

x+y=|1
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2. Observa las ecuaciones siguientes:

2x+ y=5
x— y=1
x+2y=4
B Represéntalas y observa que las dos I x—ly=1

primeras rectas determinan un pun-
to (con esos dos datos se responde a
las dos preguntas: x=2,y=1) y que
la tercera recta también pasa por ese
punto.

QLD

ui

B Da otra ecuacion que también sea
“consecuencia” de las dos primeras x_|ly=1
(por ejemplo: 2 - 12 + 3 - 22) repre- [
séntala y observa que también pasa
por x=2,y=1.

QLD

-

2-12+3:22 —» Tx-y=13

2x+Y55

7x—y|= 13
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3. Observa que lo que dice la segunda ecuacion es contradictorio con lo que dice

la primera:

2x+y=5
2x +y=7

B Represéntalas y observa que se trata
de dos rectas paralelas, es decir, no
tienen solucién comiin, pues las rec-
tas no se cortan en ningdn punto.

i

Rx Hy =[5
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B Modifica el término independiente de la segunda ecuacion del sistema que
inventaste en el ejercicio 1y representa de nuevo las dos rectas.

Observa que lo que dicen ambas
ecuaciones es ahora contradictorio y
que se representan mediante rectas

paralelas.
x* =1 Rectas paralelas:
3x+3y=0 1

35+ 3y =0

4. Fijate ahora en este sistema formado por tres ecuaciones:
2x+ y=5
x— y=1
x+2y=0

B Representa las tres rectas y observa
que la tercera no pasa por el punto x=y=|1
en el que se cortan las otras dos.

x+2y$0

ur
I
—
~

B Modifica el término independiente Tx+y=0
de la recta que inventaste en el ejer-
cicio 2. Observa que lo que dice des-
pués del cambio es contradictorio
con las dos primeras ecuaciones y
que, al representarla, no pasa por el
punto de corte de ellas.

2x+ y=5
x—-y=1
Tx— y=0
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1. Sin resolverlos, ;son equivalentes estos sistemas?

- - x+ y-z=5 -
a){ x+y=5 b){x+y—z—5 D! x+ y - d){mﬁ y—z=11

2x—y=7 x+y =7 20+ 2y —z =12 x+2y—z=7
x+y=5 z=2 z=2 x+y—z=11
3x =12 x+y =7 x+y =7 y =—4
a) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de sumar las dos que tenia-
mos.

b) Hemos sustituido la primera ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.

¢) En el primer sistema, la tercera ecuacion se obtiene sumando las dos primeras. El
resto es igual que en b).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacion por el resultado de restarle a la segunda
ecuacion la primera.
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1. Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas:

2x+ y=1 x+ y+z=6 x+y+z=6 x+y+z=6
a)<3x+2y=4 b) y—-z=1 Aix+y+z=0 d) y—z=1
x+ y=3 x+ 2y =7 x —-z=0 z=1

D2x+ y=1 - y=1-2x
3x+2y=4 1-2x=3-x = x=-2, y=3-(-2)=5

x+ y=3 - y=3-x
Veamos si cumple la 22 ecuacion: 3 - (=2) +2-5=-6+10=4

Solucion: x = -2, y=15. Son tres rectas que se cortan en el punto (-2, 5).

bx+ y+z=06 , _ .
Y La 3% ecuacion se obtiene sumando las dos primeras;

podemos prescindir de ella.

X+y=6-=z X=6-2z-y=6-2z-1-2z=5-2z
y=1+z2

Solucion: x=5-2\, y=1+ A, z=A Son tres planos que se cortan en una recta.

Ax+y+z=6 Las dos primeras ecuaciones son contradictorias.
x+y+z=0 El sistema es incompatible.
X -z=0 Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
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Dx+y+z=6| z=1
y—-z=1 y=1l+z=
z=1 x=6-y

Solucion: x =3, y=2, z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1.

2. a) Resuelve el sistema: { x+2y=3

x— y=4
b) Afiade una tercera ecuacion de modo que siga siendo compatible.
c) Aniade una tercera ecuacion de modo que sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

3-2y=4+y - -1=3y — y=_—1

a)x+2y=3} x=3-2y 3

xX— y=4] x=4+y _ 4 =4_i=£
NEATYEATEET
Solucion: x = ﬂ, Y= -1
3 3

b) Por ejemplo: 2x + y =7 (suma de las dos anteriores).

¢) Por ejemplo: 2x+y=9

dEna) — Son dos rectas que se cortan en (%, %)
. 11 -1
Enb) — Lanueva recta también pasa por 3 3)
11 -1 . L p
Enc¢) — Lanueva recta no pasa por 3 3) No existe ningin punto comun a

las tres rectas. Se cortan dos a dos.
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1. Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:
2x =6
a){Sx ’ ;; b){ x+y+3z=7
-y 5 - z=4
2x -2t=6 2x +3z2=0
)y x+y+3z = | x+3y— z=7
5 — z+ t=4 4x =4
7
a) 3x = *T3 ucic 7 —4
x—2y=5 _x-5 _ 4 Souczon:x—g,y—?
YT TR
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b) 2x =0
xX+y+3z=7 S5x - z=4 z=5x-4=11
5x - z=4 xX+y+3z=7 y=7-x-3z=7-3-33=-29

Solucion: x =3, y=-29, z=11

o) 2x —2t=6| 2x =60+2t | x=3+t¢
x+y+3z =7 5x - z=4—1 z=5x—-4+1t=11+ 06t
S5x - z+t=4 X+y+3z=7 y=7—-x-32=-29-19t

Soluciones: x =3+ A, y=-29—-19\, z=11+06A, 1 =A

x=1
d2x  +32=0] 4x =42 2
xX+3y— z=7 2x +3z2=0 3 3
4x =4 xX+3y— z=7 7-x+z 16
y:—:_
3 9
Solucion: x =1, y=1—6, Z=_—2
9 3
2. ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:
z+ t=3
y+3z-2t=4 b x+y+z=7
a) 2z =2 M2x —z-4
x — z+2=5
_ 2y+ z=1
C){x+y+z+t:g ) 2y _
X-y - x+2y+2z=1
a) z+ t=3 2z = z=1
y+3z-2t=4 z+ =3 1=3-2z=2
2z =2 y+3z-2=4 | y=4-3z+2=5
X - z+2=5 X - z+2=5 xX=5+z-2t=2
Solucion: x=2, y=5, z=1, t=2
x=2+2
b) x+y+z=7} 2x =4+z 2
2x —z=4 x+y=7-z y=7—z—x=5—3—22
Soluciones: x=2+MA, y=5-3\ z=2A
C)x+y+z+t=3} X =2+y } x=2+y
x—-y =2 xX+z=3-y—1 z2=3-y—-1-2-y=1-2y—1t

Soluciones: x=2+N\, y=A z=1-2A—L, t=U
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d 2y + z=1 2y = )
2y =1 2y +z= 2=1-2y=0
x+20+2z=1 x+20+z=1 x=1-2y-2=0
L 1
Solucion: x=0, y= > z=0
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3. Transforma en escalonados y resuelve:
xX— y+3z=—4 x+y+z= 06
A x+ y+ z= 2 b)) x—y—z=-
x+2y— z= 6 3x+y+z= 8
a) x— y+3z=—4 i X— y+3z=—4 12 X—y+3z=—4
x+ y+ z= 2 =18 2y—2z= 06 2t 2 y— z=
xX+2y— z= 6 -1 3y—4z=10 3 3y—4z=10
12 X—-y+3z=—4 | z=-
22 y— z=3  y=3+z=2
32_3.22

—==1 x=-4+y-3z=1
Solucion: x=1, y=2, z=-1

b) x+y+z= 6] 1 xX+y+ z= 06 . -
X—y—z=—4 28— 12 -2y —-2z=-10 ;:(_2) x+y:z;g}
3Bx+y+z= 8| -3 1 -2y -2z=-10 e

(Podemos prescindir de la 32, pues es igual que la 22)

x+y=06-=z x=6-z-y=6-z-5+z=
y=5-z] y=5-=z

Soluciones: x=1, y=5-A, z=2A

4. Transforma en escalonado y resuelve:

x— y+3z = 0
3x -2y —5z+ 7w =-32
x+2y — z+3w= 18
x—3y + z+2w=-26

x— y+3z = 0 12 x— y+ 3z = 0
3x — 2y -5z + 7w =-32 PB=F o i y—l4z + Jw = =32
x+2y— z+3w= 18 3-12 3y — 4z +3w= 18
xX—3y+ z+2w=-26 o= 2y — 2z +2w=-26
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12 x—-y+ 3z = 0 12

22 y—l4z + Tw=-32 22

38-3-22 38z — 18w = 114 2

42 4222 —30z + 16w = —90 1532+ 19 - 42
w=20

x—-y+ 3z = 0

y—ldz + 7w =-32 Z=%=3
19z - 9w= 57 i _
3w= 0 y=-32+ 14z - 7w =10

x=y-3z=1

Solucion: x=1, y=10, z=3, w=0
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1. Resuelve estos sistemas de ecuaciones mediante el método de Gauss:
x+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x—=2y =-3
a)y 3x-2y— z=4 b)) 2x-3y+ 2=2 O 2x+3y+ z= 4
—2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y—5z= 4
Q) x4+ y+ z=2 1 1 1 2 12 1 1 1 2
3x—2y— z=4 3 2 -1 | 4| » 2¢2-3-12 0 -5 4| 22| =
2x+ y+2z=2 -2 1 2|2 3421 0 3 416
1 11 12 x+ p+ z=2 Z=32 "
— 22 (D 05 4|2 S5y + 4z =2 y=""==2
32.5+22»3 0 O 8 24 22:24 5
X=2-y—z=
Solucion: x=1, y=-2, z=3
b) 3x—4y+2z=1 3 4 2|1 12_2. 30 7 2 0] -9
2x-3p+ z=2 -2 3 1|2 > 22-3 -7 =2 0|3
Sx— y+ z=5 5 -1 115 32 5 -1 15

Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

C) X — Zy = _3 1 2 0 —5 12 1 =2 0 —5
2x+ 3+ z= 4 (—2 3 1 4) s 284212 (O -1 1 —2) -
2x + ‘V_SZ= 4 2 1 —5 4 32-2-12 0 5 —5 10

” 1 2 0 -3
— 22 (0 101 2] 5 XY =—3}x=—5+2y
3245.28 0 0 0 0 —y+Z=—2 z==-2+ Y

Soluciones: x=-3+2\, y=A z=-2+A
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2. Resuelve mediante el método de Gauss:

X— y+2z=2 2x— y + w:O 2x— y + w: 9
x-2y+z =0 x-2y+z =11
a)-x+3y+ z=3 b S5x— y+z+ w=0 © Sx— y+z+ w=24
X+ y*5z=7 Sx—2y—z+2w=0 S5x—2y—z+2w= 0
a) X — y+22=2 (1 -1 2 2) 12 (1 -1 2 2)
x+3y+ z=3 -1 3 1 3] - 28412 0o 2 3 51 -
x+ yesz=7 V1 1 57 mee o2 35
x=2-2z+y
%x—y+22=2}x—y=2—22 5_32 5 32
2y+3z=5 2y=5-3z | y=—%H "5~ 1=7%

x=2_22+i_5_z=2_7_z
2 2

2 2
) _9 _5 -
Soluciones: x = 5—77», y= ?—37», z =2\
b)2x— Y + w=0 2 -1 0 1 0 12
x—-2+z =0 1 -2 1 010 2
S5x— y+z+ w=0 5 -1 1 1|0 3% -18
Sx—2y—z+2w=0| \5 -2 -1 2]0 =i
2 -1 0 110 12 2 -1 0 11]0
1 -2 1 010 N 22 1 -2 1 0] 0 N
3 0 1 0,0 F e 4 0 0 010
1 0 -1 010 # 1 0 -1 010
2x—y +w=0 x=0
xX—-2y+z = z=0
7 dx = y=0
X -z = w=0
Solucion: x=0, y=0, z=0, w=20
C) 2X — Y + w= 9 2 -1 0 1 9 12
xX—-2y+z =11 1 -2 1 011 N 28
Sx— y+z+ w=24 5 -1 1 1|24 F=1e
Sx—2y—z+2w= 0 5 2 -1 210 oz
2 -1 0 1 9 12 2 -1 0 1 9
1 -2 1 0 11 N 22 1 -2 1 0 11 N
30 1 0 15 Foa 4 0 0 0] -3
1 0 -1 0l -18 # 1 0 -1 0l-18
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2x—y +w= 9

xX—-2y+z = 11
7 dx = 3

X -z =-18
-3 _ ) _xtz-11_ 11 —9_ -3
X 4 z=x+18 7 > 7 w=9-2x+y

3 .1 __ 6 53
2 YT F T YTy

)
jSN

Solucion: x =
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1. Discute, en funcion del parametro k, estos sistemas de ecuaciones:
4x + 2y =k 4x + 2y =k
Ay x+ y—z=2 b)) x+ y—z=2

kx+ y+z=1 kx+ y+z=0

) 4x + 2y =k (4 2 0 Ie) 12 4 20 /6)
X+ y—z=2 1 1 -1 2| —» 28 1 1 1] 2] >
kx + y+z=1 k1 111 K k+12 0|3

12 4 2 0 k
— 22 ( 1 1 -1 2 )
3 -18 k=30 0 |3-Fk

e Si k=3, queda:

4 2 0 | &k
11 -1 2| 5 ** y—z=2 X—z=2-y
00 0 0 4o + 2y =3 4 =3-12y

z=x—2+y=3_232—2+y=_5+2y=_5 e
4 2
Sistema compatible indeterminado.

Soluciones: x = % -\, y=2\ z= % s

e Si k# 3, es compatible determinado. Lo resolvemos:
X+ y—z=2

4x + 2y =k
(k- 3)x =3 -k
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=2TRk_
x %3
y=/e—4x_/e+4_2+£
2 2 2
sexty-2=—1+2+% _2-_14+ K
2 2
Solucion: x = -1, y=2+£, z=—1+£
2 2
b)4x+2y =/€ 4 2 O /@ 12 4 2 O
x + y_Z=2 1 1 -1 2 — 22 1 1 -1
bx + y+Z=O k1 1 0 3% + 22 k+1 2 0
1a 4 2 0 k
- 22 1 1 -1 2
3e = iz k=30 0 |2-Fk
e Si k=3, queda:
4 2 0] 3
1 1 -1 | 2| Elsistema es incompatible.
00 0]-1

e Si k#3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z=2

4x + 2y =k

(k- 3)x =2-k
w2k

k-3
_k—4x _ R*+k-8
V= 2k —6

2—-k R2+k-8 k> —5k+8

= + =2 = + —2==__-= >
2Ty k-3 20k-3) 2%k—6

. 2—-k B2+ k-8 k2 -5k +8
Sol cx= = =
MR T -6 0 7T 2k—6

2. Discute estos sistemas de ecuaciones en funcion del parametro k:

kx+y—z=8 x+ y+ =z=1
a)| x+y+z=0 b) y+kz=1
2x tz=k x+ 2y =k

x+y+Z=() 1 1 1 0 22

a)/(gx+y_z=8 k1 -1 8 JERp k—1 0 =2
N 11
e ta=k 20 1 | k 3 20
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12+ 2 - 32 k+3 0 0 8 + 2k
— s 1 1 1 O
32 2 0 1 k
e Si k=-3, queda:
0 0 O 2
1 1 1 0| |Sistema incompatible.
201 3

e Si k# -3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

(k + 3)x =8+ 2k
x+y+z=0
2x +z=FK
x=8+2/e
k+3
r=k—2x=R k16
k+3
k> —k+8
S
! G+ 3
2 2
Solucz’o’n,-x=8+2k, =_k—/€+87 _ k*—k-16
k+3 (k+3) k+3
b)x+ Y+ z=1 1 1 1 1 12 1 1
y+hkz=1 01 k 1| & 22 0 1
X+ 2y =k 1 2 0 &k 3212 0 1
12 1 1 1 1
- 2 0 1 k 1
32 0 0-1-k k-2
e Si k=-1, queda:
1 1 1 1
0 1 -1 1| Sistema incompatible.
00 0 =3

e Si k#-1, es compatible determinado. Lo resolvemos:

x+y + z=1
Y +hkz=1
l-Rz=k-2
_ k-2 _2-k
-1-k 1+k

2k—R> _ 1+ k—2k+ R

1 - py=1-

1 1

k 1 N
I
_1—k+k?

2—Ie)
erIe(1+le

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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1—k+k> 2-k _1+k-1+k-—k-2+k _

x=1-y-z=1

1+k 1+k 1+k
_ 2+ 3k-k?
1+k
Solucio’n'x=_2+5k)’_k’2 S l-krk? z=2_]e
' 1+k 1+, 1+4k
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Halla, si existe, la solucion de los siguientes sistemas e interprétalos grafica-

mente:
=2
32: y=1 x+2y=1
a) y_ b){2x—- y=3
5x— y=4 v p-8
2x+2y=1 Sx+ y=

Los resolvemos por el método de Gauss:

a) 1 2 123 .02 4 -1
-1 1 N 22 -1 1
-1 4 3-5-2¢ 4 -1
2 1 #-2-2 4 -1
Podemos prescindir de las dos ultimas filas, pues coinciden con la primera. Que-
darfa:
4dy=-1 — y= -1
4
1 _3
x-y=1 =2 x=1+y=1-—==
y ¥y A

one (2,21
Solucion: ( R

. -1
El sistema representa cuatro rectas que se cortan en el punto (%, T)

2 1 12 2 1
-1 3| > 22-2-12 -5 1
1 8 a_5.12a -9 3

. -1 . . -1
De la 22 ecuacion, obtenemos ) = ?; de la 3* ecuacion, obtenemos ) = =

b)

Luego, el sistema es incompatible.

El sistema representa tres rectas que se cortan dos a dos, pero no hay ningin
punto comun a las tres.
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Comprueba que este sistema es incompatible y razona cual es la posicion re-
lativa de las tres rectas que representa:

x+2y=5
3x— y=1
2x+4y=0

Si dividimos la 32 ecuacion entre 2, obtenemos: x + 2y = 0. La 1? ecuacion es
x + 2y =5. Son contradictorias, luego el sistema es incompatible.

La 12 y la 3* ecuacion representan dos rectas paralelas; la 22 las corta.

Resuelve e interpreta geométricamente el sistema:

B/2)x-3y=0

-1 210 12 -1 210 12 -1 2|0
2 1 |-1] > 2:2+2-12 0O 5 |-1| > 22 0 5|-1
3/2 3|0 @/3) - 3¢ 1 2|0 32+12 0 01]0
-2
-x+2y=0 }x—Zy——S
S5y =-1 _ -1
Y7
Solucion: (i, i)
5 5
Geométricamente, son tres rectas que se cortan en el punto (_DTZ _?1)

Resuelve los siguientes sistemas reconociendo previamente que son escalo-
nados:

_ -y+ z=1
a){zx_11y= o b) 9z =2
y=- 3x—y+ z=3
x+y—1 =2 2x-3y+z=0
<) y +z=4 dDi3x—y =
y+it—-z=1 2y =
_ =%
V22— y= 717711
11y = -69 x=7+y:_4
2 11
Solucion: (i, _—69)
11° 11
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b) -yt z=
9z =2 z=% y=z—1=% 3+§_Z
Ax—y+ z=3
Solucion: (i, _—7, 3)
399
D s ~ z=A
o x y—f+ :4 y=4-z
PR t=l-y+z=1-(G-2+2z=73+22
yHl—z= X=2-—yp+1=2-(4-2)—3+22=-5+ 3z

Soluciones: (=5 + 3\, 4—A, A, =3 +2\)

d2x-3y+2=0

3x— y =0 y=l x=2 -1 z=—2x+3y=1
2 3 6 6
2y =1
Solucion: (%, %, %)
6 Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales:
S
2x + 5y =16 3x+2y+ z=1
a){ x+3y—-2z=-2 b){5x+3y+3z=3
x  + z=4 x+ y+ z=0
a) 2x + 5y =16 25 016 e 250116
X+3y—2z=- 1 3 2| 2| > 22423 330106
X + z= 4 1 0 1 4 3¢ 1 0 1 4
12 2 5 0] 16 18 _5.28 30 0|6
— 22:3 1 1 0O 2| > 22 1 1 0O 21 -
3? 1 0 1 4 : 1 0 1 4
—3x =6 | x=-2
- x+y =2 y=2-x=4
x tz=4 | z=4-x=6
Solucion: (=2, 4, 6)
b)3x+2y+ z=1 3 2 111 32 1 1 110
Sx+3y+3z=3 53 3| 3| —> 2 5 313>
x+ y+ z=0 1 1 1 0 12 3 2 1 1
12 1 1 1 0 12 1 1 1
— |28-5-12 0 -2 2|3 > 2 0 -2 213
=308 0 -1 211 2-30+2 00 2 |1
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x+y+ z=0

S 2y-2:-3 ¢ z=—+ y=2t22
2 -2
2z=1
Solucion: (i, -2, i)
2 2

X=—y-—z=

6 Transforma en escalonados y resuelve los siguientes sistemas:

_ - y+z=1
a){gx:sy; 1; b){ x—2y—=z=2
Xroy=- 3x— y+z=3
a)2x— y= 7 (2 -1 7) 12 (2 -1 7) 2x
5x+5y=—17} 5 3 1-17 T o2z 11 0 | 4 _>11x
4 -69
== =2yx_7 =7
T T
Solucion: (i, _—69)
11° 11
b) —y+z=1 0 -1 1 1 2 1 -2 -1 2
X—-2y—z=2 1 -2 -1 21 —> 18 0 -1 1 1] —
3x— y+z=3 3 -1 1 3 3 3 -1 1 3
12 1 -2 -1 2 2 1 -2 -1 2
SN 0 -1 1| 1| 2 0 -1 1|1
3#-3-1 0 5 4|3 3452 0 0 9 2
X—-20)—z=2 5 7
- -y +z=1 z=§ y=z—l=7
9z =2
‘, 2 =7 2
Solucion: (—, —_, —)
3°9°9
e Resuelve:

S
x+ y— z=1 3x+4y— z= 3

a){3x+2y+ z=1 b){6x-6y+2z=-16
5x+3y+3z=1 x— y+2z= -6

a x+ y— z=1 1 1 -1 1 12
3x+2y+ z=1 3 2 1 1| - 2¢-3-1¢
Sx+3y+3z=1 53 3 1 3#-5-10

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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12 1 1 -1 1
— 20 (0 -1 4 _2)_>x+y— z=1 }
33_7 .08 0 0 0 0 —y+4Z=—2
y=4dz+2
x=1-py+z=1-Uz+2)+z=-1-32
z=A

Soluciones: (=1 — 3L, 2+ 4\, N

b)3x+4y—- z= 3 3 4 1| 3 3 1 -1 2| -6

6x — 6y + 2z = -16 6 -6 2| 16| —» 2t:2 3 3 1 -8 =
X— y+2z= -0 1 -1 2| -6 12 3 4 -1 3

il 1 -1 2 -6 2 1 -1 2 -6
— 22312 0 0 -5 | 10| » 22:(D 0O 0 1 21 =

3*-3-12 0 7 7121 3#:7 0 1 -11] 3
_)x—y+2§z:g y=3+z=3-2=1

_ =0+y-2z=-06+1+4=-1
y- z= 3

Solucion: (-1, 1, -2)
8 Razona si estos sistemas tienen solucion e interprétalos geométricamente:

ayl X* 2y— z=3 b) —x+3y+6z=3

2x +4y—-2z=1 2/3x—2y—4z=2

Q) x+2y- z=3 Si dividimos la 22 ecuacion entre 2, obtenemos :
2x + 4y — 2z =1

x+2)—z= %, que contradice la 12.
El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

b) —-x+3y+6z=3

(2/3%) — 2y — dz = 2 } Si multiplicamos por — % la 12 ecuacion, obtenemos:

Ex — 2y —4z=-2 que contradice la 22 ecuacion.

3

El sistema es incompatible. Son dos planos paralelos.

o Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:

x+2+z=3

a — =
)¢ x— y—z=-10 2x— y4z=—1

x+2y+z= 9
o]
2x— y+z= 5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



9
19
-13

—-x+2y— z=1 2x—-3y+z=0

O 2x—4y+2z=3 dDi3x—y =0

x+ y+ z=2 4x+ y—-2z=0

a) x+2p+z= 9 1 2 1 9 12 1 2 1
x— y—-z=-10 1 -1 -1 |-10| > —2#2+12 0 3 2
2x— y+z= 5 2 -1 1 5 3¥-2-10 0 -5 -1

12 1 2 1 9 X+2p+ z= 9
- 2 0 3 2 19| - 3y +2z=19

284238 0o -7 0| =7 =7y =7
y= 19;3y=8 xX=9-2y-z=-1
Solucion: (-1, 1, 8)

b) x+2y+2=3 (1 2 1‘ 3) i (1 2 1‘3)

2% — y+z=—1} 2 11| 1) 7 ez 05177
7z
_ =53
o, Xt2y=3-=z 5 5
y=7-z2 x=3—z—2y=3—z—%+2?z=%_5?z
Si hacemos z = S\, las soluciones son: (l—37\., %—7», SK)

O —x+2y— z=1 -1 2 -1 |1 32 1 1 1|2
2x—4y+22=3 2 4 2 | 3| > 2 2 4 2 | 3] >
X+ y+ z=2 1 1 1 ]2 1 -1 2 111

12 1 1 1 2 12 1 1 112
— |22-2-1¢ 0 =6 0| -1] > 20+2-3 00 0]>5
SaRE 0 3 0/ 3 3 03 013
La segunda ecuacion es imposible: Ox + 0y + 0z =5
El sistema es incompatible.

dD2x-3y+2z=0 2 3110 12 2 3 1|0
3x— ) =0 3 -1 0|0 —> 2 3 -1 00| —>
dx+ y—2z=0 4 1 =110 3#+1 6 -2 010

il 2 -3 110 5 B
- 2 3 -1 00| x‘5y+z‘0}
3a_2 .23 0o 0 0 0 3x — Y =0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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y=3x
=-2x+3y=-2x+9x=7x
x=A

Soluciones: (h, 3\, 7\)

@ Resuelve por el método de Gauss:
S

x +2z=11 x+y+z+it=1
x+y =3 x—y+z—-t= 0
a) y+ z=13 b) x+y—z—t=-1
x+y+ z=10 x+y+z—t= 2

x—-3y— z=-1
x+5y+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

2x+ y+3z=0
A4x+2y— z=0 d
6x+3y+2z=0

) x  +2z=11 10211 1 10211
x+y =3 1 1 0 3 N 22 =02 0 1-2|-8 N
y+ z=13 01 113 & 01 1|13

x+y+ z=10 1 1 1110 w-r 01 -11-1
12 10 2|11 12 10211
oz 0 1 -2|-8f , 2 01 -2|-8|
320 00 3 21 3 -3 4 0000
E=2 00117 # 00117
L7 i;‘:ii = 8+2:=-8+14=6
ooz x=11-22=11-14=-3
z= 7
Solucion: (=3, 6, 7)

Dx+y+z+t= 1] (1 1 1 11 12 11 1 1]1
x-y+z-t= 0|1 -1 1 -1|0]| 2 0-2 0 -2|-1| |
X+y—z—t=-1 11 -1 -1|-1 S 00 2 2|2
X+y+z—t= 2 11 1 112 w-r 00 0 —=2/1

x+y+z+ 1= 1

2y —2t=-1
z+ t= 1
2= 1
1 13 2-1
f=— = —1-f=1+L=3 - -1 “l—y—z—t=-1
2 o ) x y==
3 3001
Solucion: -1, 1, > - L
olucion LS5

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



A2x+ y+3z=0 21 3|0 12 21 3|0
dx+2y— z=0 4 2 10| > 220-2-12 00 7|0 =
6x+3y+2z=0 6 3 210 ¥-3-1 00 =710

z=0
o Xry+32=0 = _2x Soluciones: (A, =2\, 0)
—7z=20
x=2A

d) X—3y— z=-1 1 3 -1 -1 33 1 1 1 1
X+5)+3z= 3 15 3 3 22 15 3
Xt p+ oz= 1 11 1 1] 7 e 1 -3 1| -1
3x+7y+52= 5 3 7 5 5 4 3 7 5 5

12 1 1 1 1 12 1 1 1 1
28 _ 12 0 4 2 28 .2 0 2 1 1
= oo 0 4 -2 | 2| 7 zs+m 000 0
=g 0 4 2 2 B =2 00 010
_ z=1-2y
- x+2y:z:1 x=1-y-z=1-y-1+2y=y
)+ z y=2
Soluciones: (N, A, 1 =20
m Clasifica los siguientes sistemas en compatibles o incompatibles:
x+y+z=3 x+y+z=3
aA){x+y—z=3 b){2x—y+z=2
z=0 x—-y+z=1

aA)x+y+z=3 x+y=3
xX+y—z=3 x +y=3 ; Compatible indeterminado.

z=0 z=0

b) x+y+z=3 1 1 1 3 12 1 1 1 3
2x—-y+z=2 2 -1 1|2 —> 22-2-12 0 -3 1| 4| —
x—y+z=1 1 -1 1 1 312 0 -2 0 -2

— Compatible determinado.

PARA RESOLVER

@ Estudia los siguientes sistemas y resuélvelos por el método de Gauss:

S x-2y-3z=1 2x—-3y+z=0
a) x—4y-5z=1 b){ x+2y-2=0
2x+ 2y +4z=-2 4x+ y—-z=0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



1
0] —

-1

x—4y-5z=1 1 -4 -5

a) x-2y-3z=1 (1 -2 -3
3¢:2 -1 1 2

1 12 1 -2 -3
1) > 22-12 0 -2 -2

2x+ 2+ 4z =-2 -2 2 4 | =2
12 1 -2 3 1 12 1 -2 3 1
- 22:(2 o 1 1 0] = 22 o 1 1 0
3¢+ 12 0 -1 -110 3¢+ 28 00 010

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x—-2y—-3z=1

xX—-2=1+3z — x=1+3z+2y=1+3z-2z=1+=z2
y+ z=0

y=-z

Solucion: (1 + A, —A, V)

b)2x-3y+z=0 2 3 110 il 2 3 110
X+2y—2z=0 1 2 -1]0] - 20+12 3 -1 0] 0] —
4+ y—2z=0 4 1 =110 3+ 6 2 010

12 2 =3 110
- 2 3 -1 0 | 0] — Sistema compatible indeterminacdo.
¥-2-2 0 0 010
_ y=3x
Lo resolvemos: >¥ ~ 3 *Z=0 z=-2x+3y=-2x+9x="7x
dx— =0 x=A

Soluciones: (A, 3\, 7A)

Pagina 47

@ Estudia y resuelve estos sistemas por el método de Gauss:

S —x+ y+3z=-2 y+ z=-1
a)y 4x+2y— z= 5 b)ix— y =1
2x+4y—-7z= 1 X+ 2y +3z=-2

5x+2y+3z= 4 x— y+32-144=0
Oi2x+2y+ z= 3 d | 2x—2p+3z+ =0
x—2y+2z=-3 3x—3y +5z+ 6t=0

a)—x+ y+3z=-2 -11 3 |2 12 -11 3 |2
4x+2y— z= 5 (4 2 -1 5)—) 28 + 4 - 12 (0 6 11 —3)—)
2x+4y-T7z= 1 2 4711 ¥r2- 1 0 6-11]-3
12 -11 3 -2
— |22 (O 6 11 —3) — Sistema compatible determinado.
3 -2 0 0-121 0

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



-x+y+ 3z=-2

Lo resolvemos: 6y + 11z =-3 y=—% x=y+ 5Z+2=%
z= 0
Solucion: (i, —l, O)
2 2
b) y+ z=-1 0 1 1 |[-1 22 1 -1 0 1
xX—y =1 1 -1 0 1f—> 1 0 1 1 /|-1|-=
X+ 2y+3z=-2 1 2 3|2 3 1 2 3 |-=2

12 1 -1 0
- 22 0o 1 1
_12

0 3 3

1 12 1
1| - 2 0
-3 32-3.20 0

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

OHL
[ )
o L~
_

x—p -1 x:1+y
+z=-1 =TTy
Y y=2A

Soluciones: (1+ A, A, =1 -=2N)

O)S5x+2p+3z= 4 5 2 3 4 32 1 =2 2 | =3
2x+ 2+ z= 3 (2 2 1 3)—) 2 (2 2 1 3)—)
X—2y+2z=-3 1 -2 2| -3 1 5 2 3 4

iE 1 2 2 |3 12 1 2 2 |3
3 28-2.18 (0 6 -3 9) — 22:3 (0 2 -1 3)
a_5.18 0 12 —7 19 33 _2.22 0 0 -1 1

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

X—2y+2z=-3 z=-1
2)— z= 3 ¢ y=1
—z=1 =-3+2)-2z=1

Solucion: (1,1, -1)

2x =2y +3z+ (=012 23 1

d) x— y+3z-14t=0 (1 -1 3 -14
3x—3y+5z+ 61=0]\3 35 0

0 12 1 -1 3 -14
0]—> 22-2-12 0 0 -3 29

0 3¥-3-1 0 0 —4 48

0
0l—
0

18 1-13-14/0
- 2 00-32 |0
4224303 000 2810

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

t=0
X-—y+3z-14=01 __,
32 +291=0 ~
xX=y

28t =0
y=»X

Soluciones: (A, A, 0, 0)

m Discute los siguientes sistemas de ecuaciones:

S
x—y— z=k x+ y— z=0

)y x—y+2z=1 b)] x+3y+ z=0

2x+y+kz=0 3x+ay +4z=0
x=2y+ z=1 3x+2y+az=1

Aimx+ y— z= 1 d){5x+3y+3z=2

3x +4y—2z=-3 x+ y— z=1

a x—-y—- z=~k 1 -1 -1 |k 12 1 -1 -1 k
x—y+2z=1 1 -1 2 1] —» 22-12 0o 0 3 1-%k
2x+y+kz=0 21 k[0 3¥-2-1 0 3 k+2 | =2k
Sistema compatible determinado para todo k.

b) x+ y- z=0 11 -11]0 12 1 1 -1]0
x+3y+ z=0 1 3 1 o » 22-12 o 2 2 |0|—>
3Ax+ay+4z=0 3 a 410 3*-3-1 0a-3 7 10

10 1 1 -11]0 1 11 -1]0
S 2.2 0 1 1 o - 2 0 1 1 0
3 0a-3 7 0 3#-7-2 0 a-10 O 0
eSi a=10 — Sistema compatible indeterminado
eSi a#10 — Sistema compatible determinado

O x-2p+ z= 1 1 21 1 12 1 -2 1 1
mx+ y— z= 1 m 1 -1 1] —> 3 3 4 2 3| -
3x + 4y —2z=-3 3 4 2| -3 2 m 1 -1 ] 1

12 1 -2 1 1

- 2210 5 0 0 -1

3+ s m+1 -1 O 2

Compatible determinado para todo m.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



dD3x+2p+az=1 3 2 a |1 38 11 -1 |1
S5x+3y+3z=2 53 3 |2—> 2 53 3 21 =
x+ y— z=1 1 1-111 112 32 a |1
iE 1 1 -1 1 12 1 1 -1 1
- 2-5-12 0 2 8 | 3| 2 0 -2 8 -3
3#-3-1 0 -1 a+3| -2 =23+ 0 0 2-2a 1
2-2a=0 — a=1
eSi a=1 — Sistema incompatible
eSi a#1 — Sistema compatible determinado
15 Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:
S 2x—-y = 4 2x+ y— z=1
) —x+y/2=-2 b))y x-2y+ z=3
x+Ry = 2 5x—-5y+2z=m
aA)2x-—y = 4 2 -1 | 4 i 2 -1 4
—x + /2 =2 -1 172 | 2| > 2-22+12 0 0 0
x+ky = 2 1 k|2 231 02k+1 |0
eSi k=- % — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
= 2x —4
2x—y=4 — {7
v {x =2
Soluciones: (A, 2\ — 4)
°Si k#-— % — Sistema compatible determinado.
2x — y=4 | =0
QRk+Dy=0] x=2
Solucion: (2, 0)
b)2x+ y—- z=1 2 1 -1]1 2 1 -2 1 3
x—-2+ z=3 1 -2 1 31— 18 21 -1 |1 =
Sx—5y+2z=m 5 5 2 |m 3 5 5 2 |m
1a 1 -2 1 3 12 1 -2 1 3
- 22-2-1 5 3 -5 - 2 0 5 -3 -5
-5 0 5 3| m-15 -2 0 0 0 |m-10

eSi m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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_ S +3z -1+ 3z
X-2y+ z= 3 Y 5 5

Wm3EES 3+2p-2=3- 2+6—;—z=1+—’§

Haciendo z = 5SA.
Soluciones: (1 + A, =1 + 3\, 5L)

eSi m#10 — Incompatible

@ Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema e interprétalo geomé-
§ tricamente:

- 3y— z=-1
x+ 5y+3z= 3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z= 5

x—3y— z=-1 1 -3 -1 | -1 3 1 1 1 1
x+5+3z= 3 1 5 3 3 28 1 5 3 3
x+ p+oz= 1|1 1 1 | 1|7 = 1 3 1| |~
3x+7y+5z= 5 3 7 515 # 3 7 515
1 1 1 1 12 11 1]1
L, ozer 0 4 2 2|, |22 02 11|
33—13 0 4 2| =2 3+ 2 00 01]O0
-3 0 4 2| 2 -2 00010

oyt a=1 z 2y
- XTyTE= X = y—z=y
Y

1-

1-

2y+z=1 Y
Soluciones: (A, A, 1 —2MA). Son cuatro planos con una recta en comun.

m Resuelve cada uno de los siguientes sistemas para los valores de m que lo ha-
S cen compatible:

xX— y—2z=2

x+2y=3
_ 2x+ y+3z=1
i P Plax Tazes
xToy=m x+2y+5z=m
a) x+2p=3 1 23 12 1 2 3
2x— y=1 21,1 > 22-2-12 0 -5 -5 -
4dx+3y=m 4 3 |'m 3 -4-12 0 -5 | m-12
1 1 2 3
- 22:(5 01 1
512 00| m-7

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



eSi m=7 — Sistema compatible determinado
x+2=3
y=1
Solucion: (1, 1)

} x=3-2y=1

eSi m#7 — Sistema incompatible

b) x— y—-2z=2 1 -1 2| 2 12 1 -1 =2
2x+ py+3z=1 2 1 3 1 N 22— 20 12 0o 3 7
3x + z=3 3 0 1 3 3¥-3-1 0 3 7
X+2y+5z=m 1 2 5 |m =i 0 3

n 1 -1 -2 2
2 o 3 7 -3
= o 00 0 0
== 0 0 0| m+1

eSi m=-1 — Sistema compatible indeterminado.

_ —5—7Z=_1 7z
X— y-2z= 2 Y 3 3
WHTIE=DB ) dwyee-2-1-LF -1 2
3 3
Haciendo z = 3A:
Soluciones: (1 — A, =1 — 7\, 3M)
eSi m#-1 — Sistema incompatible
18 Discute y resuelve en funcion del parametro:
S
—x+my+ z= 2 x+ y+ z=0
a)<2x— y+2z=0 b){3x+2y+az=5
—-X —3z=-2 2x+ y+ z=3
a)—x+my+ z= 2 -1 m 1 2 32 1 0
2x— y+2z= 0 2 -1 2 O — 2 2 -1
—X —3z=-2 -1 0 3| =2 1 -1 m
12 1 0 3 2 12 1 0
— 22-2-10 0 -1 -4 | 4| > -2 0o 1
Sa 0 m 4 4 3+ 2 0 m-1

eSi m=1 — Sistema compatible indeterminado

x +3z=2 x:i:ii
yt+dz=4 Y
z=2A

Soluciones: (2 — 3\, 4 — 4k, A)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss
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Solucion: (-1, 0, 1)

eSi m#1 — Sistema compatible determinado
X +3z=2 | =0
y+dz=4 rz=1
(m -1y =0 | x=2-3z=-1
b) x+ y+ z=0 11 11]0 il
3x+2p+az=>5 3 2 a5 - 3
2x+ y+ z=3 2 1 1 3 28
12 1 1 1 0 12
- 22-2-12 0 -1 -1 3 - -2
=501 0 -1 a-3 5 =2

eSi a=2 — Sistema incompatible

eSi a+2 —

X+ y+ z= 0
v -3
(a-2)z= 2
2
z =
a—2
e 2 - 2 2 _4-3a
Y 3oz 3 a—2 a—2
x=y—z —4+3a 2 3a-06
a—2 a—2 a—2
. (3a-6 4-3a 2
Solucion: (a—z’ P

1

0

S métricamente:
= xX=y =
a){“x‘ Y 1 b) | 2x +3y—5z=-16
x—oy=20—-1 _
x+toy— z=
aox— y= 1 (OL -1 1 ) 12
— B a
x—0oy=20-1 1 —o200-1 28 o — 12

e Si a#1, queda:

(1 -1
0 0
e Si a=-1, queda:
(—1 -1
0 0 2

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss

o=0

S O

|

110

1 3) -

a | 5
1 1
1 1
0 a-2

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

o -1
0 1-o0?

1
) Sistema incompatible. Son dos rectas paralelas.

1
202 -0 —1

1 . ) ) ) o
O) Sistema compatible indeterminado. Son dos rectas coincidentes.

Discute los siguientes sistemas segun los valores de o e interprétalos geo-

|



eSi a#1 y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son dos rectas se-

cantes.
b) x-— y = 1 1 -1 0] 1 il 1 -1 0] 1
2x +3y—52=-16 2 3 5|16 > 22-2-12 0 5 -5|-18|—
x+oy— z= 0 1 a -1 0 ¥ Oo+1-1] -1
12 1 -1 0 1
- 2 0 5 -5 | -18
5:3-2 0 sa 0 | 13

eSi a0 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que se cortan
en un punto.

eSi =0 — Sistema incompatible. Los planos se cortan dos a dos, pero no
hay ningtn punto comun a los tres.

20 Se considera el sistema de ecuaciones lineales:

x + 2y+3z=1
x + ay +3z=2
2x+(2+a)y+6z=3

a) Encuentra un valor de a para el cual el sistema sea incompatible.

b) Discute si existe algiin valor del parametro a para el cual el sistema sea
compatible determinado.

c) Resuelve el sistema para a = 0.

X+ 2p+3z=1| (1 2 3|1 12 2 31
X+ ay +3z=2 1 a 3 2)—) 28 12 (O a—2 0 1)—)
2x+(2+a)y+62=3 2 R2+a) 613 3#-2-12 0a-2 0 1

12 1 2 3 1
- 22 (O a—-2 0 1)

3% -2 0 0 010

aa=2

b) No existe ningin valor de a para el cual el sistema sea compatible determinado.
o) Si a =0, queda:

y=-1/2

’H?J’%: Xx—1+32=1 — x=2-3z
2y z=A\

Soluciones: (2 — 3\, —%, A)

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



21 Considera el sistema de ecuaciones:

2x—-2y— z= 4
x+2y—-2z=-1
X - z=1
a) ¢Existe una solucion en la que y sea igual a 0?
b) Resuelve el sistema.
c) Interprétalo geométricamente.
2x —2y— z= 4 (2 -2 —14) 3 (1 0 -1 1) 12

xX+2y—-2z=-1 1 2 2|-1]- 22 1 2 2| -1]|— 2¢-12
X — z= 1 1 0 -1 1 12 2 2 - 4 a_ .12

1 0 -1
0 2 -1

0-21

1 12 1 0 -1
-2 - 2 0 2 -1

2 32 4+ 22

_ x—z= 1 z=2
Vy=0 - —z=—2}x:1+z=3}
Solucion: (3,0, 2)

bDx=1+z=1+2y+2=3+2y
z=2y+2
y=h

Soluciones: (3 + 2\, A, 2\ + 2)

©) Son tres planos que se cortan en una recta.

@ En cierta heladeria, por una copa de la casa, dos horchatas y cuatro batidos
§ te cobran 34 € un dia. Otro dia, por 4 copas de la casa y 4 horchatas te cobran
44€ y, un tercer dia, te piden 26 € por una horchata y cuatro batidos. ¢Tienes
motivos para pensar que alguno de los tres dias te han presentado una cuen-

ta incorrecta?

Llamamos x al precio de una copa de la casa, y al precio de una horchata, y z
al precio de un batido. Asi, tenemos que:

X+20+4z=34 | x+2p+4z=34 1 2 4 | 34 22
4x + 4y =44 ¢+ x+ y =11 (1 1 0 11) — 1222
y+ 4z =26 y+ 4z =26 0 1 4 1|26 3
1 1 0 |11 18 1 1 0 |11
(O 1 4 23)—> 28 (O 1 4 25)
0 1 4 1|26 3¢ -2 0 0 0 3

El sistema es incompatible. Por tanto, alguno de los tres dias han presentado una
cuenta incorrecta.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



23 Dos amigos invierten 20 000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A al

S 4% de interés, una cantidad B al 5% y el resto al 6%. El otro invierte la mis-
ma cantidad A al 5%, la B al 6% vy el resto al 4%.
Determina las cantidades A, B y C sabiendo que el primero obtiene unos in-
tereses de 1050 € y el segundo de 950 €.
A+ B+ C = 20000 A+ B+ C= 20000
0,044 + 0,05B + 0,06C = 1050 ¢ 44 + 5B + 6C = 105000
0,054 + 0,06B + 0,04C = 950 | 54 + 6B +4C= 95000
1 11 20000 12 1 1 1 | 20000 12
4 5 6 105000 —» 22-4-12 0 1 2 | 25000 —» 2¢
5 6 4 95000 3#-5-1 0 1 -11] -5000 3+ 2
1 1 1 | 20000 A+ B+ C=20000 | C=10000
1 25000 — B+2C=25000 ¢ B= 5000
0 0 3 [ 30000 3C=30000 | A= 5000
Solucion: A=5000€; B=5000€; C=10000€
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@ Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de

S

6384 €. El precio original era de 12 €, pero también ha vendido copias de-
fectuosas con descuentos del 30% y del 40%. Sabiendo que el nimero de co-
pias defectuosas vendidas fue la mitad del de copias en buen estado, calcula a
cuantas copias se le aplicé el 30% de descuento.

Llamamos x al n? de copias vendidas al precio original, 12 €; y al n® de copias
vendidas con un 30% de descuento, 0,7 - 12 =84 €;y z al n® de copias vendidas
con un 40% de descuento, 0,6 - 12 =72 €.

Asi:

x+y+z=0600

125 + 8,4y + 7,22 = 6384 | ¥ F Y+ 2= 0600

12x + 8,4y + 7,22 = 6384

y+z=7 x—=2y-2z=0
1 1 1 | 600 12 1 1 1 [600 12
1284726384 | —» —22+12-12 03048816 —» 2
1 -2 -2 0 B 0 3 3 [600 33
1 1 1 |600 18 1 1 1 ]600
03648816 —» 3 0 1 11200
0 1 1 |200 26-36- 3 0 0 1296
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x+y+ z=600| z= 80
y+  2=200 ¢ y=120
12z= 96 | x =400

Solucion: El 30% de descuento se le aplicé a 120 copias.

25 Un cajero automatico contiene 95 billetes de 10, 20 y 50 € y un total de
S 2000 €. Si el nimero de billetes de 10 € es el doble que el nimero de billetes
de 20 €, averigua cuantos billetes hay de cada tipo.

Llamamos x al n? de billetes de 10 €; y al n? de billetes de 20 €; y z al n? de bi-
lletes de 50 €. Tenemos que:

X+ y+ =z
10x + 20y + 50z
X

95 x+ y+ z= 95 3x + z= 95
2000 ¢ x+ 2y + 5z =200 4y + 52 =200
2y X =2y X =2y

z=95-3y

4y +5(05-3)) =200 — 4y +475-15p=200 — 275=11y

y=25 = 2z=20 = x=50

Solucion: Hay 50 billetes de 10 €, 25 billetes de 20 € y 20 billetes de 50 €.

26 Se dispone de tres cajas A, By C con monedas de 1 euro. Se sabe que en total
hay 36 euros. El niimero de monedas de A excede en 2 a la suma de las mo-
nedas de las otras dos cajas. Si se traslada 1 moneda de la caja B a la caja A,
esta tendra el doble de monedas que B. Averigua cuantas monedas habia en
cada caja.

Llamamos x al n? de monedas que hay en la caja A, y al n? de monedas que hay
en la caja B, y z al n? de monedas que hay en la caja C. Tenemos que:

x+y+z=30 x+y+z=30| x+ y+z=30
xX=y+tz+2 X—y—z=2 X— y—z= 2
x+1=2(y-1D | x+1=2y-2 X =2y =-3

Sumando las dos primeras ecuaciones: 2x =38 — x=19

De la 32 ecuacion — yp = 9%3 =11

z=36-y-x=6

Solucion: Habia 19 monedas en la caja A, 11 enla By 6 enla C.

27 Un especulador adquiere 3 objetos de arte por un precio total de 2 millones de
euros. Vendiéndolos, espera obtener de ellos unas ganancias del 20%, del 50%
y del 25%, respectivamente, con lo que su beneficio total seria de 600 000 €.
Pero consigue mas, pues con la venta obtiene ganancias del 80%, del 90% y del
85%, respectivamente, lo que le da un beneficio total de 1,7 millones de euros.
¢Cuanto le costo cada objeto?
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Llamamos x a lo que le costo el 1€ objeto (en millones de euros), y a lo que le
costo el 22 objetoy z a lo que le cost6 el 3¢ objeto. Tenemos que:

x+ y+ z= x+ y+ z= 2 1 1 1 2
02x+05)+0252=0,6 ¢ 2x+5p+25z= 6 2525 60| —>
0,8x+09y+085z=17 | 8 +9y+85z=17 8 9 85117

" 11 1 |2 12 11 1 [2\ x+p+ 2z=2
28212 0 3 05 |2] > 22-3° 0 2 0 1 2y =1
3-8 12 0105 | 1 : 01051 y+05z=1
=05 2=1Z0 xX=2-y-2=05

0,5

Solucion: El 1€ objeto le costo 0,5 millones de euros (500000 €), el 22 le costo 0,5
millones de euros (500000 €) y el 32 le cost6 1 millon de euros (1000000 €).

28 Unaempresadispone de 27 200 € para actividades de formacion de sus cien em-
pleados. Después de estudiar las necesidades de los empleados, se ha decidido
organizar tres cursos: A, By C. La subvencion por persona para el curso A es de
400 €, para el curso B es de 160 €, y de 200 € para el C. Si la cantidad que se de-
dica al curso A es cinco veces mayor que la correspondiente al B, ;cuantos em-
pleados siguen cada curso?

Llamamos x al n? de empleados que siguen el curso A; y al n® de empleados que
siguen el curso B, y z al n? de empleados que siguen el curso C. Tenemos que:

x+ y+ z =100 x+ y+ z=100 x+ y+ z=100
400x + 160y + 200z = 27200 10x + 4y + 5z = 680 10x + 4y + 5z = 680
400x =5-160y | 400x = 800y x =2y

3y+ z=100 z =100 - 3y
24y + 52 =680 | 24y +5(100 — 3) = 680

24y +500— 15y =680 — 9y=180 — »p=20 — z=40; x =40

Solucion: 40 empleados siguen el curso A, 20 empleados siguen el curso By 40 si-
guen el curso C.

@ Antonio tiene un afio mas que Juan y Luis uno mas que Angel. Determine la edad
§ de los cuatro sabiendo que la edad de Luis es la suma de la tercera parte mas la
séptima parte de la edad de Antonio y que la edad de Angel es la suma de la cuar-

ta parte mas la quinta parte de la edad de Juan.

Llamamos x a la edad de Juan e y ala de Angel. Asi, la edad de cada uno es:

Antonio — x+1 y+1=(%+%)(x+1) y+1=;—(1)(x+1)

Juan - X
Luis - yp+1 _(1+ 1) _ 9
Angel — IAVREEY A V=20
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vs 10

21

9

2 10
20

21

-1
420

Antonio: 21 anos; Juan: 20 anos; Luis: 10 anos; Angel:

_ 11 420
x—_ —_—

- X ;
21 21

9
+1= =2 x=
X - y 20 x=9
Asi, la edad de cada uno sera:
9 anos.

Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que, cuando uno
pierda, entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada
uno posea en ese momento. Cada uno perdié una partida, y al final cada uno

tenia 24 €. ;Cuanto tenia cada jugador al comenzar?

Hacemos una tabla que resuma la situacion:

COMIENZO 12 PARTIDA 22 PARTIDA 32 PARTIDA
12 QUE PIERDE X X—y-—z 2x — 2y -2z 4x — 4y — 4z
2° QUE PIERDE Y 2y —x+3y—-z | 2x+06y-2z
32 QUE PIERDE z 2z 4z —x-y+7z
4x — 4y — 4z =24 x— y—- z= 06 1 -1 -11]6 12
2x+0y—22=24 | x+3y— z=12 -1 3 -1 |12 » 2+12
Xx— y+7z=24 | -x— y+7z=24 -1 -1 7 |24 C
1-1-11]6 12 1-1-1]6 12 1-1-11]6
0 2 -2 18| —» 2*:2 01 -1 9| —> 2 01 -11]9
0 -2 6 |30 32 0-1 3 115 3 2 00 2 124
X-y—z= 06| z=12
y—z= 9 ¢ y=9+z=21
2z2=24 | x=06+y+z=39

Solucion: El jugador que perdioé primero tenia 39 euros, el que perdié en 22 lugar
tenia 21 € y el que perdi6 en 3¢ lugar tenia 12 €.

Un joyero tiene tres clases de monedas A, By C. Las monedas de tipo A tie-
nen 2 gramos de oro, 4 gramos de plata y 14 gramos de cobre; las de tipo B
tienen 6 gramos de oro, 4 gramos de platay 10 gramos de cobre, y las de tipo
C tienen 8 gramos de oro, 6 gramos de plata y 6 gramos de cobre. ;Cuantas
monedas de cada tipo debe fundir para obtener 44 gramos de oro, 44 gramos
de plata y 112 gramos de cobre?

Llamamos x al n? de monedas que deben fundirse de tipo A4, y» a las de tipo B,
y z alas de tipo C.

La informacion que tenemos acerca de la composicion de las monedas es:

TIPO | ORO (g) PLATA (g) COBRE (g)
A 2 4 14
B 6 4 10
C 8 6 6
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2x+ 6y +8z= 44 | x+3y+4z=22
Por tanto: 4x+ 4y + 6z = 44 ; 2x+ 2y + 3z =22
140+ 10y + 62 =112 | 7x+ 5y + 3z =56

1 3 4 22 1 1 3 4 22
2 2 3 22| —» 22-2-12 0 -4 -5 2| =
7 5 3 56 P72 0 -16 -25 -98

12 1 3 4 22
- 2 0 4 5 22

Sk 00 =5 -10
X+ By +dz= 22 Z=222 ;

dy+5z= 220 =2 Z-3

-5z =-10

Xx=22-3y—4z=5
Solucion: Debe fundir 5 monedas de tipo A, 3 de tipo B y 2 de tipo C.
Un fabricante produce 42 electrodomésticos. La fibrica abastece a 3 tiendas, que
demandan toda la produccion. En una cierta semana, la primera tienda solicité
tantas unidades como la segunda y tercera juntas, mientras que la segunda pi-

di6 un 20% mas que la suma de la mitad de lo pedido por la primera mas la ter-
cera parte de lo pedido por la tercera. ¢Qué cantidad solicité cada una?

Llamamos x a la cantidad que solicit6 la 12 tienda, y a la que solicito la 22 tienda
y z ala que solicitd la 32 tienda. Tenemos que:

X+ y+z=42 X+ y+z=42 x-y-2z=0 x-y-2z=0

xX=y+z xX-y-2z=0 X+y+z=42 X+y+z=42

y= 1,2(% +3) 6y =36x+24z | 60y=36x+24z | 5y=3x+2z

3
x— y— z= 0 1 -1 -1 0 12 1 -1 -1 0
X+ y+ z=42 1 1 1 | 42] - 2¢-12 0 2 2| 4| -
3x—-5y+2z= 0 3 -5 2 0 F=3c 1= 0 -2 5 0
12 1 -1 -1 | 0\ x—y—2z= 01| z=6
2¢:2 0 1 1 |21 y+ z=21 ¢ y=21-2z=15
Calss 0 0 7 | 42 T7z=42 | x=y+z=21

Solucion: La 12 tienda solicité 21 electrodomésticos; la 22, 15; y la 32, 6.

Se mezclan 60 I de vino blanco con 20 I de vino tinto y se obtiene un vino de
10 grados (10% de alcohol). Si por el contrario se mezclan 20 ! de blanco con
60 [ de tinto, se obtiene un vino de 11 grados. ;Qué graduacion tendra una
mezcla de 40 I de vino blanco y 40 I de vino tinto?
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Llamamos x al porcentaje de alcohol en 1 litro de vino blanco, e y al porcentaje
de alcohol en 1 litro de vino tinto. Tenemos que:

60x 20y _ 10 - 80

100 100 100 Bx+ y=40| y=40-3x
@+6&=11-80 x+3y=44}x+3(40—3x)=44
100 100 100

x+120-9x=44 — 76=8x — x=95%, y=11,5%
Si mezclamos 40 [ de vino blanco y 40 [ de vino tinto, tendremos:
0,095 - 40 + 0,115 - 40 = 8,4 [ de alcohol en los 80 / de mezcla.

%g - 100 = 10,5% de alcohol en los 80 / de mezcla.

Solucion: La mezcla tendrd una graduacion de 10,5 grados.

CUESTIONES TEORICAS

34 Si tenemos un sistema compatible indeterminado de 2 ecuaciones lineales
con 2 incognitas, ¢se puede conseguir un sistema incompatible afiadiendo
una tercera ecuacion?

Si. Por ejemplo:

x+2)=3
Incompatible § 2x + 4y =6
x+2p=1

} Compatible indeterminado

35 Siaun sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas incompatible le agregamos
otra ecuacion, ;podriamos lograr que fuera compatible indeterminado? ¢Y
determinado? Justifica las respuestas.

No. Si el sistema es incompatible, las dos ecuaciones iniciales son contradictorias.
Anadiendo otra ecuacion, no podemos cambiar este hecho; el sistema seguira
siendo incompatible.

3x—-2y+z=5
2x—-3y+z=—-4

36 Dadas las ecuaciones: {
a) Anade una ecuacion para que el sistema sea incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema sea compatible determinado.
Justifica en cada caso el procedimiento seguido.
a) Para que sea incompatible, la ecuacion que anadamos ha de ser de la forma:
aBx—2y+2) +bQRx—-3y+2) =k con k#5a-—4b.
Si tomamos, por ejemplo, a =1, b=0, k=1, queda:
3x-2y+z=1

Anadiendo esta ecuacion, el sistema seria incompatible.
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b) Por ejemplo, anadiendo y =0, queda:
3x-2y+z= 5| 3x +z= 5 |x= 9
2x—3y+z=-4 ¢ 2x +z=-4 rpy= 0 Compatible determinado
y =0 y = 0| z=-22
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37 Define cuando dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes. Justifica
S sison equivalentes o no los siguientes sistemas:

x= 2
x+ty+z=2 _
{ +ty—z=4 y=1
Xy z=-1

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando todas las soluciones
del 1¢f sistema lo son también del 22, y al revés.

Los dos sistemas dados no son equivalentes, puesto que el 12 es compatible indeter-
minado (tiene infinitas soluciones) y el 22 es determinado (solo tiene una solucion).

@ Encuentra razonadamente dos valores del parametro a para los cuales el si-
§ guiente sistema sea incompatible:

x+y+2z=0
ax+y+2z=1
x +3z=2
2x taz=3

xX+y+2z=0 1 1 2 0 12 1 1 2 0
ax+y+2z=1 a1l 2|1 N 28— 12 a-1 0 0 1 N

X +3z=2 1 0 3|2 3¢ 1 0 3 2

2x taz=3 2 0 al3 # 2 0 a3

12 1 1 2 0

28 a-1 0 0 1 . _ . . .
3 1 0 3 ) Si a=1 o a=0, elsistema es incompatible.
oz 0 0 a-61-1

39 Sean S y S’ dos sistemas equivalentes con solucion unica que tienen igua-
S les los términos independientes. ;Podemos asegurar que tienen iguales los
coeficientes de las incognitas?

No. Por ejemplo, los sistemas:

S- .X'+j/=3 S 2x - y=3
Cla-y=1 2x-3y=1

son equivalentes, con solucién Gnica (2, 1), tienen iguales los términos indepen-
dientes, pero no los coeficientes de las incognitas.

Unidad 1. Sistemas de ecuaciones. Método de Gauss



PARA PROFUNDIZAR

40
S

41
S

En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repos-
tar gasolina en 3 estaciones de servicio (4, By C). El individuo recuerda que
este mes el precio de la gasolina en 4 ha sido de 1,2 €/litro y el precio en B
de 1,18 €/litro, pero ha olvidado el precio en C (supongamos que son m <€/li-
tro con m desconocido). También recuerda que:

e La suma del gasto en litros de gasolina en las estaciones Ay Bsupero en 46,80
€ al gasto en C.

¢ El nimero de litros consumidos en B fue el mismo que en C.
e El gasto en litros en 4 super6 al de Ben 12,60 €.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) para determinar los
litros consumidos en cada gasolinera.

b) Estudia la compatibilidad del sistema en funcion de m. ;Puedes dar algun
precio al que sea imposible haber vendido la gasolina en C?

a) Llamamos x al n® de litros repostados en A, y al n® de litros repostados en B
y z al n® de litros repostados en C. Tenemos que:

1,2x + 1,18y = mz + 46,8 1,2x+ 1,18y — mz = 46,8

y==z y— z=0
1,2x =1,18y + 12,6 | 1,2x— 1,18y =12,6

3 1,2 -1,18 0 12,6 12 1,2 -1,18 0 12,6
- -
»

b) 2¢ 0 1 -1 0 % 0 1 -1 0
1k 1,2 1,18 -m 46,8 3= 0 236 —m 342
12 1,2 -1,18 0 12,6
- 2 0 1 -1 0
3t -(2306) - 2¢ 0 0 23-m 34,2

e Si m#236 — elsistema es compatible determinado.

eSi m=236 — elsistema es incompatible.

Por tanto, es imposible que el precio en C fuera de 2,36 €/1.

Discute los siguientes sistemas en funcion del parametro a y resuélvelos en
el caso en que sean compatibles indeterminados:

x+ y+ z=a-1 ax+ y—z=0
a)2x+ y+az=a b){2x+ay =2
xtay+ z=1 —-x +z=1
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A x+ y+ z=a-1 11 1]a-1 12
2x+ y+az=a 21 a a — 22-2-12
x+ay+ z=1 1 a 1 1 ¥-1

1 1 1 a—1
0 -1 a-2 —-a+ 2
0 a-1 0
eSi a=1, queda:
1 1 1
0 -1 -1

0 0 O

0
1) —  Sistema incompatible

1
eSi a=2 queda:
1
0] —
0

1 1 111 12 1 11
0-10 0| > 2t+3¢ 0 0 O
01 0

01 010 3

— Sistema compatible indeterminado

Lo resolvemos en este caso:

x+y+tz=1 |x+ z=

y =0 y
z

1
0
A
Soluciones: (1 —A, 0, \)

eSi a#1 y a#2 — Sistema compatible determinado

bax+ y—-z=0 a 1 -110 3 -10 1|1 i
2x + ay =2 (2 a 0O 2) - 22 (2 a O 2) - 22
—x +z=1 -10 1 |1 1 a 1 -110 F I

-1 0 11 12 -1 0 1 1

( 2 a 0 2) — 22 ( 2 a O 2 )

a-1 1 011 —a -3+ 20 —a’+a+2 0 0| 2-a
a#0

—a*+a+2=0 — a=_1im=_1i5/ﬂ=—1

-2 2 T——ua= 2
e Si a=-1, queda:

-1 0 1 1

2 -1 0 2| — Sistema incompatible

0 0 013
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e Si a=2, queda:

-1 0 1 12 -1 0 1
2 2 2] > 2¢:2 1 0
0 0

0 0 0 3 0

1
0
0

Sistema compatible indeterminado

Soluciones: (A, 1 —A, 1+ L)

eSi a#-1y a+#2 — Sistema compatible determinado

1 z=1+x
1| = +z=1 _

@ Discute el siguiente sistema segiin los valores del parametro a. Interprétalo

§ geométricamente:

ax+ y+z—-4=0
x+ y+z+1=0
x—ay+z—-1=0

ax+ y+z-4=0 ax+ y+z= 4 a 1 1 4
X+ y+z+1=0 x+ y+z=-1 1 1 1 -1 —
x—ay+z-1=0 x—ay+z= 1 1 —a 1 1
1 1 1 -1 12 1 1 1 -1
a 1 1 4 — 2812 a—1 0 0 5
1 —a 1 1 312 0 -a—1 0 2
*Si a=1, queda:
1 1 1 -1
0 0 0 5| — Sistema incompatible
0 -2 0 2

Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.

e Si a=-1, queda:

1 1 1] -1
-2 0 0 5 | = Sistema incompatible
0 0 0] 2

Los dos ultimos planos son paralelos y el primero los corta.

7
52

eSiazl y a#-1 — Sistema compatible determinado. Son tres planos que

se cortan en un punto.
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43 Resuelve el siguiente sistema:

x+y+z+t =17
x+y+z +w=16
x+y +t+w=15
x +z+t+w=14

y+z+t+w=14

@ Si sumas las cinco igualdades, obtendrds otra con la que se te pueden simplificar
mucho los cdlculos.

X+y+z+1 =17
x+y+z +w=16
x+y +r+w=15
x tz+t+w=14

y+rz+t+w=14

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:
4 + 4y + 4z + 4t + 4w = 76, es decir:
4+ y+z+ 1+ w) =76, obien:

xX+y+z+t+w=19

Por tanto: +y+z+D+w=17+w=19 — w=2
x+y+z+w+t=16+1 =19 — =3
X+y+t+w+z=15+2=19 —> z=4
(x+z+t+w+y=14+y=19 — y=5
+rz+t+w+x=14+x=19 —> x=5

44 Nos dicen que x, y, z, t, w son nimeros enteros y que k vale 36 6 38. Decide
razonadamente cual de los dos es su valor y resuelve el sistema:

xXt+y+z+i =35
x+y+z +w=36
x+y +t+w =38
x +tz+t+w=39

y+rz+t+rw==~R

xX+y+z+1 =35
X+y+z +w=306
x+y +1+w=38
X +z+1+w=39

yrtz+i+tw=~k

Sumando las cinco igualdades, obtenemos:

4 + 4y + 4z + 4t + 4w = 148 + k, es decir:
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4x+y+z+ 1+ w =148 + k, o bien:

x+y+z+t+w=37+§

Si x, y, z, I, w son numeros enteros, su suma también lo serd; luego, k debe
ser multiplo de 4. Como nos dicen que vale 36 6 38, tenemos que ha de ser k= 36
(pues 38 no es multiplo de 4).

Resolvemos el sistema, ahora que sabemos que k = 306:
La suma de las cinco igualdades dara lugar a:

36

x+y+z+t+w=37+7=37+9=46

Por tanto: x+y+z+D+w=35+w=46 —> w=11
x+y+z+w)+1=36+1 =46 — =10
(x+y+r1+w)+z=38+2z=46 — =z=8
(x+z+t+w+y=39+y=46 — y=7
+z+t+w+x=36+x=46 — x=10

Una cuadrilla de 5 obreros se compromete a podar los 222 arboles de una
plantacion. Trabajan de lunes a sabado. Cada dia, cuatro de ellos podan y el
quinto los atiende (repone herramientas, les da agua, recoge los troncos que
caen...). Cada obrero poda el mismo nimero de arboles cada dia, es decir, si
Alberto poda 8 arboles un dia, podara 8 arboles cada dia que intervenga. Los
resultados son:

Lunes: 35 arboles podados.
Martes: 36 arboles podados.
Miércoles: 36 arboles podados.
Jueves: 38 arboles podados.
Viernes: 38 arboles podados.
Sabado: 39 arboles podados.
Calcula cuantos arboles diarios poda cada uno de los cinco obreros sabiendo
que ninguno de ellos poda los seis dias.
Llamamos:
w = n? de arboles diarios que poda el obrero que descansa el lunes.

t

n? de arboles diarios que poda el obrero que descansa el martes.
(Es otro el que descansa, pues la suma es diferente).
z = n?de arboles diarios que poda el que descansa el jueves.
(Es otro distinto, pues la suma es diferente).
y = n2de arboles diarios que poda el que descansa el sabado.

(Es otro, pues la suma es distinta a las anteriores).
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x = n2 de arboles diarios que poda el obrero que falta.
(Descansara el miércoles o el viernes; coincidird con ¢ o con 2).

Asi, el n? de arboles que se podan cada dia sera:

xX+y+z+1 =35
x+y+z+  w=306
x+y + 1+ w=38
X, Y, Z, t, w son enteros
X +z+t+w=39

yrzt+t+rw=~k

k puede ser 36 6 38

Se trata de resolver este sistema.
Por el ejercicio anterior, sabemos que & = 30; y que:
x=10, y=7, z=8, 1=10, w=11

Por tanto, el que poda 11 drboles descansa el lunes, uno de los que podan 10 4r-
boles descansa el martes, el que poda 8 arboles descansa el jueves y el viernes, el
que poda 7 arboles descansa el sibado y el otro que poda 10 arboles, descansa el
miércoles.
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