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Capitulo 2

Cinematica de la particula
2.1 Conceptos basicos
Particula o punto material

Ademas del movimiento de traslacion, los
cuerpos pueden efectuar movimientos de
rotacion y de vibracion. Cuando se analiza
el movimiento de traslacion exclusivamente,
resulta conveniente introducir el concepto de
particula, asumiendo que el cuerpo se com-
porta como un punto, con toda su masa
concentrada en ¢l (figura 2.1).

Figura 2.1. Buitre considerado como particula para
analizar su traslacion.

Siempre que sélo interese analizar el movi-
miento de traslacion, se puede asumir, en
una primera aproximacion, que el cuerpo en
cuestion se comporta como una particula.
De esta forma se centra la atencion en la
traslacion, y se deja de tomar en cuenta las
posibles rotaciones y vibraciones, que siem-
pre pueden ser analizadas posteriormente.
La aproximacion serd mds cercana a la reali-
dad mientras mayores sean las distancias
involucradas en comparacion con las dimen-
siones del objeto en cuestion.

Vector de posicion

El movimiento es relativo. Cuando se men-
ciona que un cuerpo se mueve, hay que
especificar con relacion a qué se estd mo-
viendo. Usualmente se toma la Tierra como
sistema de referencia, pero la Tierra también
se mueve alrededor del Sol, y éste, junto con
todo el sistema solar, alrededor del centro de
la galaxia y con relacion a otras galaxias, etc.

La posicion de una particula respecto a
cualquier sistema de referencia se especifica
mediante el  vector de  posicién

F=xi+ yj +7k (figura 2.2).

Figura 2.2. Vector de posicién 1 = xf+y]+zl;.

Conociendo (x,y,z) se conoce exactamente la
posicion de la particula. En lo que sigue s6lo
se analizaran problemas en 1 y 2 dimensio-
nes (recta y plano), por lo que la representa-
cion del vector de posicion serd en el plano
Xy:
T=xi+ yj .
Trayectoria y desplazamiento

Cuando la particula varia su posicion con el
transcurso del tiempo, la curva imaginaria
que se obtiene al unir las posiciones sucesi-
vas que va ocupando la particula se denomi-
na trayectoria de la misma.

Figura 2.3. Trayectoria de P, a P, (linea que-
brada) y desplazamiento (vector Ar).
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En este caso el vector de posicion sera fun-
cion del tiempo, lo que se designa por

r=1(t).
cumplird que x = x(t); y = y(t).

Como T=xityj, también se

Supongamos que en un instante ti, medido
con reloj, la particula se encuentra en la
posicion Pi, con vector de posicién T. Y
que en un instante posterior se encuentra en
P2, asociado a T,. Se define el desplaza-

miento de la particula (figura 2.3) en el
intervalo de tiempo At = t2 — t1 como

Af =

i
ey

Se ve con facilidad que 1, =T +Ar.

2.2 Velocidad y rapidez

Si la particula ha realizado un desplazamien-
to AT en el intervalo de tiempo At, es posible
definir su velocidad media por la expresion

Figura 2.4. Velocidad media e instantanea.

Como At es un escalar siempre positivo, la
velocidad media siempre tiene la misma

direccion y sentido que el desplazamiento
AT (figura 2.4).

La velocidad instantdnea (o simplemente, la
velocidad) se define como el limite para
cuando At — 0:

—

3
50 AL
g dF
dt’

Cuando At tiende a cero, el vector desplaza-
miento también tiende a cero, y cada vez la
cuerda se acerca mas a la tangente a la curva
(ver figura). Como la velocidad tiene la
misma direccion que AT, también su direc-
cion se acercara cada vez mas a la tangente a
la curva. En el limite, cuando At = 0, la
direccion de la velocidad coincide con la
tangente a la trayectoria. Es decir, la veloci-
dad instantdnea de la particula siempre es

tangente a la trayectoria.

En coordenadas cartesianas en dos dimen-
siones T =xT+y}. Derivando con respecto
al tiempo se obtiene

V=vitvyg,

donde vx y vy son las componentes de la
velocidad a lo largo de los ejes coordenados:
vx = dx/dt, vy = dy/dt.

Rapidez

Considere un segmento cualquiera de trayec-
toria recorrida entre los puntos P1 y P2, y sea

A/ la longitud de ese intervalo. Si la longi-
tud se recorre en el intervalo At = t2 — ti, la

rapidez de la particula se define por la expre-
sion

. . AL
rapidez = lim —.
At—0 At

Figura 2.5. Rapidez
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De la figura 2.5 se ve que Al y Ar no son
iguales sino que, a lo mas, A/ = Ar. Sin
embargo, a medida que el intervalo At se
hace menor y el punto P2 se acerca a P, el
valor de Ar y el de A/ irdn siendo cada vez
mas similares. En el limite para At — 0 el
punto P1 y el P2 practicamente coinciden, y
es posible sustituir uno por el otro. En ese
caso d/ =dr (figura 2.6), y queda entonces

Por tanto, la rapidez de la particula no es
mas que el mddulo de su velocidad (figura
2.7).

Resumiendo:

Figura 2.6. Longitud o espacio recorrido a lo
largo de la trayectoria (A/l).

Figura 2.7. El velocimetro indica la rapidez y el
odometro el AL recorrido (151517 total, 6536 parcial).

Longitud recorrida a lo largo de la trayec-
toria

Si se desea calcular la longitud A/, despe-

jando en la expresion anterior se obtiene
d/=vdt; por tanto,

2
AL=3dl

1
1 t
[de=[vdt,
I to

t
Azzjvm,

t

o

Unidades

En el SI de unidades las longitudes patrones
se miden en metros y el tiempo patron en
segundos. De aqui que, en las unidades
basicas:

[v] = [L]/[t] = m/s.

2.3 Aceleracion media e instantanea en el
plano

Sean V| y V, las velocidades de una particu-

la en los instantes ti1 y t2, respectivamente.
Entonces,

AV=V,-V,.
t Vi
——— ——————————

Figura 2.8. Aceleracion media an.

La aceleracién media de la particula en ese
intervalo de tiempo se define por la expre-
sion
2T,
At

y se comprueba facilmente que el vector am,
paralelo al vector Av, esta dirigido siempre
hacia la parte concava de la trayectoria (figu-
ra 2.8). La aceleracion (instantanea) se
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define como el limite de la aceleracion media
cuando el intervalo At tiende a cero:

Cuando la velocidad se expresa en funcion
de sus componentes,
V=V 1+V ],
aplicando la definicion anterior, se obtiene
a=aataj,

ax = dvx/ dt, dy = dVy/ dt .

Componentes normal y tangencial de la
aceleracion

Hasta el momento se ha utilizado para esta-
blecer la posicion de la particula un sistema
de referencia ligado a tierra. Consideremos
ahora otro sistema de referencia: uno ligado
a la particula, de manera que se mueve junto
con ella con uno de los lados tangente a la
trayectoria (figura 2.9).

/ Vector unitario
tangente (tau)

. o Movimiento
Vector unitario
normal

Figura 2.9. Componentes en un sistema de
referencia movil.

Los ejes coordenados de este sistema de
referencia se toman de forma que uno de
ellos es tangente a la trayectoria en cada
instante, y el otro es perpendicular a esa
tangente. Se introducen, ademas, el vector

unitario tangente T (tau) y el vector unitario
normal N, este Gltimo dirigido hacia la parte

concava de la curva. El vector T se puede
expresar en funcion de la velocidad de la
particula, que también es tangente a la tra-
yectoria, como

T:

< | <

Expresando la aceleracion en funcién de T
. dv_d, = _dvs dT
a:EZE(VT):ETJFVE'

El primer término, dv/dt, es la variacion de la

rapidez a lo largo de la curva, y tiene la

direccion del vector tangente; es la acelera-
cion tangencial:
a =3V
dt

Mas adelante se demuestra que el 2do tér-

mino se puede expresar como

at
dt

dr _
dt

donde ‘d—T :1,
dt| R

V2

por lo que el 2do término es igual a fN'
Llamando aceleracién tangencial al primer

término

o0V
todt’
y aceleracion normal al 2do:
_V
n i >

al sustituir en la expresion de la aceleracion
se obtiene

a=aT+a,N.

N~

Demostracion vir =YX

dt R
Como T es un vector unitario, entonces el
producto escalar de ¢l consigo mismo es
igual a la unidad:

T-T=1.
La derivada del producto escalar sigue las
mismas reglas que las derivadas de las fun-
ciones reales; y derivando respecto al tiempo
se obtiene
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Figura 2.10. Evaluacion de AT/At

De acuerdo a las propiedades analizadas del
producto escalar, significa que los vectores

Ty dT/dt son perpendiculares, por lo que

el vector dT/ dt tiene la direccion del vector

unitario normal N, y por tanto es posible
escribir
dT

dT _|dT
dt

dt

Para dilucidar el significado de ‘dT/dt‘

|consideremos la definicion de derivada:

aF
At

Jt
dt

_AT
At’

1m
At—0

y AT/At se puede evaluar de la figura 2.10.

El triangulo formado por los dos radios y el
segmento de cuerda de valor vmAt es seme-

jante al triangulo formado por T, T, y AT,

por ser isosceles con angulo comun entre los
lados iguales. Que el angulo es el mismo en
ambos casos se ve facilmente considerando
que los vectores unitarios son perpendicula-
res a los correspondientes radios de la cir-
cunferencia. Cuando dos angulos agudos
tienen sus lados correspondientes perpendi-
culares entre si, son iguales.

Analizando entonces la proporcionalidad

entre lados homdlogos de tridngulos seme-
jantes, se cumplird que
VAt
AT _ Vi
At R

Considerando ahora un intervalo At tendien-
do a cero, la velocidad media vm tendera al
valor de la velocidad instantdnea en un pun-
to, y el cociente AT/At se convertira en la
derivada dT/dt; luego:

Figura 2.11. Aceleracion en el plano.

4t
dt

V2

A% = FN ,
que es la expresion que deseabamos encon-

trar.

La componente an es siempre positiva, mien-
tras que a: puede ser positiva o negativa,
seglin sea que la particula vaya aumentando
o reduciendo su velocidad a lo largo de la
trayectoria.

La figura 2.11 indica que el vector acelera-
cién siempre estara dirigido hacia la parte
concava de la curva. Su direccién puede
obtenerse a partir de las componentes; tan0

= an/at.

2.4 Caso en que a = 0: Movimiento recti-
lineo y uniforme (MRU).

A continuaciéon se estudian algunos casos
particulares de movimiento, comenzando por
el mas sencillo posible.

dv

Si aza

=0, entonces V = constante. Y
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si la velocidad es constante (mddulo, direc-
cion y sentido), el movimiento tiene que ser
a lo largo de una recta (figura 2.12).

v(t) e V()

Figura 2.12. MRU

En este caso resulta conveniente escoger el
eje x de forma que coincida con la direccion
del movimiento. El vector de posicion de la

particula tendra la forma 7 = xi .
En la figura 2.13, || =x1; |f,| =x%x2. Co-

mo so6lo hay una direccion con dos posibles
sentidos, se puede adoptar el convenio de
que los vectores que estén dirigidos hacia la
derecha se representen con un signo (+),
mientras que los dirigidos a la izquierda se
representen con un signo (-). De esta forma
se puede obviar completamente la represen-
tacion vectorial, y trabajar s6lo con los esca-
lares.

- —>
EESS———— 11 L
1 ] 1
1 I ]
0 X3, X1

Figura 2.13. Ver texto.

Asi se obtiene, para la velocidad media vm =
Ax/At, donde Ax =x2—X1, At=1t2—ti.

La velocidad es positiva cuando el movi-
miento es hacia la derecha y negativa en caso
contrario. Como la velocidad es constante,
la velocidad instantdnea serd igual a la velo-
cidad media en todo instante, por tanto:

v = AX/At.

Esta es la formula de la velocidad en el
MRU.

Formula del espacio en el MRU

Tomando t1 =0 como el momento en que se

comienza a contar el tiempo y despejando Ax
en la expresion anterior, se llega a la expre-
sion para el espacio recorrido:

AX =Vt .

Si se desea expresar como varia la abscisa en
funcion del tiempo, sustituyendo Ax en la
expresion anterior, se obtiene

X = Xo + Vt,

donde xo es la posicion de la particula para t
=0.

Si se grafica la velocidad en funcién del
tiempo, se obtiene una recta paralela el eje de
las t. En cambio, la ecuacion de la abscisa
en funcion del tiempo es la ecuacion de una
recta con intercepto Xo y pendiente v (figura
2.14).

Figura 2.14. Abscisa en el MRU

Ejercicio: Analizar como queda el grafico
cuando Xo es negativo y como cuando la
velocidad es negativa.

Unidades

En el SI de unidades las longitudes se miden
en metros (magnitud patrén) y el tiempo en
segundos. Por tanto,

[v]=[L)/[t] =m/s

[a] = [V]/[t] = m/s.
2.5 Movimiento a lo largo de una recta
con aceleracion constante (MRUYV)

Féormula de la velocidad
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Como ¢l movimiento es en una recta, la
expresion de la aceleracion queda como a =
dv/dt . Considerando la derivada como un
cociente de infinitesimales antes de alcanzar
el limite, es posible trabajar con los diferen-
ciales como si fueran ntimeros reales. Por
tanto, despejando en la ecuacién anterior,

dv=adt.

La igualdad debe mantenerse cuando se
integra a ambos lados de la expresion, consi-
derando que para el instante inicial to la
velocidad de la particula tenia el valor to y
que la aceleracion es constante y se puede
sacar fuera de la integral,

j.dv=aj.dt.

Integrando ambas expresiones y haciendo to
= 0 por conveniencia (instante en que se
comienza a contar el tiempo), se llega a la
formula de la velocidad en el movimiento
rectilineo uniformemente variado.

V=vVotat. (D)

Note que t siempre es (+), pero v, Vo y a
pueden ser positivos o negativos, y que aqui
se sigue el mismo convenio de signos que en
el caso del MRU. EI vector que apunte a la
derecha (sea v 6 a) sera positivo, y negativo
en caso contrario. Si vy a estan dirigidas en
el mismo sentido el movimiento es acelera-
do; si estan en sentido contrario el movi-
miento es retardado

Hay cuatro posibilidades que se resumen en
la tabla 2.1. Es oportuno enfatizar que los
vectores carecen de signo; poseen modulo,
direccion y sentido. El convenio de la tabla
2.1 es valido solo si el movimiento es unidi-
mensional.

El grafico de v en funcion del tiempo pro-
porciona la ecuacién de una recta. En el
ejemplo de la figura 2.15 se ha representado
un movimiento retardado hacia la derecha.

Tabla 2.1
Posibles movimientos en el MRUV
v |a
Acelerado a la derecha (v>0,a>0) |—>|—
Acelerado a la izquierda (v<0,a<0) | « | «
Retardado a la derecha (v>0,a<0) | > |«
Retardado a la izquierda (v<0,a<0) |« | >

v

v=y, +at

~

Vo

t
Figura 2.15. Velocidad en el MRUV

Formula del espacio en el MRUV

Para hallar la expresion del espacio recorri-
do, a partir de la definicion de velocidad v =
dx/dt es posible despejar dx considerando
un instante antes de llegar al limite:

dx =vdt.

Integrando a ambos lados del signo de igual-
dad, y sustituyendo v = v, + at, se obtiene:

de= j(v0+at)dt=vojdt+ajtdt.
t t t

XO o 0 0

La integracion definida de la expresion
anterior, considerando to = 0 como se ha
hecho anteriormente, conduce a:

AX = Vot + 3at’. )
Si se prefiere, es posible expresar la abscisa
explicitamente en funcion del tiempo:

X =Xo+ Vot + 3 at’.

Note que estas expresiones proporcionan en
realidad la abscisa en un instante determina-
do, que no es lo mismo que el espacio total
recorrido (que tampoco es igual a x-Xo; por
ejemplo, si el movil sale y retrocede al ori-
gen, el espacio total no es cero, pero Ax = 0).
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Otras formulas de interés en el MRUV

Si se despeja el tiempo en la formula de la
velocidad (1), se sustituye en la formula de
Ax (2) y se simplifican términos, se llega a

V2 =vo? + 2aAx, 3)

relacion que no depende del tiempo y puede
ser de utilidad en muchos casos. Si se susti-
tuye la formula del espacio (2.5.2) en la
expresion de la velocidad media vm = Ax/At
y se simplifican términos, se llega a:

:V0+V

n =T (4)

A%
Finalmente, como Ax también puede escri-
birse como Ax = vmt, sustituyendo la expre-
sion (4) se llega a

Ax=[V°2+Vjt. (5)

Note que las ecuaciones (1) a la (5) se deri-
varon para el caso particular en que la acele-
racion es constante y a lo largo de una recta.
No se pueden aplicar en ningun otro caso.

2.6 Caida libre de los cuerpos

Cuando es posible despreciar la resistencia
del aire, todos los cuerpos caen verticalmente
hacia la tierra con la misma aceleracion, de
aproximadamente g = 9.8 m/s>. Esto se
puede comprobar facilmente en experimen-
tos de catedra, donde una pluma y una esfera
pequetia de acero caen al unisono en un tubo
al que se le ha extraido el aire previamente.

Los ejes de la grafica en la figura 2.16 re-
presentan la distancia al punto inicial y el
tiempo transcurrido desde que se deja caer
un objeto cerca de la superficie terrestre. La
gravedad acelera el objeto, que solo cae unos
20 metros en los primeros dos segundos,
pero casi 60 metros en los dos segundos
siguientes. También se encuentra en la
practica que g disminuye a medida que
aumenta la altura sobre la tierra (se analizara

mas adelante) y que, ademds, varia con la
latitud geogréfica: (tabla 2.2).

0._"‘-'-'-{..,__;|

N
=}

d (metros)
-
o

[}
o

80 | 1 \
0 1 2 3 4
t (segundos)

Figura 2.16. Avance de una particula en caida libre.

Tabla 2.2
Aceleracion de la gravedad
en diversas latitudes

Lugar g(cm/s?)
Ecuador (0°) 978.0
La Habana (23° N) 978.2
Washington (47°N) 980.7
Alaska (64° N) 982.2
Polos norte y sur (90°) 983.2

v+ +
(=) — v+ T l $a=-
«— V- V-
0+

Figura 2.17. Sistema de referencia para caida libre.
Basta rotar el horizontal en sentido contrario al reloj.

Como el movimiento de caida libre es con
aceleracion constante y a lo largo de una
recta, se regird por las mismas expresiones
que rigen el MRUV. Lo Unico que varia es
el sistema de referencia, que ahora se en-
cuentra vertical (equivale a rotar 90° a la
izquierda el sistema de referencia que se
utiliza para el movimiento en el eje x. El
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convenio de signos se mantiene, figura 2.17).

Con este convenio de signos, las ecuaciones
de la caida libre toman la forma siguiente:
V=vVo—gt

Ay = Vot - 3 gt?

V2 =vo® — 2gAy.
Notar que, al igual que el movimiento anali-
zado en el eje x, la variable y representa la
abscisa en un instante determinado, y no el

espacio recorrido por la particula. Usual-

mente el cero del sistema de referencia se
y

yl].l.:t """"" "

toma de forma que coincida con la superficie
de la tierra, pero es posible colocarlo en
cualquier otro lugar.

2.7 Movimiento de proyectiles

Un proyectil es cualquier objeto que se
mueve bajo la accién exclusiva de la grave-
dad y de la resistencia del aire, después que
se le aplica un impulso inicial. En lo sigue
no tomaremos en cuenta la resistencia del
aire (aproximacion valida cuando la distancia
a recorrer por el proyectil no es muy grande).

Figura 2.18. Trayectoria de un proyectil

Cuando se analiza la variacion de la posicion
(y = y(x)) se comprueba que cualquier pro-
yectil describe una trayectoria caracteristica
(aproximadamente parabolica) representada
esquematicamente en la figura 2.18.

El movimiento del proyectil se caracteriza
por una serie de pardmetros:

v, : velocidad inicial
0o : d4ngulo de lanzamiento o angulo inicial
(note que el angulo que forma la velocidad

con la horizontal varia a medida que el pro-
yectil avanza)

ym : altura maxima que alcanza el proyectil

xh : alcance horizontal (distancia recorrida a
lo largo del eje x)

tv : tiempo de vuelo (tiempo que el proyectil
esta en el aire)

Es posible encontrar relaciones entre todas
estas magnitudes; por ejemplo,
horizontal como funcion de la velocidad

el alcance

inicial y el angulo de disparo. La posicion
del proyectil quedara determinada comple-
tamente en cada instante si se conoce su ley
del movimiento, es decir, si se conoce la
dependencia 1 = 1(t) .

Como estamos en un movimiento en dos
dimensiones, entonces
T= X; + y_j 5

donde x = x(t); y = y(t). Si se conoce el
vector de posicion en cada instante, entonces
se puede conocer también la velocidad en
cada instante, puesto que

. dr

V=—.
dt
Para calcular y(t) y x(t) analicemos la com-
ponente del movimiento en cada eje por
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separado.
Movimiento en el eje X

La unica aceleracién actuando es la de la
gravedad, que no tiene componente en el eje
x. Por tanto, el movimiento en el eje x es
con velocidad constante, a lo largo de una
recta. Las expresiones a utilizar son las
mismas del MRU tomando la proyeccién o
componente de la velocidad inicial a lo largo
del eje x:

Vx = Voc050o

AX = voc0sOot .

Movimiento en el eje Y

La componente de la velocidad inicial en eje
y es:
Voy = VosenBo.

Y se ve facilmente que las expresiones seran
las mismas que las de caida Libre (movi-
miento en el eje y con aceleracion de la
gravedad).

Vy = Vosenfo — gt

Ay = Vosen6ot - 3gt°.

Tiempo de vuelo ty

Cuando no hay friccion se comprueba con
facilidad que el proyectil tarda el mismo
intervalo de tiempo en llegar hasta su altura
maxima que el que tarda en regresar poste-
riormente hasta el suelo. Por tanto, es posi-
ble escribir

ty = 2t°,

donde t’ es el tiempo que tarda en llegar a la
altura maxima. El tiempo t’ se puede calcu-
lar considerando que, al alcanzar la altura
maxima el proyectil invierte su recorrido en
el eje y, por lo que en ese instante vy = 0.
Haciendo vy = 0 en la expresion correspon-
diente:
0 = vosenBo —gt’
_ vysend,
e

tl

El tiempo de vuelo es el doble de este valor,
¢ = 2v,senf,
v g *

Alcance horizontal x;

¥

\XH X

Figura 2.19. Efecto de la velocidad inicial en
el alcance horizontal para un valor dado de 6, .

Al sustituir el tiempo que el proyectil esta en
el aire (tv) en la expresion de Ax mas arriba,
obtendremos su méximo alcance. Sustitu-
yendo:

2v,send
Ax=v, cosf, ——=.

Considerando que 2senBocosBo = sen(2600) y
que Xo = 0, agrupando y simplificando se
obtiene:

_ v2sen20,

X
h g

En la figura 2.19 se muestra el efecto de
incrementar la velocidad inicial del proyectil
cuando 6, es constante.

Angulo de alcance maximo

Dada una velocidad inicial vo, el &ngulo
inicial que proporciona el maximo alcance
del proyectil se obtiene imponiendo la con-
dicién de extremo relativo en la expresion
anterior, ya que en ese caso xn depende de
0o exclusivamente.

dx;, _ vecos(26,)x2
do, g '

Igualando a cero esta expresion (condicion
de extremo relativo) se obtiene que la deri-
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vada serd cero si cos(2600) = 0, o lo que es
igual, si 200 = /2. De aqui se obtiene

Oomax) = /4 (45°),

que se comprueba corresponde a un maximo
de la funcion xn = Xn(6o).

Ecuacion de la trayectoria

Eliminando el tiempo en las expresiones para
Ax y Ay, haciendo Xo = yo = 0, es posible
demostrar que la ecuacion de la trayectoria
sigue una dependencia parabdlica (ejercicio
para el lector);

—L %,

y = xtan0_ -
2vicos’0,

2. 8 Movimiento relativo

Cuando un objeto cae de un moévil (automo-
vil, tren) la descripcion del movimiento que
proporciona un observador en el movil
usualmente difiere de la descripcion que
ofrece un observador en tierra. Un observa-
dor en una de las ventanas del movil verd
que el objeto se aleja de si en linea recta
hacia la tierra, mientras que el observador en
tierra vera que sigue al movil en su movi-
miento, describiendo una pardbola (figura
2.20).

Observador
en el movil
(caida libre)

Observador
en tierra
(proyectil)

Figura 2.20. Un mismo movimiento en diver-
sos sistemas de referencia.

Interesa encontrar la relacion que hay entre
el movimiento visto por ambos observado-
res. Con este fin, considere una particula en
movimiento y dos sistemas de referencia,
uno fijo a tierra (xy) y otro ligado a un
moévil (x’y’) que se mueve con velocidad
constante respecto al sistema fijo.

Sistema fijo LL

Figura 2.21. Movimiento relativo del punto P
en dos sistemas de referencia.

Los vectores T y T' son los vectores de

posicion de la particula P respecto a cada

sistema de referencia. El vector T, es el

n
vector de posicion del sistema movil respec-
to al sistema fijo. Segln las reglas de la
suma de vectores, T =T, +T (figura 2.21).

Como la particula estd en movimiento, y el
sistema movil suponemos que se mueve con
velocidad constante, los tres vectores estan
variando continuamente su posiciéon con el
transcurso del tiempo. Derivando en la ex-
presion anterior con respecto al tiempo, se
obtiene:

V=p+V'.

donde:

v : velocidad de la particula respecto al
sistema fijo.

v': velocidad de la particula respecto al
sistema movil.

L: velocidad del sistema movil respecto al
sistema fijo.

Se acostumbra representar la expresion
anterior despejando v':

V=v-1.

Ejemplo: Un auto se mueve a 10 m/s. Co-
mienza a llover sin viento, cayendo las gotas
con velocidad constante de 5 m/s. ;Con qué
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Angulo chocan las gotas de lluvia el parabri-
sas lateral?

Datos:

(Ver figura 2.22).

Auto (sistema moévil): p=10 m/s

Lluvia (particula respecto a tierra): v=>5 m/s
Lluvia respecto al sistema movil (v’)?

tan 0 =p/v=10/5=2

0 = arctan(2)

Figura 2.22

Respuesta: 6 =~ 63° con la vertical

2.9 Problemas resueltos

1. Un auto sube una loma a 40 km/h y la baja
a 80 km/h. ;Cual fue su velocidad media en
el recorrido?

2. Dos trenes salen en el mismo instante de
las ciudades A y B, separadas 300 km, con
rapidez media constante de 60 y 90 km/h
respectivamente, uno al encuentro del otro.
a) (A qué distancia de la ciudad A se cruzan?
b) (Cuanto tiempo transcurre hasta ese mo-
mento?

3. En el momento que se enciende la luz
verde de un semaforo, un auto arranca con
aceleracion de 6 m/s%. En el mismo instante,
un camién que iba con rapidez constante de
30 m/s alcanza y rebasa al automovil. a) (A
qué distancia del semaforo alcanza el auto al

camion? b) ;Cual era la velocidad del auto
en ese instante? c) Dibuje el grafico de x vs.
t para ambos vehiculos.

4. Una persona sube por una escalera auto-
matica inmo6vil en 90 s. Cuando la persona
esta inmovil sobre la escalera y ésta se mue-
ve, llega arriba en 60 s. ;Qué tiempo tarda la
persona en subir cuando ella y la escalera
estan en movimiento?

Figura problema 6

5. Un tren que avanza a velocidad voi co-
mienza a frenar con aceleracion a para no
chocar con otro que avanza delante en el
mismo sentido con velocidad vo2 < vor y que
se encuentra a una distancia d del primero.
Demuestre que si  d < (voi-vo2)>/2a habra
choque, y no lo habré en caso de que d >
(voi-vo2)*/2a.

6. La gréafica representa el movimiento de
una particula en una recta. a) Diga, para
cada intervalo, si la velocidad y la acelera-
cion son (+), (-) o cero. b) Describa el mo-
vimiento de la particula.

7. Un globo asciende con rapidez de 12 m/s
y deja caer un bulto cuando se encuentra a la
altura de 80 m. ;Cudnto tarda el bulto en
llegar al suelo? (No se toma en cuenta la
resistencia del aire. Tome g = 10 m/s?).

8. Desde un puente de 45 m de altura se deja
caer una piedra. Otra piedra se arroja verti-
calmente hacia abajo 1 segundo después. Si
ambas piedras llegan al suelo al mismo
tiempo, ;cudl fue la velocidad inicial de la
segunda piedra?
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9. Un cuerpo en caida libre a partir del repo-
so recorre la mitad de su camino total en el
ultimo segundo de su caida. Calcular: a)
tiempo de vuelo y b) altura inicial.

10. Se dispara horizontalmente un proyectil
desde un caindn situado a 44 m por encima
de la horizontal con velocidad inicial de 240
m/s. Diga: a) tiempo de vuelo, b) alcance
horizontal, ¢) componente vertical de la
velocidad al llegar al suelo.

11. Un auto que viajaba a 108 km/h comien-
za a frenar al entrar en una seccion circular
de la carretera de radio de curvatura 20 m.
Si su rapidez se reduce uniformemente 2 m/s
cada segundo, ;cual sera su aceleracion en el
momento que alcance 72 km/h?

Problemas propuestos

1. Un auto que se movia inicialmente con
MRU acelera a partir de un cierto instante a
razon de 1 m/s? durante 12 s. Si en esos 12s
el auto recorrio 180 m. a) ;Cual fue su
velocidad final? b) ;Cual era la velocidad
inicial? c) ;Cual fue su velocidad media en
los de 12 s?

2. A 32 m por delante de un auto que viaja a
72 km/h se atraviesa una vaca que andaba
suelta en la via. El chofer aplica los frenos
pero, no obstante, 2 segundos después el
auto choca con la vaca. Calcular: a) veloci-
dad del auto al chocar y, b) aceleracion del
auto después de aplicar los frenos, supuesta
constante.

o3

3. Considere una particula moviéndose de
izquierda a derecha por la trayectoria curvi-
linea de la figura, de forma tal que cuando se
encuentra en P su rapidez disminuye con el
tiempo.

32m .. -

™ .,

a) Escriba la expresion para la aceleracion de
la particula en funcion de las componentes
normal y tangencial; b) senale en el grafico
la representacion vectorial aproximada de la
aceleracion de la particula; c) Calcule el
modulo de esa aceleracion sabiendo que
cuando la particula esta en P su rapidez es de
4 m/s y varia a razén de 3 m/s cada segundo;
el radio de curvatura en ese punto es 4 m. d)
(Cuadl es el valor del angulo existente entre la
aceleracion de la particula y su velocidad?

4. ;(Qué tipo de movimiento surge cuando: 1)
la componente normal de la aceleracion es
cero y la componente tangencial es constante
y de sentido contrario a la velocidad? Haga
un esquema que ilustre su respuesta. ii) la
aceleracion tangencial es cero y la acelera-
cion normal es de moédulo constante y estd
siempre dirigida hacia el mismo punto? Haga
un esquema que ilustre su respuesta.

Soluciones
Problema 2.1
Sube Baija
| i
|
Axy Axy

AX = Ax1 + Ax2 = 2Ax1
At=At1 + Atz ;
At1 = Axi/vi1
Atz = AX2/va
20y 2

Ax1+&_1+1

v, v, 4080

Vm = AX/ At =

=53.3 km/h
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Problema 2.2

Escogiendo un sistema de referencia comun
para ambos moviles

XA =vat
xs=d—-vsBt
t es el mismo, porque arrancan en el mismo
instante. Cuando se crucen:

XA = XB
vat=d—vat

60kmh _, <«—— 90km/h
¢ A d=300km B
TR I, .~ce-=- S -
—————— = XA
————————————————————————————————— = XB

t=d/(va +vB) =300/150 = 2h
XB=XA=vat=60x2=120 km

Problema 2.3

XCc=Vct

xa =" at? (vo=0)

a) Camion: (MRU)
Auto: (MRUV)

Camion

Auto

X

Como el tiempo es el mismo para los dos,
cuando el auto alcanza al camion en Xo

XA = XC
Y5 at® = vet.

Despejando: t = 2vc/a es el tiempo que tarda

en alcanzarlo. Sustituyendo en xc se obtiene
la distancia:

XC =Xo =2vc*/a=2x (30)% 6 =300 m
b) v=at=2vc=2x30=60m/s.

Problema 2.4

v'=v-p (el movimiento es a lo largo de

una recta)

p: velocidad del sistema movil (escalera)
respecto a tierra

v: velocidad de la particula (persona) respec-
to a tierra

v’: velocidad de la particula (persona) res-
pecto al sistema moévil (escalera)

v=x/t1=x/60
p=x/t2=x/90
Despejando y considerando que los vectores
son colineales:
v=v’+u=x(1/60 + 1/90)

t=x/v= =365

1
1,1
60 90

Problema 2.5
X1 = Voit + ¥ at?
x2 =d + voat
Habra choque si  x1 > x2 en alglin momento:
Voit + s at? > d + vot

2+ (2/a)(vor — vo2)t —2d/a >0
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Esta ecuacion tendré solucion real sélo si el
discriminante B2 — 4AC es mayor o igual que
cero:

(4/a%) (Vo — vo2)* —8d/a> 0

lo que conduce a: d < (voi-vo2)?/2a (condi-
cion de choque)

Si B?-4AC <0 se obtiene una raiz imagi-
naria y no hay solucion. No es posible que
X1 = x2 y no hay choque. Al sustituir arriba
se obtiene

d > (voi-vo2)*/2a  (no hay choque).

Problema 2.6

Analizando la definicion de velocidad y
aceleracion para el movimiento en una di-

mension;
v=dx/dt , a=dv/dt
v a
OA + 0
AB + -
BC 0 0
CD - +

b) La particula, a partir de un impulso inicial
a la derecha, se mueve con velocidad cons-
tante, comienza a frenar en ta, hasta que se
detiene en el instante ts y ahi se mantiene
hasta el instante tc.

0

En tc recibe otro impulso, pero ahora en
sentido contrario, y a partir de ese momento
comienza a frenar hasta el instante tp, donde
se detiene nuevamente (dx/dt = 0 en D).

Problema 2.7

1_80m

Se conocen Vo, Yo, ¥, . Se quiere conocer t:
Y = Yo+ Vot — V2 gt? .
Sustituyendo vo = 12 m/s, yo = 80 m, y = 0,
se obtiene una ecuacion de segundo grado:

5t -12t-80=0

= 12i\/141lg+1600 —12+4.18

Las dos soluciones de esta ecuacion son:

t1=5.38s; t2=-2.98s.

La segunda no tiene significado como solu-
ciéon del problema (tiempo negativo), por
tanto:

Respuesta: tarda 5.4 s.

Ejercicio: resolver el problema cuando el
bulto se lanza hacia abajo con la misma
rapidez.

Problema 2.8

Como ambas piedras no se lanzan en el
mismo instante, existira una diferencia de un
segundo entre los tiempos contados para
ambos movimientos. Llamando t1 = 0 al
instante en que se lanza la primera piedra,
cuando t1 = 1 entonces t2 = 0.

La diferencia en el tiempo se mantiene, por
lo que es posible escribir
t2=ti—1.
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Yo=45m
o

Vo # 0 Vo =0

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
0 T
I

Calculando lo que tardan en llegar al suelo:
piedra 1:
y1=0, Yol =yo2=Yyo=45,vo1 =0
0=yo— Y gti?

t1 = (2yo/g)? =3 s.
piedra 2:

tb=ti-1=2s
0 = yo2 — o2tz — ¥4 gto?
Vo2 = (yo/t2) — V4 gto? =
=(4512)- (L)x10x2=12.5m/s

Problema 2.9

a) Si recorre la mitad en el altimo segundo,
la otra mitad la recorrié en t = tv —1, donde ty
es el tiempo total.

W, s

yo2 T

En ese intervalo recorre y = yo/2. Como es a

partir del reposo,
YO/2 = Yo — 2 g(tv —1)2
Yo = g(tv— 1)?

Tenemos hasta el momento una ecuacion y

dos incognitas (tv, yo). Hace falta otra ecua-
cion, que se obtiene a partir de que cuando t
= tv, y= 0:

0= Yo — ) gtv2

Yo=Y gt .

Igualando esta ecuacion con la anterior:

gty — 1)?=% gt?

v — 4ty +2=0

t., =

v

4:|:x/216—8 =2i\/§.

Las dos raices son: t1 =3.41s; t2=0.59 s.
Esta ultima no tiene sentido, ya que el tiem-
po de vuelo debe ser mayor de un minuto
necesariamente. Luego

tv= 341s
b) yo= Y gtv? =
=1%x10x (3.41)2=58.14m

Problema 2.10
Datos: yo =44 m, vox = 240 m/s, voy =0, t?
a) 0=yo—Yagt?

= %:mgss

b) Xh=vVoxty =240 x3 =720 m
c)vy=-gt =-10x3=-30m/s

Problema 2.11
Vo= 108 km/h = 108 x 5/18 =30 m/s
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v=72km/h=72x5/18=20m/s
a=aT+a,N
ar = dv/dt = - 2 m/s?
an = v¥/R = 20%/20 = 20 m/s?

a=-2T+20N.

En esta expresion estan incluidos el moédulo
y la direccion del vector a.

\a\=\/22 +202 =20.1m/s?

tan® = av/an = 2/20 = 0.1
Respuesta: 0 = arctan(0.1) = 5.7°.
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