4.- Cinematica de la particula.

84.1. Cinemdtica (87); 84.2. Relatividad del movimiento. Referenciales (88);
84.3. Movimiento de la particula (90); 84.4. Velocidad (91); 84.5. Aceeracion (93);
84.6. Componentes intrinsecas de la aceleracion (95); 84.7. Triedro movil (97);
84.8. Discusion de algunos tipos de movimiento (97); 84.9. Velocidad y aceleracion relati-
vas (102); Problemas (104)

En las lecciones anteriores hemos pasado revista a un conjunto de conceptos
matematicos que nos resultaran sumamente Utiles conforme vayamos desarrollando
este curso. Nétese que hasta ahora no hemos considerado ningin fendmeno fisico y
gue s6lo hemos preparado las herramientas necesarias para trabgjar en la Fisica

El fendmeno fisico més obvio y fundamental es el movimiento. La Mecénica es
la ciencia del movimiento. En un principio, la Fisica pretendia dar iméagenes
mecanicas de todos los fenémenos fisicos y en tiempos de GALILEO (1564-1642) ya
se reconocia € papel hegemodnico de la Mecanica, estando condensada esta idea en
la proposicion ignorato motu, ignoratur natura. Hoy en dia se ha renunciado a ese
propdsito pero, no obstante, los principios de la Mecanica encuentran aplicacion en
todos los campos de la Fisica y por ello deberemos comprenderlos bien antes de
pasar a estudio de la Termodinamica, del Electromagnetismo y de la Fisica Atomica
y Nuclear.

La Mecéanica es la rama de |la Fisica que estudia los movimientos y las fuerzas
gue los producen. Atendiendo a la naturaleza de su contenido, la Mecanica puede
dividirse en dos partes: Cinematica o teoria geométrica del movimiento y Dinamica
0 estudio de las relaciones existentes entre las fuerzas y los movimientos que éstas
producen; esta Ultima abarca a la Estética o teoria de las fuerzas y del equilibrio.

Comenzaremos €l estudio de la Mecénica preocupandonos por describir adecua-
damente el movimiento de los cuerpos (la Cinematica) y dejaremos paramas adelante
el porqué de esos movimientos (la Dindmica). En la antigliedad se cometio el error
de invertir & orden de esos dos problemas. ARISTOTELES (384-322 AC) se pregunto
sobre las causas del movimiento antes de dar una descripcion cientifica del
movimiento. Este error impidié el avance en e conocimiento del fenémeno del
movimiento durante muchos siglos, hasta que llegé el Renacimiento.

Fisica Universitaria 87
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84.1. Cinemética.- La Cinematica estudia en forma abstracta e movimiento,
sin preocuparse de las causas del mismo. Los origenes de la Cinemética hay que
buscarlos en e estudio de la cicloide redizado por TORRICELLI (1608-47),
continuando con € enunciado de la ley fundamental del centro instantaneo de
rotacion en el movimiento plano de BERNOULLI (1700-1782). D’ ALEMBERT, EULER,
KANT y CARNOT, entre otros, estudiaron el movimiento prescindiendo de sus causas
y fundaron la Geometria del Movimiento. El vocablo Cinemética fue creado por
AMPERE (1775-1836), quién delimité e contenido de la Cinemética y aclar6 su
posicién dentro del campo de la Mecéanica. Desde entonces y hasta nuestros dias la
Cinemética ha continuado su desarrollo hasta adquirir una estructura propia.

Los elementos bésicos de la Cinemética son: espacio, tiempo y movil.

En laMecéanica Clésica' se admite la existencia de un espacio absoluto; es decir,
un espacio anterior a todos los objetos materiales e independiente de la existencia de
estos. Este espacio es e escenario donde ocurren todos los fenémenos fisicos, y se
supone que todas las leyes de la fisica se cumplen rigurosamente en todas las
regiones de ese espacio. El espacio fisico se representa en la Mecénica Clésica
mediante un espacio puntual euclideo.

Anélogamente, la Mecénica Cléasica admite la existencia de un tiempo absoluto
gue transcurre del mismo modo en todas las regiones del Universo y que es
independiente de la existencia de los objetos materiales y de la ocurrencia de los
fendmenos fisicos.

El mévil més simple que podemos considerar es el punto material o particula.
La particula es una idealizacion de los cuerpos que existen en la Naturaleza, en €l
mismo sentido en que lo es el concepto de punto geométrico. Entendemos por punto
material o particula un cuerpo de dimensiones tan pequefias que pueda considerarse
como puntiforme; de ese modo su posicion en el espacio quedara determinada al fijar
las coordenadas de un punto geométrico. Naturalmente la posibilidad de despreciar
las dimensiones de un cuerpo estara en relacion con las condiciones especificas del
problema considerado. Asi, por eemplo, podemos considerar |a Tierra como un punto
material si sblo estamos interesados en su movimiento arededor del Sol, pero no
cuando estemos interesados en € movimiento de la Tierra en torno a su propio ge.

Es importante que no confundamos el concepto de punto material con el de punto
geométrico, pues aquél posee un tributo que éste no tiene; la masa inercial, que esta
intimamente ligada a movimiento de los cuerpos, como veremos a estudiar la
Dindmica. Dado un punto material, con una cierta masa inercial, se precisara un
cierto esfuerzo para modificar su estado de movimiento; llamaremos fuerza a
cualquier agente capaz de modificar € estado de movimiento de los cuerpos.

! La existencia de un espacio y de un tiempo absoluto son dos hipotesis de partida que estén,
en el dmbito de la Mecanica Clésica, fuera de toda posibilidad de experimentacion, de modo que
la verdad o falsedad de esas ideas salen del campo de la Mecanica Clasica para entrar en €l de la
Metafisica.
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84.2. Relatividad del movimiento. Referenciales.- Estudiar e movimiento
de un cuerpo quiere decir determinar su posicion en e espacio en funcion del tiempo,
pero para ello necesitaremos un sistema de referencia.

En el espacio puntual euclideo de la Mecéanica Clésica un sistema de referencia
(o, smplemente, referencial) queda definido por los elementos siguientes (Figura 4.1):

4 un origen O, que es un punto del espacio fisico.

4 una base vectorial del espacio vectorial asociado a dicho espacio fisico.

de esta forma queda definido un triedro con vértice en el origen O y cuyos ejes
tienen las direcciones definidas por la base vectorial asociada.

Debemos destacar €l hecho de que, en tanto
que un referencial queda definido por un origen Ref.
y la orientacion de un triedro, una base vecto-
rial queda definida exclusivamente mediante la ‘ g{i;‘denados
orientacion de un triedro, por lo que resulta 4
irrelevante la posicion del "origen” de ésta en origen | O w4
las representaciones graficas.

Asi, por gemplo, tiene sentido hablar de la
traslacion de un referencial respecto a otro; pero
carece de sentido hablar de la traslacion entre Figura 4.1
bases vectoriaes, ya que entre éstas solo tiene
sentido la rotacion o cambio de orientacién.

Esto equivale a decir que las bases vectoriales asociadas a dos referenciales en
movimiento de traslacion relativo son las mismas.

Decimos que una particula o punto material se encuentra en movimiento con
respecto a un referencial si su posicién con respecto a él cambia en €l transcurso del
tiempo. En caso contrario, si la posicion del cuerpo no cambia con respecto a refe-
rencia, el cuerpo esta en reposo en dicho referen-
cia. De las definiciones que acabamos de dar para
el movimiento y € reposo de un cuerpo, vemos que
ambos conceptos son relativos. En efecto, €
pasgj ero que esté sentado en un vagon de ferrocarril
Se encuentra en reposo con respecto al vagon; pero
como €l tren se mueve con respecto a la Tierra, €
pasajero se encuentra en movimiento con respecto
a los arboles que bordean la via. Estos se encuen-
tran en reposo con respecto a la Tierra, pero estan
en movimiento con respecto al pasajero del tren.

En la Figura4.2 hemos representado dos ob-
servadores, Sy S, y una particula P. Estos observa
dores utilizan los referenciales xyz y x’y’z’, respecti-
vamente. S Sy S’ se encuentran en reposo entre si,
describirdn del mismo modo el movimiento de la
particula P. Pero s Sy S se encuentran en movi- Figura 4.2

miento relativo, sus observaciones acerca del movi-

base
vectorial
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miento de la particula P
N\ seran diferentes. Por
k = gjemplo, consideremos dos
observadores, uno de ellos
colocado en el Sol y € otro
en la Tierra, que intentan
describir e movimiento de
: laLuna. Para el observador
x y Wiy, > terrestre la Luna describira
S0l d una orbita ca_si circular en
torno a la Tierra Para €
observador solar la tra
yectoria de la Luna sera
una linea ondulante, como se muestra en la Figura4.3. Naturalmente, s los
observadores conocen su movimiento relativo, podran reconciliar fécilmente sus
observaciones respectivas.

Dejaremos para més adelante la discusion detallada de como comparar las ob-
servaciones realizadas por observadores en movimiento relativo. Por ahora vamos a
suponer que disponemos de un cierto referencial bien establecido y a él vamos a
referir todas nuestras observaciones.

Figura 4.3

84.3. Movimiento de la particula.- Comenzaremos la Cinemética con €
estudio del movimiento del punto material. La posicion de una particulaen el espacio
gueda determinada mediante el vector de posicion r trazado desde el origen O de un
referencial xyz a la posicion de la particula P (Figura 4.4). Cuando la particula se
mueve, e extremo del vector de posicion r describe una curva C en el espacio, que
recibe el nombre de trayectoria. La trayectoria es, pues, el lugar geométrico de las
sucesivas posiciones gque va ocupando la particula en su movimiento.

(1) En un sistema coordenado de ejes rectangulares xyz, de origen O, las
componentes del vector r son las coordenadas (x,y,z) de la particula en cada instante.
Asi, e movimiento de la particula P quedar4 completamente especificado si se
conocen los valores de las tres coordenadas (x,y,z) en funcién del tiempo. Esto es

x=x@t) y=yt z=z() [+

Estas tres ecuaciones definen una curva en el espacio (la trayectoria) y son llamadas
ecuaciones parameétricas de la trayectoria. Para cada valor del parametro t (tiempo)
las ecuaciones [4.1] nos determinan las coordenadas de un punto de la trayectoria
Vemos que el movimiento real de la particula puede reconstruirse a partir de los
movimientos (rectilineos) de sus proyecciones sobre los gjes coordenados.

En el caso de que la trayectoria sea plana, esto es, contenida en un plano, s
convenimos en que dicho plano sea €l xy, serd z=0 y podemos eliminar el tiempo t
entre las dos primeras ecuaciones de [4.1] para obtener la ecuacién de la trayectoria
plana en forma implicita, f(x,y)=0, o en forma explicita, y=y(x).

(2) Las tres ec. [4.1] se pueden compactar en una sola ecuacion vectorial

r(®) = x®i <y - 2Ok [42
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que es la ecuacion vectorial del movimiento.

(3) En ciertos casos puede ser conveniente
proceder de un modo distinto, tomando un
punto arbitrario O, sobre la trayectoria y defi-
niendo un cierto sentido positivo sobre ela. La
posicién de la particula P, en cualquier instante
t, queda determinada por la longitud del arco s
= OyP. Entonces, a cada vaor de t le cor-
responde un valor de s, es decir

s = s(t) [4.3]
Figura 4.4
Al pardmetro s se le llama intrinseco y la

ecuacion [4.3] se denomina ecuacion intrinseca
del movimiento. Evidentemente, dicha ecuacion solo describe € movimiento de la
particula si conocemos de antemano su trayectoria.

84.4. Velocidad.- Consideremos una particula que describe una trayectoria cur-
vilinea en € espacio, como la ilustrada en la Figura4.5, y que durante un cierto
intervalo de tiempo At pasa de la posicién P a la Q. Aunque la particula se ha
desplazado a lo largo del arco PQ=As, € desplazamiento, que es un vector, lo
definimos como PQ=Ar, de modo que
e nuevo vector de posicion es
OQ=r+Ar. Definimos, entonces, como
velocidad media de la particula durante
ese desplazamiento e cociente Ar/At,
esto es

W = Ar [4.4]

At

Es obvio que <v> es un vector que
tiene la misma direccién y sentido que
el vector desplazamiento Ar, o0 sea,
secante a la trayectoria. Ademas, € Figura 4.5
valor encontrado para <v> dependera
de la duracion dd intervalo de tiempo At empleado para medirla. Evitaremos este
inconveniente considerando un intervalo de tiempo infinitesima y definiendo la
velocidad en un instante dado como €l limite a que tiende el cociente incremental
Ar/At, en el caso de que exista dicho limite, cuando At—0; esto es, como la derivada
del vector de posicion con respecto al tiempo®. Por tanto

velimAr_d [45]

Ao At dt

2 Utilizaremos la notacion , X, ... para indicar derivacién con respecto a tiempo.
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Cuando At—0, & punto Q—P, como lo indican los puntos Q°, Q”, ... en la
Figura 4.6. Durante €l proceso de paso d limite € vector PQ=Ar cambia continuamente
en magnitud y en direccion, y de igual modo lo hace la velocidad media <v>. En €
limite, cuando € punto Q se confunde con €l punto P, € vector Ar es tangente a la
trayectoriay, por consiguiente, la velocidad instantdnea sera un vector tangente a la
trayectoria.

Multiplicando y dividiendo la expresion [4.5] por As=arc PQ, obtenemos

v = limAT AS _im AT i A4S [4.6]

ap At AS a0 AS a9 At
Ahora bien, en la Figura 4.6 podemos ver que la magnitud del desplazamiento Ar
es cas igua alalongitud del arco PQ y que, a medida que Q se acerca a P, mas se
aproxima la magnitud Ar alade As. Por lo tanto, e primer factor de [4.6] representa
un vector unitario tangente a la trayectoria (versor tangente ). Esto es

I im A s e @)
ds ase AS

El segundo factor de [4.6] es

O imAS_y g
dt Ao At
de modo que
Vv = etE =ve, [4.9]
dt

Figura 4.6

donde ds/dt=v representa el médulo de

lavelocidad (celeridad) de la particula.

En coordenadas cartesianas, teniendo en cuenta [42] Yy que los versores
cartesianos (i,j,k) son constantes, tenemos para la velocidad

vy O &y dyp dry [4.10]

dt dt dt dt

0 bien, con notacidon matricia,

Ve | |dwat
[4.11]

v =y, | = [dyadt

v, | |dzet

de modo que las componentes del vector velocidad en las direcciones de los ges
coordenados son

v = & v v =& [4.12

*odt Yooodt Lot
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y & médulo de la velocidad o celeridad es

z

ds 2 2 2
v=a=\/vx+vy+v [4.13]

84.5. Aceleracién.- En cada instante, 0 sea en cada punto de la trayectoria,
gueda definido un vector velocidad que, en general, cambia tanto en médulo como
en direccion a pasar de un punto a otro de la trayectoria. La direccion de la
velocidad cambiara debido a que la velocidad es tangente a la trayectoria y ésta, por
lo general, no es rectilinea. La direccién de la velocidad sdlo permanece constante,
y coincide con la trayectoria, en € movimiento rectilineo; entonces, para espe-
cificarla, sera suficiente dar su valor numérico (la celeridad) con el signo adecuado
al sentido del movimiento.

En la Figura4.7 se representan los vectores velocidad correspondientes a los
instantes t y t+At, cuando la particula pasa por los puntos Py Q, respectivamente. El
cambio vectoria en la velocidad de la particula durante ese intervalo de tiempo esta
indicado por Av, en e tridngulo
vectorial a pie de la Figura4.7. En

estrecho paraelismo con nuestra zA ¢ t+At
definicion anterior de la velocidad v Q y+Ay
media, definiremos ahora laacele- P FO\
racion media de la particula, en € a
intervalo At, como € cociente C <a>
@=2 g -
At 0] y v
o<&Av

gue €s un vector paralelo a Av, Y,

como aquélla, dependera de la x

duracion del intervalo de tiempo Figura 4.7
At empleado en medir el cambio

en la velocidad.

La aceleracion instantanea la definiremos, analogamente, como €l limite a que

tiende & cociente incremental Av/At cuando At—0; esto es, como la derivada del
vector velocidad con respecto a tiempo:

a=Ilim>=—_"_="=""=v [4.15]

a=__-=F7 [4.16]

2 v
ot - VA
La aceleracion es un vector que tiene la a a X

misma direccion que € cambio instantaneo en
la velocidad. Como la velocidad cambia en la
direccion en que la trayectoria se curva, la

Figura 4.8
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aceleracion apuntara siempre hacia la concavidad de la curva, como se muestra en
la Figura 4.8, y en general no serd ni tangente ni normal a la trayectoria.

Si tomamos un punto arbitrario (A)
del espacio y trazamos desde él vectores
equipolentes a los vectores velocidad en
cada uno de los puntos de la trayectoria,
el lugar geométrico de los extremos de
dichos vectores define una curvallamada
hodégrafa® del movimiento. Compa-
rando la hodégrafa de la Figura 4.9b con
la trayectoria de la Figura 4.9a es f&cil
comprender que la derivada de la velo-
cidad con respecto a tiempo, esto es, la
aceleracion, sera un vector tangente a la
hodégrafa y que la celeridad del punto
figurativo H sobre la hodografa serd
igual a modulo de la aceleracion.

En coordenadas cartesianas, teniendo en cuenta [4.15] y [4.16] ¥ que oS versores
cartesianos (i,j,k) son constantes, podemos escribir

Figura 4.9

ao v M dy, v

dt dt dt dt

2 K [4.17]

2 2 2 2
a- 9T - Oxy  dy, d7y [4.18]
@ d  dE @

o bien, con notacién matricial

a, dVX/ dt d?x/dt2
a = ay = dVy/ dt = d2y / dt 2 [4 19]
a, dv /at d?z/dt?

L as componentes de la acel eracion en las direcciones de | 0s € es coordenados son

a=% a:% a:% [4.20]
Tt Yo Tt Lo dt
2. 2, 2.
a - &X a -3 a - 97 [421]
dt2 Yooodt? dt?

®De 086c=camino y grafo (=yp&poc, de la raiz ypapw=escribir, eemento
compositivo que significa «que escribe» o «que describe»). El término «hoddgrafa» no aparece en
€l Diccionario de la Academia, en tanto que si aparece «oddmetro» (aparato para medir e camino
recorrido, taximetro), por lo que entendemos que, en contra de la costumbre, deberia escribirse sin
«h».
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y su modulo es a = \/af +a?+ af [4.22]

84.6. Componentes intrinsecas de la aceleracion.- Consideremos una
particula que describe una trayectoria
curva (Figura4.10). En un instante t la
particula se encuentra en € punto Py
tiene una velocidad v y una aceleracion
a. Sabemos que €l vector velocidad es
tangente a la trayectoria y que lo pode-
MOSs expresar como

vV =Ve, [4.23]

siendo e, el versor tangente a la trayec-
toria en €l punto considerado. Para
obtener la aceleracion de la particula
derivaremos con respecto al tiempo la Figura 4.10
expresion anterior y obtendremos

dv det
vel=_"¢ v__t [4.24]
(ve) A

a-d_d
@@ @

Si la trayectoria es rectilinea, € versor e es constante y de/dt=0. Pero cuando
la trayectoria es curvilinea la direccion del versor tangente e varia a pasar de un
punto a otro, de modo que de/dt0. Para evaluar € segundo miembro de la ec. [4.24]
debemos calcular previamente el valor de de/dt.

Como €l versor tangente e, es de modulo constante (sdlo su direccién cambia a
pasar de un punto a otro de la trayectoria), la derivada de este versor es un vector
perpendicular a dado y, por tanto, normal a la trayectoria en el punto P. En efecto,
puesto que e-¢=1, por derivacion se sigue 2e,-(de/dt)=0, de modo que los vectores
e Yy de/dt son perpendiculares entre si. El vector de/dt esta situado en el plano de
dos tangentes consecutivas a la curva (Figura 4.11). Dicho plano recibe e nombre de
plano osculador. La direccion del vector de/dt es la de la normal principal (normal
a la curva que esta contenida en € plano osculador) y su sentido es el de la conca-
vidad.

S trazamos las normales principales a la curva en dos puntos contiguos
(separados por una distancia infinitesimal ds), estas normales se cortan en un punto
C llamado centro de curvatura, y forman entre si un angulo do. La distancia p=CP
recibe el nombre de radio de curvatura (su inversa la representamos por k=1/p y la
Ilamaremos curvatura) y representa €l radio de la circunferencia osculatriz alacurva
en e punto P

En la Figura 4.11, en el tridngulo isosceles formado por los vectores €, €” y de,
se observa facilmente que

de,| = |e|do = do [4.25]
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y, por otra parte, en el sector circu-
lar CP'P”, es

ds = p do [4.26]

de modo que combinando las dos
expresiones anteriores resulta que

de| - Lds 1427
p

0 sea
C
|:det] _1lds _ v [4.28]
Figura 4.11 dt P dt P

gue nos da € maodulo del vector
de/dt. Si llamamos e, a versor en la direccién de lanormal principal alacurvay en
el sentido de la concavidad podemos escribir
de

to_

o Ve [4.29]
dt p "
y llevando este resultado ala expresion [4.24] de la aceleracion obtenemos finalmente

2
a-Ye . Ve [430)

dt p

Asi pues, en tanto que el vector velocidad v es tangente a la trayectoria, el vector
aceleracion a puede descomponerse en dos componentes (llamadas componentes
intrinsecas) mutuamente perpendiculares (Figura 4.10): una componente tangencia a,
(en la direccién de la tangente a la trayectoria), llamada aceleracion tangencial, y
una componente normal a, (en la direccién de la normal principa a la trayectoria),
Ilamada aceleracion normal o centripeta (este Ultimo nombre en razén a que siempre
va dirigida hacia €l centro de curvatura). Las magnitudes de estas dos componentes
de la aceleracion son

a - a -V (431
t n

y la magnitud de la aceleracion de la particula es

n

a-\/a+al [4.32]

Cada una de estas dos componentes de |la aceleracién tiene un significado fisico
bien definido. Cuando una particula se mueve, su celeridad puede cambiar y este
cambio lo mide la aceleracion tangencial. Pero si la trayectoria es curva también
cambia la direccion de la velocidad y este cambio lo mide la aceleracion normal.
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Si en e movimiento curvilineo la celeridad es constante (v=cte), la aceleracion
tangencial sera nula, pero habra una cierta aceleracion normal, dada por [4.31], de
modo que en un movimiento curvilineo siempre habra aceleracion. Si e movimiento
es circular, entonces el radio de curvatura es el radio R de la circunferencia y la
aceleracion normal se escribe a,, = v4/R, como ya sabiamos por |os cursos elementales
de Fisica.

Si la trayectoria es rectilinea, entonces €l radio de curvatura es infinito (p—eo)
de modo que a,=0 (no hay cambio en la direccién de la velocidad) y la aceleracidn
tangencial a, serd nula o no segiin que la celeridad sea 0 no constante.

84.7. Triedro mavil.- Anteriormente hemos definido los versores g, (tangente)
y €, (hormal) a una curva alabeada (en € espacio). Definiremos ahora un nuevo ver-
sor g, (binormal) mediante e producto vectorial de los dos anteriores; i.e.,

e =€ xe [4.33]

b

A
Z plano eb plano

de modo que los versores g, €, Y €,
en ese orden, definen un triedro direc-
to llamado triedro intrinseco o de
Frenet. Este triedro acompafia a la
particula en su movimiento, por lo
que también se le llama triedro movil
(Figura 4.12).

Los versores (e, e, definen,
como ya dijimos anteriormente, €l
plano osculador. Los pares de vecto-
res(e, &) vy (e, ) definen los planos
normal y rectificante, respectivamen-
te. El vector aceleracion esta contenido en el plano osculador.

Podemos servirnos de la relacion a = a, + a, para calcular las componentes in-
trinsecas de la aceleracion y e radio de curvatura en un punto de la trayectoria. En
efecto, multiplicandola escalar y vectorialmente por v obtenemos

Figura 4.12

v-a=v-(a +a) =va, [4.34]
v v 0 s
vxa=|0]| x|[vip | =| O -V e -va e [4.39]
0 nb 0 nb V3/p nb
y de aqui se sigue
: a
a -V 5 - vxal =2 vxal [4.36]

t v n v p V3 V2
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84.8. Discusion de algunos tipos de movimiento.- Como aplicacién detodo
lo anteriormente expuesto, estudiaremos a continuacion algunos tipos de movimiento
de especia relevancia

§4.8.a. Movimiento uniforme.- Cuando la velocidad es constante (en modulo,
direccién y sentido), o0 seav = v, = cte, el movimiento se [lama uniforme. Entonces,
integrando la ecuacion diferencial [4.5] obtenemos

r= fvodt =V, fdt =Vt + 1, [4.37]

donde r,, es una constante de integracion que representa el vector de posicion de la
particula en €l instante inicial t=0. Puesto que los vectores v, y r, son constantes, la
€C. [4.37] esla ecuacion vectorial de unarecta, o sea que la trayectoria de la particula
es rectilinea (Figura 4.13).

trayectoria
parabolica \

Figura 4.13 Figura 4.14

§4.8.b. Movimiento uniformemente acelerado.- Un tipo de movimiento especial-
mente interesante se presenta cuando la aceleracion es constante, esto esa = a, = cte.
Este tipo de movimiento se llama uniformemente acelerado.

Integrando la ecuacion diferencial [4.15] se tiene

v=faodt:a0fdt=aot+vO [4.38]

donde v, es una constante de integracion que representa la velocidad de la particula
en el instante inicial t=0. Sustituyendo este resultado en [4.5] y procediendo a una
nueva integracién se obtiene

r= et = [atev)d = a eyt [4:39]

donde el vector r, representa, como en el caso anterior, €l vector de posicion de la
particula en e instante t=0.

De acuerdo con la ec. [4.38], la velocidad de la particula se encuentra siempre en
el plano definido por los vectores v, y &, Del mismo modo, la ec. [4.39] nos indica
que €l vector r-r, se encuentra siempre en ese mismo plano. Asi, llegamos a la
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conclusion de que en el movimiento con aceleracion constante la trayectoria de la
particula esta situada en un plano (plano osculador, Figura 4.14). Se pueden presentar
los siguientes casos:

(1) Si lavelocidad inicia es nula, 0 sea v,=0, la ec. [4.39] se reduce a
r-r, = %aotz [4.40]

de modo que la trayectoria es rectilinea y el sentido del movimiento es €l de a,.

(2) Si los vectores v, ¥y @, tienen la misma direccién, entonces la trayectoria es
rectilineay el movimiento sera rectilineo uniformemente acelerado o retardado segin
gue los sentidos de ambos vectores sean iguales u opuestos.

(3) En & caso genera, los vectores v, y a, tendran direcciones diferentes.
Entonces, la ec. [4.39] representa una pardbola situada en el plano definido por los
vectores v, Y a, Y que pasa por un punto del espacio cuyo vector de posicion esr,.
Uno de los problemas més interesantes en que se presenta esta situacion es el
movimiento de los proyectiles.

§4.8.c. Movimiento de un proyectil.- Aplicaremos los resultados anteriores d
estudio del movimiento de un proyectil, es decir de un objeto que es lanzado a aire
con una cierta velocidad inicial y que se mueve sometido solamente a la accién del
campo gravitatorio. Utilizaremos las siguientes hipétesis simplificadoras: (a) El
alcance del proyectil es suficientemente pequefio como para poder despreciar la cur-
vatura de la superficie terrestre (la aceleracion gravitatoria g es norma a dicha
superficie); (b) la altura que alcanza €l proyectil es suficientemente pequefia como
para poder despreciar lavariacién del campo gravitatorio terrestre con laatura; (c) la
velocidad del proyectil es suficientemente pequefia como para poder despreciar la
resistencia que presenta e aire al movimiento del proyectil y (d) no tendremos en
cuenta €l efecto de rotacion de la Tierra que, como veremos mas adelante, tiende a
desviar € proyectil hacia la derecha de su trayectoria cuando el movimiento tiene
lugar en € hemisferio Norte.

Supongamos que se dispara un proyectil con una velocidad inicia v, que forma
un angulo 6, con la horizontal. En este problema a=g, siendo g la aceleracion
gravitatoria. Escogeremos el plano xy coincidiendo con €l plano de la trayectoria
(definido por v, y @), con € gey vertical y dirigido hacia arriba y € origen O
coincidiendo con la posicién de disparo del proyectil. Tenemos

V,C0s6,
r,=0 v, = | v,sen6, a=g-= —Og [441]
0 - ik

jk

De acuerdo con laec. [4.38], lavelocidad en un instante genérico t viene dada por

v, V, CosH,
V=V, | =] Vesend, - gt [4.42]
0 | 0

ik ik

y € médulo de la velocidad es



100 Lec. 4.- Cinematica de la particula.

vV = \/sz + Vy2 [4.43]

formando €l vector v (que es siempre tangente a la trayectoria) un angulo 6 con la
horizontal dado por

v
tgo = 2 [4.44]
v

X

Similarmente, de la ec. [4.39] se sigue para el vector de posicién

X V,t cosd
r=1y|=1vytseno, -
z 0

[4.45]

N =)

gt?

gue nos proporciona las ecuaciones paramétricas de la trayectoria. Si eliminamos €l
tiempo t entre las expresiones de las componentes x e y del vector de posicién, se
obtiene la ecuacion algebraica de la trayectoria; esto es,

g X2

y = xtgo, - ——
2v,c050,,

[4.46]

gue representa una parabola de ge vertical con la concavidad dirigida hacia abajo.
Asi, pues, el movimiento es parabdlico.

A patir de las ecua
ciones anteriores podemos
obtener mucha informacion

v acerca del movimiento del
e T~ proyectil. Por eemplo, e
tiempo t,, requerido para que

e proyectii acance la
maxima altura h lo encon-
traremos anulando la segun-
da componente de v en
[4.42], ya que en ese punto
la velocidad del proyectil es
horizontal. La atura méxi-
ma h acanzada por el
proyectil 'y € recorrido
horizontal x, realizado hasta
eseinstante |os obtendremos
sustituyendo el tiempo t, en
Figura 4.15 las componentes del vector
de posicion r dado por

[4.45]:

2 2
- Vv, Seno, « - Vo Sen 20, y, = h - Vo sen’f, [4.47]

g " 29 29

Resulta facil comprobar que la méxima altura que adquiere €l proyectil, para un determinado valor
de v,, presenta un valor méximo, para 6,=90° (disparo vertical, como es obvio).




84.8.- Discusion de algunos tipos de movimiento. 101

El tiempo t, que emplea €l proyectil en retornar a plano horizontal de lanzamiento recibe el
nombre de tiempo de vuelo y lo podemos calcular haciendo y=0 en [4.45]. El alcance x, es la
distancia horizontal cubierta durante ese tiempo y se determina sustituyendo €l valor del tiempo de
vuelo en x(t) dada por [4.45]. Descartando la solucion trivial (t=0, x=0, y=0) tenemos

2v, send, Vo sen 26, [4.48]
AT ——— Xp & ——— Ya = 0
g g
Obsérvese que t,=2t,, que x,=2X, Y que, para un valor fijo de v,, el alcance sera maximo para un
dngulo de disparo de 45°. Por otra parte, como sen 2(90°-8,) = sen 20, se obtiene € mismo

alcance para un angulo de disparo dado y para su complementario.

§4.8.d. Movimiento rectilineo.- La trayectoria de una particula es rectilinea cuando
su aceleracion es nula (sin serlo la velocidad) o cuando su aceleracién no tiene com-
ponente normal a la velocidad. EI movimiento rectilineo es, pues, un caso particular
del movimiento general en el espacio, pero debido a la abundancia de problemas y
situaciones en que lo encontraremos, le dedicaremos una atencion especial.

Puesto que los vectores v y a estan dirigidos a lo largo de la trayectoria, sera
conveniente escoger el origen O sobre ella de modo que el vector de posicion r
también estard situado sobre ella. Entonces, a ser paralelos entre si todos |os vectores
gue nos describen el movimiento de la particula podemos prescindir de la notacion
vectorial. Si tomamos el gje x en la direccién de la trayectoria y especificamos un
cierto sentido como positivo, las ecuaciones de definicion de la velocidad y de la
aceleracion se reducen a la componente x, 0 sea

a=_=_"°= [4.49]

dx dv d’x
dr dt ds?

Tabla 4.1.- Expresiones para el movimiento rectilineo.

Conocemos Se aplica Se obtiene O sea
a=a) dv=adt v=v,+]adt VRV ()
v = v(t) dx = v dt X=X, +[vdt X = X(t)
a =a(x) vav=adx V2=V + 2 [ adx v =V(X)
Vv = V(X) dt = dx/v t=t,+ [ dxv t = t(x)

dx = v dv/a X=X, + ] vdva X = x(V)
a=a(v)

dt = dv/a t=t, +f dv/a t = t(v)
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de modo que, si conocemos x=x(t), podemos obtener la velocidad y la aceleracion de
la particula, i.e., v=v(t) y a=a(t), mediante dos derivaciones sucesivas. En algunos
casos conoceremos a=a(t) y, entonces, por integracién (y conociendo las condiciones
iniciales v, y X,) podemos obtener v=v(t) y x=x(t).

Podemos encontrar otra relacion cinematica importante aplicando a la definicion
de la aceleracion la regla de derivacion de una funcion de funcion. Asi, obtenemos
la expresion

a- vk v [450)
dt dx dt dx
gue nos resultara de gran utilidad cuando conozcamos a=a(x) o v=v(x). En la Tabla 4.1
presentamos €l modo de abordar diversos problemas de movimiento rectilineo.

Las expresiones anteriores aplicadas a movimiento rectilineo uniformemente
acelerado (a=cte) nos llevan a las bien conocidas relaciones

2 1
v =y, +at vZ = vy + 2a(x - x,) X = X, + Vyt +3at2 [451]

84.9. Velocidad y aceleracion relativas.- Ya hemos indicado anteriormente
gue €l movimiento es un concepto relativo porque debe referirse a un referencial
particular escogido por €l observador. Ya que diferentes observadores pueden utilizar
referencial es distintos, esimportante conocer laforma en que se relacionan las obser-
vaciones readlizadas por agqué-
llos. En este articulo sdlo
vamos a introducir los concep-
tos de velocidad y aceleracion
relativas para observadores
ligados a referencides en
movimiento  que mantienen
una orientacion fija en €
espacio (i.e., tradacion, sin
rotacion) y dejaremos para un
tema posterior el andlisis del
movimiento relativo en el caso
mas genera (i.e., tradacion y
rotacion).

Figura 4.16 Consideremos dos particu-
las A y B que se mueven en €l
espacio y sean r, y rg Sus

vectores de posicidn con respecto al origen O de un referencial dado. Las velocidades
de A y B medidas en ese referencial son

v - dr, v - dr, [4.52]

AoTdt °odt
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Los vectores de posicion de la particula B con respecto ala A y de la A con
respecto a la B estan definidos por

rea = AB =1, -1, re=BA =r1, -1, [4.53]

y las velocidades de B con respecto a A y de A con respecto a B son

dr dr

BA AB
Vea = gt AB gt [4.54]
de modo que a ser rg, = - r,g también resulta que vg, = - V,. EStO €5, las

velocidades relativas de B con respecto a A y de A con respecto a B son iguales 'y
opuestas. Efectuando las derivadas indicadas en [4.54] resulta

o _ Ay _ s Ipo _ A e [455]
dt dt dt dt dt dt
0 sea que Vg, = Vg — VY, Vg = Va4 — Vg [4.56]

de modo que obtendremos la velocidad relativa entre las dos particulas restando
vectorialmente sus velocidades con respecto a un mismo referencial (Ref. Oxyz en la
Figura 4.16). Derivando de nuevo las expresiones [4.56] tenemos para las aceleraciones
relativas

dt dt dt dt dt dt

L os primeros miembros de [4.57] son |as aceleraciones rel ativas de B con respecto
a Ay de A con respecto a B. Los otros términos son las aceleraciones de A y de B
con respecto a un mismo observador. Tenemos

o =8 ~ Ay Qp T A T & [4.58]

siguiéndose para las aceleraciones relativas la misma regla que para las velocidades.

Ejemplo |.- Navegando por € rio.- Un hombre en un bote navega

corriente arriba por un rio y lleva una botella medio vacia de whisky )
sobre la popa del bote. Mientras el bote pasa bajo un puente, una ola
reflegjada por los pilares del puente choca contra la embarcacién y la
botella cae a agua, sin que lo advierta e tripulante. Durante
15 minutos, € bote contintia aguas arriba, mientras la botella flota
aguas abgjo. Al cabo de los 15 minutos, €l hombre ve que la botella v [
ha desaparecido, vuelve a bote (prescindamos del tiempo empleado ol

en la maniobra) y navega aguas abajo con la misma velocidad que
antes respecto a agua. Coge la botella un kildmetro aguas abajo del .
puente. La pregunta es. ¢cudl es la velocidad del rio? (Adaptado de

Biografia de la Fisica, pag, 218, de George Gamow. Alianza Edito-

rial. Madrid 1980). Figura 4.17
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La resolucién del problema es muy simple si 1o planteamos en un referencia (el del rio) en
el que la botella se encuentra en reposo. En este referencial, la velocidad de la barca es la misma
(en médulo, no en direccion) cuando se aeja de la botellay cuando regresa para recogerla. Puesto
que la botella se encuentra en reposo respecto del rio, €l tiempo que emplea la barca en regresar
hasta |a botella sera otros 15 min. Asi, la botella ha permanecido en el agua 30 min. Durante ese
tiempo, la botella ha recorrido 1 km, arrastrada por la corriente; por consiguiente, la velocidad de
la botella respecto a tierra, que es también la velocidad de la corriente, es

lkm _ 1km 5y
30 min 0.5 horas

Naturalmente, también podemos resolver el problema planteandolo en el referencial de tierra.
Invitamos a lector a que asi lo haga, aunque tan solo sea para comprobar que no encontrara la
elegante simplicidad del método descrito anteriormente.

Problemas

4.1.- Una pelota dejada caer desde la cornisa
de un edificio emplea 0.25 s en pasar frente a
una ventana de 2 m de altura. ¢(Qué distancia
hay entre el borde superior de la ventanay la
cornisa?

4.2.- Un nifio lanza una bola verticalmente
hacia arriba, con una velocidad inicial de
20 m/s. Transcurrido 1 s, el nifio lanza otra
bola, también verticalmente hacia arribay con
la misma velocidad inicia que la primera
a) ¢En qué instante y en qué posicion se
cruzardn ambas bolas? b) ¢Cudles serdn sus
velocidades en ese instante?

4.3.- El maguinista de un tren expreso que
circula con una velocidad v, observa a una
distancia d € furgén de cola de un tren de
mercancias que marcha por delante del expre-
so, sobre la misma viay en el mismo sentido,
con una velocidad v,, menor que la del expre-
so. El maquinista del expreso aplica inme-
diatamente los frenos, produciéndose una
desaceleracion constante a, mientras que €
mercancias continla su marcha a velocidad
constante. Determinar e menor valor de la
desaceleracion para que pueda evitarse la
colision.

4.4.- Una particula se mueve sobre el gje x de
modo que su velocidad es v = 2 + 3t2 (cm/s).
En €l instante t=0 su posicion es x=3 cm.

Determinar: a) la posicion de la particula en
un instante genérico t; b) su aceleracion; c) su
velocidad media en € intervalo de tiempo
t,=2sat,=5s.

4.5.- Después de parar € motor de una canoa,
ésta tiene una aceleracion en sentido opuesto
a su velocidad y directamente proporciona al
cuadrado de ésta. Determinar: a) la velocidad
de la canoa en funcién del tiempo; b) la
distancia recorrida en un tiempo t; c) la velo-
cidad de la canoa después de haber recorrido
una distancia x; d) Constrlyanse las gréficas
del movimiento. Aplicacion numérica: supon-
gase que cuando se para €l motor la velocidad
de la canoa es de 20 m/s y que 15 s después
dicha velocidad se ha reducido a la mitad.
Determinar el valor de la constante de propor-
cionalidad que aparece en la definicion de la
aceleracion.

4.6.- Vehiculo quitanieves. La velocidad de
un vehiculo quitanieves es inversamente pro-
porcional a tiempo transcurrido desde que
comenz6 a nevar. Transcurrido un cierto
tiempo, t,, a partir del instante en que empezd
a nevar, e vehiculo se pone en marcha y
recorre 2 km en la primera horay 1 km en la
segunda. @) Determinar la ecuacion del movi-
miento del vehiculo, i.e., x(t). b) Cacular €
valor de t,. c) ¢Qué distancia recorrera el
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vehiculo durante la tercera hora de funciona-
miento?

4.7.- El movimiento rectilineo de una particula
estd caracterizado por su aceleracion a=-9x,
siendo x la distancia (en cm) que la separa de
un cierto origen sobre la trayectoria. En €
instante inicial la particula se encuentra en €l
punto x,=3 cmy tiene unavelocidad de 2 cm/s
(alejandose del origen). Determinar la posicion
y la velocidad de la particula en un instante
cualquiera t.

4.8.- En un cierto instante la celeridad de una
particula es de 20 m/s y & modulo de su
aceleracion es 3 m/s’. Los vectores velocidad
y aceleracion forman, en ese instante, un
angulo de 30°. Determinar la curvatura y €
radio de curvatura de la trayectoria de la
particula en ese instante.

4.9.- EIl movimiento de una particula queda
definido por r= Rcosoti+ Rsenotj,
donde R y ® son constantes. a) Obtener la
ecuacion f(x,y) de la trayectoria. ¢En qué
sentido se recorre dicha trayectoria? b) De-
mostrar que la velocidad de la particula es en
todo momento perpendicular a su vector de
posicion. ¢) Demostrar que laaceleracion dela
particula esta4 siempre dirigida hacia €l origen
y que su modulo es proporcional a médulo del
vector de posicion. d) Demostrar que rxv es
un vector constante.

4.10.- EIl movimiento de una particula esta
definido por las ecuaciones x = a cosot ey =
b senwt, donde a, b y ® son constantes.
a) Demostrar que la trayectoria es una elipse.
b) Demostrar que, en general, la velocidad de
la particula no es perpendicular a vector de
posicion de la misma. c) Demostrar que la
aceleracion de la particula esta siempre dirigi-
da a origen. d) Determinar las componentes
tangencial y normal de la aceleracion. €) En-
contrar las expresiones de la curvatura 'y del
radio de curvatura en los puntos de la trayec-
toria.

Prob. 4.11

4.11.- En e dispositivo que se muestra en la
figura, las deslizadoras 1 y 2 estan unidas por
una cuerdaflexible, de longitud I, que pasa por

una pequefia polea P. Determinar |a velocidad
y la aceleracion de la deslizadora 2 en €
instante en que la deslizadora 1 se mueve
haciala derecha con velocidad v, y aceleracion
a,.

4.12.- El movimiento de una particula en €
plano xy esté definido por las ecuaciones para-
métricas x = 2t, y = 4 sen ot. a) Determinar
la ecuacion de la trayectoria y representarla
graficamente. b) Calcular la velocidad y la
aceleracion de la particula en funcion del
tiempo. ¢) ¢En qué instantes acanzan la
velocidad y laacel eracion sus valores extremos
(méaximos 0 minimos)?

4.13.- Desde € pie de un plano inclinado, que
forma un angulo o con la horizontal, se dispa-
raun proyectil con unavelocidad inicial v, que
forma un éngulo 6, con la horizontal.
Determinar el alcance del proyectil medido a
lo largo del plano inclinado.

4.14.- Justamente en € instante en que un
indio dispara un dardo, apuntando con la
cerbatana directamente hacia un mono que esta
colgado de una rama de un arbol, €l mono se
suelta y cae libremente (vide figura). a) De-
mostrar que cualquiera que sea la velocidad v,
de sdlida del dardo, € mono serd siempre
acanzado. b) El "siempre" anterior no estotal-
mente cierto; hay un valor minimo de v, por
debgjo del cual e mono no serd alcanzado.
Determinar dicho valor.

y sombrilla de
cobertura

Prob. 4.15

4.15.- Sombrilla de cobertura. El piloto de
un avién de caza que va a operar cerca del
emplazamiento de un cafién antiaéreo debe
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conocer la sombrilla de cobertura del cafion,
esto es, la envolvente de todas las posibles
trayectorias de las proyectiles disparados por el
cafién, en el supuesto de que éste pueda cubrir
todos los angulos de disparo, desde € disparo
horizontal a verticad (vide figura). S
consideramos emplazado el cafién en el origen
de un sistema coordenado, como se indica en
lafigura, ¢cudl es la ecuacion de la sombrilla
de cobertura del cafién? (Se supone que €
cafion dispara un tipo Unico de proyectiles).

Prob. 4. 16

4.16.- Un esquiador se desliza por una pistade
pendiente constante que forma un angulo 6
con la horizontal. Tras haber partido del
reposo, recorre una distancia s sobre la pista
antes de encontrarse con el borde de un escar-
pado vertical de alturaH, como seindicaen la
figura. Al pie de la escarpadura la pista conti-
nda con la misma pendiente. Determinar la
posicién del punto donde cae el esquiador.

4.17.- Una particula se encuentra inicialmente
en el origen de coordenadas y su velocidad
viene dada por v = 8t% + . a) Determinar su
trayectoria. b) Obtener las componentes tan-
gencia y normal de su aceleracion.

4.18.- ;Cual debe ser la elevacion de disparo
de una pieza de artilleria para que en €l punto
mas alto de la trayectoria del proyectil se
pueda trazar una circunferencia tangente
(circunferencia osculatriz) cuyo centro se
encuentre situado en la misma horizontal que
la pieza?

4.19.- Demostrar las férmulas de Frenet-
Serret: @) de/ds = «e, b)de/ds= -te;
c) de/ds = -xe+1e,; siendo s la longitud de
arco sobre una curva C medida desde un punto
fijo de la curva, y x y T la curvatura y
torsion, respectivamente, de la curva.

4.20.- Demostrar que para una curva plana es
1=0.

4.21.- Demostrar que €l vector de aceleracion
de una particula que se mueve sobre una curva
cualquiera del espacio esta siempre contenido
en el plano osculador de la trayectoria.

4.22.- Una particula se mueve describiendo la
pardbola x*> = 2py, donde p es una constante,
de modo que la proyeccion de su velocidad
sobre la tangente a la parabola en € vértice de
ésta permanece constante e igual ak. a) Deter-
minar la velocidad y la aceleracion de la
particula. b) Evaluar las componentes intrinse-
cas de la aceleracion. ¢) Encontrar las expre-
siones da la curvaturay del radio de curvatura
en los puntos de la trayectoria.

4.23.- Las ecuaciones paramétricas del movi-
miento de una particula son: x = R coswt,
y =R senmt, z = bt, donde R, o y b son cons-
tantes. a) Hacer un esquema de la trayectoria.
b) Calcular lavelocidad y |a aceleracién de la
particula. c) Determinar las componentes
intrinsecas (tangencial y normal) de la acele-
racion. d) Calcular el radio de curvatura.

4.24.- En la curva definida en e Problema
423, poner R =3, =1y b = 4. Determinar:
a) el versor tangente; b) el versor normal
principal, la curvatura 'y € radio de la curva
tura; c) el versor binormal, latorsiony €l radio
de torsiéon.

4.25.- Dadas | as ecuaciones paramétricas (tem-
porales) del movimiento de una particula
x=2t, y=t3 z=1Y3, determinar: a) Las
componentes intrinsecas de su aceleracion en
d instante t=1; b) e radio de curvatura de la
trayectoria en dicho instante.

4.26.- Dada la curva del espacio x =t, y = t%,
z = (2/3)t%, determinar: a) su curvatura; b) su
torsion; c) las ecuaciones de las rectas
tangente, normal y binormal en e punto
correspondiente a t = 1; d) las ecuaciones de
las planos osculador, normal y rectificador en
el mismo punto.

4.27.- Una particula describe una trayectoria
eiptica de ecuaciones. x= A cos6, y=
B sen®, existiendo la relacion 6 - ¢ sen6 =
kt, siendo ¢ la excentricidad de la €elipse, k
una constante y t el tiempo. a) Determinar la
velocidad de la particula b) Encontrar la
hodégrafa del movimiento.

4.28.- El movimiento de dos particulas queda
definido, respectivamente, por r; =
3t% + 5t +t°k y r, = ti +4t}. Determinar la
velocidad y acel eracion de la segunda particula
respecto ala primeraen e instantet = 2 s.
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4.29.- La velocidad de un avién con respecto
al aire es de 600 km/h. Si sopla un viento
procedente del Oeste, con una velocidad de
100 km/h, determinar el rumbo que debe poner
el piloto del avion paradirigirse haciael Norte
y calcular cud sera entonces la velocidad del
avioén con respecto a tierra.

4.30.- Puente aéreo. Un avién emplea 1 h'y
15 min para desplazarse entre dos poblaciones
separadas por una distancia de 660 km. En €l
vigje de vuelta emplea solo 55 min. Suponien-
do que tanto en € vigje de ida como en € de
vuelta ha soplado un viento constante en una
direccién que forma un angulo de 30° con la
trayectoria calcllense la velocidad del viento
y la del avién en aire en cama.

4.31.- Atravesando un rio. Un bote parte
desde el punto P en la orilla de un rio y mar-
cha con celeridad constante v (respecto a
agua) siempre en direccién hacia un punto Q
de la orilla opuesta, que se encuentra justa-
mente enfrente del punto P de partida. La
anchura del rio es D y la velocidad de la
corriente es V. Demostrar que latrayectoriadel
bote queda definida por

r- D seco

(secd + tgo)"v

siendo r la distancia que existe en un instante
dado entre la posicion del botey el punto Q y
6 e angulo formado por r y QP.

4.32.- Un cochecito de juguete,
autopropulsado, que se mueve

con celeridad constante v, esta R
unido mediante una cuerda

flexible de longitud | a una co-

lumna cilindrica de radio R,

como se ilustra en la figura [

Cuando € cochecito se pone en

movimiento, la cuerda se enro-

lla en la columna, permane- v
ciendo siempre tensa. a) Obte- [T
ner las ecuaciones horarias del

movimiento del cochecito, i.e.,

X(t) ey(t), apartir del momento

en que la cuerda comienza a enrollarse en la
columna. b) Determinar el tiempo que tardala
cuerdaen enrollarse completamente. ¢) Encon-
trar lavelocidad y la aceleracion del punto de
tangencia entre la cuerda y la columna cuando
el angulo de arrollamiento vale 90°.

Prob. 4.32

4.33.- Persecucion. Un fugitivo se encuentra
en una barca en € centro de un lago circular
de radio R, encontrandose su perseguidor en

un automavil que circula por un sendero que
sigue € borde del lago. La velocidad méaxima
de la barca es v; y la del automovil v, = kv,
con k > . Para alcanzar la orilla del estanque,
escapando de su perseguidor, €l fugitivo utiliza

Prob. 4.33

la estrategia de colocarse en posiciéon diame-
tralmente opuesta ala de su perseguidor, mien-
tras sea posible. @) Determinar la ecuacion de
la trayectoria seguida por e fugitivo y la
curvatura de la misma. b) ¢Conseguira llegar
a la orilla? En caso contrario, ¢cud serd la
maxima separacion del centro del lago que
conseguird? c) Si a partir de esa posicién co-
mienza amoverse radialmente, ¢para qué valor
de k conseguira escapar? ¢Cual sera € tiempo
empleado en ese caso?

Prob. 4.34

4.34.- Una rueda de radio R rueda sobre un
camino horizonta embarrado, avanzando con
una velocidad constante v,,. De la periferia de
la rueda se desprenden particulas de barro.
a) Determinar |la altura méaxima sobre el suelo
que pueden alcanzar las particulas de barro.
b) ¢De qué punto de la periferia de larueda se
desprenden esas particulas de barro?
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