Leccidn 2

Gradiente, divergencia y rotacional

2.1. Gradiente de un campo escalar

Campos escalares. Un campo escalar en R” es una funcién f: Q — R, donde Q es un
subconjunto de R". Usualmente  serd un conjunto abierto. Para n = 2 tenemos un campo
escalar en el plano, que tendra la forma (x,y) — f(x,y). Para n = 3 tendremos un campo
escalar en el espacio, dado por una expresion (x,y,z) — f(x,,2).

En Fisica, un campo escalar f : Q — R describe una magnitud con valores escalares, de
forma que Q es una regién del plano o del espacio y, para cada punto x € Q, f(x) es el valor
en el punto x de dicha magnitud fisica. Piénsese, por ejemplo, en un campo de temperaturas.

Definicion de gradiente. Sea f un campo escalar definido en un abierto Q C R" y sea

a=(a,ay,...,a,) € Q. Supongamos que f es diferenciable en el punto a, con lo que existen
las n derivadas parciales de f en a:

of of fla+te) — fla)

_— = — .. :1/ k:12.

an a axk (611,612, 7an) tg% P ( i) an)a
donde {ej,ey,...,e,} eslabase standard de R". Entonces, el gradiente de f en el punto a es,
por definicién, el vector Vf(a) = Vf(aj,as,...,a,) € R" dado por

_(of ., of of v of
Vf(a) = (a—m(a),a—m(a),...,a(a)) —I;an(al,az,...,an) er

Si el campo f es diferenciable en todos los puntos de Q tendremos una funcién Vf : Q — R”
que a cada punto x € Q hace corresponder el vector gradiente en dicho punto, V f(x). Es natural

entonces escribir: of of of noof
Vf: (a_xlaa_xz7aa_xn) :k;la_xkek’

una igualdad entre funciones, védlida en todo punto de Q.
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Gradiente en el plano. Para un campo escalar plano (x,y) — f(x,y), que sea diferenciable
en un punto a = (xg,yp), tendremos

Vf(a) = Vf(x0,y0) = <3f( ) a]yv(a)) = g—z(xo,yo)iﬂL E;—J;(Xo,yo)j

Cuando f sea diferenciable en un abierto Q C R? podremos escribir

of of\ _df. 9f
Vi=|=,=— | ==i+=—]j Q
! <8x’8y axl+8yJ (en ©)
Gradiente en el espacio. Andlogamente, si (x,y,z) — f(x,y,z) es un campo escalar en el
espacio, diferenciable en un punto a = (xo,yo,20), tendremos

Vi@ = Vo) = (Fa). @, Lw)

0 0 d
= a—i:(xo,yo,z()) i+ a—;t(xo,yo,zo)j + a—]zt(xoayO,Zo) k

y cuando f sea diferenciable en un abierto Q C R? podremos escribir

_(of of of\ _of. of. of
Vf_(ﬁ’a_y’a_z) i +8y +a—k (en Q)

Derivadas direccionales. Consideremos de nuevo un campo escalar f definido en un abier-
to Q C R” y diferenciable en un punto a € Q. Fijado un vector u = (uy,uy,...,u,) € R"” con
|lu|| = 1, sabemos que la derivada direccional de f en la direccién u viene dada por:

) =i L) 92 ) = (9@

Ju t—0 t

y mide la rapidez de variacién de f al desplazarnos desde el punto a en la direccién del vector
u. La desigualdad de Cauchy-Schwartz nos da

O ) = (v (@) ) < (V@) [w)] < |V.£a)]| ull = [V4(a)]

Si Vf(a) # 0, podemos conseguir que las desigualdades anteriores sean igualdades tomando

Vi)
“vr@l

es la maxima rapidez de variacion del campo que podemos conseguir al desplazarnos desde el
punto a; esta mixima variacion se produce en la direccidn del vector gradiente, mds concre-
tamente, el maximo aumento se consigue en el sentido del vector gradiente y la maxima dis-
minucién en sentido opuesto.

y tenemos una interpretacion fisica del gradiente de un campo escalar: |V f(a)||
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2.2. Campos vectoriales

Campos vectoriales. Un campo vectorial en R" es una funcién F : Q — R" donde Q
es un subconjunto de R” que usualmente serd abierto. Por tanto, un campo vectorial tiene n
coordenadas, que son campos escalares; concretamente, para X = (x1,x2,...,x%,) € Q, el vector
F(x) € R" deberd tener la forma:

F(x) = (A(X),F(x),...,F(x)) = kzn:le(x) ek,

mas explicitamente,
F(x1,x2,...,%,) = (F1 (xl,xz,...,xn),Fz(xl,xz,...,xn),...,Fn(xl,xz,...,xn))

n
- Z Fk(X],)CZ,. . 7xn) ekv
k=1

n
o abreviadamente: F = (F,F,...,F,) = Y Fie; (en Q).
k=1

Es claro que, para k = 1,2,...,n, la funcién F; : Q — R asi definida es un campo escalar
en R”. Veamos la notacidn que suele usarse en los dos casos particulares que nos interesan.

= Un campo vectorial en el plano vendrad dado por una funcién (x,y) — F(x,y) definida en
un conjunto  C R? y con valores en R%. Sus componentes suelen denotarse por Py Q,
con lo que, para (x,y) € Q, tendremos:

F(x,y) = (P(x,y),0(x,y)) = P(x,y)i+ O(x,y)]

o, abreviadamente: F = (P,Q) = Pi+ Qj (en Q).

Es costumbre representar graficamente un campo vectorial plano F : Q@ — R? haciendo
que, para cada x € Q, el vector F(x) tenga su origen en el punto X, obteniéndose una
imagen que sugiere claramente un “campo” de vectores.

= Las componentes de un campo vectorial (x,y,z) — F(x,y,z), definido en Q C R3 y con
valores en R? suelen denotarse por P, Q y R, de forma que, para (x,y,z) € Q, se tendra:

F(x,y,2) = (P(x,,2),0(x,,2),R(x,y,2)) = P(x,y,2)i+ Q(x,y,2)j + R(x,y,2)k

o, abreviadamente: F = (P,Q,R) = Pi+ Qj+ Rk. (en Q)

Los campos vectoriales aparecen con frecuencia en Fisica, para representar magnitudes vec-
toriales: para cada punto x de una regién Q en el plano o en el espacio, F(x) es el valor en
ese punto de la magnitud vectorial descrita por el campo. Piénsese por ejemplo en el campo de
velocidades de un fluido en movimiento o en campos de fuerzas, como un campo gravitatorio o
electromagnético.
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2.3. Divergencia de un campo vectorial

Sea F un campo vectorial definido en un conjunto abierto  C R" y consideremos sus
coordenadas F = (Fy,F,...,F,). Supongamos que F es diferenciable en un punto a € Q, lo que
sabemos equivale a que todos los campos escalares Fj, con k = 1,2,...,n, sean diferenciables
en el punto a. De hecho cada vector gradiente VFy(a) es la k-ésima fila de la matriz jacobiana
de F en a. Pues bien, la traza de dicha matriz es, por definicion, la divergencia del campo F
en el punto a, y se denota por divF(a). Asi pues, se tendra:

divF(a) = ?TQ a) + S—Z

(a) +
Cuando el campo vectorial F es diferenciable en todo punto de € tenemos una funcién
divF : Q — R que en cada punto x € Q toma el valor divF(x) de la divergencia en dicho
punto. Tenemos entonces la siguiente igualdad entre funciones, valida en todo punto de Q:
oF; oF, oF, = OF

divF = 20 &2 %y Tk
v ox| + 0x> Tt ox, = ox

= Para un campo vectorial plano (x,y) — F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)). que sea diferenciable
en un punto (xo,yo), tendremos

] oP 0
divF(xo,y0) = a(xoy)’O) + 8_§(x0’y0)

Cuando F sea diferenciable en un abierto Q C R? podremos escribir

oP d0

Vp o °F 99
div 8x+8y

(en Q)

= Andlogamente, si F = Pi + Qj 4+ Rk es un campo vectorial en el espacio, diferenciable
en un punto (xo,Yo,20), tendremos

. oP 0 OR
divF(xo,y0,20) = g(xo,yo,zo) + £(X07YO,ZO) + a—z(xo,yo,zo),

y cuando F sea diferenciable en un abierto Q@ C R3 podremos escribir

diVF:a—P—ka—Q oR

o + % (en Q)

Vector simbdlico “nabla”. Para operar con las nociones que estamos estudiando es ttil
introducir el simbolismo

d 9 d 0
V = (a—M,E,,E) :;a—m{ek

y manejar V como si se tratase de un vector de R”.
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Por ejemplo, si f es un campo escalar definido en un abierto Q C R" y diferenciable en
un punto a € Q, al multiplicar simbdlicamente el “vector” V por el escalar f(a) se obtiene la
expresion correcta del vector gradiente:

Vf(a) = <§—£(a),§—£(a),.. gf ) _ Z:"a_f

Cuando f es diferenciable en todo punto de € podemos hacer el mismo cdlculo simbdlico
con el “escalar variable” f, que multiplicado por V nos da

Vf:(af af af): < a_f%

ox; oxr’ o, = O,

Si ahora F = (F},F,--- ,F,) es un campo vectorial definido en el abierto Q y diferenciable
en el punto a € Q, cuando calculamos simbdlicamente el producto escalar del “vector” V por
el vector F(a) = (Fj(a),F»(a),...,F,(a)) obtenemos:

oF, oF,
a—xl(a) + 5—(a) +

x>
Esto explica que frecuentemente se denote por V.F(a) a la divergencia del campo F en el
punto a. Cuando F es diferenciable en €, tenemos igualmente
oF, JoF oF,

VF=—+-—""+...
8x1+8x2+ +8xn

%(a) = divF(a).

V.F(a) = o,

= divF (en Q)

Con las debidas precauciones, este calculo simbdlico con el “vector” V resulta util. Desta-
camos como siempre los dos casos particulares que nos interesan:

0 d d d
n — V: = :_. o
En el caso n = 2 tenemos (ax’ ay) 8xl+ ay]
, o (2 3 2\ 3. 9. 0
= Andlogamente, paran =3 serd V = (ﬁ@’a?) = gcl+8_yJ+8_zk

2.4. Rotacional de un campo vectorial

Rotacional en el espacio. Sea F = (P,Q,R) un campo vectorial definido en un abierto
Q C R3 y diferenciable en un punto a € Q. Del mismo modo que la divergencia divF(a) se
obtiene como el producto escalar simbélico V.F(a), podemos pensar en el producto vectorial,
también simbdlico, V x F(a). El vector que asi se obtiene es, por definicion, el rotacional del
campo F en el punto a y se denota también por rot F(a). Asi pues:

1 J
rot F(a) = VxF(a) = % a@ a%
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Cuando F sea diferenciable en todo el abierto 2 podremos escribir:

i j k
Jd 0 d
rotF = VxF = I a %z
P 0O R

OR 00 oP OR 00 OP
=(=—-=]1i — — =] — - =k Q).
<3y 3Z>l+(az 3X>J+<ax 3y) (o )
Rotacional escalar en el plano. La nocién de rotacional recién introducida sélo tiene sen-

tido para campos vectoriales en el espacio. Sin embargo, a un campo vectorial en el plano puede
asociarse de forma natural un campo vectorial en el espacio, como vamos a ver.

Sea F = (P,Q) un campo vectorial definido en un abierto Q C R?. Consideramos el con-
junto Q = {(x,y,z) € R?: (x,y) € Q}, que es claramente un subconjunto abierto de R3, y para

(x,,z) € Q, definimos
F(x,y,2) = (P(x,y),0(x,),0),

obteniendo un campo vectorial F : Q — R3. La relacién entre las componentes de F y F es
bastante clara, si ponemos F = (P, Q,R), tenemos

P(x,y,2) =P(x,y); O(x,5,2)=0(xy); R(x,»2) =0 ((x,y2)€Q)

Si F es diferenciable en un punto (xg,y) deducimos que F es diferenciable en cualquier punto
de la forma (xo,y0,z) € Q y calculamos facilmente el rotacional en cualquiera de esos puntos:

- d oP
rot F(xo,y0,2) = (a—f(m,yo) - a—y(xo,yo)) k.

Hemos motivado asf la siguiente definicién:

Sea F = (P,Q) un campo vectorial definido en un abierto Q C R? y diferenciable en un
punto (xp,yo) € Q. El rotacional escalar de F en el punto (xo,yo) se define por:

0 oP
rot F(xo,yo) = a_%xo’y‘)) - E(XOJO)-

Si F es diferenciable en todo punto del abierto  podemos pues definir rot F : Q — R mediante

la igualdad:

o

2.5. Algunas observaciones adicionales

En esta leccion hemos definido cuatro operadores diferenciales que transforman unos cam-
pos en otros. Mds concretamente:

= Si f es un campo escalar diferenciable en un abierto Q C R", entonces su gradiente
Vf:Q— R" es un campo vectorial definido en Q. Suele decirse que Vf es un campo
de gradientes.
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= Dado un campo vectorial F que sea diferenciable en un abierto Q C R”, su divergencia
V.F es un campo escalar definido en Q.

= Cada campo vectorial F que sea diferenciable en un abierto Q C R? da lugar a rot F,
otro campo vectorial definido en Q

» Finalmente, un campo vectorial F que sea diferenciable en un abierto Q C R? define un
campo escalar rotF.

Veamos ahora lo que ocurre al iterar estos procesos, aunque no agotaremos todas las posibi-
lidades. Logicamente los campos a considerar deberdn tener propiedades de diferenciabilidad
mads restrictivas que las usadas hasta ahora.

Rotacional de un gradiente. Vamos a comprobar sin dificultad el siguiente resultado:

Si f es un campo escalar dos veces diferenciable en un abierto Q C R3, entonces se verifica
que rot (Vf) =0 en Q.

En efecto, de las definiciones de gradiente y rotacional se deduce que:

% f 9> f 9> f 9% f 9> f % f
t(Vf) = | ——— — —— ] i — — —2 | — k
ol <8y8z azay) ' (azax axaz> ) <axay ayax> !
que se anula idénticamente en todo el abierto Q gracias al Lema de Schwarz, que asegura la

igualdad de las derivadas parciales segundas cruzadas de una funcién dos veces diferenciable.
De forma completamente aniloga podemos obtener el mismo resultado en R?:

Si f esun campo escalar dos veces diferenciable en un abierto Q C R?, entonces se verifica
que rot(Vf) = 0en Q.

Divergencia de un rotacional. El siguiente resultado se comprueba también sin dificultad:

Si F es un campo vectorial dos veces diferenciable en un abierto € C R3, entonces se
verifica que div(rotF) = 0 en Q.

El calculo con el vector simbdlico V ayuda a recordar los dos resultados anteriores:
Vx(Vf)=0 'y V. (VxF)=0

En el primer caso podemos pensar que V f es un “multiplo escalar del vector V”’ y recordar que,
para x € R3 y o € R, se tiene x x (aex) = 0. En el segundo caso recordamos que el producto
vectorial de dos vectores de R3 es ortogonal a dichos vectores. Sin embargo, el simbolismo no
se puede llevar demasiado lejos: cierto que, como se ha dicho, podemos entender que V x F
es “ortogonal a V', pero es fécil dar un ejemplo de un campo vectorial F, diferenciable en R,
tal que V x F no sea ortogonal a F, o incluso que verifique (V x F(x) |F(x)) # 0 para todo
x € R3.



