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Introduccién.

Con las siguientes notas se pretende facilitar a los alumnos de la asignatura de Algebra la tarea
de trabajar y asimilar sus contenidos.

Referente a algunos contenidos, y sin pretender ser exhaustivos, es conveniente resefiar lo siguiente:

Las cénicas y las cuddricas. El estudio de las cénicas (pardbolas, elipses e hipérbolas en el
plano) y de las cuddricas (elipsoides, paraboloides, ... en el espacio) aparece separado en dos bloques.
Por una parte en el Tema 1 se estudian, desde un punto de vista elemental, aquellos aspectos que no
requieren técnicas adicionales a las conocidas en Bachillerato. Esto permite el estudio y manipulacién
de las cénicas y cuddricas cuyos ejes y planos (en el caso de las cuddricas) de simetria son paralelos
a los coordenados. Por otra parte, en el Tema 11 se hace el estudio de las conicas y las cuadricas con
elementos de simetria girados respecto al sistema de coordenadas. Las razones para no concentrar
todo su analisis al final de la asignatura son varias. Quiza la mas importante sea que constituyen un
catalogo basico de ejemplos en el estudio del cdlculo diferencial e integral de una y varias variables y
no tiene sentido considerar la parte elemental al final del temario cuando ya haya sido usada en las
asignaturas de Célculo y Fundamentos Fisicos.

Las formas cuadraticas. Referente a las formas cuadraticas puede decirse algo similar a lo
comentado para las cénicas y las cuddricas. Su estudio esta dividido en dos partes. Por una, la
que puede ser estudiada con técnicas elementales (Tema 2) y por otra (Tema 11) la que requiere
del estudio de autovalores y autovectores. Las formas cuadraticas son polinomios homogéneos de
segundo grado en varias variables. En la optimizacién de funciones de varias variables (cdlculo de
méximos y minimos) juegan el mismo papel que tiene la derivada segunda en el cdlculo de extremos
de funciones de una variable.

Numeros complejos. El estudio de un tema dedicado a los niimeros complejos obedece a dos
motivos fundamentales. Por un lado, aunque sélo se consideraran matrices reales, pueden aparecer en
el célculo de autovalores y autovectores (Tema 10). Por otro, cabe citar el fuerte contenido geométrico
que tienen sus operaciones en relacién con las transformaciones en el plano.

Vectores y matrices reales. Consideramos casi exclusivamente vectores y matrices reales,
aunque conceptualmente, en lo relativo a manipulacién algebraica, no hay diferencias esenciales entre
trabajar con vectores y matrices con entradas reales o hacerlo con entradas complejas. No obstante,
en los problemas de autovalores y autovectores (Tema 10) apareceran no sélo nimeros sino también
vectores y matrices complejos. Haremos uso de los conceptos de independencia lineal, subespacio
vectorial generado por ciertos vectores, inversa de una matriz, ..., sin tener en cuenta si se trata o
no de coordenadas reales o complejas y aunque, de manera explicita, en los temas anteriores sélo
se hayan considerado algunos conceptos en el caso real. Por otra parte, en los conceptos y técnicas
relacionados con cuestiones métricas (ortogonalidad, distancias, ...), que estédn basados en el producto
escalar, la consideracién del caso complejo conllevaria el cambio de la definicién de producto escalar.
Por ello, no citaremos nada relativo a cuestiones métricas para vectores complejos.

Geometria. La geometria puede considerarse el nexo comun a todos los conceptos y técnicas de
la asignatura. Aunque, en lo relativo a conceptos lineales, se trabaje habitualmente con vectores y
matrices en dimension arbitraria, la visualizacién de los conceptos, técnicas,... en el plano y el espacio
(de dimensién tres) constituye una herramienta esencial.

Determinantes. Normalmente los estudiantes los conocen para orden pequeno (dos y tres), y los
manejan en el estudio y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales con pocas incégnitas. Desde el
punto de vista de los sistemas grandes de ecuaciones lineales constituyen una herramienta tedrica y



poco mas. Para dimensiones grandes, su calculo requiere del método de eliminacién de Gauss, que
utilizaremos para el estudio y resolucién de un sistema lineal con un niimero genérico de ecuaciones e
incognitas y que los alumnos conocen, en su version elemental, desde los tltimos cursos de Primaria
y primeros de Secundaria. Por ello, el estudio que se hace de los determinantes se retrasa hasta el
Tema 5 en el que de forma somera se consideran sus propiedades.

,Cémo debe usarse este texto? En general suele ser dificil explicitar lo que se debe hacer
respecto a algo, puesto que suele depender de la persona a la que va dirigido. Sin embargo, en
la cuestién que nos ocupa, si puede decirse lo que no se debe hacer. No debe considerarse que
este texto sirve como sustituto de las clases o del trabajo adecuado por parte de los estudiantes
(y en particular de la consulta de algunos textos de los que hay en la Biblioteca de la Escuela).
En lo que respecta a los ejercicios resueltos incluidos en el texto, no es aconsejable memorizarlos
presumiendo que los del examen sean muy parecidos. Suele ser recomendable pelearse con ellos antes
de ver la resolucion completa e incluso intentar resoluciones distintas de las planteadas en el texto.
Los ejercicios que tienen cierto cardcter geométrico suelen ser abordables de muchas formas distintas
y, ademas de las planteadas en el texto, pueden existir otras igualmente razonables. La mayor parte
de los ejercicios resueltos que aparecen a lo largo del texto corresponden a ejercicios de examenes de
cursos anteriores. Al final de estos apuntes estan incluidos los enunciados de todos los examenes de
la asignatura correspondientes a los tres ultimos cursos.

Division por temas. En lo que se refiere a como estan repartidos por temas los distintos con-
tenidos de la asignatura cabe hacer los siguientes comentarios:

= La separacion de los Temas 6 y 7 obedece a que en el primer cuatrimestre de la asignatura no
suelen tener cabida los epigrafes contemplados en el Tema 7. Lo habitual, en los tltimos anos,
es que la materia del primer cuatrimestre (Primer Parcial) corresponda a los temas 1 a 6 y que
del 7 en adelante sea la materia del Segundo Parcial.

= En el estudio de cuestiones métricas se han considerado por un lado los conceptos y técnicas
fundamentales (Tema 8) y por otro sus aplicaciones a problemas de minimos cuadrados (Tema
9). Hubiera sido igualmente razonable incluir el Tema 9 como una seccién del 8.

La redaccion de estas notas ha sido un trabajo acumulativo en el que, en uno u otro momento,
y en mayor o menor medida, han participado todos los profesores del Departamento de Matematica
Aplicada II en la Escuela Superior de Ingenieros de Sevilla que, en los ultimos afios, han impartido
la asignatura de Algebra de Ingenieria Industrial o Quimica: José Miguel Diaz Banez, Fernando
Fernandez Sanchez, Estanislao Gamero Gutiérrez, Juan Manuel Virués Gavira, ...

Sevilla, Septiembre de 2008.

En esta segunda edicion se han corregido algunas erratas y se han incluido los examenes del iltimo
curso.
Sevilla, Septiembre de 2009.
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Tema 1.- Elementos de geometria en el plano y el espacio.

1. Vectores en R? y R3. Rectas en el plano. Rectas y planos en el espacio.
2. Cénicas.

3. Cuadricas.

4. Ejercicios.

La necesidad de afrontar el estudio de objetos complicados del plano y el espacio hace conveniente disponer de un
manejo previo de ciertas curvas y superficies simples. Este primer tema se divide en tres secciones que, ademas de estar
unidas por el nexo comiin de la geometria y por sus multiples utilidades, se diferencian en los temas que analizan: (1)
las rectas en el plano y el espacio y los planos en el espacio; (2) las cénicas en el plano y las superficies cuddricas en
el espacio.

En la primera parte del tema se han recopilado diversos problemas de selectividad de cursos anteriores. Todos
ellos se pueden abordar con conceptos simples de geometria en el plano y el espacio que deben ser conocidos por los
alumnos de su paso por el bachillerato.

Las cénicas son curvas que se obtienen a partir de ecuaciones de segundo grado en dos variables. Geométricamente
pueden obtenerse, salvo algunos casos degenerados, de la interseccién de un plano con un cono, razén por la cual
reciben el nombre de secciones cénicas. Su importancia radica, junto a la utilidad que tienen para el estudio de otras
curvas mas complicadas, en sus muchas propiedades geométricas.

Por su parte, las cuddricas son superficies del espacio que, analogamente a las conicas, corresponden a los puntos
del espacio que verifican una ecuacién de segundo grado en tres variables.

Comentemos, para terminar, que el estudio de las cénicas y cuddricas que llevaremos a cabo en este primer tema se
reducira a aquellas cuyos ejes de simetria sean paralelos a los ejes coordenados. Esta condicion se traduce, en términos
de la ecuacién de segundo grado, en que no apareceran productos cruzados de las variables.

1. Vectores en R? y R?. Rectas en el plano. Rectas y planos en el espacio.

La materia a la que se hace referencia en el titulo de esta seccién debe ser conocida por los alumnos tras su paso
por el Bachillerato y, para su repaso, se recopilan a continuacién un buen nimero de ejercicios de selectividad. Para
resolver alguno de ellos existen técnicas y férmulas particulares que, con el paso del tiempo, son olvidadas. Animamos
aqui a resolver estos ejercicios utilizando sélo las ideas, procedimientos y expresiones mas simples y usuales, como son:

= el célculo de las ecuaciones de una recta (en el plano o el espacio) conociendo dos puntos de ella o conociendo
un punto y un vector director de la misma;

= ¢l cdlculo de la ecuacion de un plano en el espacio a partir de un punto y dos vectores con distinta direccién o a
partir de tres puntos no alineados;

= la determinacién del paralelismo de rectas y de planos en relacién con los coeficientes de sus ecuaciones respectivas;
= la definicién de producto escalar y de producto vectorial;
= la relacién entre el concepto de perpendicularidad de vectores y el producto escalar nulo;
= la definicion de distancia entre dos puntos;
= saber que la distancia (minima) entre una recta y un punto exterior a ella se mide en direccién perpendicular a
dicha recta (idem con un plano y un punto exterior a él).
Ejercicios de Selectividad

Ejercicio S1. Halla la distancia entre el origen de coordenadas y la recta intersecciéon de los planos de ecuaciones
respectivas x+y+2z2=4 y 2orx—y+z=2.

Ejercicio S2. Calcula las coordenadas del punto simétrico del (1, —3,7) respecto de la recta dada por las ecuaciones

z—4
—1= 3=——.
T y+ 5
Ejercicio S3. Calcula el punto de la recta de ecuaciones
y+2 z+1
r—1=2—=
2 -3

mas cercano al punto A = (1,—1,1).



Ejercicio S4. Los puntos A = (3,3,5) y B = (3, 3,2) son vértices consecutivos de un rectdngulo ABCD. El vértice
C consecutivo de B estd en la recta de ecuaciones x = y7—716 = %1

(a) Determina el vértice C.

(b) Determina el vértice D.

Ejercicio S5. Halla las ecuaciones de la recta que se apoya perpendicularmente en las rectas r y s definidas respec-
tivamente por

-1 -4 y+1 =2

z
1=y —2= .
v y R | 3 2

Ejercicio S6. Calcula el volumen de un cubo sabiendo que dos de sus caras estan, respectivamente, en los planos
20 —2y+2—1=0y2x—-2y+2—-5=0.

Ejercicio S7. Halla las coordenadas del punto simétrico del punto P = (1,2, —2) respecto al plano de ecuacién
3r+2y+2—-7=0.

Ejercicio S8. Halla la ecuacién del plano cuyo punto més préximo al origen es (—1,2,1).

Ejercicio S9. Determina los puntos de la recta de ecuaciones

x—1 y+1 2z+2
2 3 2

que equidistan de los planos de ecuaciones

3x+4y—1=0 y 4r—-32—1=0.

Ejercicio S10. Considera los puntos A(1,-3,2), B(1,1,2) y C(1,1,-1).

(a) jPueden ser A, By C vértices consecutivos de un rectdngulo? Justifica la respuesta.

(b) Halla, si es posible, las coordenadas de un punto D para que el paralelogramo ABCD sea un rectédngulo.

Ejercicio S11. Considera los puntos
A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,1,0) y D(1,0,0).

(a) Halla la ecuacién del plano que contiene a los puntos A y B y no corta a la recta determinada por C' y D.
(b) Halla las ecuaciones de la recta determinada por los puntos medios de los segmentos AB y CD.
Ejercicio S12. Considera los puntos

A(1,-1,2), B(1,3,0) y C(0,0,1).

Halla el punto simétrico de A respecto de la recta que pasa por By C.

Ejercicio S13. Sea 7 el plano de ecuacién 3x —y + 2z — 4 =0,

(a) Halla la ecuacién del plano 71 que es paralelo a 7 y pasa por el punto P(1,—2,2).

(b) Halla la ecuacién del plano my perpendicular a ambos que contiene a la recta

_ r—y+z =1
"= 20 +y—4z =1

Ejercicio S14. Los puntos A(1,0,2) y B(—1,0,—2) son vértices opuestos de un cuadrado.

(a) Calcula el drea del cuadrado.

(b) Calcula el plano perpendicular al segmento de extremos A y B que pasa por su punto medio.
Ejercicio S15. Considera el plano 7 = 2 — y + 2z = 3 y el punto A(—1,—4,2).

(a) Halla la ecuacién de la recta perpendicular a m que pasa por A.

(b) Halla el punto simétrico de A respecto de .

Ejercicio S16. Calcula la ecuacién de una recta que pasa por el punto de interseccion del planomr =z +y—2+6 =0
con la recta s = % =y —2=2z+ 1y es paralela a la recta

_ 3x+y—4 =0
"1 4z-3y+z2-1 =0



Ejercicio S17. Calcula el area del triangulo de vértices

A(17152)7 B(lvoail) y 0(157352)

Ejercicio S18. Determina la recta que no corta al plano de ecuacién x — y + z = 7 y cuyo punto maés cercano al
origen es (1,2, 3).

Ejercicio S19. Sabiendo que las rectas

;= r+y—z=1 <= r—2y—z=a
o T—y=2 o= 2r+z=a
se cortan, determina a y el punto de corte.
T =1 o
Ejercicio S20. Halla el punto de la recta r = { . +y3ZJ; i _q Que estd mds cercano al punto P(1,—1,0).

Ejercicio S21. Considera la recta r y el plano 7 siguientes

T=2r—y=>b.

_ z+ z—a =0
y—az—1 =0~

(a) Determina a y b sabiendo que r estd contenida en 7.

(b) Halla la ecuacién de un plano que contenga r y sea perpendicular a .

2. Conicas.

El objetivo de considerar aqui el estudio basico de las conicas no es otro que el de ampliar el catalogo conocido de
curvas planas elementales definidas de manera implicita, asi como el estudiar algunas de sus propiedades intrinsecas
(independientes del sistema de ejes).

Vamos a estudiar los aspectos bésicos de las cénicas: pardbola, elipse e hipérbola, considerando la definiciéon de
éstas como lugar geométrico, es decir, como el conjunto de todos los puntos del plano que verifican una determinada
propiedad. Ejemplos sencillos de lugares geométricos son: la circunferencia (lugar geométrico de los puntos de un plano
que estan a igual distancia de un punto fijo), el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de dos
puntos prefijados no es otro que la recta mediatriz del segmento determinado por los dos puntos, el lugar geométrico
de los puntos que equidistan de dos rectas que se cortan estd formado por las bisectrices de los dngulos que determinan
las rectas dadas, ...

Como veremos, adoptando un sistema de ejes adecuado las cénicas quedaran caracterizadas mediante una ecuacién
implicita en dos variables (z,y) determinada por un polinomio de segundo grado en el que no hay término cruzado

xy.

2.1. Secciones conicas.

Dejando al margen coordenadas, ecuaciones, ... el nombre completo de las cénicas es el de secciones conicas pues
son las curvas que se obtienen al seccionar un cono mediante un plano. Si tenemos un cono circular recto (mds adelante
mostraremos su ecuacién) y lo cortamos con un plano, pueden obtenerse (ver los siguientes dibujos):

= 2 rectas, si cortamos con un plano que pasa por el vértice y cuyo angulo de inclinacién respecto al eje del cono
es menor que el de la generatriz del cono.

= 1 recta doble, si cortamos con un plano que pasa por el vértice y cuyo angulo de inclinacién respecto al eje del
cono es igual que el de la generatriz del cono.

= 1 punto, concretamente el vértice del cono, si cortamos con un plano que pasa por el vértice y cuyo dngulo de
inclinacién respecto al eje del cono es mayor que el de la generatriz del cono.

= Una hipérbola, si cortamos con un plano que no pase por el vértice y cuyo dngulo de inclinacién respecto al
eje del cono es menor que el de la generatriz del cono.

= Una parabola, si cortamos con un plano que no pase por el vértice y sea paralelo a una generatriz.

= Una elipse, si cortamos con un plano que no pase por el vértice y cuyo dangulo de inclinacion respecto al eje del
cono es mayor que el de la generatriz del cono. La circunferencia se obtiene como un caso particular de elipse
si cortamos con un plano perpendicular al eje del cono.



-

2 rectas que se cortan 1 recta doble

A

Parabola

Elipse
Hipérbola Circunferencia

2.2. Definicién métrica y elementos notables.
2.2.1. La parabola.

Aunque sea una curva plana conocida por el alumno como la trayectoria descrita por un proyectil (en ausencia de
rozamiento) y como la grafica de una funcién polinémica de segundo grado y = f(z) = ax®+bx+c,a # 0, adoptaremos
ahora otro punto de vista.

Dada una recta L, llamada directriz, y un punto fijo F' (no perteneciente a la recta), llamado foco, el lugar
geométrico de los puntos que equidistan de la recta L y el punto F' se denomina parabola de foco F' y directriz L.

En la definicién considerada no hay ninguna referencia a sistema de coordenadas alguno. En el plano determinado
por la recta y el punto dados, vamos a considerar un sistema de referencia adecuado, de forma que la ecuacién que
caracterice a los puntos de la pardbola sea lo més sencilla posible. Como eje OX de la variable independiente vamos
a tomar la recta que pasa por el foco F' y es perpendicular a la directriz L, como origen del sistema de referencia
tomamos el punto O de dicha recta que equidista del foco y de la directriz, por tltimo, como eje OY de nuestro sistema
de referencia tomamos la recta que pasa por O y es paralela a la directriz.

En este sistema de ejes perpendiculares tendremos que las coordenadas del Yy
foco seran de la forma F' = (£,0) y la ecuacién de la directriz serd L = x = Vérti
T Oer ice
L.
Un punto P = (z,y) pertenecerd a la pardbola considerada si, y sélo si, P = (z,y)
Foco
2 . . ,
aP.L) = e+ B[ = appy= /(2 - ) 142 (L e de simetrin
2 2 F— (E 0) X
directriz 2’
De lo anterior es facil obtener que los puntos (z,y) que estdn en la pardbola D 29y
estan caracterizados por la ecuacion T = ) y =2p
y*> = 2px, donde p = d(F, L).

La recta y = 0 (el eje OX) es el eje de simetria de la pardbola anterior y el vértice (el punto de corte del eje de
simetria con la parabola) es el origen de coordenadas O = (z = 0,y = 0). Una ecuacién del tipo 22 = 2qy define una
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parabola con eje de simetria el eje OY y vértice en el origen de coordenadas.

Recordemos que una curva plana es simétrica: respecto del origen si al cambiar en su ecuacién (z,y) por (—z, —y)
la ecuacién no cambia; respecto del eje OX si al cambiar en su ecuacién (z,y) por (z,—y) la ecuacién no cambia,
respecto del eje OY si al cambiar en su ecuacién (z,y) por (—z,y) la ecuacién no cambia.

Si cuando hemos obtenido la ecuacién de la parabola, y? = Y 3

2p x, hubiéramos adoptado un sistema de ejes paralelo al . Vértice (av, )
que hemos elegido (o lo que es lo mismo, si hacemos una Eje /

traslacion del sistema de coordenadas), en el cual el eje o
OX fuera paralelo al eje de simetria de la pardbola (dicho y=>_ :

-8 =2p(z -«
eje de simetria tendria como ecuacién y = f3) y el vértice (=5 P )

tuviera como coordenadas («a, 3), la ecuacién de la pardbola
en dicho sistema de coordenadas seria de la forma

(y=0)*=2p(z - a).

0] T =« X
Ejercicio. Determina el vértice, el eje de simetria, el foco y la directriz de las pardbolas
y=0)?=2p(x—a), (z-0a)’=2(y-p),
para valores cualesquiera de p y ¢ no nulos.
Las ecuaciones anteriores cubren todos los casos en los que el eje de la pardbola es paralelo a uno de los ejes

coordenados. En el Tema 11 analizaremos el caso en que la pardbola tenga un eje de simetria que no sea paralelo a
ninguno de los ejes del sistema de referencia que se considere.

Ejercicio. Expresa la ecuacién 2y? + 4y + 3z + 7 = 0 en la forma (y — 3)? = 2p (x — ). Determina el vértice, el foco,
la directriz y el eje de simetria de la pardabola y haz la representacién gréfica.

Ejercicio resuelto
Encontrar razonadamente la ecuacién de la pardbola que tiene su vértice en el punto (—1,1) y su foco en (=2, 1).
Hallar la ecuacién de su recta directriz. Hacer un dibujo esquematico de dicha cénica.

Sabemos que la recta que pasa por el vértice V' y el foco F' de la parabola es su eje de simetria. En nuestro caso,
como V = (—1,1) y F = (—2,1), el eje de simetria es la recta horizontal y = 1. Por tanto, la ecuacién de la pardbola
serd (teniendo en cuenta tanto las coordenadas de su vértice como que su eje es horizontal, pardbola tumbada)

(y—1)% =2p(z+1),

donde & = zp — 2y = =2 — (—1) = —1 con lo que p = —2. La ecuacién buscada es pues (y —1)* = —4(z + 1), que
corresponde a una parabola tumbada que se abre hacia la izquierda.
Observemos que si hacemos la traslaciéon ¢’ = x + 1, y’ = y — 1 (coloca el origen de las nuevas coordenadas en

el vértice de la pardbola) la ecuacién de la pardbola es y'“ = —4z’. En estas coordenadas la recta directriz tiene por
ecuacién ' = —& =1 con lo que, deshaciendo la traslacién, vemos que x = 0 es su ecuacién en las coordenadas
originales.

Para dibujar cualitativamente la pardbola comenzamos marcando el vértice V, el foco F, el eje de simetria (la recta
y = 1 que serfa el eje OX’) y la directriz L. Los puntos exactos que conocemos de la pardbola son V y los puntos de
corte con los ejes (facilmente se ve que sélo hay un punto de corte, el (—5/4,0)). Dibujamos aproximadamente media
parabola (pasa por esos dos puntos y por (—2, —1), donde a simple vista se ve que cumple la condicién de equidistancia
entre el foco y la recta directriz). Por tltimo, dibujando la otra mitad de la pardbola obtenemos el dibujo cualitativo
final.

Y Y Y

[HE

[HEY
[HEY
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2.2.2. La elipse.

Se llama elipse al lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos fijos Fy y F» (focos) es

constante. Esta constante se suele denotar por 2a > 0 y debe ser mayor que la distancia 2¢ > 0 entre los focos.
Introducimos ahora un sistema de referencia Ya

respecto del cual la elipse estard caracteriza-
da por una ecuacién lo mas simple posible.
Tomamos como eje OX la recta que une los
focos F1 y F» y como eje OY la recta perpen-
dicular al eje OX en el punto medio de los fo-
cos, punto que serd por tanto el origen de co-
ordenadas del sistema de referencia. Respecto
de este sistema de referencia los focos vendran
dados por

(0,b)

F1:(C,O), FQ:(fcv())a

con ¢ positivo y menor que a. Un punto P = _ r oy
(0,—b) s+ 5 =1
(x,y) estard en la elipse si y sélo si a b
d(P,F1) +d(P,F>) = /(z — )2 +y2 + \/(z + ¢)2 + 2 = 2a. (1)
Sin m&s que hacer operaciones se puede obtener que la ecuacién anterior es equivalente a
2 2
% + z—Q =1, siendo b* = a? — ¢*. (2)

En primer lugar tenemos que elevar al cuadrado la ecuacién (1), de donde obtenemos

(@ =+ + @+’ +y* +2¢/ (2 — )2 + 2V (2 + )2 +y? = 4a®.

Reagrupando, queda

40’ = (= + 9’ + (2 + 0 +9%) = 2v/(z — > + 12V (2 + 02 + 92
Volvemos a elevar al cuadrado con objeto de que desaparezcan las raices cuadradas !, con lo que obtenemos
160’ + ((z — )’ +y* + (z + ¢)? +y2)2 —8a®((z =)+ 9y’ + (@4 +y°) =4(z—c)*+¥*) (z+)* +y?) .

Ahora sélo queda simplificar la expresién y dividir por a2, para llegar hasta a?(a? —c?) = (a? —c?)z? +a?y?. Dividiendo
por a?(a? — ¢?) y llamando b? = (a? — ¢?) se obtiene la ecuacién (2).

Es facil comprobar que el eje OX (la recta que une los focos) y el eje OY (la perpendicular en el punto medio
de los focos) son ejes de simetria de la elipse, y por tanto la elipse es simétrica respecto al punto medio de los focos,
punto que se denomina centro de la elipse. Los puntos en los que los ejes de simetria cortan a la elipse (£a,0) y (0, £b)
se denominan vértices. También suelen denominarse ejes de la elipse a los dos segmentos que se determinan por los

vértices en cada eje de simetria. Las distancias @ > 0 y b > 0 del centro de la elipse a los vértices se denominan

semiejes.
Si tenemos un sistema de referencia respecto Y Y
del cual el centro de simetria de la elipse tiene
por coordenadas («,3) y sus ejes de simetria K\ _ 5
son paralelos a los ejes coordenados (con lo cual ¥ = p y=
serdn las rectas © = a e y = () la ecuacién de
la elipse serda
a>b a<h
2 2
(x — ) (y—05) T=a X
" + = 1. 0 0 r=a X

La circunferencia no es mas que un caso particular de elipse, que se obtiene cuando los dos focos son un mismo
punto que se denomina centro de la circunferencia: si F; = F» tenemos que ¢ = 0 y, por tanto, a® = b2.

Ejercicio. Deducir la ecuacion de la circunferencia a partir de la definicién que se acaba de dar. Comprobar que los
puntos de una circunferencia estan situados a la misma distancia del centro.

IEste procedimiento podria afiadir soluciones falsas si 4a® — ((z — ¢)2 +y2 + (z + ¢)? + y?) < 0, es decir, si 2a? < 22 +y2 + 2.
Pasando ¢? al otro lado y teniendo en cuenta que b? = a? — ¢2, la condicién de existencia de soluciones falsas serfa a? + b < 22 4 32. Esto
no es posible porque, suponiendo que se verifique la ecuacién de la elipse (2), se tiene

x2+y27 22 N 2 <£+£71
a2 + b2 a2 + b2 a2 + b2 a2 b2 ’

por lo que a? + b? > z2 4 ¢2.
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2.2.3. La hipérbola.

Al igual que la parabola, los alumnos conocen la hipérbola como representacion grafica de una funcién explicita
y = f(z) = % Todas estas hipérbolas son equilateras y tienen como asintotas a los ejes coordenados. Veamos la
hipérbola desde otro punto de vista.

Se llama hipérbola al lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos puntos fijos F} y Fb,
llamados focos, es constante. Se suele denotar esta constante por 2a y debe ser menor que la distancia entre los focos.
Ejercicio. ;Qué sucede si 2a es mayor que la distancia entre los focos? ;Y si es igual?

Si, al igual que en el caso de la elipse, tomamos como sistema de referencia el que tiene como eje OX la recta que
une los focos y como eje OY la perpendicular en el punto medio de los focos, las coordenadas de los focos seran de la
forma Fy = (¢,0), F» = (—¢,0), con ¢ > a. Un punto P = (z,y) estard en la hipérbola si, y sélo si,

A
AP, Fy) —d(P. )| = |v/ o — o + 4% = Va+ P+ 2| = 2. Y
Sin mdas que hacer operaciones, similares a las realizadas en el caso de la
elipse, se puede obtener que la ecuacién anterior es equivalente a
F

2 2
L Y
— — 5 =1 para b = ¢? — a?.
a b

F1 X

Una hipérbola estd formada por dos ramas (dos curvas sin puntos en comtin)

que vienen dadas, respectivamente, por los puntos P
que verifican d(P, F}) — d(P, F») = 2a y por los que yA b
verifican d(P, Fy) —d(P, F») = —2a. Es facil compro- Asintotas y = +—x
bar que el eje OX (la recta que une los focos) y el //\ Y

eje OY (la perpendicular en el punto medio de los \ Vértices (+a,0)
focos) son ejes de simetria de la hipérbola, y por tan-

to la hipérbola es simétrica respecto al punto medio b ¢
de los focos, punto que se denomina centro de la

hipérbola. Mientras que uno de los ejes de simetria, I3 I3 >
el que hemos tomado como eje OY, no corta a la X
hipérbola, el otro, la recta que une los focos, corta /

a la hipérbola en dos puntos (£a, 0) que se denomi- 22 2
nan vértices. Los valores a > 0y b > 0 se denominan ——-—==1
semiejes de la hipérbola.

Otro elemento caracteristico de las hipérbolas son

3 Centro ; : ‘
sus asintotas, las rectas y = +— x que pasan por el Ejes de simetria
a

2 2
x b
centro de la hipérbola — — i—Q = 1 y tienen pendiente +—. Se dice que la hipérbola es equildtera si sus dos semiejes
a
son iguales a = b, o lo que es equivalente, si sus asintotas son perpendiculares entre si.
Ejercicio. Siendo Fy = (0,¢) y F» = (0, —c¢), determina la ecuacién de la hipérbola formada por los puntos P que
verifican |d(P, Fy) — d(P, F3)| = 2a.
Si, cuando hemos obtenido la ecuacién de la
22 g2 %
hipérbola, — — -5 = 1, hubiéramos adopta-
a

do un sistema de ejes paralelo al que hemos
adoptado (o lo que es lo mismo, si hacemos una |
traslaciéon del sistema de coordenadas), en el S B ***************** I
cual el eje OX fuera paralelo a la recta que une Y \
los focos y el eje OY fuera paralelo a la perpen- Centro /— Centro
dicular en el punto medio de los focos, los ejes
de simetria tendrian por ecuaciones respectivas
r=aey =y laecuacion de la hipérbola =« X r=a« X
—a)? —B)? —a)? -B)? (@=a)? _ (=P _
soria & 2a) (y 25) _1 2SO L ) L |
a b &
Observacion ;Qué relacion hay entre las graficas y = — y las hipérbolas? Si hacemos un giro de centro el origen de
x

coordenadas y dngulo ¢ = 72 obtenemos los puntos de coordenadas (2',y’)
( ! ) _ ( cos(¢) —sen(¢) ) ( x )
Y sen(¢)  cos(¢) y )
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Puesto que la relacién anterior es equivalente a

< x > B ( cos(¢p)  sen(¢) ) ( x' ) B V2
y )\ —sen(d) cos(o) y ) | Pty
sustituyendo (z,y) en la ecuacién zy = k tenemos

I / / N2 N2
YNy @) W)
V2 V2 2k 2k
que es la ecuacién de una hipérbola equildtera con centro (' =0,y" =
0)=(z =0,y =0), con ejes ¢y’ = 0 (o lo que es lo mismo Sl 0)y

V2

L) y con asintotas y' = =2’ (o lo que es lo mismo, y =0y = = 0).

<

2’ =0 (o lo que es lo mismo Tt

Cuando una hipérbola (equildtera) viene dada por una ecuacién del tipo xy = k se dice que la hipérbola est4 referida
2

. . .. . € . . . .
a sus asintotas y cuando viene dada por una ecuacién del tipo — — =1 se dice que esta referida a sus ejes.
a

y
2

Ejercicio resuelto

Calcular la ecuacidn, los elementos notables (centro, focos, vértices, asintotas y ejes) y la gréfica de la hipérbola
que verifica: sus focos estdn en la recta x = 1; la distancia entre sus vértices es 6; una de sus asintotas es la recta
y—3x+1=0.

Puesto que los focos de la hipérbola estan en la recta x = 1, esta recta es un eje de simetria de dicha cénica, con
lo que tenemos garantia de que no esta girada sino sélo trasladada. Es decir, su ecuacién serd de la forma
r—a)? _ A2 2 2
ool WAy,
donde hacemos la traslacién 2’ =z —«, ¢y =y — (.
Es més, al estar los focos en una recta vertical (y, por tanto, sus vértices), sabemos que la ecuacién serd de la forma
T — )2 a2 22 2
( = ) bf) _ 4 ?_12_2:_1,
pues la hipérbola cortard al eje Y’ y no al X’. Por tanto, la hipérbola tiene: su centro en (z/,y’) = (0,0), es decir,
(x,y) = (a, B); sus vértices en (2/,y’) = (0,%b), es decir, (z,y) = (o, 8 £ b); sus focos en (z,y") = (0,+c) siendo
¢ =+va?+ b2, es decir, (z,y) = (o, 3 % ¢); sus ejes de simetria son las rectas 2’ = 0 e y’ = 0, es decir, las rectas z = «
e y = [3; sus asintotas son las rectas 3’ = igac’, es decir, y — 8 = i%(m — ).

Tenemos pues, con los datos que nos dan, que determinar «, 3, a y b.

Puesto que el centro estd sobre la recta © = 1, sus coordenadas serdn (z,y) = (o = 1, 8). Al ser la distancia entre
los vértices 6, esto quiere decir que b, distancia entre el centro y un vértice, vale b = 6/2 = 3. Como la asintota pasa
por el centro, las coordenadas de éste las determinamos hallando la interseccion entre la recta x = 1 y dicha asintota,
y—3x+1 = 0: el centro estd pues en (x,y) = (e = 1, 5 = 2). Por dltimo, como la pendiente de la asintota y—3x+1 =10
es 3, deducimos que b/a = 3, es decir, a = 1.

La ecuacién de la hipérbola es pues

—1)2 _ 9)2 2 2
-1 @-2°_ ., . & vy _
12 32 12 32 ’
donde la traslacién efectuada viene dada por 2’ =x — 1, ¢ =y — 2.
En las nuevas coordenadas, (z/,y’), el centro de la hipérbola es el origen, sus semiejes son a = 1y b = 3,

con lo que su interseccién con los ejes de coordenadas (no corta al X', sélo al Y'), que son sus ejes de simetria,
se produce en los puntos (0,4b) = (0,+£3), vértices de la hipérbola. Los focos estdn en los puntos (0,=+c) siendo
c=+a2+ b2 =+/12+ 32 =+/10. Y, finalmente, las asintotas son las rectas 3’ = :l:gz', es decir, 3y’ = +32'.

Usando la traslaciéon 2’ = x—1, y' =y—2, pasamos esta informacién a las coordenadas originales (z, y). Vemos
que la hipérbola estd centrada en el punto (1,2), los vértices son los puntos (1,5) y (1,—1), los focos son los puntos
(1, 2+ \/E) y (1, 2 — \/E) Tiene dos ejes de simetria, las rectas ¢ = 1 e y = 2 (los ejes Y’ y X', respectivamente).
Las asintotas, que también se pueden obtener al factorizar la ecuacién

G- w-2 _,
12 327
son las rectas y — 2 = +3(x — 1), es decir, y =3z — 1 e y = =3z + 5.
Resumimos estos resultados en la tabla siguiente:
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Coordenadas X'Y”’ Coordenadas XY
Centro (0,0) (1,2)
Ejes de simetria =0¢e 3y =0 r=1¢e y=2
Vértices (0, £3) @.,5) y (1,-1)
Focos (0, £v10) (1,24++10) y (1,2 —+/10)
Asintotas y = +3a y=3xr—1e y=-3x+5

Teniendo en cuenta esta informacion, representamos una grafica cualitativa de la hipérbola. Para ello procedemos
de la siguiente forma.

Primero, comenzamos dibujando los ejes X,Y y colocamos el centro C' de la hipérbola. A continuacién dibujamos
los ejes auxiliares X', Y’ (las escalas deben ser las mismas, por un lado, en los dos ejes de abscisas, X y X', y, por
otro, en los dos de ordenadas, Y e Y’).

En tercer lugar dibujamos, con toda la precisién posible, una de las rectas asintotas, que pasa por el centro (origen
de las coordenadas ', y’) y que, en este caso tiene pendiente +3 (es decir, cuando la abscisa aumenta una unidad, la
ordenada lo hace en 3 unidades). Después dibujamos la otra asintota (que es simétrica de la anterior respecto de los
dos ejes coordenados X’ e Y, es decir, pasa por el centro y su pendiente es —3).

En cuarto lugar, dibujamos cualitativamente media rama (en este caso la parte izquierda de la rama superior).
Partimos de un punto por el que sabemos que pasa la rama, el vértice (z',y") = (0,3), y prolongamos la curva (esto
ya es aproximado) de manera que se acerque cada vez més a la asintota.

En quinto lugar, dibujamos la parte derecha de la rama superior (simétrica de la semirrama izquierda con respecto
al eje ).

Y YAY’ \YAY’/ \YAY'/ \YAY/
T o o o e e - o - o
// , // //
21-oC 21 oC X 21 4C X 21 4C X 21 4C X
NN RSN — ——t —t [\e | —t AT — [\e |
X X X X X
, \ , \ \ ,

En el sexto y tdltimo paso, sélo falta ya dibujar la rama
inferior (simétrica de la rama superior con respecto al eje
X') para completar nuestro dibujo cualitativo.

Podemos plantearnos también, para dibujar con més exac-
titud la cénica, calcular algunos de sus puntos, como por
ejemplo sus cortes con los ejes OX y OY. Asi, los posibles
cortes con el eje OX los calculamos haciendo y = 0 en la
ecuacion de la conica.

De esta forma:

_9)2 5 DR S S e N =<4 NS S S S,
y:0—>(ac—1)2—( ) =1 = (z—-1)*=—-= 2

9 9
es decir, no corta al eje OX. Las posibles intersecciones con I i } -

el eje OY salen de

—92)2

z:OH(—l)Q—%:—lﬂy:2i3\/§ ]

es decir, corta al eje OY en (0,2 + 3v/2) =~ (0,6,24) y en
(0,2 — 3v/2) ~ (0, —2,24).

}
1

2.3. Propiedades focales.

Las propiedades focales son ciertas caracteristicas que poseen las conicas y que las hacen idéneas para utilizarlas en
la construccion de numerosos dispositivos y aparatos de uso comun: las antenas parabdlicas, los focos de los estadios
deportivos, algunos telescopios, ... A pesar de ello, nosotros vamos unicamente a enunciar la propiedad focal de cada
una de las cénicas en términos geométricos.
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2.3.1. Propiedad focal de la parabola.

Sea F' el foco de una pardbola, r el eje de simetria de la misma y P un punto cualquiera de la pardbola. La recta
paralela a v que pasa por P y el segmento PF forman el mismo dngulo con la recta tangente o la pardbola en P.

Si tenemos la superficie que se obtiene al girar una parabola, esta propiedad permite concentrar en el foco de la
parabola todo lo que recibe la superficie (ondas, luz,...) en direccién paralela al eje. Reciprocamente, permite reflejar
paralelamente al eje todo lo que se emite desde el foco. Ejemplos de utilizacién de esta propiedad son los faros de los
automoviles, las antenas parabdlicas de TV, los grandes reflectores de los telescopios que se usan en Astronomia, los
hornos parabdlicos, ...

2.3.2. Propiedad focal de la elipse.

En cada punto P de la elipse, la recta tangente forma dngulos iguales con los segmentos PFy y PFy que unen el
punto con los focos.
Ejercicio: ;Qué dice la propiedad focal para la circunferencia, si es que tiene sentido plantearse dicha propiedad?

2.3.3. Propiedad focal de la hipérbola.

En cada punto P de la hipérbola, la recta tangente forma dngulos iguales con los segmentos PFy y PFs que unen
el punto con los focos.

T~

\ / F  Eje de simetria r 2 R F2 .

2.4. Ecuacién reducida de una coénica no girada.

En general una cénica es una curva formada por todos los puntos del plano cuyas coordenadas (x,y) verifican una
ecuacion de segundo grado del tipo

a112” + azy® + 2122y + 2417 + 2a2y + ag = 0.

Notemos que una ecuacion de este tipo puede describir, junto a las conicas previamente estudiadas, otro tipo de cénicas
que se suelen conocer como cénicas degeneradas. Los siguientes ejemplos ilustran este tipo de conicas degeneradas: una
pareja de rectas (que se corten en un punto, que sean paralelas o que sean coincidentes), 12 —y% = 0, 22—4 = 0, 22 = 0,
o un tdnico punto, 22 + y? = 0, o nada, 2% +y?> + 1 = 0.
En general cualquier ecuacién de segundo grado sin término en zy (a12 = 0) puede reducirse a uno de los siguientes
tipos de ecuacién
aX?+bY?4+c=0, aX?+bY =0, aX?+¢=0,

sin més que completar cuadradosy realizar un cambio de coordenadas. Una ecuacion de alguno de estos tipos representa
a una cénica cuyos ejes son paralelos a los ejes coordenados (la cénica no estéd girada respecto al sistema de referencia
considerado). A este tipo de ecuacién se le denomina ecuacién reducida de la cénica o ecuacién de la cénica referida
a sus ejes.

Dado un polinomio de segundo grado (en una o varias variables) en el que no aparecen términos cruzados (xy si
tenemos dos variables (z,y), o bien xy, zz e yz si tenemos tres variables (z,y, z),...) completar cuadrados consiste en
formar un cuadrado de un binomio a partir de un cuadrado de un monomio y un término de primer grado. Veamos
algunos ejemplos de cémo completar cuadrados en un polinomio de segundo grado (en 1, 2, ... variables).

Ejemplo. La conocida férmula de las soluciones de una ecuacién de segundo grado ax? + bx + ¢ =0 (a # 0),

o —b+ Vb2 — dac
B 2a

se obtiene sin mds que completar cuadrados en z (esto es posible porque el coeficiente de x es distinto de 0)

) , b , b , b b\> b\’
ar®+br+c = alz°+ -—x|+c=alz*+2—zx|+c=al|lx*+2—x+ | — — | = +c
2a 2a 2a 2a

a
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29l (L 2 AN te=a|zt L +c=0.
v 2" 2a “\ 2a AT T 40 7
Llegados a este punto hemos completado cuadrados en x. Para llegar a la férmula de la solucién de la ecuacion de

segundo grado solo queda manipular convenientemente la expresiéon obtenida:

b1% B2 b 12 b2 b2
alz+—| ——+c=0 = |z+ — ———c — x+2 =

2a
4ac 4ac —b+ \/ b2 — 4ac
= T+ =—— 4

Ejemplo. Consideremos la cénica de ecuacién 222 + 3z + y? — 5y — 1 = 0 y obtengamos su ecuacién reducida. Sin
mas que completar cuadrados en x y en y tenemos

b2 — 4ac

202 + 3z +y? — 5y —1

2[x2+g:c] + [y* —5y] -1

=3 =@ -]

Una vez completados los cuadrados sélo queda simplificar para obtener

= 9 +

3 7 .
1 5 = 3 0, equivalentemente, o7 + 67
16 8
‘- . 35 V67 V67 , ,
y la cénica es una elipse con centro el punto | — 73)7Y semiejes a = =7 b= 2—\/5 ;Sobre qué recta estan los

focos de la elipse? ;Cudles son los ejes de simetria? Calcula los focos y los vértices de la elipse y dibujala.

Ejercicio resuelto
Representar graficamente la cénica de ecuacién 1622 — y? + 322 — 4y + 8 = 0, determinando, en las coordenadas
originales z, y, sus siguientes elementos notables (si es que los tiene): centro, ejes, focos, asintotas y vértices.

Puesto que en la ecuacién de la conica no aparece el término zy, sabemos que basta con hacer una traslacion
adecuada &' = x — x9, ¥ = y — yo que lleve el origen de las nuevas coordenadas al centro (elipse o hipérbola) o al
vértice (parabola) de la cénica. Tras dicha traslacién serd ficil identificar la cénica pues llegaremos a

2 2 /2 /2
1‘__’_%_2:1’ :Z_Q_gz_zzil’ y/:ax/Q (ox’:ﬁy’Q),
si se trata de una elipse, una hipérbola o una parabola, respectivamente.

Notemos que, antes de hacer ningin calculo, en el caso en que no aparece término xy, podemos saber si estamos
ante un caso eliptico (elipse, un punto o nada), si los dos coeficientes de 2% e y? tienen el mismo signo, o ante un caso
hiperbélico (hipérbola o dos rectas que se cortan) si los dos coeficientes de x2 e y? tienen signo opuesto o ante un caso
parabdlico (pardbola, dos rectas paralelas, una recta doble o nada) cuando no aparece término x2 o y2. Es obvio, pues,
que nuestra ecuacién corresponde al caso hiperbdlico.

Para determinar la traslacién a realizar basta con completar cuadrados en la ecuacion de la cénica:

162 —9* +320 —4y+8 = 0 — 16(a®+22)— (y* +4y) +8=0 —
16[(z+1)2 -1 —[(y+2)?—44+8 = 0 — 16(x+1)*—(y+2)°=4 —
+2)° (z+1)? (y+2)°
dap1p-WED - — 1.
(@+1) 92 o T1)2)2 92

Es decir, que la traslacion 2’ =z +1, 3 =y +2, noslleva a la ecuacién de la hipérbola

B
(122 22
En las nuevas coordenadas, (2/,y’), el centro de la hipérbola es el origen, sus semiejes son a = % y b = 2, con

lo que su interseccién con los ejes de coordenadas (no corta al OY’, sélo al OX'), que son sus ejes de simetria,
se produce en los puntos (+a,0) = (:I:%,O), vértices de la hipérbola. Los focos estdn en los puntos (+¢,0) siendo

=Va2+b?=,/(3)2+22= @ Y, finalmente, las asintotas son las rectas y’ = £22/, es decir, y' = +4a’.
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Usando la traslacion o' =z +1, 3y =y +2, pasamos esta informacién a las coordenadas originales (z,y).
Vemos que la hipérbola estéd centrada en el punto (—1, —2), los vértices son los puntos (—%, -2) vy ( —2), los focos
V1T

2
y OX', respectivamente). Las asintotas, que también se pueden obtener al factorizar la ecuacién

_3
27

son los puntos ( -1, 72) y (f@ -1, 72). Tiene dos ejes de simetria, las rectas z = —1 e y = —2 (los ejes OY”’

+1)° (y+2°
(1/2)2 22

0,

son las rectas y + 2 = +4(x + 1), es decir, y =4z + 2 e y = —4x — 6.

Teniendo en cuenta esta informacion, representamos una grafica cualitativa de la hipérbola. Para ello procedemos
de la siguiente forma.

Primero, comenzamos dibujando los ejes X,Y y los ejes auxiliares X', Y” (las escalas deben ser las mismas, por un
lado, en los dos ejes de abscisas y, por otro, en los dos de ordenadas).

En segundo lugar dibujamos, con toda la precisién posible, una de las rectas asintotas, que pasa por el centro
(origen de las coordenadas z’,y’) y que, en este caso tiene pendiente +4 (es decir, cuando la abscisa aumenta una
unidad, la ordenada lo hace en 4 unidades).

YA AY Y'hAY YA AY YA Y\

En tercer lugar, dibujamos la otra asintota (que es simétrica de la anterior
respecto de los dos ejes coordenados X’ e Y, es decir, pasa por el centro
y su pendiente es —4).

En cuarto lugar, dibujamos cualitativamente media rama (en este caso
la parte superior de la rama derecha). Partimos de un punto por el que
sabemos que pasa la rama, el vértice (z/,y’) = (1/2,0), y prolongamos la
curva (esto ya es aproximado) de manera que se acerque cada vez méis a
la asintota.

En quinto lugar, dibujamos la parte inferior de la rama derecha (simétrica
de la semirrama superior con respecto al eje X’).

En el sexto y ultimo paso, sélo falta ya dibujar la rama izquierda (simétrica
de la rama derecha con respecto al eje Y') para completar nuestro dibujo
cualitativo.

Podemos plantearnos también, para dibujar con més exactitud la cénica,
calcular algunos de sus puntos, como por ejemplo sus cortes con los ejes
OX y OY. Asi, los posibles cortes con el eje OX los calculamos haciendo
y = 0 en la ecuacién de la cénica.

De esta forma:

3
y=0 — 1622 +322+8=0 — xz—u[g

es decir, corta al eje OX en (—1 + ‘/75, 0) =~ (—0,29,0) y en (-1 — g, 0) ~ (—1,71,0). Las posibles intersecciones con
el eje OY salen de
r=0 — > +4y—8=0 — y=-2+2V3

es decir, corta al eje OY en (0, —2 4 2v/3) ~ (0,1,46) y en (0, —2 — 21/3) ~ (0, —5,46).

3. Cuadricas.

En general, una cuédrica es la superficie formada por todos los puntos del espacio cuyas coordenadas (x,y, z)
verifican una ecuacién de segundo grado

anz? + a22y2 + a3322 + 2a12xy + 2a13x2 + 2a23yz + 2a1x + 2a9y + 2a3z + ag = 0.
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Desde este punto de vista, las cuddricas tienen muchos elementos en comtn con las cénicas en el plano.

Por lo general, las cuadricas son superficies en el espacio, aunque existen algunos casos degenerados para elecciones
concretas de los pardmetros. Por ejemplo, una ecuacién de este tipo puede describir: una pareja de planos (que se
corten en una recta, que sean paralelos o que sean coincidentes),

22—y’ =0, 2°-4=0, 2?2=0,

0 un unico punto
2 2 2
o +y +2°=0,
o nada
2422 +1=0.

A la hora de analizar una cuddrica es una buena idea simplificar previamente la ecuacién. Si en la ecuacién de la
cuadrica no aparecen términos cruzados, la ecuacién puede reducirse, sin méas que completar cuadrados, a una ecuacién
en la que a lo sumo aparece un término en cada variable (y, posiblemente, un término independiente), es decir, a uno
de los siguientes tipos de ecuacion:

aX?+bY? +cZ?+d=0, aX?+bY?’+cZ=0, aX?’+bY +cZ=0, aX?+bY =0, aX?+d=0.

En general, aunque en la ecuacidon aparezcan términos cruzados, también es posible reducirla a uno de los tipos
anteriores, que se denomina ecuacion reducida de la cuddrica correspondiente. La técnica necesaria para eliminar los
términos cruzados sera desarrollada en el Tema 11.

A continuacién estudiamos las diferentes cuddricas (ademds de los pares de planos ya citados) y sus elementos
notables. Dependiendo de los signos de los coeficientes involucrados tendremos superficies con diferentes elementos
distintivos (planos, ejes y centros de simetria, vértices, cortes con planos paralelos a los planos coordenados, etc.).

Recordemos que una superficie es simétrica: respecto del origen si al cambiar en su ecuacién (z, y, z) por (—z, —y, —2)
la ecuacién no cambia; respecto del eje OX, y = z = 0, si al cambiar en su ecuacién (z, y, z) por (x, —y, —z) la ecuacién
no cambia; respecto del eje OY, & = z = 0, si al cambiar en su ecuacién (z,y, z) por (—z,y, —z) la ecuacién no cambia,
respecto del eje OZ, x = y = 0, si al cambiar en su ecuacién (z,y, z) por (—z, —y, z) la ecuacién no cambia; respecto
del plano OXY, z = 0, si al cambiar en su ecuacién (z,y, z) por (z,y, —z) la ecuacién no cambia; respecto del plano
OXZ,y =0, si al cambiar en su ecuacién (z,y, z) por (z,—y,z) la ecuacién no cambia; respecto del plano OY Z,
x =0, si al cambiar en su ecuacién (z,y, z) por (—z,y, z) la ecuacién no cambia.

3.1. [Elipsoides.

Los elipsoides se obtienen cuando, una vez completados cuadrados, los tres coeficientes de los términos de segundo
grado tienen el mismo signo. Simplificando la ecuacion, llegaremos a uno de los tres casos siguientes, dependiendo del
signo del segundo término:

—_

4+ s+ 5 =¢ 0, con abc#O0. 3)
a c

¢ Elipsoide (real) y esfera:
El primero de los casos, Z

X vz et
a2 = b2 2

se corresponde con la superficie que podemos observar en la figura

y que se denomina elipsoide (real). Elementos caracteristicos de

un elipsoide son: su centro (de simetria), sus ejes (de simetria), sus b

vértices (puntos de corte de los ejes con el elipsoide), sus semiejes

a,b, ¢ (distancias del centro a los vértices). En el caso conside- X

rado el centro es el origen de coordenadas, los ejes son los ejes o

coordenados y los vértices son (+a,0,0), (0,%b,0) y (0,0, £c). Elipsoide

El elipsoide real es simétrico respecto de los planos X =0, Y =0y Z = 0, y sus intersecciones con ellos son las
elipses de ecuaciones respectivas
Yy? Zz? X2 Zz? X2 v?

wrta=h pta=h vy ptp =t
2

Un caso especialmente importante de elipsoide es la esfera que se cuando a? = b? = ¢2.

e Casos degenerados: Si, al simplificar, se obtiene un cero como segundo término de la ecuacién (3), la cuddrica
se corresponderia con un solo punto, (X,Y;Z) = (0,0,0). En el caso en que el segundo término fuese negativo,
la ecuacion no tiene solucién real y, por lo tanto, no se corresponde con ninguna superficie real. Por ello, se suele
denominar a esta “cuadrica” como elipsoide imaginario.
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3.2. Hiperboloides.

Las superficies cuadricas que tratamos ahora aparecen cuando, al completar cuadrados, dos de los coeficientes de
los términos de segundo grado son positivos y uno negativo, o viceversa. Supondremos en este estudio que la variable
cuyo coeficiente es negativo es Z (aunque las otras posibilidades serdn también comentadas). Una ecuacién de este
tipo se puede llevar a uno de los tres casos siguientes, dependiendo del signo del segundo término:

1
X2 y2 Zz?
———=¢ 0, con a,bc#0. (4)

?+b2_c2_

e Hiperboloide hiperbdlico (o de una hoja):
El primero de los casos, correspondiente a la ecuacién (4) cuando el segundo término es positivo, se denomina

hiperboloide hiperbdlico o hiperboloide de una hoja.
Su ecuacion es

Z

X% v? z

e Et

Elementos caracteristicos de un hiperboloide de una hoja
son su centro y su eje. En el caso considerado, el centro
es el origen de coordenadas (X,Y;Z) = (0,0,0) y el eje
X =0,
Y =0.
Al igual que el elipsoide, esta cuddrica es simétrica respecto
de los planos coordenados. La interseccién con los mismos
da lugar a distintos tipos de cénicas: Hiperboloide hiperbdlico

Al igual que el elipsoide, esta cuddrica es simétrica respecto de los planos coordenados. La interseccién con los
mismos da lugar a distintos tipos de cénicas:

corresponde al eje OZ =

X% y?
» Con Z = 0, la interseccion es la elipse — + —= = 1.
a b2
Y2 Z2
= Con X =0, la interseccion es la hipérbola 7 e 1.
c
Xz 7
» Con Y =0, la interseccion es la hipérbola — — — = 1.
a c

El hiperboloide de una hoja tiene una particularidad que resulta sorprendente (desde un punto de vista intuitivo),
esta particularidad es el ser, del mismo modo que el cono, una superficie reglada. De hecho, por cada punto de un
hiperboloide de una hoja pasan dos rectas totalmente contenidas en la superficie. Las superficies que verifican que por
cada uno de sus puntos pasa una recta totalmente contenida en la superficie se denominan superficies regladas.

Para terminar esta descripcién comentemos, brevemente, la importancia de la variable cuyo coeficiente es el nega-
tivo. Esta indica la direccién del eje del hiperboloide hiperbdlico. Por ejemplo, si la ecuaciéon fuese

el eje del hiperboloide hiperbdlico seria el eje OX.

e Hiperboloide eliptico (de dos hojas):
El Hiperboloide eliptico o hiperboloide de dos hojas se obtiene de la ecuacién (4) cuando el segundo término
es negativo.

N

La ecuacion es
Xz yr Zz
R )
Elementos caracteristicos de un hiperboloide de dos hojas son su
centro, su eje y sus vértices. En el caso considerado el centro es
el origen de coordenadas y el eje es el eje OZ.
La variable cuyo signo es negativo indica también, en este caso,
la direccion del eje del hiperboloide de dos hojas.
Esta cuddrica es simétrica respecto de los planos coordenados. La
interseccion con los mismos da lugar a distintos tipos de conicas: Hiperboloide eliptico

=—1.
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X2 y?

» Con Z = 0, la interseccion da lugar a la ecuacion —- + ol —1, que no es una curva real.
a
Y2 Z2
= Con X = 0, la interseccién es la hipérbola 2 a —1.
c
Xz 7
» Con Y =0, la interseccién es la hipérbola — — — = —1.
a c

e Cono:
La cuddrica que se obtiene de la ecuacién (4) para el segundo término nulo, que se denomina cono, se puede
considerar como un caso limite, o degenerado, entre los dos tipos de hiperboloides que acabamos de describir.

-

Su ecuacién puede ser

2 2 2 2 2
% };—2 — % =0 o, despejando, Z% = % + %
Elementos caracteristicos de un cono son su vértice y su eje. En
el caso considerado son el origen de coordenadas y el eje OZ.
Notemos que un cono es una superficie que puede ser descrita
facilmente mediante rectas. Si tenemos una elipse en el espacio
y un punto V que no estd en el plano de la elipse, la superficie
317’_22 _ f_j — o formada por (todos los puntos de) las rectas que pasan por V' y
por cada punto de la elipse es un cono con vértice V. Es obvio,
por tanto, que un cono es también una superficie reglada, como
el hiperboloide de una hoja.
Cuando A% = B? se tiene un cono circular (los cortes con planos
Z = k son circunferencias).

Cono

3.3. Paraboloides.

Los paraboloides se obtienen cuando una de las tres variables no aparece elevada al cuadrado. Supondremos, en
esta descripcién, que dicha variable es Z. Una vez completados cuadrados y simplificada la ecuacién llegamos a los
dos tipos principales siguientes:

X2 y?
Z:j:(—2+b—2) con a,b;é(), (5)
a
Y 2 2
X Y
Zi(?b_Q) con a,b7é0. (6)

e Paraboloide eliptico:
La ecuacién (5) es la ecuacién general de un paraboloide eliptico, salvo el papel que realizan las distintas

variables.
\ 7

De los dos posibles signos de la ecuacién (5), para una primera repre-

sentacién (que se puede observar en la figura), consideraremos el posi-
2 2

tivo, es decir, Z = % + Y—2

Elementos caracteristicos de un paraboloide eliptico son su vértice y su

eje. En el caso considerado son el origen de coordenadas y el eje OZ,

respectivamente.

O Si, en la ecuacién (5) hubiésemos tomado el signo negativo, el

paraboloide eliptico estaria abierto hacia los valores negativos de Z.

X

Paraboloide eliptico

En el caso considerado, esta cuddrica es simétrica respecto de los planos X =0 e Y = 0. La interseccion con ellos
da lugar a las siguientes conicas:

2

= Con X =0, la interseccion es la parabola Z = 7

2

» Con Y =0, la interseccion es la pardbola Z = —-.
a

21



Vemos que, en ambos casos, las pardbolas estan abiertas hacia los valores positivos de Z.

Observemos, también, que la interseccién de un paraboloide eliptico con un plano Z = ¢ es una elipse si ¢ > 0, un
punto (el vértice) para ¢ = 0 y nada si ¢ < 0.

Terminemos esta descripcién mencionando que el papel que desempena la variable que no aparece elevada al
cuadrado se corresponde, como en casos anteriores, con la direccién del eje de la cuadrica.

e Paraboloide hiperbdélico.
Salvo el papel realizado por las distintas variables, la ecuacién (6) es la ecuacién general de un paraboloide
hiperbdlico. De los dos signos posibles de dicha ecuacion consideraremos ahora el signo negativo, es decir, la ecuacion

X2 Y?
Podemos comprobar, en la figura, que esta superficie se asemeja a una
silla de montar, y a veces recibe este nombre.

En el caso considerado, el origen de coordenadas es el llamado vértice
o punto de silla del paraboloide hiperbdlico.

Los planos X = 0 e Y = 0 son de simetria para el paraboloide hiperboli-
2

co y al cortar la superficie con ellos se obtienen parabolas (Z =
2

b—QY

Z = ——, respectivamente).
a
Al cortar con planos Z = ¢ se obtienen hipérbolas para ¢ # 0 y sus

respectivas asintotas para ¢ = 0.

Paraboloide hiperbdlico

La eleccién del signo positivo en la ecuacién (6) cambiaria los papeles respectivos de X e Y y, por tanto, si las
parabolas de corte estdn abiertas hacia valores positivos o negativos de Z.

Del mismo modo, el cambio en la variable que no tiene término cuadratico cambiaria los planos de simetria y, por
tanto, las secciones parabdlicas e hiperbdlicas.

Es obligado terminar la descripcion del paraboloide hiperbédlico destacando que, aunque la intuicién no lo ponga
del todo sencillo, nos encontramos ante una superficie reglada. Ain més, por cada punto de la superficie pasan un par
de rectas que estan completamente contenidas en ella.

3.4. Cilindros.

Estas cuddricas corresponden a casos en los que, al completar cuadrados, alguna de las variables no aparece o se
obtiene un unico cuadrado. Esto hace que podamos pensar en los cilindros como superficies formadas al desplazar
una cénica a lo largo de una recta que pasa por uno de sus puntos (y no esté contenida en el plano de dicha cénica).

Dependiendo del comportamiento de las otras dos variables se pueden obtener distintos cilindros. En la figura
siguiente mostramos los mas habituales, aunque también podriamos incluir en estos casos las cuadricas degeneradas
correspondientes a dos planos secantes (generados a partir de un par de rectas que se cortan y que pueden ser
consideradas como las asintotas de una familia de hipérbolas), dos planos paralelos o un plano doble (generados por
un par de rectas paralelas o una recta doble, respectiva%lente).

VA A

Y

Z=Y? v/ ¥ XN

X a? b2 L
X
Una ecuacién del tipo Y2 = 2X — Z, en la que aparece el cuadrado de una variable y términos lineales en las otras
dos, corresponde a un cilindro parabdlico en el que la directriz (la recta formada por los vértices de las pardbolas) no
es paralela a ninguno de los ejes coordenados.
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Tabla-resumen de Cuadricas

Elipsoide

Es una esfera sia =b=c.

Secciones con planos paralelos a los coordenados: Elipses.
Simetria respecto al centro, ejes y planos coordenados.
Centro (de simetria): Origen de coordenadas.

Es de revolucién si dos de los coeficientes a,b y ¢ son iguales.

Hiperboloide
Hiperbdlico
(o de 1 hoja)

2 2 2
vy 2
a b2 2
Eje del hiperboloide: variable que aparece con coeficiente negativo.
Secciones con planos paralelos al plano XY: Elipses.
Secciones con planos paralelos al plano XZ 6 Y Z: Hipérbolas.
Simetria respecto al centro, ejes y planos coordenados.
Centro: Origen de coordenadas.

Es de revolucién si a = b.

Hiperboloide
Eliptico
(o de 2 hojas)

2y 2 )
a2 b2 2

Eje del hiperboloide: variable que aparece con coeficiente negativo.

Secciones con planos paralelos al plano XZ 6 Y Z: Hipérbolas.

Secciones con planos paralelos al XY: Elipses (6 1 punto 6 nada).

Simetria respecto al centro, ejes y planos coordenados.

Centro: Origen de coordenadas.

Es de revolucién si a = b.

2 2
2 _ Yy
ftete
Eje del cono: OZ.  Vértice: O.
Cono Secciones con planos paralelos al plano XY Elipses (6 1 punto).
Secciones con planos paralelos al plano XZ 6 Y Z: Hipérbolas.
Simetria respecto al centro, ejes y planos coordenados.
Centro (de simetria): Origen de coordenadas.
Es de revolucién si a = b.
2 2
_ 2z ¥
tete
Eje del paraboloide: OZ, variable que aparece con grado uno.
Paraboloide Vértice: O.
Eliptico Secciones con planos paralelos al XY Elipses (6 1 punto o nada).
Secciones con planos paralelos al plano XZ 6 Y Z: Parabolas.
Simetria respecto a los planos XZ e YZ y al eje OZ.
Es de revolucién si a = b.
2 2
__ 2z ¥
ety
Paraboloide Eje de simetria: OZ.
hiperbélico Simetria respecto a los planos XZ e Y Z.
Secciones con planos paralelos al XY: Hipérbolas (6 2 rectas).
Secciones con planos paralelos al plano XZ 6 Y Z: Parabolas.
Parabdlico
z Z z
Eliptico Hiperbdlico
Cilindros x_2 N i . y v R
N PER
X
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Ejercicio resuelto
Determinar el tipo de cuadrica que corresponde a la ecuacion

2?4yt 4+ 22— 22 —8y+42+5=0,

representarla graficamente y encontrar las simetrias que presenta (respecto a puntos, rectas y planos).

El tipo de cuddrica depende de los signos de los coeficientes cuadriticos (cudntos son positivos, cuédntos negativos y
cuantos nulos) y del signo del término independiente. Puesto que los coeficientes de los tres términos de grado dos son
todos no nulos y no tienen todos el mismo signo, sabemos que estamos ante un hiperboloide (de una o de dos hojas)
0 ante un cono.

Completando cuadrados

v? 4y 422 20— 8y+42+5=0 — 2204 +2y) +22+42+5=0 —
(z—1)2=1-4[y+1)2 =1+ (24+2?-4+5=0 — (z—1)>—4(y+1)>+(2+2)*=—4

(x —1)2 (2 +2)? ' s 27
T WA T =l o ey =L
donde hemos realizado la traslacion =’ =x—1, ¢y =y+1, 2/ =2+2, Z'A

con lo que el origen de las nuevas coordenadas estd en el punto (x =
1,y = —1,z = —2). Se trata, por tanto, de un hiperboloide de dos hojas,
cuyo eje es el OY’; al que corta en los puntos (', y', 2") = (0,+1,0).
Ademids es simétrico respecto:

1. del punto (¢/,4',2") = (0,0,0), es decir, (z,y,z) = (1,—1,—2).

2. de las rectas ¥y’ = 2/ = 0 (eje OX'), 2’ = 2/ =0 (eje OY') y

' =1y =0 (eje OZ'), es decir, respecto de las tres rectas de 1 Vn
ecuaciones y=1,2=-2, z=1,2=-2 y z=1y=1,
respectivamente.

3. de los planos 2z’ = 0 (plano OX'Y"), v/ = 0 (plano OX'Z") y
2’ = 0 (plano OY’Z’), es decir, respecto de los tres planos de
ecuaciones z=-2, y=1 y x =1, respectivamente. X'
Un dibujo cualitativo de esta cuddrica, en coordenadas (z’,y’, z’), aparece en la figura. En coordenadas (x,y, z)
basta con desplazar los ejes coordenados.

Ejercicio resuelto
Clasificar, segun los valores de a € R, la cuddrica de ecuacién

42% — ay® + 92% — 162 — 2ay — 182 = 2a — 25.

Para a = 36, dibujar la cuadrica que se obtiene y encontrar en las coordenadas originales, si los tiene, su centro de
simetria, sus ejes de simetria y sus planos de simetria.

Para clasificar la familia de cuadricas completamos cuadrados

42 — ay?® +92% — 16z — 2ay — 182 = 2a — 25 — 4(2* —42) —a(y® +2y) + 9(2* —22) = 2a — 25
— Az -2 -4 —a[ly+1)? -1 +9(z—-1)* 1] =2a—25
— Ar—-22—-16—aly+ 1) +a+92z-12-9=2a—-25 — 4(z—2)* —a(y+1)*+9(>z-1)? =a.

La traslacion
Y=x-2, y=y+1, Z=2z-1

permite escribir la ecuacién como
2 2 2
42" — ay’” + 927 = a.

El tipo de cuddrica depende de los signos de los coeficientes cuadraticos (cudntos son positivos, cudntos negativos
y cudntos nulos) y del signo del término independiente. Observamos que:

. 2 . oy
e cl coeficiente de z'°, 4, es siempre positivo;
. 2 . -
e el coeficiente de 3'*, —a, es negativo cuando a > 0, nulo cuando a = 0 y positivo cuando a < 0;

. 2 . .
e el coeficiente de 2%, 9, es siempre positivo;
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e ¢l término independiente, a, es negativo cuando a < 0, nulo cuando a = 0 y positivo cuando a > 0.

. . - - . . 2 2 2
Aparecen, por tanto, las tres situaciones siguientes (indicamos los signos de los coeficientes de ', y'*, 2’ y del
término independiente, este dltimo entre paréntesis, en cada caso):

i) a < 0: + + +(—), no hay ningiin punto que lo verifique (es un caso de elipsoide degenerado).

ii) a = 0: 40 + (0), se trata de un caso degenerado de cilindro eliptico, concretamente una recta (el eje OY”’), que
verifica la ecuacién 4z'* + 92> = 0. Es pues la recta dada por x =1, z = 2.

iii) a@ > 0: + — +(+), estamos ante un hiperboloide de una hoja, cuyo eje es el OY".

Para a = 36 obtenemos el hiperboloide de una hoja de ecuacién

(-2 (y+1)? (2-1) oyt 2
4(z—2)* —36(y+1)*+9(z —1)*> =36 — w St o opEtEol
Estudiemos las simetrias que presenta este hiperboloide de una hoja ,
(representado en la figura) respecto de puntos, rectas y planos. YA A

El tnico punto respecto del que una cuadrica puede ser simétrica es el
origen, (2/,y’,2") = (0,0,0). Esto ocurre cuando su ecuacién es inva-
riante al cambiar (2,3, 2") por (=2, —y', —2'):
"2 n2 n2 12 2 2
(=2)”  (=y) | (%) a” oy oz

32 12 2z T o pEte sl

N

Por tanto, esta cuddrica es simétrica respecto del punto (z',y',2) =
(0,0,0), es decir, (z,y,2) = (2,—-1,1).
Las rectas respecto de las cuales la cuddrica puede ser simétrica son

<

~

los ejes coordenados: la simetria respecto del eje X', definido por 3’ = U
2" = 0, aparece si la ecuacién no varfa cuando se sustituye (z’,y’, 2) por
(2, —y', —2'); la simetria respecto del eje Y’, definido por 2’ = 2’ = 0, X'

estd presente si la ecuacién no cambia cuando se sustituye (2, y’, )

por (—z',y’, —2'); la simetria respecto del eje Z’ definido por 2’ = ' = 0, aparece si la ecuacién no varfa cuando se
sustituye (2/,y’,2’') por (—a’, —y/', 2’). Es trivial comprobar que el hiperboloide es simétrico respecto de los tres ejes,
cuyas ecuaciones en las coordenadas originales son: y = —1, z = 1 para el eje X'; 2 =2, 2 =1 para el eje Y'; z = 2,
y = —1 parael eje Z'.

Los planos respecto de los cuales la cuddrica puede ser simétrica son los planos coordenados: la simetria respecto
del plano X'Y’, definido por 2z’ = 0, aparece si la ecuacién no varia cuando se sustituye (2’3, 2’) por (2/,y’,—2');
la simetria respecto del plano X’Z’, definido por 4/ = 0, estd presente si la ecuacién no cambia cuando se sustituye
(a',y',2") por (a',—y', 2'); la simetria respecto del plano Y’Z’ definido por ' = 0, aparece si la ecuacién no varia
cuando se sustituye (2/,y,2") por (—z', %/, 2"). Es trivial comprobar que el hiperboloide es simétrico respecto de esos
tres planos, cuyas ecuaciones en las coordenadas originales son: z = 1 para el plano X'Y’; y = —1 para el plano X' 7’;
x = 2 para el plano Y'Z’.

Resumiendo, el hiperboloide es simétrico respecto del origen, de los ejes y de los planos coordenados (de las
coordenadas X'Y’Z’). Presenta esas siete simetrias porque en su ecuacién aparecen z’, ¢y’ y z’ con grado dos y, por
tanto, la ecuacién no cambia al sustituir cualquiera de ellos por su opuesto (2’ por —2/, ¥’ por —y', 2’ por —2').

Ejercicio resuelto
Observa la cuddrica de la figura. Determina su ecuacién (1,3,2)
en coordenadas (x,y, ).

N7 Y
, (1,3,0)
T
(1,1,0) (2,3,0)

Se trata de un cono que tiene su eje paralelo al OY, es decir, su ecuacién serd de la forma

(@ _2a)2 i ;26)2 = (y—)°

a

si su vértice esta en el punto («,7, 3). Como el de la figura tiene su vértice en (1, 1,0), su ecuacién es de la forma

(x—1)% 22

_ 2
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Para determinar a y b tenemos la informacién de que el corte del cono con el plano y = 3 es una elipse de semiejes 1
en la direccion del eje OX y 2 en la del OZ. Por tanto,
(x —1)%2 22 (x —1)2 22

_ 2 _ 92 .
St =B =2 o o s =1

y=9 2a? @)

con lo que identificando con los semiejes de la elipse obtenemos 2a = 1 y 2b = 2, es decir, la ecuacién de la cuddrica es

(55—71)+Z_2_(y—1)2 — A1)+ 22 = (y - 1)%

1 2
3" !
Otra manera de determinar a y b es exigiendo que los puntos (1,3,2) y (2,3,0) verifiquen la ecuacién del cono
(cuidado con el punto (1,3,0), que no pertenece al cono):

(1-1)2 22
(1,3,2) : T+b—2:(3*1)2Hb2:1Hb:1,
Co2-1? 02 ., 1 1
(2,3,0) : T+b—2:(371) —a= - a=g

Ejercicio resuelto
Determinar razonadamente el tipo de cuddrica que corresponde a la ecuacién

(a+ 12+ (a®> —4)y* +az’ = —a®* +a + 2,

para cada valor de a € R. Hacer, asimismo, un dibujo esquematico de las superficies que se obtienen segin los valores
del parametro a. Ademads, estudiar razonadamente, cudles de dichas superficies son simétricas respecto del eje OX y
cuéles respecto del plano OXZ (y = 0).

Tenemos que clasificar la familia de cuadricas
(a+ 12+ (a® —4)y* + az? = —a®* + a + 2.

El tipo de cuddrica depende de los signos de los coeficientes cuadréticos (cudntos son positivos, cudntos negativos
y cudntos nulos) y del signo del término independiente. Observamos que:

o el coeficiente de 22, a + 1, es negativo cuando a < —1, nulo cuando a = —1 y positivo cuando a > —1;

e el coeficiente de 32, a? — 4, es negativo cuando |a| < 2, es decir, —2 < a < 2, nulo cuando a = +2 y positivo cuando
la| > 2, 0sea,a< —20a>2;

o el coeficiente de 22, a, es, obviamente, negativo cuando a < 0, nulo cuando a = 0 y positivo cuando a > 0;

e el término independiente, —a? +a+2 = —(a+ 1)(a —2), es negativo cuando a < —1 0 a > 2, nulo cuando a = —1,2
y positivo cuando —1 < a < 2.

Aparecen, por tanto, las nueve situaciones siguientes (indicamos los signos de los coeficientes de x2, y2, 22 y del
término independiente, este ultimo entre paréntesis, en cada caso)

—+— (,———(’+——(’ +—+(+) +++(—)

_ _ 2 a

i) a < —2: —+—(—), o si preferimos (cambiando el signo a la ecuacién completa) +—+(+), se trata de un hiperboloide
de una hoja, cuyo eje es el OY.

ii) a = —2: —0 — (=), tenemos un cilindro eliptico cuyo eje es el OY. Observemos que, equivalentemente, estamos
ante el caso +0 + (+), en concreto con la ecuacién z? + 222 = 4.

iii) —2 <a < —1: — — —(—), estamos ante un elipsoide, pues es equivalente a + + +(+).

iv) a = —1: 0 — —(0), se trata de un caso degenerado de cilindro eliptico, equivalente a 0 + +(0), concretamente una
recta (el eje OX), que verifica la ecuacién —3y? — 22 = 0.

v) —1 <a<0:+— —(+), se trata de un hiperboloide de dos hojas, cuyo eje es el OX.
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vi) a =0: + — 0(+), se trata de un cilindro hiperbélico, cuyo eje es el OZ, en concreto de ecuacién 2% — 4y? = 2.
vii) 0 < a < 2: + — +(+4), o si preferimos, + + —(—), estamos ante un hiperboloide de una hoja, cuyo eje es el OY.

viii) a = 2: 40 + (0), se trata de un caso degenerado de cilindro eliptico, concretamente una recta (el eje OY'), que
verifica la ecuacién 322 + 222 = 0.

ix) a > 2: + 4+ +(—), no hay ningiin punto que lo verifique (es un caso de elipsoide degenerado).

Hacemos un dibujo cualitativo de las cuddricas que se obtienen en cada caso:

z z z X

-1
/] A

X X X
a<—=2,0<a<?2, a=—2, —2<a< -1, -1<a<0

Una cuddrica serd simétrica respecto al eje OX si al cambiar en su ecuacién (z,y, z) por (x, —y, —z) la ecuacién no
cambia. Esto sucederd siempre que, cuando aparezcan y y z, lo hagan con grado dos o grado cero (que no aparezcan).
Como en todos los casos (no degenerados) que surgen al variar a ocurre eso, concluimos que todas son simétricas
respecto al eje OX.

Anélogamente, una cuddrica serd simétrica respecto al plano OXZ si al sustituir en su ecuacién (z,y,z) por
(x,—y, z) la ecuacién no cambia. Esto sucederd siempre que, cuando aparezca y, no lo haga con grado uno (es decir,
su grado sea dos o cero). Como en todos los casos (no degenerados) que surgen al variar a ocurre eso, concluimos que
todas son simétricas respecto al plano OX Z.

Observemos que en los casos degenerados (el eje OX cuando a = —1 y el eje OY cuando a = 2) también es valido
ese razonamiento (aunque el enunciado habla de estudiar las superficies que sean simétricas).

Ejercicio resuelto
Determinar razonadamente el tipo de cuadrica que corresponde a la ecuacién

ar® +(4—-aPy* —2+1=0,

para cada valor @ € R. Hacer un dibujo esquematico de las superficies que se obtienen para o = —=3, a = —1y
a=0.

Tenemos que clasificar la familia de cuadricas

2 12

ar’ +(4—a?)y? —24+1=0 — z—-l=oa2’+(4—-a*)y? — z':ozx/2+(4foz2)y

donde hemos hecho la traslacién 2’ = z, y' = vy, 2/ = 2z — 1 que nos permite eliminar el término independiente.

Vemos que no aparece término cuadrético en 2z’ (siempre lineal con coeficiente +1 cuando lo despejamos). El tipo
de cuddrica depende entonces de los signos de los coeficientes cuadraticos (cudntos son positivos, cudntos negativos y
cuédntos nulos). Observamos que:

e el coeficiente de /% es positivo si @ > 0, nulo si & = 0 y negativo si a < 0;

e ¢l coeficiente de y'2, 4 — a2, es positivo cuando |a| < 2, es decir, —2 < a < 2, nulo cuando o = 42 y negativo
cuando |a] > 2, 0sea, a < —20 a > 2.

. . . . e . . 2 2
Aparecen, por tanto, las siete situaciones siguientes (indicamos los signos de los coeficientes de z'“ e y'“, en cada

- — —+ ++ +-
2 0 2

i) @ < —2: ——, se trata de un paraboloide eliptico cuyo eje es el OZ’.

0

ii) @ = —2: —0, se trata de un cilindro parabdlico cuyo eje es el OY”.

iii) —2 < a < 0: —+, estamos ante un paraboloide hiperbélico cuyo eje es el 0Z’.
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iv) a = 0: 0+, es un cilindro parabdlico cuyo eje es el OX'.
v) 0 < a < 2: ++, estamos ante un paraboloide eliptico, cuyo eje es el OZ’.
vi) a = 2: 40, se trata de un cilindro parabdlico cuyo eje es el OY”.

vii) « > 2: +—, tenemos un paraboloide hiperbdlico cuyo eje es el OZ'.

Hacemos un dibujo cualitativo de las cuddricas que se obtienen para los valores dados:

Z
Y
X

Ejercicio 1. En las siguientes ecuaciones, determinar el tipo de cdénica que es, sus elementos notables y su repre-
sentacién gréfica.

- para o = —3, el paraboloide eliptico z — 1 = —322 — 5y
- para o = —1, el paraboloide hiperbélico z — 1 = —a? + 3y?;

- para o = 0, el cilindro parabdlico z — 1 = 4y2.

4. Ejercicios

2

2
L T +% =1 3. y = 4x°.
$2 2 — 2
2. -4 =1 4. v = 2y°.

Ejercicio 2. Completar cuadrados, si es necesario, en las siguientes ecuaciones y determinar el tipo de cénica que es,
sus elementos notables y su representacién gréfica.

1. 322+ 3y? + o+ 5y +1=0. 7. 2% —dx +4y+4=0.

2. 322 =3y  +z+5y+1=0. 8. y? —4y=0.

3.3y +x+5y+1=0. 9. 422 + 5y? — 30y + 25 = 0.

4, 22 +2y% —4x — 4y +4=0. 10. 22 + 9% — 22— 6y +10=0.
5. 22 —y? +4x — 6y —9 = 0. 11. 222 + 9% — 122 — 4y + 24 = 0.

6. 22 +y% -8z — 6y = 0.
Ejercicio 3.
1. Calcular la ecuacién de la pardbola de eje horizontal que tiene por foco F' = (—2,3) y pasa por el punto (—1,3).

2. Calcular la ecuacién de la elipse que pasa por el punto P = (3,—2) y tiene por focos los puntos F; = (4,2) y
Fy = (—2,2). Determina sus elementos notables y dibdjala.

3. Calcular la ecuacién de la hipérbola que tiene por vértices los puntos (1,2) y (1,6) y pasa por el punto (3,8).
Ejercicio 4. (Selectividad)

1. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (0,2), (0,—2)y (=1,1).

2. Determinar los valores de m para que el punto (3,m) pertenezca a la circunferencia anterior.

Ejercicio 5. (Selectividad) Determinar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A = (1,6) y
B = (5,2) y tiene su centro sobre la recta y = 2z.

28



Ejercicio 6. (Selectividad) Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto de interseccién de las
rectas de ecuaciones respectivas

20 —y—4=0 y xz—2y+3=0
y es tangente a la recta x — 3y + 3 = 0. Calcula el punto de tangencia.

Ejercicio 7. Completar cuadrados en las siguientes ecuaciones y determinar el tipo de cuadrica que es, sus elementos
notables y su representacién grafica:

1. 22 +3y° + 22 +2x+5y—22+1=0. 22+ 22+ x+42-1=0.

2. 302+ — 22+ +2y+22+1=0. >+’ +ar+4y—2=0.

3. —22 4+ + 322+ 20 +2y+2+1=0. y? — 22+ y+4z—-1=0.

© ® 3N &

4. 22 +y*+r+4y+32—-1=0. > +1r+32—-1=0.

5. 22 +y?+ax+4y—22—-1=0. 10. 22 —y? +x+4y+2—-1=0.
Ejercicio 8. Indicar la respuesta correcta:

1. La ecuacién y? — 6z — 4y — 20 = 0 corresponde a:
a) I:l Una parabola cuyo vértice es V = (—4,2).
b) I:l Una parédbola cuyo eje es la recta de ecuacion y = —4.
c) I:l Dos rectas que se cortan en un punto.

2. La ecuacién 522 + y? = 1 corresponde a:
a) I:l Una elipse con focos en el eje de abscisas.
b) I:l Una elipse con focos en el eje de ordenadas.

c) I:l Una hipérbola.
3. La cuddrica x? — % 4 22 + 4y + 6z + 13 = 0 verifica:

a) I:l Tiene por centro C' = (0,2, —3).
b) I:l Contiene a larectaz — 1=y —2, z =4.
c) I:l No tiene centro.

Ejercicio 9. Representar graficamente la cénica de ecuacién 922 —y% 436z +2y+44 = 0, determinando sus elementos
notables (centro, ejes, focos, asintotas, vértices, ...) en las coordenadas originales z, y.

Ejercicio 10. Considérese la cénica de ecuacién y? — 2y + 42 — 3 = 0. Calcular una ecuacién reducida de la cénica.
Encontrar sus elementos notables (focos, vértices, directriz, asintotas, ejes, segin el tipo de cénica de que se trate).
Representar la conica junto a dichos elementos notables.

Ejercicio 11. Considérese la cénica de ecuacién z2 — y? — z = 0. Encontrar sus elementos notables (focos, vértices,
directriz, asintotas, ejes, segtn el tipo de cdnica de que se trate). Representar la cénica junto a dichos elementos
notables.

Ejercicio 12. Determinar razonadamente el tipo de cuadrica que corresponde a la ecuacién
22+ (0® =4y + (a+2)22 —a =0,
para cada valor o € R. Hacer un dibujo esquematico de las superficies que se obtienen para a = -3, a =0y a = 1.
Ejercicio 13. Determinar, segun los valores de a € R, el tipo de cuddrica que corresponde a la ecuacion
2?2 —y? 4+ 22 -2+ 4y+6z24+a=0.
Dibujar cualitativamente las cuddricas que se obtienen para a = —3,a =6y a = 10.

Ejercicio 14. (Primer Parcial 2004-05)

2
Observar la cuddrica de la figura. Determinar su ecuacién (1,3,2)
en coordenadas (z,y, 2). T
)
(1,3,0)
(2,3,0)
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Tema 2.- Formas Cuadraticas.

1. Definicién y representacién matricial.

2. Clasificacion de las formas cuadraticas.

3. Reduccién a suma de cuadrados: método de Lagrange.
4. Ejercicios.

En el Tema 1, al estudiar las cénicas y las cuadricas, hemos descrito y considerado ejemplos referentes a cémo
completar cuadrados en un polinomio de segundo grado sin términos cruzados. Veremos en esta leccion que este mismo
procedimiento (completar cuadrados) puede usarse en un polinomio homogéneo de segundo grado en varias variables,
que se denomina una forma cuadratica. Las formas cuadraticas surgen en estadistica, mecénica y en otros problemas
de la fisica. Aparecen, ademaés, al estudiar los maximos y los minimos de las funciones de varias variables, como se
verd en la asignatura de Calculo.

1. Definicion y representacion matricial.

Un polinomio homogéneo de segundo grado en varias variables (reales), es decir un polinomio real de segundo
grado en el que todos los términos son de segundo grado, se suele denominar forma cuadratica. En dos variables
(z,y) tendremos

flz,y) = ana® + 2a10wy + azy®

y en tres variables
9(z,y,2) = an@”® + agy® + agsz® + 2a12xy + 201372 + 2a23y7.

En el caso genérico de n variables, (21,2, ...,2,), la forma cuadrética adopta la expresién
2 2 2
Q(x1,%2,...,Tn) = a1127 + 22%5 + -+ + aAppT;,
+  2a127172 + 20137123 + - - - + 201, T1 Ty + 20237273 + 2024T2%4 + - - -
+ 2a2nz2xn + -+ 2an72,n71zn72zn71 + 2an72,n$n72xn + 2an71,nzn71$n

n n
Z 2 Z
= ATy + 2aijzij.
k=1 i,j=1
i<
Noétese que puesto que hemos escrito los coeficientes de los términos cruzados como 2a;;, la forma cuadratica que
es una funcién (real de varias variables) @ : R” — R puede expresarse a través de una matriz simétrica A = [a;;]
(una matriz cuadrada se dice simétrica cuando todos sus elementos verifican a;; = aj;, es decir, cuando A coincide
con su traspuesta, AT = A):

@11 a2 -+ Qln Z1
@12 QA22 -+ A2p x2
_ _ TA
Q(x1,x2,...,Tpn) = [T1 T2 ... Tp] . . ] . . =x" Ax
A1n  A2n Ann Tn

siendo x el vector columna de las variables.
En particular, en el caso de dos variables, tendremos

a ae | [ z
Q(z,y) = a112® + 2a19wy + agy® = [v1 2] | 11 TP U =xT Ax,
a2 a2 x2

y en el de tres variables 7

ai1r a2 ais Z1
T
Q(:L', Y, Z) = [:Cl To :L'g] ai12 a9 a3 X9 =X AX.
a13 @23 Aas3 €r3

El estudio de las formas cuadraticas lo completaremos en el Tema 11 donde, aprovechando propiedades de las
matrices simétricas, reduciremos a suma de cuadrados por un proceso alternativo al que describiremos en este tema.

2. Clasificacion de las formas cuadraticas.

Definicién. Se dice que la forma cuadratica Q : x € R" — Q(z) = 27 Az € R (y que la matriz simétrica asociada
A) es

(1) definida positiva si Q(z) = 27 Az > 0, Vo # 0,z € R™.
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(2) definida negativa si Q(z) = 27 Az < 0, Vo # 0,2 € R™.

(3) indefinida si existen vectores en R™ para los que @ es positiva y otros para los que es negativa, es decir, Jv; € R"
y Jug € R™ tales que
Q(v1) = vl Av; >0 y Qve) = vl Avy < 0.

(4) semidefinida positiva si Q(z) = 27 Ax > 0, Vx € R™.
(5) semidefinida negativa si Q(z) = 27 Az <0, Vo € R™.

Nota. Con las definiciones dadas los casos de formas cuadraticas semidefinidas (positiva o negativa) incluyen a los casos de
formas cuadraticas definidas (positiva o negativa). Para considerar situaciones disjuntas, en la definicién de forma cuadrética
semidefinida suele anadirse que se cumpla Q(v) = 0 para algin vector v # 0. En caso de no existir tal vector v, siendo
semidefinida (positiva o negativa) serd definida (positiva o negativa). En lo que sigue consideramos la definicién dada més
arriba con objeto de simplificar los enunciados.

En el caso general de varias variables, el siguiente resultado nos da la clasificacién pero sélo sirve para formas
cuadraticas sin términos mixtos. Necesitaremos, por tanto, un método sistemético que nos permita escribir cualquier
forma cuadratica como suma de cuadrados. En la siguiente seccién veremos un método, el de Lagrange, que permite
eliminar los términos mixtos y conseguir lo que se llama una forma candnica de la forma cuadrética.

Teorema de clasificacién de formas cuadraticas.
Sea @Q : R® — R la forma cuadritica Q(z) = oy 23 + ag ¥3 + - -+ + a, 2. Se verifica:

(1) @ es definida positiva <= todos los coeficientes aq, -+ -, a;, son (estrictamente) positivos,

ar >0,a0 >0,...,a, >0.

(2) Q es definida negativa <= todos los coeficientes o, - - -, a;, son (estrictamente) negativos,

a1 <0,a9 <0,...,a, <O0.

(3) @ es indefinida <= hay algin coeficiente o; > 0 y algun coeficiente o; < 0, es decir,

34, 7 tales que a; >0, oy <O0.

(4) @ es semidefinida positiva si no hay ningin coeficiente negativo,

a1 > 0,a9 >0,...,a, > 0.

(5) @ es semidefinida negativa si no hay ningin coeficiente positivo,

alSOaQQSO)"'aa’H,SO-

3. Reduccion a suma de cuadrados: método de Lagrange.

En esta seccién mostramos un método sencillo que permite escribir cualquier forma cuadratica como suma de
cuadrados, es decir, sin términos mixtos. Este método, denominado de Lagrange, se basa en dos ideas sencillas:
completar cuadrados y que suma por diferencia es igual a diferencia de cuadrados. Aprenderemos a usar el método
con los siete ejemplos que aparecen a continuacion y, sélo al final, describiremos el método en forma general.

Los siguientes ejemplos ilustran el método de Lagrange, que nos permite llevar cualquier forma cuadratica a una
suma de cuadrados (una forma candnica). Obviamente el cardcter de la forma cuadratica no cambia con las operaciones
usadas en el método de Lagrange, lo cual permite clasificar la forma cuadratica utilizando el teorema de clasificacion
de formas cuadrdticas enunciado en la seccién anterior.

Ejemplo 1.
Consideremos la forma cuadritica en R?

Ql(x):xTAx: [ 1 o } [ 3}2 31/12 } [ i; ] =22 + 3x120 — 3.
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Al aparecer los términos 2 y x122 podemos completar cuadrados en la primera variable

2 2
3 9 3 13
Q1(x) = (xl + 5,7:2) — ng — i = (xl + 5902) — Zw%

Finalmente, mediante el cambio y; = x1 + %xg, Yo = o llegamos a

13 ,

Q1(x) =yi — VELE

Por tanto, la forma cuadratica es indefinida puesto que
13
Qiy1=Ly2=0)=Qi(r1=1L22=0)=1 vy Qi1 =0,12=1) = R

Pero, la anterior no es la tinica forma de proceder. Puesto que también aparecen en @Q; los términos 23 y 112, podemos
completar cuadrados en la segunda variable:

Qi1(x) = x% + 3z129 — x% = — (:c% - 3x1z2) + zf

5 2+92+2 5 2+132
— (22— =2 -z +taz]=— (22— s —
>t R ! 41

13 13
= —z+ IZ% = sz — 23,

donde al final hemos hecho el cambio z; = x1, 290 = x5 — %xl. Noétese que si preferimos hacer el cambio u; =
To — %xl, ugy = x1 llegamos a

13
Q1(x) = fuf + Zu%

Nada nos impide hacer el cambio u; = 2 — %zl, Uy = —V213x1, y llegar a
2 2
Q1(x) = —vi + 3.

Obsérvese que siempre que reducimos 1 a una suma de cuadrados aparecen un coeficiente positivo y uno negativo:

Qi(z) = [m 552][3}2 3_?“2][3/1 92}[(1) —1(5)3/4“?;;]
= [ = zQ][130/4 _OlHZ}[Ul “2}[01 130/4HZ”

US| YR R EY S
Ejemplo 2.

Consideremos la forma cuadrética en R2

4 =2
Q2($):$TA$:[$1 :@}{2 1 }{2}:4»@%—4»@1»@24‘533-

Al aparecer los términos 2 y 2122 podemos completar cuadrados en la primera variable:
Qa(z) = (221 — @)

y, finalmente, hacemos el cambio y; = 2x1 — x2, Y2 = T2 para obtener

Notese que tomamos, por simplicidad, y2 = x2, pero que podemos elegir yo = ax; + Bx2 con o, F ER, a+28#0y
seguimos obteniendo Qo (x) = y3.
Si preferimos hacer el cambio z; = x1, 22 = 2x7 — T2, obtenemos

Ademsds, en este caso, si preferimos completar cuadrados en la segunda variable (en vez de en la primera) llegamos a
la misma expresion.
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Obsérvese que siempre que reducimos )2 a una suma de cuadrados aparecen un coeficiente positivo y otro nulo.
Esta forma cuadratica es, por tanto, semidefinida positiva.

Ejemplo 3.
Consideremos la forma cuadrética en R?

Qs3(z) = 2T Az = e { _12 _02 } {i; ] =27 — 4120,

Completamos cuadrados en la primera variable (puesto que aparecen términos en x? y z122), para finalmente hacer
el cambio y1 = x1 — 2x9, Yo = To:

Q3(.T) = ($1 — 2$2)2 — 41‘% = y% — 4y§
Puesto que aparecen un coeficiente positivo y uno negativo, esta forma cuadratica es indefinida.

Ejemplo 4.
Consideremos la forma cuadritica en R?

Qu(e) =T Az = [ &1 s ]{g SH“ } ~ ds,

T2
En este caso no podemos completar cuadrados ni en la primera ni en la segunda variable (pues no aparecen ni %
ni #3). Sin embargo sf hay término mixto (z122). En esta situacién recurrimos a la idea de introducir una suma por
diferencia, que conseguimos, por ejemplo, mediante el cambio x1 = y1 + y2, T2 = y1 — Ya:

Qa(w) = 4(y1 + y2)(y1 — y2) = 445 — 4y3.

Hemos conseguido ya una suma de cuadrados.
Obsérvese que siempre que reducimos (4 a una suma de cuadrados aparecen un coeficiente positivo y uno negativo.
Esta forma cuadratica es, por tanto, indefinida.

Ejemplo 5.
Consideremos la forma cuadrética en R3
3 2 0 T1
Qs(x) = T Az = [ 1 Ty I3 ] 2 2 2 To | = 335% + 23@3 + x% +4xi1x0 + 42273,
0 2 1 T3

Completamos cuadrados en la primera variable puesto que aparecen términos en a2 y x1z2:

4
Qs(z) = 3 (w% + gl‘l,ﬁEg) + 223 + 22 + dwows

2 \? 4
3 (acl + gl‘g) — gxg + 230% + x§ + dxoxs

2 \? 2
= 3 (zl + gxg) + gscg + x§ + 4xox3.

A continuacién completamos cuadrados en la segunda variable puesto que aparecen términos en z3 y zox3:

(m% + 6zox3) + x%

9 2

Q5($) = 3 (.Tl + 51‘2) +
2 2

= 3 (.Il + §SCQ> +

2 2
3 (.Il + §SCQ> +

Finalmente el cambio y; = 1 + %xg, Y2 = x3 + 3x3, y3 = w3 nos lleva a

(z2 + 3x3)? — 623 + 23

(z2 + 3x3)? — 523.

Wi Wi Wi

2
Qs(z) = 3y; + §y§ — 5y3.

Obsérvese que siempre que reducimos ()5 a una suma de cuadrados aparecen dos coeficientes positivos y uno negativo.
Esta forma cuadratica es, por tanto, indefinida.
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Ejemplo 6.
Consideremos la forma cuadritica en R3

1 2 1 T
Qs(z) = 2T Ax = [ T1 To I3 ] 2 5 3 Ty | = 2% + 523+ 21‘% + 4x120 + 20173 + 620273,
1 3 2 I3

Completamos cuadrados en la primera variable puesto que aparecen términos en %, x1xs y 2173:

Qo(z) = (w1 +2w9 +x3)% —4da3 — x5 — dxows + 55 + 2235 + 62073
= (21 42z + r3)? + x% + x§ + 2x223.

A continuacién completamos cuadrados en la segunda variable (puesto que aparecen términos en x3 y z2x3):
Qo(x) = (21 + 222 +23)° + (w2 +23)* = yi + 13,

donde hemos hecho el cambio y1 = 1 + 222 + x3, Y2 = x2 + T3, Y3 = 3.
Obsérvese que siempre que reducimos Qg a una suma de cuadrados aparecen dos coeficientes positivos y uno nulo.
Esta forma cuadratica es, por tanto, semidefinida positiva.

Ejemplo 7.
Consideremos la forma cuadritica en R*
0 3/2 0 0 T
T 3/2 0 0 0 To
Q7(l‘) =g Ax = [ X1 Ty X3 T4 ] 0 0 0 5/2 s = 3x122 + Sr374.
0 0 5/2 0 T4

Puesto que no hay ningtin término al cuadrado, necesitamos recurrir a suma por diferencia. Lo hacemos, por

ejemplo, mediante el cambio:

T1=Y1+ Y2, T2 =Y1— Y2, T3 =Y3, T4 = Y4
con lo que

Q7(x) = 3(y1 +y2) (Y1 — y2) + 5ysya = 3y} — 35 + 5ysya-

Ya tenemos suma de cuadrados en las dos primeras variables. Nuevamente, como no hay ningiin término al cuadrado
en las variables restantes (tercera y cuarta), necesitamos recurrir a suma por diferencia. Lo hacemos, por ejemplo,
mediante el cambio:

Y1 =21, Y2 = 22, Y3 = 23 + 24, Y4 = 23 — 24,

y obtenemos finalmente
Q7(w) =327 — 325 +5(23 + 24)(23 — 24) = 327 — 325 + 525 — 523

que ya aparece como suma de cuadrados.
Notese que ambos cambios de variables, en este caso sencillo, se podian haber hecho a la vez:

T1 =21+ 22, Tz =21 — 22, T3 = 23+ 24, T4 = 23 — 24,

con lo que habriamos llegado, en un solo paso, al resultado final.
Obsérvese que siempre que reducimos @7 a una suma de cuadrados aparecen dos coeficientes positivos y dos
negativos (y obviamente ninguno nulo). Esta forma cuadritica es pues indefinida.

Como quedé de manifiesto en los siete ejemplos anteriores, reduciendo de diferentes modos una forma cuadrética
a suma de cuadrados, podemos obtener coeficientes diferentes. Sin embargo tiene lugar el siguiente hecho importante:
Si una forma cuadrdtica se reduce a suma de cuadrados de dos formas diferentes (es decir, si se obtienen dos for-
mas candnicas diferentes para dicha forma cuadrdtica), el nimero de coeficientes positivos es el mismo en ambas
expresiones. Y lo mismo ocurre con el niumero de coeficientes negativos y con el de numero de coeficientes nulos.
Este resultado se conoce como ley de inercia de Sylvester.

Formulacién general del método de Lagrange.

Sea Q(z) = 2T Az una forma cuadratica. El método consistente en ir completando cuadrados haciendo cambios de
variable en los que en cada paso cambia una (o a lo sumo dos) de las variables, suele denominarse método de Lagrange.
Hemos visto con ejemplos este método, que se puede sistematizar como sigue. Hay que distinguir dos casos:
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1. Si para alguin indice i se tiene a;; # 0, podemos completar cuadrados con todos los términos que contengan a x;
para obtener

2
n

Q(l‘) = Qj; Z—l‘] +Q/($1,...,$i_1,$i+1,...,$n)

Jj=1
donde @’ es una nueva forma cuadratica con n — 1 variables a la que se le vuelve a aplicar el proceso.
El cambio de variables que se utiliza es

n

_ Qi _ . .
yi= )  —rxj,yj = x; para j # i.
o Wi

2. Si a;; = 0 para todo i elegimos a;; # 0 (si todos fueran cero tendriamos ¥(z) = 0 que ya estd reducida). En este
caso hacemos el cambio de variables

Ti=Yi+yj, T =Yi —Y; Y Tk = yr para k # i, 7,

y pasamos de nuevo al caso (1), pues a;jz;x; = a;jy? — aijyf-.

Un teorema para clasificar formas cuadraticas de dos variables.

Clasificar una forma cuadratica de dos variables a partir del determinante de la matriz simétrica asociada es posible
usando el siguiente resultado, que se demuestra facilmente completando cuadrados.
Teorema. La forma cuadrética

Q- sty -ta w3 0[]

es:

= definida positiva si, y s6lo si, a > 0 y det [ Z

b]acb2>0.
c

a

= definida negativa si, y sélo si, a < 0 y det [ b

b]acb2>0.
c

a

= indefinida si, y sélo si, det { b

b
=ac—b% <0.
c
Notemos que si el determinante es nulo la forma cuadratica es semidefinida. Este teorema, que no merece la pena

memorizar, se suele aplicar al estudiar los extremos de funciones de dos variables en la asignatura de Calculo.
Para demostrar este resultado, separemos los casos en los que a # 0 y los casos en los que a = 0.

Si a # 0, entonces podemos completar cuadrados en x
b b \* (b \?
2 4 2—ay + <—y) - (—y)
a a a

s b b \? b\, o b 1? b 2
"+ 2-xy+ |-y —al-y) tcey =alz+—-y| +|——+cly
a a a a a

b2 /: b
az’? + <—— —&—c)y/Q, siendo { ac/ TE QY
a Y =v.

az? + 2bxy + cy2 a {:ﬁ + 2—bxy] + cy2 =a + cy2
a

a

Por tanto, en este caso, la forma cuadratica es:

definida positiva <= a >0, 7% +c >0,
definida negativa <= a <0, —% +c <0,
indefinida — a(-2 +¢) <o.

Supongamos ahora que a = 0. En este caso, Q(z,y) = 2bxy + cy?. Si ¢ # 0 podemos completar el cuadrado en y, y
estamos en un caso andlogo al anterior y si ¢ = 0 tenemos Q(z,y) = 2bzy y podemos transformar el producto cruzado en una
sumax diferencia

/ ’
. =2 +
Q(z,y) = 2bxy = [swndo{ z _ z/ N Zy/' ] = 2b(x’2 _ yl2).
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Por tanto, en este caso, la forma cuadrética es indefinida, sea cual sea el signo de b # 0.
Recopilando todos los casos obtenemos el enunciado.

Ejercicio resuelto
Escribir la forma cuadratica

O(z1,29,23) = (3= 1) i 4x§ + 22120 + 102123 + 22923

como suma de cuadrados y clasificarla segtn los valores de 3 € R.

Para escribir la forma cuadratica como suma de cuadrados es conveniente elegir, en cada paso, el término cuadrético
puro cuyo coeficiente sea el més sencillo. En particular, siempre que sea posible, es una buena idea dejar los parametros
para el final para asi evitar posibles discusiones de casos que al final pueden ser irrelevantes. De ese modo comenzamos
eligiendo el término que corresponde a x3. Asi agrupamos todos los términos que contienen a zs y completamos
cuadrados en dicha variable.

O(xy,w2,23) = (3—B) x5 — 23 — 423 + 22129 + 102123 + 27073
= —[23 — 27172 — 2x013]) + (3 — B) 23 — 423 + 10z 23.

Para reproducir el término entre corchetes con un cuadrado nos basta tomar
2 2 2 2
(x2 — 1 — ®3)” = x5 + a7 + 522129 — 2wawg + 22123,

donde hemos subrayado aquellos sumandos que aparecen entre corchetes en la ecuacion anterior. Despejandolos y
sustituyendo en la ecuacién anterior queda

O(x1,29,23) = —[(x2—x1 — x3)? — 27 — x§ —2r1z3]+ (3—0) z?— 430% + 102123

—(zo — 21 —23)* + (4 — B) 2% — 323 + 1221 23.

A partir de ahora olvidamos el primer sumando, donde ya hemos completado cuadrados en x2, y nos centramos en
las dos variables que quedan. En particular, agrupamos todos los términos que contienen a x3, al ser mas simple el
coeficiente de 23 que el de 27, quedando

(1, 0,23) = — (29 — 21 — 23)* — 3[23 — 4o123) + (4 — B) 7.
El término entre corchetes proviene del cuadrado
(z3 — 271)? = 23 — dwyw3 + 423,

donde hemos subrayado aquellos términos que aparecen en el corchete de la ecuacion anterior. Despejando y susti-
tuyendo queda

O(x1,x9,23) = —(x2— 21 — z3)2 —3[(zs — 2x1)2 — 4z%] +@-0) x%
= —($2 — X — $3)2 — 3($3 — 2$1)2 + (16 — ﬁ) .T?

Ya hemos completado cuadrados. Simplemente quedaria un cambio lineal, por ejemplo,
Y1 = T2 — T1 — T3, Y2 = w3 — 21, Y3 = 1,

para obtener una forma candnica de la forma cuadratica:

D(y1,y2,y3) = —yi — 3y5 + (16 — B) ¥3.

La segunda parte del apartado pide clasificar la forma cuadréatica dependiendo de los valores de § € R. Esta claro
que hemos de centrarnos en el signo del coeficiente de y3, ya que los otros dos son negativos y no dependen de 3. De
este modo se obtienen las tres posibilidades siguientes:

= 3 > 16: Los tres coeficientes son negativos, por lo que la forma cuadratica es Definida Negativa.
= 3 = 16: Dos coeficientes son negativos y uno nulo, por lo que la forma cuadratica es Semidefinida Negativa.

= 3 < 16: Los coeficientes son de distinto signo (en concreto, dos negativos y uno positivo), por lo que la forma
cuadratica es Indefinida.

36



Veamos que si hubiéramos procedido completando cuadrados en otro orden llegamos a una suma de cuadrados en
la que se conserva el nimero de coeficientes positivos, negativos y nulos (ley de inercia de Sylvester). Por ejemplo, si
comenzamos completando cuadrados en la tercera variable:

o = (3-0) xl — x2 4303 + 2122 + 102123 + 22923

5 1
— 513 — §z2:c3> + (83— 8) 2} — 23 + 22122

2
5 1 25 1 5
= —4 (.T3 — =T — —acg) — Zat - a2 - Caae| + (3—B) 2t — 22 + 2wy

4 4 167t 1672 8

37 3 9
— ﬁ) 2 — ng + 5132

2
3
:m) — S (22— 3w1)” + (16 — B) 2 = 4y} — ~yd + (16 — B) u3,

4

donde hemos introducido el cambio lineal de coordenadas y; = x3 — §z1 ixg, Yo = T9 — 3x1, Y3 = x1. Obtenemos,

nuevamente, una suma de cuadrados con dos coeficientes negativos y uno que depende de 8 (exactamente el mismo,
16—0). Llegamos pues al mismo resultado, pero con unas cuentas un poco més engorrosas pues nos aparecen fracciones.

Veamos, por tltimo, el camino que NO debemos seguir (porque es mucho mds largo y engorroso, con lo que
seguramente nos equivocaremos), el de comenzar completando cuadrados en z; (variable acompafniada del pardmetro

B):

® = 3-p) 2 — i — 430% + 22129 + 102123 + 22223

2 10
= [0#3]=0B-05) [m% + mxlxg + 5 6901303} — 23 — 4x3 + 27073

2 2
— x5 — 4z5 + 22973

2

1
<:C1 + —3 _ﬁSCQ + —3 _ﬁl'g (3_5)2

— (3-8) (x1+316 ﬁm)i gx 3; ;52 4;2;952:53
= B#£4=3B-75) <:c1+3 ﬁx2+3fﬁz3>2 g{z§+44+_2§z2x3]3; 252
- 3-8 (z1+316:cg+3 6$3)2§_—B (:c2+i+gz3)2 E2 g) ] i 4652
= 3-0) <z1+3iﬁx2+3iﬁx3)2;1_—5<x2+iirgx3> 64_56:05
= (3,5)y§+§_;4;+3i_1;y§,
donde hemos hecho el cambio lineal

El estudio que hemos hecho vale para 3 # 3,4, valores que tendremos que estudiar aparte. El primer coeficiente, 3 — 3
es positivo si 3 < 3 y negativo si 3 > 3. El coeficiente de 32 es negativo si 3 < 3 0 8 > 4 y positivo cuando 3 < 3 < 4.
El coeficiente de y3 es negativo si 8 < 4 o 3 > 16, positivo cuando 4 < 3 < 16 y nulo si 8 = 16. Si representamos
con un signo més (+) si el coeficiente es positivo, con un signo menos (—) al coeficiente negativo y con un cero (0) al
coeficiente nulo, nuestro estudio (véalido si 3 # 3,4) nos dice que el signo de los tres coeficientes es el siguiente

<3 +——; 3<P<4: —+— 4<p<16: ——+4; [B=16: ——0; >16: —— —,

es decir, que la forma cuadrdtica es indefinida (con dos coeficientes negativos y uno positivo) cuando 8 < 16 (8 # 3,4),
es semidefinida negativa (con dos coeficientes negativos y uno nulo) cuando 5 = 16 y es definida negativa para 3 > 16.
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Veamos los casos 8 = 3, 4:

P(B=3) = —x% — 430% + 2z1xo + 10z123 + 27223

— (acg — 2x129 — 2902903) — 4x§ + 10z 23

— |:(£E2 -z — $3)2 —x? - x% — 2,7:1,7:3} — 430% + 10z 23

—(zg — 21 — 303)2 + x% — 3x§ + 122123
= —(wp—a1—x3)° + [(acl +633)° — 36x§] — 323
—(

To — T — 303)2 + (z1 + 6903)2 — 393@3 = —y% + y% — 39y§;

D(B=4) = —(x1— 29— 5bxs)” +21x? + 122015
4
= —(r1—x2— 5x3)2 +21 [x§ + ?5621'3:|
2 \* 4
= - (561 — X9 — 5:63)2 + 21 <:C3 —+ ?:CQ> — EZE%]
2 \* 12 12
= —(r1—x2— 5x3)2 +21 (:Cg + ?z2> — 7z§ = —y? +21y3 — 7y§,

con lo que vemos que tanto para 8 = 3 como para 3 = 4 la forma cuadrética es indefinida (con dos coeficientes
negativos y uno positivo).

Por tanto, por este camino mucho mas largo y engorroso llegamos también a que la forma cuadratica es indefinida
(con dos coeficientes negativos y uno positivo) cuando 8 < 16, es semidefinida negativa (con dos coeficientes negativos
y uno nulo) cuando 3 = 16 y es definida negativa para 3 > 16.

La moraleja, como ya se dijo al principio de esta cuestion es clara: conviene retrasar la discusién con los parametros
todo lo que sea posible (aparte de no complicar los cdlculos se evitard la discusién de valores irrelevantes de los
pardametros: § = 3,4 en este problema).

Ejercicio resuelto
Escribir la forma cuadratica

(1, w2, 73) = 25 + axs + 4axi + 2x129 + 20123 + (6 — 4a)zoz3

como suma de cuadrados y clasificarla segtin los valores de a € R.

Para escribir la forma cuadratica como suma de cuadrados es conveniente elegir, en cada paso, el término cuadratico
puro cuyo coeficiente sea el més sencillo. En particular, siempre que sea posible, es una buena idea dejar los parametros
para el final para asi evitar posibles discusiones de casos que al final pueden ser irrelevantes. De ese modo comenzamos
eligiendo el término que corresponde a x?. Asi agrupamos todos los términos que contienen a z; y completamos
cuadrados en dicha variable.

D(x1,29,23) = ZC% + am% + 4am§ + 2z129 4 22123 + (6 — 4a)x223

= [23 4 22129 + 22123] + a3 + dazi + (6 — 4a)zaws.
Para reproducir el término entre corchetes con un cuadrado nos basta tomar
(1 + 20 +23)% = ﬁ+ r2 + z§+2z1:c2 + 2x123 + 22073,

donde hemos subrayado aquellos sumandos que aparecen entre corchetes en la ecuaciéon anterior. Despejandolos y
sustituyendo en la ecuacién anterior queda

O(zy,m2,03) = [(v1 + 22+ 23)% — 23 — 25 — 2w0w3] + axh + daas + (6 — da)zars
= (21 4+z2+23)% + (0 — D)3 + (da — 1)z3 + 4(1 — a)z2m3.

A partir de ahora olvidamos el primer sumando, donde ya hemos completado cuadrados en x1, y nos centramos en las
dos variables que quedan. En particular, agrupamos todos los términos que contienen a xs, quedando

O(x1, 72, 23) = (x1 + 22 + 23)* + (@ — 1)[25 — dwows] + (4o — 1)a3.
El término entre corchetes proviene del cuadrado

(xo — 2x3)2 = x% — 4xox3 + 4z§,

38



donde hemos subrayado aquellos términos que aparecen en el corchete de la ecuacion anterior. Despejando y susti-
tuyendo queda

O(x1,20,23) = (21 4+ 22 +23)% + (0 — 1)[(w2 — 223) — 4z§] + (4o — l)scg
= (21 4+ 22 +23)* + (a0 — 1) (22 — 223) + 323.

Ya hemos completado cuadrados. Simplemente quedaria un cambio,
Y1 = x1 + T2 + T3, Y2 = T2 — 2x3, Y3 = 3,
para obtener una forma candnica de la forma cuadratica:
— 2 2 2
(y1,92,y3) = y1 + (@ — D)yz + 3y3.

La segunda parte del apartado pide clasificar la forma cuadrética dependiendo de los valores de o € R. Esta claro
que hemos de centrarnos en el signo del coeficiente de 33, ya que los otros dos son positivos y no dependen de a. De
este modo se obtienen las tres posibilidades siguientes :

= « > 1: Los tres coeficientes son positivos, por lo que la forma cuadratica es definida positiva.
= o = 1: Dos coeficientes son positivos y uno nulo, por lo que la forma cuadratica es semidefinida positiva.

= « < 1: Los coeficientes son de distinto signo, por lo que la forma cuadratica es indefinida.

Ejercicio resuelto
Considera las formas cuadraticas

Ql(xla T2,T3, ZE4) = (112 - 8)$? - z% — 4129 + (a - 2)$3~’C4 y Q2($1,$2) = Ql(zla x2,0, 0)-

Reduce ambas a sumas de cuadrados y clasificalas segtin los valores de a € R.

Aplicando el método de Lagrange (completar cuadrados y, si es necesario, introducir suma por diferencia) obtenemos

2

Q1(x1, 22,23, 24) (a® — 8)x] — x5 — 4w1m5 + (a — 2)z374
= (a® = 8)x? — (23 +4x112) + (a — 2)a324
= (a® —8)a? — [(xo 4+ 221)? — 423 + (a — 2)x324
= (a® —4)2? — (2o +221)% + (a — 2)x324
= (@ —yi — 5 + (a—2)(ys + ya) (s — va)
= (¥ = yi —y5 + (a = 2)y5 — (a = 2.

Puesto que los coeficientes de y3 e y3 son opuestos, +(a — 2), la forma cuadrética serd indefinida salvo que esos
coeficientes se anulen, es decir, salvo si a = 2. Para este valor la forma cuadratica es semidefinida negativa pues tres
coeficientes son nulos y uno, el de y3, negativo.
En resumen, @) es semidefinida negativa si a = 2 e indefinida cuando a # 2.
Notemos que Q2(x1,x2) la obtenemos haciendo a = 0 en @1, es decir, aprovechando los célculos anteriores escribi-
mos
Qa(z1,12) = (a® — 8)a? — 22 — dayx0 = (a® — 4)27 — (22 + 221)% = (a® — 4)y% — 93.

El coeficiente de y?, a® — 4, es negativo cuando |a| < 2, es decir, —2 < a < 2, nulo cuando a = +2 y positivo cuando
la| > 2, 0 sea, a < —2 0 a > 2. El coeficiente de y3 es siempre negativo.
Aparecen, por tanto, las tres situaciones siguientes (indicamos los signos de los coeficientes de y2e y3):

1. a < =2 0a > 2: +—, se trata de una forma cuadratica indefinida.
2. a = £2: 0—, estamos ante una forma cuadratica semidefinida negativa.

3. —2 < a < 2: ——, es una forma cuadrética definida negativa.
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Ejercicio resuelto
Dada la forma cuadratica
2 2 2
Q(z1, 2, x3) = a7 + a5 + 325 — dazi 22,

clasificarla segun los valores de a € R.

Para escribir la forma cuadratica como suma de cuadrados es conveniente elegir, en cada paso, el término cuadrético
puro cuyo coeficiente sea el més sencillo. Ademaés, siempre que sea posible, es una buena idea dejar los pardametros para
el final para asi evitar posibles discusiones de casos que al final pueden ser irrelevantes. En nuestro caso comenzamos
eligiendo el término que corresponde a x?. Asi agrupamos todos los términos que contienen a z; y completamos
cuadrados en dicha variable

Q(x1,29,23) = a7+ 423 + 3235 — dax 2o = (71 — 2ax2)* — 4a’a3 + 423 + 323
= (21 —2ax2)* +4(1 — a®)x3 + 323
El tipo de forma cuadréitica depende de los signos de los coeficientes (cudntos son positivos, cudntos negativos y
cuantos nulos). Dos son positivos y el de #3, 1 — a?, es positivo cuando |a| < 1, es decir, —1 < a < 1, nulo cuando
a = £1 y negativo cuando |a| > 1, 0sea,a < =1 0oa > 1.
Aparecen, por tanto, las situaciones siguientes (indicamos también los signos de los coeficientes de (z1 — 2ax2)?,

23y 23):

+—+ +++ +—+

-1 1 a

1. a < —1: + — 4, se trata de una forma cuadratica indefinida.
2. a = —1: +0+, estamos ante una forma cuadratica semidefinida positiva.
3. —1<a<1: ++ 4+, es una forma cuadratica definida positiva.
4. a = 1: +0+, se trata de una forma cuadrética semidefinida positiva.
5. a > 1: + — 4, estamos ante una forma cuadratica indefinida.

En resumen, para a < —1 y a > 1 la forma cuadrética es indefinida, si @ = +1 es semidefinida positiva y si
—1 < a < 1 es definida positiva.

4. Ejercicios
Ejercicio 1. Reducir a suma de cuadrados las formas cuadraticas siguientes y clasificarlas:

a) Q(z1,xs) = 827 + 202122 + 2023,

b) Q(x1,72) = =922 + 62172 — 923.
c) Qzy,m0) = —2301 + 122129 — 1823.
d) Q(xl, T9) = 2§ — 6129 + 923.

) 2?2 — 923 — 222 — 302122 — 87173 — 127973,
f) Q(ac , T2, x3) = 1223 + 923 + 2% + 122125 + 42123 + 62273,
) = 323 + 523 + x3 + 16x122 + 4x123 + 6273,
.1'1,$2,ZE3) = —112% — 523 — 2% — 22129 — 22103 — dw273.
i) Q(z1,22,73,24) = 1223 + 1923 + 223 + 822 — 14wy 29 + 42123 — 87124 — 122005 + 242074 — 8T374.

=
~
Q

Ejercicio 2. Calcula, mediante el método de Lagrange, dos formas candnicas distintas para cada una de las formas
cuadraticas siguientes. Comprueba que se verifica la ley de inercia de Sylvester.

a) Q(x1,72) = 4a? + 3x179 + 523.

b) Q(x1,72) = 102? + 21129 + 23.

¢) Q(z1,22) = af + 3x172 + 203,

Ejercicio 3. Calcula, mediante el método de Lagrange, una forma candnica para cada una de las formas cuadraticas

siguientes. A continuacién, aplicando la ley de inercia de Sylvester, escribe tres formas candnicas méas para cada una
de ellas.
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a) Q(x1,r2) = 2% + 3x129 + 523.
b) Q(z1,z2) = 522 + 2x122 + 22.
c) Q(z1,22) = —2% + 3119 + 223.
)
)

= —2? + 2m129 — T3,

f) Q(x1,m2,23) = 323 + 523 + 23 + 2m122 + 27123 + 42273,
g) Q(z1,72,73) = 823 — 423 — 2% — dwvywo — 22103 — 4073

h) Q(z1,2,23) = —2% — 423 — 23 — 4x129 + 23173 + da273.
Ejercicio 4. Indica la respuesta correcta:

a) Una forma candnica de la forma cuadrética Q(x1,z2) = 22122 es:
[ ]-v2u? -3
[ 127 -3
[ ]2y} + 243
b) La forma cuadrdtica —5z2 — 4% + az? + 4xy — 222 — 2yz es definida negativa si

|:| a > —10.
[ ] a=-10.
|:| a < —10.

Ejercicio 5. Escribir la forma cuadratica
Q(z1,22,73) = &*] + 15 — 21129 + a3
como suma de cuadrados y clasificarla segun los valores de a € R.
Ejercicio 6. Escribir la forma cuadratica
Q(x1, w2, 23) = ax? + (1 — a?)a3 + 23 — 20x123
como suma de cuadrados y clasificarla segtin los valores de a € R.
Ejercicio 7. Escribir la forma cuadratica
Q(ml, X9, T3) = x% + ax% + 330% — 22129 — 2x123 + 22923
como suma de cuadrados y clasificarla segun los valores de a € R.

Ejercicio 8. Clasificar, segtn los valores del parametro a, la forma cuadratica

Q(z,y,2) =2* + (2—a)y® + 2* + 2azz, a€R
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Tema 3.- Niimeros Complejos.

1. Los nuimeros complejos.

2. Operaciones.

3. Las raices de un polinomio real.

4. Aplicaciones geométricas de los nimeros complejos: transformaciones en el plano.
5. Ejercicios.

Histéricamente los nimeros complejos fueron introducidos para tratar ecuaciones polinomiales, tales como z2+1 =
0, que no tienen solucién real. En esta direccién, el resultado principal de esta leccién es el teorema fundamental del
Algebra que asegura que toda ecuacién polinomial con coeficientes complejos tiene, al menos, una solucion.

Antes de considerar la relacién entre los niimeros complejos y la factorizacién de polinomios, los definiremos junto
con sus operaciones mas importantes y la interpretacién geométrica de las mismas. La manipulacién de las operaciones
con numeros complejos nos permitird describir transformaciones geométricas sobre el plano.

1. Los nimeros complejos.

Definicién. Un ntimero complejo es un nimero de la forma z = a + bi (o z = a + ib) donde i verifica que i2 = —1
y a y b son nimeros reales. A i se le llama unidad imaginaria. Los ntimeros reales a y b se conocen, respectivamente,
como parte real y parte imaginaria del niimero complejo z y se suele escribir

Re(z) =a asicomo Im(z)=".
Dos ntimeros complejos z y w son iguales si, y sélo si,
Re(z) = Re(w) y Im(z)=Im(w).
Al conjunto de los niimeros complejos lo denotaremos por C, es decir,
C={z=a+0bi:a,beR}.

Sea z = a+ bi. Si b = 0 escribiremos simplemente a para denotar a z, si a = 0 escribiremos bi para denotar a z. En
este ultimo caso diremos que z es un nimero imaginario puro. En lo que sigue identificaremos el nimero real a con el
ndmero complejo a + 0i. De esta forma se puede entender que el conjunto de los niimeros reales es un subconjunto de
los niimeros complejos.

Para distinguirla de otras expresiones que veremos mas adelante, esta expresion, z = a + bi, a,b € R, se denomina
forma binémica de un nimero complejo.

2. Operaciones.
2.1. Suma.
Dados dos nimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di definimos la suma z + w asi:
z+w=(a+c)+ (b+d)i.
Propiedades de la suma. Si z,w,v € C se verifica:

1. Conmutativa: z + w = w + z.
2. Asociativa: (z +w) +v =z + (w + v).
3. Existe un elemento nulo para la suma, el 0 = 0 4 0¢ tal que 2 +0 = 0+ z = z para todo z € C.

4. Cada ndmero complejo z = a + bi tiene un elemento opuesto —z = —a + (—b) i tal que z + (—z) = 0.
2.2. Producto.
Dados dos ntimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di se define el producto zw asi:
zw = (ac — bd) + (ad + be) i.

Propiedades del producto. Si z,w,v € C se verifica:

1. Conmutativa: zw = wz.
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2. Asociativa: (zw)v = z (wv).

3. Existe un elemento unidad para el producto, el 1 =1+ 0¢ tal que 21 = 1z = z para todo z € C.

4. Cada ntimero complejo z = a + bi # 0 tiene un elemento inverso z~! tal que zz~! = 27!z = 1. De hecho, si

z = a + bi # 0 se tiene que
1 a —b

a2 412 +a2+b21'

También se verifica una propiedad que relaciona la suma y el producto: la propiedad distributiva del producto
respecto de la suma
z (w+v) = zw + 2v.

El inverso de z lo representaremos por 2~ y por 1/z y

% =w(1l/z) =wz""

Para obtener la parte real y la imaginaria en una divisién de ntimeros complejos podemos hacer lo siguiente. Si
z=a+bi#0yw=c+di

di _
%: Zibz = (c+di) (a + bi) 1=(c+dz’)(

o —b ; :(c—l-di)(a—bi)
(12+b2 (12+b2 a2+b2 '

De cualquier modo, tras estudiar la conjugacién y el médulo veremos otra técnica mas eficiente para calcular el inverso
de un nimero complejo o dividir nimeros complejos.

Observacion. No es posible establecer en el conjunto de los niimeros complejos una relaciéon de orden que verifique
las mismas propiedades que verifica la relacién de orden que conocemos entre los niimeros reales.

Ejercicio resuelto
Siendo z = x + 4y, calcula la parte real de 22 — z.

Como z = x + iy calculamos

2 —z=(v+iy)’ — (x+iy) = (2° + 2izy +i°y®) — (x +iy) = (2° —y® — 2) +i(22y — y),

con lo que

Re(z* —2) = 2% —y* — .

2.3. Conjugado de un nimero complejo.

Sea z = a + bi un nimero complejo. Se define el conjugado de z y se representa por Z como el nimero a — bi.

Propiedades del conjugado de un ntiimero complejo.

" 21 t22=71+7%. (Engeneral: 21 + 25+ -+ 2, =Z1 + 22+ -+ Zn)-

» Z123 = 71 22. (En general: Z123 - 2, =21 22 * " Zn)-

z+7Z =2Re(z).

w2z —Z=2iIm(z).

» 27 = (Re(2))? + (Im(2))> Por ello, si z # 0 entonces z z > 0.
Demostraremos esta tultima propiedad: Si z = a + bi, entonces Z =a — bi y

27 = (a+bi)(a—bi)= (a®> —b(=b)) + (a(=b) +ba)i = a* +b* = (Re(z))” + (Im(z))°.

2.4. Moébdulo de un niimero complejo.

Se define el médulo del nimero complejo z = a + bi y se representa por |z|, como el niimero real

|z] = Va2 + b2.

Observaciones.

1. Nétese que |z| = vz Z. De ahf se deduce ahora que 271 = —
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2. Podemos observar también que para dividir dos nimeros complejos w/z, basta con multiplicar numerador y
denominador por el conjugado del denominador

Propiedades del médulo de un ntimero complejo.
= 2] =0si, y sélosi, z=0.

= 2] = [z

|z122] = |21| |22|- (En general: |z129 - -z, | = |21| |22| - |2n])-

[Re(2)] <[z, [Tm(z)] < |[2].
= Desigualdad triangular: |21 4 22| < |z1| 4 |22|. (En general: |21 + 2o + - - + 2| < |21| + |22] + - + |2a])-

Demostraremos esta tltima propiedad:

o1+ 22)? = (214 22) (21 + 22) = (21 + 22) (7T + 3)

= 2171 + 21722 + 2221 + 22722 = |Z1|2 +2Re(2172) + |22|2

< |al’ +2[Re(a1@)| + |22l < |aaf” + 2|21 7] + |22f
= |al* +2lallzl + |2 = (2] + |2)? = |21 + 22| < |21] + |2
en la cuarta igualdad nos basamos en que 2125 = Z7 23 = Z122 ¥, por tanto, 2123 + 2071 = 2Re (21%3).
Ejercicio resuelto
Calcular 1 T
it 1
T
B 1 1—i 1= _1_ 1,
asta con calcular 5 = iy = 2z —3 3! Dbara obtener
1 B 1 B 1 R S DN S
; i " 1 = 1 == 2 . ; =
’L+W 7+ i+%7§' 7+ %Jr% 1+ T+i 1+1—1 1

2.5. Representacion de los nimeros complejos en el plano.

Hemos definido los nimeros complejos como numeros de la forma z = x + yi para z,y € R. Esto nos permite
representar al nimero complejo z por el punto P del plano que tiene por coordenadas cartesianas (x,y). A veces
también lo respresentaremos por el vector que tiene su origen en O, el origen de coordenadas del plano, y por extremo
el punto P. Interpretado de esta manera, al plano cartesiano se le denomina también plano complejo.

De esta forma la suma y la diferencia que hemos definido se puede interpretar en el plano complejo asi:

Es decir, como la suma y la diferencia de vectores libres cuyas coordenadas son respectivamente la parte real y la parte
imaginaria.

El producto que hemos definido no tiene una facil interpretacién, por ahora, pero méas adelante daremos una
interpretacién geométrica.

Si el nimero complejo z = = + yi se representa por el punto P (x,y), su conjugado Z = x — yi se representa por el
punto P’ (z, —y) que es el simétrico de P respecto del eje X de abscisas (ver la figura siguiente).
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El médulo del niimero complejo z = x + yi, que hemos definido como |z| = \/x? + y?2, se representa por la longitud
del segmento OP (ver figura). Por tanto, el médulo nos puede ser ttil para representar distancias, longitudes de
segmento. Asi, si los nimeros complejos z; = 1 + Y11 v 22 = T2 + y2i se representan en el plano por los puntos
Py (z1,y1) v P2 (x2,y2), respectivamente, entonces

21 — 22 = (1 +y10) — (2 + y2i) = (x1 — @2) + (Y1 — y2) i

y su médulo

|21 — 22| = +\/(3€1 - 302)2 + (y1 — 92)2

representa la distancia que existe entre los puntos P, y Ps.

- o

z

Teniendo en cuenta lo anterior, el conjunto de puntos P (z,y) del plano que equidistan del origen O una cantidad
constante r, es decir, los puntos P (z,y) que verifican y/z2 + y? = r son los de una circunferencia con centro en el
origen de coordenadas y radio r. Usando los nimeros complejos dicho conjunto se puede representar por |z| = r (ver
figura).

De la misma forma, si el niimero complejo zg = 2o + yoi se representa en el plano por el punto C (zg, yo), entonces
el conjunto de puntos P (z,y) del plano que equidistan de C' una cantidad constante r, es decir, los puntos P (x,y)

. 2 2 . . . . .
que verifican \/ (x —x0)" + (y — yo)” = r, son los de una circunferencia con centro en C'y radio r. Esta, mediante los
ntimeros complejos, se escribe como |z — zg| = r (ver figura).

|2 =7

2.6. Forma polar o trigonométrica de un niimero complejo.

Como acabamos de ver, al niimero complejo z = a + bi le corresponde el punto P del plano de coordenadas (a, b).
Si representamos por r la longitud del segmento OP, que une el origen O de coordenadas y P, y por @ el angulo que
forma OP con el semieje positivo de abscisas, se dice que (r,6) son las coordenadas polares del punto P. Si 7 = 0, es
decir, si P = O, entonces el angulo 6 no estd definido. Consideraremos, por tanto, que z # 0. Se entiende que 0 es
positivo si es medido en sentido antihorario, y negativo en caso contrario. Al nimero 6 lo llamaremos argumento de z
y lo representaremos por arg (z). Se sigue facilmente que

b
r=+4+va2+b>=|z] yquetgh=—.
a
Como a = rcosf y b =rsenf, entonces z se puede escribir asi
z=ua+1ib=r(cosf + isend)

que denominaremos forma polar o trigonométrica de z.
Los nidmeros complejos z1 = r1 (cosfy + isenbp) y zo = 1o (cos b2 + isenbs) son iguales

Z71=20 & T1T1=7r9 y 01—0=2kw conkée€Z.
Interpretacién geométrica del producto de dos numeros complejos. Si z; = 1y (costy +isenfy) y 2o =

r9 (cos 03 + isends), entonces
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z122 = 711 (cosby +isendy)ry (cosbs + isends)
= 71179 [(cos by cos By — senby senbsy) + i (senby cos s + cos Oy senbs)]
= rire[cos (01 + 02) + isen (61 + 02)]

que nos permite dar una interpretacion geométrica del producto de dos niimeros complejos: cuando se multiplican dos
ndimeros complejos, se obtiene otro que tiene por médulo el producto de los médulos y por argumento la suma de los
argumentos.

El inverso del ntimero complejo z = r (cos § + isenf) se puede obtener en forma trigonométrica del siguiente modo:

1 1 1 1 cosf — isend 1 costl —isend
r

: Tz (cos@ + isend) T (cos @ + isend) (cos @ — isend) - (cos ) + (send)>

= 771 (cos® —isend) = r~! (cos(—0) + isen(—0)).

Del mismo modo podemos deducir que

a_n [cos (61 — 02) + isen (61 — 62)].

22 T2
2.7. La formula de Euler.
Observamos en los célculos anteriores que el término
f(0) = cos +isend
tiene las mismas propiedades que una funcién exponencial, pues
f(O1+02) = f(01) f(02).

Es posible mostrar, aunque esté fuera del alcance de este curso, que la funcién exponencial real e” puede extenderse
de manera razonable al caso de exponentes complejos y que dicha extension es necesariamente

0

e’ = cosf + isenf.
Con esto se puede representar z = r (cos ) + isenfl) = re'.
Propiedades:
w il = =0
. Jei? =1

- eieleiez — ei(91+02)

Se sigue que

4 1 1 1 cosf —isenf 1 _,4
z = — = = — = —e
z  r(cosf+isenf) r cos?0+ sen?d r

que coincide con el valor de z~! obtenido antes.

2.8. Potencias de niimeros complejos.

Si z = re'? tenemos:

» 20 =1 (por convenio).

s 2l =z =re?.

s 22 =1r2e?% y en general,

n 2" =" paran=1,2,3,...

Se observa que la interpretacion geométrica de la potencia n-ésima de un niimero complejo es sencilla. Simplemente
hay que elevar el médulo a n y multiplicar el argumento por n. En la figura se observan dos ejemplos: para médulos
mayor y menor que 1.
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Sin=-1,-2,-3,... lamamos m = —n y definimos

Entonces tenemos

n

n\" 1
z r
Férmula de De Moivre: De lo anterior se sigue que si z = ¥, entonces

(cos@ +isenf)" = cos (nf) +isen (nh), conn € Z.

Potencias de la unidad imaginaria. Como caso particular de lo anterior tenemos que

0
1
;2
3

S D, @ S

es decir, las potencias de la unidad imaginaria se repiten de cuatro en cuatro. Por tanto, para calcular, por ejemplo,

1397 1o que harfamos serfa dividir el exponente entre cuatro, hallar el resto, (en este caso se tendria 1397 = 4-349+1)
y expresar:

. 4. 4349 . .
1397 _ ;4-34941 _ (14) =

Ejercicio resuelto
Siendo z = €', hallar la parte real del nimero complejo

Para calcular la parte real de w necesitamos escribir w en forma binomial, a + bi, es decir, w = Re(w) + Im(w).
Partimos de que

z=e¥ =cosptiseny — Z=¢¥=e " =cosp—iseny.

Lo méas comodo es trabajar con las exponenciales de forma que

1 X ) 1 1+ e 2% 14 =2
v ZE 1422 ere + 1+ e2iv (1 4+ e2%)(1 + e—2i¢) 2 4 e2ip 4 e—2ip
14 1+ cos(2¢) — isen(2¢p) 1+ cos(2¢p) sen(2¢p) 3 sen(2¢p)
— — 2, ey
2(1 + cos(2¢p)) 2(1 + cos(2¢p)) 2(14+cos(20)) 2 2(1+cos(2p))’

es decir, las partes real (que es la que nos piden) e imaginaria de w son

Re(w)

3
2 3

sen(2¢p)

tm(w) = T 2(1 4 cos(2¢))

Notese que en el cociente que aparece hemos multiplicado el numerador y el denominador por el conjugado del
denominador, 1 4 e%%:

1+ e2ip =T 420 =1+ 2%

(conjugado de la suma igual a la suma de los conjugados) y después hemos tenido en cuenta que

e?? 4 7% = [cos(2¢) + isen(2¢)] + [cos(2p) — isen(2¢)] = 2 cos(2¢)
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(la suma de un nimero y su conjugado es dos veces la parte real del niimero).
Notese que si sustituimos desde el primer momento la exponencial por su valor, llegamos al mismo resultado pero
con calculos mas largos y tediosos:

1 ) ) 1
= (cosp +isenp)(cosp —isenp) +

w = 2zZ-+

1+ 22 1+ (cosp + isenp)?
%o+ sen” p + ! 1+ !
= cos sen =
7 YT 1T cos? @ — sen? p + 2i sen @ cos ¢ 1+ cos(2¢) + isen(2¢p)
1+ cos(2¢) —isen(2¢p) 1+ cos(2¢) — isen(2yp)
[1 4 cos(2p) + i sen(2¢)][1 4 cos(2¢) — i sen(2¢)] [1 4+ cos(2¢)]? + sen?(2¢p)
14+ 1+ cos(2¢) — isen(2¢p) 14 1+ cos(2¢p) . sen(2¢) 3 . sen(2p)
2(1 + cos(2¢)) 2(1 + cos(2¢p)) 2(14+cos(20)) 2 2(1+cos(2p))’

donde hemos usado que
[1 + cos(2¢)]? + sen?(2p) = 1 + 2 cos(2¢) + cos?(2p) + sen’(2¢) = 2 4 2 cos(2¢).

Obviamente, si cuando nos ha aparecido en el denominador 1 + cos?¢ — sen? ¢ + 2isenpcosy no hubiéramos
introducido el seno y el coseno del dngulo doble, los cédlculos se habrian hecho atin mas farragosos.

Ejercicio resuelto

Dado el niimero complejo
1+ ai
= -, a €R,
1—ai

w

encontrar los valores de a para los que el argumento de w vale 7/4, arg(w) = Z.

Como el nimero complejo w viene definido por un cociente, multiplicando por el conjugado del denominador obtenemos

1.

1+ ai (1 + ai)? 1—a?+ 2ai 1—a2+ 2a
w = = = =
1—ai (1—ai)(l+ ai) 1+ a? 1+a%2  14a?

s
R

Queremos encontrar el valor de a para que el argumento de w sea I, es decir, para que w = |w|e”/ 4. Si calculamos el

médulo de w:

1—a2\? 2a \? 1 1
= — = 1 — 2a2 44 402 = 1 2)2 =1
|w| \/(1+a2) +(1+a2) 1+a2\/ a2 +at +da? = L+ a2 =1,

deducimos que w = €'/, es decir,
1—a? 2a . s s V2 V2
_ - et /4_ n . nr_ve va.
w—1+a2+1+a22—e” —cos4+zsen4— 5 + 5 b

con lo que igualando las partes real e imaginaria obtenemos dos ecuaciones que deben verificarse simultdneamente. La
primera nos lleva a

1-a® 1 | V- RS G el SN 4 1k ) (Y ST
l+a® V2 (Ve =va-i 7\/§+17(\/§+1)(\/§fl)7(\/§ b

con lo que a = (/2 — 1). De la segunda ecuacién deducimos que

2a 1 9

Por tanto, el tnico valor para el que se cumplen las dos ecuaciones es a = v/2 — 1. Este es el valor que nos pide el
enunciado.

Observemos que, si en vez de trabajar con el seno y el coseno del argumento lo hacemos con la tangente, impon-
drfamos la condicién tg § =1

2a

1 TraZ 2
tg@: m(w):1+a _ a :1—>a2+2a—1:0—>a=—1i\/§
1—a? 1 2
Re(w) % —a

que, aunque la hemos resuelto con maés facilidad, nos lleva a los valores de a para los que el argumento es 7 o
TtmT= %” (pues para ambos dngulos la tangente vale 1). Tenemos que asegurarnos pues de si los valores de a nos

llevan al argumento que buscamos, 7, o al otro.
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Una forma fécil de ver esto es la siguiente. Teniendo en cuenta que 0 < v/2 — 1 < 1 es inmediato deducir que, si
a =+/2— 1, entonces Re(w) >0 e Im(w) > 0 (pues 1 —a? > 0y 2a > 0), es decir, w estd en el primer cuadrante (su
argumento serd, por tanto 7). Sin embargo, como —v/2—-1 < —1, deducimos que, si ¢ = —/2—1, entonces Re(w) <0

e Im(w) <0 (pues 1 — a? < 0y 2a < 0), es decir, w estd en el tercer cuadrante (su argumento serd, por tanto, 2T).

Otra forma més sencilla de proceder es la siguiente. Una vez que hemos visto que w = |w|e!™/* = ¢™/4 = %(1 +1i),
podemos igualar a su expresion original:

14+ai 2

wzl_ai:T(lﬂ') — 1+ai:g(1+i)(1fai) — 1+ai:g(1+a)+ig(1,a)

e igualando las partes real e imaginaria obtenemos dos ecuaciones (que deben verificarse simultdneamente). La primera
nosconducea‘f(qua)*lHafx/ﬁflylasegundaa‘[(lfa)*aHa: L - L_v2 =1=v2 _

1+v2  (1+v2)(1-V?2) -1
V2 —1. Por tanto, el valor del parametro buscado es a = V2 - 1.

Notemos que el calculo del médulo de w es inmediato si observamos que el denominador 1 — ai es el conjugado del
numerador 1+ ai. Usando que, por una parte, un nimero complejo y su conjugado tienen el mismo moédulo y que, por
otra parte, el médulo de un cociente de nimeros complejos es el cociente de los médulos, deducimos que |w| = 1.

Otra forma alternativa de resolver el problema es la siguiente. Si llamamos r al médulo del numerador y 6 a su
argumento, entonces

1—ai re0

1 | = ret? 14+ ai ret? ; i
R

Queremos que Arg(w) = 7§, es decir, que 20 = %, por tanto, § = §. Teniendo en cuenta que tgf = 5272((5)) =% =a,
deducimos que a = tg §.

Podemos calcular la tangente de ese dngulo a partir de las férmulas del dngulo mitad:

1—cosx 1+cosx —i 1—cosx
\/ \/ " TV 14cosz

Nos quedamos con el signo positivo (tanto en el seno como en el coseno) al tratarse de un dngulo del primer cuadrante,

con lo que
1—rcosZ 1—— 2 — 2 —/2)2 2—
ol [md Vi_ [ i
8 1+cosZ 1+f 2+v2 V2+vV2)2-Vv2) V2
Notemos que, los puntos (x,y) del plano dados por (Re(w), Im(w)), estan situados sobre la circunferencia de centro
el origen y radio unidad (pues |w| = 1). En particular, se trata de una parametrizacién de la circunferencia:

a —a? Y
(z(a),y(a)) = <1i—a2, ﬁ) , a € R. A

Sia = 0 obtenemos w = 1, es decir, el punto (1,0). Si a = 1 obtenemos w = i,
es decir, el punto (0,1). Si a — 400, entonces w — —1, es decir, tiende al
punto (—1,0). Cuando a es positivo se va describiendo la semicircunferencia
superior, recorrida en sentido antihorario: el primer cuarto de circunferencia
se obtiene cuando a se mueve en el intervalo [0, 1] y el segundo cuarto para
€ [1,00). Andlogamente, si @ = —1 obtenemos w = —i, es decir, el punto
(0,—1). Si @ — —o0, entonces también w — —1, es decir, tiende al punto
(—1,0). Por tanto, para a negativo, se va recorriendo la semicircunferencia
inferior: en el cuarto cuadrante cuando a € [—1,0] y en el tercero si a €
(—o0, —1].
En resumen, al moverse a en (—o0,400) se describe la circunferencia completa (excepto el punto (—1,0)), en
sentido antihorario, partiendo del punto (—1,0) y llegando al mismo punto.

<Y

2.9. Raices n-ésimas de un niimero complejo.

Se dice que el nimero complejo z = re? es raiz n-ésima de zy = roe® # 0 si, y sélo si, 2" = zo:

Yag=2 & z9g=2z".
Veamos cuantas raices n-ésimas tiene un nimero complejo. Segin la definicién dada deberd ser

20=2" & roef = (Tew) = pnetn?
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y de acuerdo con la definicién de igualdad de

{rozr"

ntmeros complejos dados en forma polar,
r= g
nd =0y +2kn {9:@$ﬁ k=0,+1,+2,.
Ahora bien, al dar valores a k obtenemos
Para k = 0 obtenemos la raiz z; = /rpet™

Para k = 1 obtenemos la raiz zo = /rge’

. 6g+2m

n
Para k = n — 1 obtenemos la raiz z, = /rge

j80t2(n—1)=

n

Para k = n obtenemos la raiz z,41 = /rge’
+

69 +2nm

n —

N
= roez(7+2ﬂ')
1es ; 99 F— p . . ; s s
y esta dltima raiz z,11 = {/rpe™ = z1. Por consiguiente todo niimero complejo no nulo tiene n raices n-ésimas.
Representacion grafica de las raices. Observamos que todas las raices n-ésimas del niimero complejo zy = rge*

Oo+2(p+1)m 6o+ 2pm
n

0o
tienen el mismo médulo /7, y los argumentos de dos raices obtenidas para k =py k = p + 1, se diferencian en
2T
n n’
una circunferencia con centro en el origen de coordenadas y radio /rg.
mayor que 1 y argumento /3.

Por tanto, los puntos que representan a esas n raices son los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en

En la siguiente figura hemos representado las raices cuartas, quintas y sextas de un nimero complejo z de médulo
[ ]

i 0+42km

n

Caso particular: Raices n-ésimas de la unidad. El ntimero z; = 1 es un nimero complejo que tiene médulo
unidad y argumento cero, es decir, escrito en forma polar zg = 1 = €. Entonces

V1i=e

n

0
=cos— +isen—, para k=0,1,2,...,.n—1 =
n

wy = e = cos0+isen0 =1
wy = ei2ﬂ'/n

cos 27” + isen 2T
w3 = ez47r/n — 47
que se denominan las raices n-ésimas de la unidad.

47 .
cos - + 1sen -

i2(n—1)mw/n _ coS 2(n—1)m 4 iseHQ(nfl)ﬂ'
n n
En las figuras siguientes se esquematizan las raices cuadradas, cubicas y cuartas de 1 y de 3.
E )1 { ;1 E 51

Wy, =€

Y L \ _
. 1 1 /1
Ejercicio resuelto
: : 2% :
Dados 21 = 1 +/3i y 29 = \/5(1 — 1), calcular —Ioa> expresando el resultado en la forma a + bi.
<2
Puesto que necesitamos calcular productos con potencias altas de z; y 29, comenzamos escribiéndolos en forma polar
(calculamos su médulo y su argumento):
|z1] = 12 + (\/5)2 =2,
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*}91

21

| S

1
1+\/§i:2(cost91 +isenf;) — cos@lzi, senf; =

2l = (V22 + (V22 =2,

2 2 —
\/57\/5112((30892+Z'86n92) — c0592:§, sen@zzfg — 92:%,

z22

es decir,

2 =14+V3i=2e5, 2 =v201-i)=2e"%.

Recordemos que si calculamos los argumentos usando tg6; = \/3/1 =3y tgh = —\/5/\/5 = —1, como hay
dos angulos que tienen la misma tangente, debemos quedarnos, en el caso de 61, con el dangulo del primer cuadrante
(7/3), pues es evidente que z; = 1 + /31 estd en el primer cuadrante (a = 1 > 0,b = v/3 > 0) y que su argumento
debe verificar 0 < 6 < w/2. Mientras que en el caso de 62, hay que elegir el dngulo del cuarto cuadrante (—m/4), pues
es evidente que z9 = V2 — /24 est4 en el cuarto cuadrante (a = V2 > 0,b = -2 < 0) y que su argumento debe
verificar, por ejemplo, —7/2 < 6 < 0 (también es habitual elegir su argumento en 37/2 < 6 < 2.

Trabajando con la forma polar—exponencial de 21 y 2 es facil calcular 2{0/2104:
i ;100
2% _ (2 e’i)loo _ 2100 oi 34 _ 2100 oi[19em—(—26m)] _ iei(%wﬁ)w _ 1 o(29+2)2mi
2304 (2e715)104 9104 p—i- = 2104 24 16
L 99omi api _ 1 jax 1 1 V3 1 .
= J— 3 = — 3 = — - — = ——(1 3 .
T 16° 6\ 2 2 g1+ V)i

Observemos que hemos visto el niimero de vueltas completas que aparecen en el dngulo obtenido, dividiéndolo por 27

y hemos obtenido asi que (13ﬂ + 26) = (29 + %)27& Podiamos haber usado también que e=26™ = 1, pues 2™ = |
para cualquier k € Z.
ST
Notemos que, si preferimos escribir zo = €*74 | llegamos al mismo resultado
4% (2e8)10 2% Ea _ 2 et s _ L sen L sezyemi _ 1 s gmi
PN (265 104 T 104 o 05TE T Q104 g9l2mi 91 ¢ ~ 16 “16°¢ ¢
1 yax 1 1 V3 1
= —e3 =—|—-z-——1]|=—7=(1 3)i.
16 16 ( 2 2 ) 32( tV3)
Ejercicio resuelto
Dados los niimeros complejos z; = —8 +8v/3i y 23 = 1 — v/31, calcular y representar en el plano complejo:

i) las raices cuartas de z;.

ii) el cociente 220/280.

i) Puesto que necesitamos calcular raices de z; y productos con potencias altas de z; y z2, comenzamos escribiéndolos
en forma polar (calculamos su médulo y su argumento):

lz1] = V (8)2 4+ (8\/5)2 =16 — 2z, = —8+8V3i= 16(cosfy +isen6y) — cosby = —%, senf; = ? — 0, = 2%,

|za] = \/(1)24+ (V3)2=2 — 2z =1—+3i=2(cosfy +isenfy) — cosfy = % , senfy = ,? — Oy = %ﬁ,

es decir, A Im(z)
21:—8+8\/§i:166i2’%, 29=1—-V3i=2¢7"5. W,

Recordemos que si calculamos los argumentos usando tgf; = 8v/3/(—8) = V\{

—V3ytghy = —/3/1 = —/3, aunque tg #; = tgho, los dngulos son distintos
(pues hay dos dngulos que tienen la misma tangente). Debemos quedarnos,
en el caso de 01, con el dngulo del segundo cuadrante (27/3), pues es evidente -
que 21 = —8+8v/37 estd en el segundo cuadrante (a = —8 < 0,b = 8v/3 > 0) 2 Re(z)
y que su argumento debe verificar 7/2 < 6 < 7. Mientras que en el caso de

02, hay que elegir el dngulo del cuarto cuadrante (—7/3), pues es evidente W
que zo = 1 — /31 estd en el cuarto cuadrante (a=1>0b= -3 < 0)y V%
que su argumento debe verificar (por ejemplo) —7/2 < 6 < 0.
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Asi, las cuatro raices cuartas de z; vendran dadas por

2w
T t2nk

weer = V16 e 1 i =2EHF) [k =0,1,2, 3],

es decir,

S
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=

Il
]
o
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I

2 2T . 27 1 V3 .
<COS? +’LS€I1?> = 2 (5 +17> = *1+\/§’L,

w2\ oy 7 7 3 1
w3 = 26(6+22)1:267‘31:2<COS%+iS€n—W>=2<—£—’i—>Z—\/g—i,

6 2 2
s -3 : ™ 5 5 1 3
wy = 26(5+73)Z:2653":2(cos§ +isen§) =2 <§—z§> =1-3i.

ii) Trabajando con la forma polar—exponencial de 27 y 23 es facil calcular 22°/28°. Por ejemplo,

:20-27
230 1620 e 1620

280 980 o—i:80% 280

20 jan 1\ 20 20
()T (26 (18 es)) ey _ g2y
20 \# 24 =i 24 '

Sin necesidad de hacer operaciones, si nos damos cuenta de que zo es una de las raices cuartas de zi, es decir,
21 = 23, se obtiene el resultado anterior:
20 20
1 (ﬁ) — 120 —q
80 — |\ L4 = =+
<2

29

et (157 +557) 1. pa0mi _ (ezm')?O — 120 _ 4

o bien,

Ejercicio resuelto
Calcular todas las raices sextas de un nimero w € C sabiendo que —v/3 + i es una de ellas.

Puesto que los puntos que representan a las raices sextas de un niimero complejo estan situadas sobre un hexagono
regular, lo tinico que hay que hacer es, partiendo de —v/3 + 4, sumar 27/6 (es decir, 7/3) al argumento una y otra
vez hasta obtener las cinco raices que faltan. Es decir, escribiendo —v/3 + i en forma exponencial (para facilitar los
célculos) encontraremos facilmente las raices que nos piden.

El médulo de —v/3 +i es y/(—v/3)2 + 12 = 2 y su argumento 6 = 57/6, pues

\/§+i2[?+%i

1
=2[cosf +isenf] — 0089:773, sen9:§, — 0=—.

También podemos llegar a ese valor del argumento teniendo en cuenta que, por tener parte real negativa y parte
imaginaria positiva, ese nimero complejo viene representado por un punto del segundo cuadrante (argumento pues

entre m/2 y ) y que § = arctg (_L\/g) = arctg (%g) = 3% Bs decir, —V3 4 i = 2e™/0)1,

76
Por tanto, las seis raices seran
ro= 2070 = /34, r1 s
ry = 2e0T/6+T/3)i _ 9o (Tx/6)i — _\/3_
ry = 26(57T/6+27T/3)i — 26(371'/2)i — 7217
ry = 2e(7/6437/3)i _ 9, (1n/0)i _ (/34
rs = 2e0T/6HAT/3)i _ 9, (137/6)i _ 9o(x/6)i _ \/3 4
re = 26(57T/6+57T/3)i :26(571'/2)i — 26(71'/2)i = 2.
T2 T4
En la figura se puede observar cudl es la situacion de estas raices
en el plano complejo.
T3
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Notemos que el ntimero complejo que tiene esas seis raices sextas es:

w:r?:rgzrg:rg rg—TG 20e™ = —64.

Ejercicio resuelto

16
Dados los ntimeros complejos  z; = - + 71 y 2o =141, encontrar las raices cuartas del ntimero z = 18 ,
23

expresarlas en la forma a + bi y representarlas en el plano complejo.

Para calcular z lo méds cémodo es trabajar con la forma polar—exponencial de z1 y z2 (calculamos su médulo y su
argumento):

(?) +(§> —V5, Jal= PR =3,

laa] =
1 3
21 = §+£Z—\/§(c0591+isen91) — cos@lzg, sen91:7 — 91:%’
. ) 1 1 s
Z9 = 1+z:\/§(00592+zsen92) — COS@QZE, senQQ:E — 92*1,

Alm(z)

es decir,
2 6 iz ;=
z1=§+§i:\/§ezf, zo=1+i=12¢e%. V\{

Recordemos que si calculamos el argumento usando tg 0; = (v/6/2)/(v2/2) =
V3, hay dos dngulos que tienen esa tangente y debemos quedarnos, en este

caso, con el angulo del primer cuadrante (7/3) y no con el del tercero (47/3), 2 Re(’z)
pues es evidente que z1 = ‘/_ ‘/_z estd en el primer cuadrante (a = ‘? >

0,b = @ > 0) y que su argumento debe verificar 0 < § < 7/2. El mismo VX
comentario es valido si usamos que tgf, = 1/1 = 1. V\é

De esta forma

1 = 167\'
ilﬁ B (\/5 613)16 B (\/5)16 18 28 . 2(8—4) i(187 —om) _ — 94, §10x _ ot i _3 —8\/§
8 = - 8r T 94 2mi € € &
23 (V2 e'i)8 (V2)8 e 2% e
Aprovechando que hemos encontrado la forma polar—exponencial de z, deducimos que sus cuatro raices cuartas
vendran dadas por

i

Wppr = V24 e 7 Z=2€(§ )i [k=0,1,2,3],

es decir,

x 70 s 1
w; = 26(3*20)126312<cosg+iseng)2( +z£>1+1\/_
x o xa); .y 1
wy = 2e(FTH)iZg i 2<cos%+zs 5”)2<§+i5>\/§+¢,

L w2 - 4 4 1 3
w3 = 26(3+22)1:264‘3122(608?77-4-1'8611%)=2<———i£>Z—l—i\/gv

w73, x 11 11 3 1
wy = 26(3*'73)1:261%122(c08%+isen%):2<§—i5>:\/_—i,

que aparecen representadas cualitativamente en la figura.

Observacion.- Habitualmente, para obtener las raices n—ésimas de un nimero complejo necesitamos conocer
su argumento. Sin embargo, en el caso particular de las raices cuadradas (n = 2) el problema se puede plantear
directamente en forma binémica. Por ejemplo, para calcular las raices cuadradas de w = 3 + 4i basta plantear la
ecuacién (z +iy)? = 3 + 44. Igualando parte real con parte real y parte imaginaria con parte imaginaria se obtiene un
sistema de ecuaciones en (z,y) que puede resolverse reduciéndolo a una ecuacién bicuadrada en = (o en y).
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3. Las raices de un polinomio real.

El Teorema fundamental del Algebra. Todo polinomio
P(z)=ao+aiz+ a2+ + a,z" an #0, conn > 1

donde ag, a1, as,...,a, son nimeros complejos, tiene n raices complejas.
Es decir, que dado cualquier polinomio como el anterior P (z), podemos asegurar que existen n niimeros complejos
21,22, ..., 2y tales que
P(z)=an(z—21)(2—22) (2 — zn) .
Ademas, se verifican las siguientes relaciones entre las raices y los coeficientes:

an—1 ao
21+ 29+ ... 2y =— , z129 2 = (—1)"—.
Gnp Qnp

De acuerdo con el teorema fundamental del dlgebra, las ecuaciones polinémicas del tipo 2 +1 = 0, que justificaron
la ampliacion del conjunto de los niimeros reales porque esas ecuaciones no tienen solucién real, poseen solucién en el
conjunto de los nimeros complejos. Concretamente esa ecuacién tiene como raices z; =1 y 2o = —i, de manera que

2?2+ 1= (x—1)(x+1i).

No es cierto que todo polinomio no constante con coeficientes reales tenga alguna raiz real; sin embargo se verifica
que:

= Todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene alguna raiz real.

= En los polinomios con coeficientes reales las raices complejas no reales aparecen por pares conjugados. Es decir,
si zg = xg + 1yo € C es una raiz de un polinomio con coeficientes reales, entonces su conjugada Zg = x¢ — iyg €
C también lo es.

Ejercicio resuelto
Calcular y representar en el plano complejo todas las raices del polinomio z* — 8iz.

Por tratarse de un polinomio de grado cuatro sabemos que va a tener cuatro raices complejas. Vemos que el polinomio
no tiene término independiente, por lo que se puede sacar z factor comun:

p(z) = 2" = 8iz = z (2* — 8i).
Igualando a cero, para obtener las raices, tenemos dos posibilidades:
= 0 bien z = 0, que es la primera raiz (y la denotaremos por zp),

s o0 bien 2% — 8i = 0, que es equivalente a z = v/8i. Sélo tenemos, por tanto, que obtener las raices ciibicas de 8i.
Como 8i tiene médulo 8 y argumento 7/2, queda

e’ e’ V341,
: gtk o 2wy, 5m .
2=VBi=V8e T ' [k=0,1,2] =2 EtF)N —2{ F1 = 3
e(F+) eFi —92i.

Asi obtenemos tres raices més, que denotaremos, respectivamente, por z1, zo y 23.

Im(z)
Resumiendo, las raices son
zo = 0, Z1
2 = V341,
2 = —V3+i % 2R
z3 = —2i.

Ejercicio resuelto
Calcular todas las raices del polinomio
P(z) = 2% —22° 4+ 2,

y representarlas en el plano complejo.

54



Puesto que P(z) = 25 — 222 + 2 = 0 es una ecuacién tricuadrada

3 2:|:\/474~2 2++—4 4
20 = = 7,
2 2

necesitamos calcular las raices ctibicas de z; = 1 +i y de 25 = 1 —i. Comencemos con z1, escribiéndolo en forma polar
(calculamos su médulo y su argumento):

]l = VO2+(1)2=V2,

14i=1+2(cosh+isend) — cosf =

Z1 , senf =

1
V2

1
V2

es decir, .
21=1+i=+2¢1.

Recordemos que si calculamos el argumento usando tgf = 1/1 = 1, hay dos
angulos que tienen esa tangente y debemos quedarnos, en este caso, con el
dngulo del primer cuadrante (7/4) y no con el del tercero (57/4), pues es
evidente que z = 1 + 4 estd en el primer cuadrante (a =1>0,b=1>0) y
que su argumento debe verificar 0 < § < 7/2.

Sus tres raices cubicas vendran dadas por

3 I +2nk . ) x ok )\
wepr = YVZe i = V2 e(BHE) [k =0,1,2],

es decir,

w = V2e(HEFY)IZ 3B = 2 (COS— +isen 1)

12 12
x o 2m1); 3x ; 3 3
wy = \/5 e(_2+ 3 )1 — \(75 edTl — \6/5 (COSI —|—isenzﬂ.) ,
x 272, ey 17w 177
w3 = %e(ﬁ+232)1 — V2T = \6/§<cosﬁ + i se nﬁ)

Procediendo andlogamente con zo (su argumento es —m/4) obtenemos
22:1—i:ﬁe%ﬂi,

con lo que sus tres raices ciibicas vendran dadas por

P 4 +27rk
'Uk:+1:\3/\/§€ 3 \/56(

"":!

;
—

S
I
>~

\
j=}
—
)
=

es decir,

U1

3 (5 +50)i _ 5 o5Fi — ﬁ<1—§ *TD

x,2ma); . s 7 7
Vg = ﬁe(ﬁ 231)1\(/56121\/5<c081—;r+zsen£>

X —n , 2me2), . s ) 5 5
vy = \°/§e(ﬁ+232)1:Weizzf/i(coszﬂ—i—isenf)-

Por tanto, las seis raices del polinomio dado, que aparecen en la figura, son

6 i 6 3w, 6 17x , 6 —r; 6 I, 6 5w,
w1:\/§el2z, wgzx/ie“, wgzx/ieu’, v1:\/§en’, ’U2=\/§€1217 vy = V2 edt

Ejercicio resuelto
Encontrar todas las soluciones de la ecuacion

(3—-22)3+27=0,

y expresarlas en la forma a + bi.
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Como se trata de un polinomio de grado tres, sabemos que la ecuacién tendra tres soluciones. En vez de desarrollar
el cubo del binomio (y luego ver si tenemos suerte y encontramos por Ruffini una primera raiz que nos permita bajar
el grado del polinomio) es mas facil proceder de la siguiente forma.

Puesto que
3 3 3 3— /=27
3-22)"4+27T=0 — (83—22)°=-27T — 3—-2z=+v-27 — p=
necesitamos calcular las TRES raices cibicas de u = —27. Comenzamos escribiendo u en forma polar (calculamos su
mébdulo y su argumento):
W = =272+ (0) =27,
u = —2740i=27(cosf +isend) — cosf=-1,sen0=0 — O=m,

es decir, _
u=—27=27¢".

Recordemos que si calculamos el argumento usando tg @ = 0/1 = 0, hay dos dngulos que tienen esa tangente, 0, 7,
y debemos quedarnos, en este caso, con 7 (argumento de un nimero real negativo) y no con 0 (argumento de un
ntimero real positivo).

Sus tres raices cubicas vendran dadas por

w1 = V27 e =g (55 [k =0,1,2],

es decir,
x 210, o 1 3 3 3v3
wi = 3eFHEYIZ3 %= (cosg+¢seng)3<§+i§>§+i \QF
wy = 3eFHE) =3 ¢m =3 (cosm+isenw) =3 (=1 +7i-0)= -3,
x . 2m2); 5 ; 5 5 1 3 3 3v3
wsy = 3e(§+T)136713<cos§+isen§)3(51'%)51'7\/_.
De esta forma, las tres soluciones de la ecuacién polinomial dada son
3—wi 3 3V3. _3-w _3—w3_3+3\/§,
AT T4 BT T T BT Ty T

Ejercicio resuelto
Encontrar todas las soluciones de la ecuacion

254+ 8v2(1 —i)z2 =0,

y representarlas en el plano complejo.

Puesto que P(z) es un polinomio de grado 6, el teorema fundamental del Algebra nos garantiza que tiene exactamente
6 raices. Sacando factor comin e igualando a cero

22 =0,

P(z) =254+ 8V2(1 — )22 = 0,= 22[z* + 8V2(1 — i) = 0 — { A4 8v3(1— i) =0,

deducimos que z = 0 es una raiz doble, mientras que las otras 4 raices son las soluciones de
A48V2(1—i)=0 — 2* = —8V2(1—14),

es decir, necesitamos calcular las raices cuartas del nimero complejo s = —8y/2 4+ 8/2i. Para ello comenzamos
escribiéndolo en forma polar:

s = (-8v2)2+ (8v2)2 = 16,
2
s = —8V2+48V2i=16(cosf +isenf) — cosé’:—%, senf =

es decir, .
s=—8V248V2i=16e""7.
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Recordemos que si calculamos el argumento usando tg 6 = 8v/2/(—8v/2) = —1, hay dos dngulos que tienen esa tangente
y debemos quedarnos, en este caso, con el angulo del segundo cuadrante (37/4) y no con el del cuarto (77/4, o —7/4),
pues es evidente que s = —8v/2+81/21 estd en el segundo cuadrante (a = —8v2 < 0,b=8V2> 0) y que su argumento
debe verificar 7/2 < 0 < 7.

Las cuatro raices cuartas de s vendran dadas por A Im(Z)
JJF 3T i ;
Wt = V21 e — 9 () = 0,1,2,3],
es decir,
3m skl ; 3T 3 3
wy = 2 e(TE+50)i — 9 B = 9 (cos % + isen 1—g)
w w1, 1ix 11 11
wy = 92 e(F+751)i = 9 i — 9 cos — +ise i ,
16 16
wy = 2 e(15+77)i = 9 MF1 = 9 coslg—WJrz 197 ,
16 16
Bn | 73, oy 27w 27
wy = Qe(i_ﬁ*'Td)l:Qezfﬁ‘Z:Q(cosﬁ + ise 167T)

Como las razones trigonométricas de los dngulos que han aparecido (%, 111—6“, 1196“ , %) no son faciles de encontrar

sin calculadora, nos basta con estimar el valor de uno de esos dngulos (por ejemplo, % ~ 33,75°) y representarlo en

el plano complejo. Las otras tres raices cuartas de s estdn en la misma circunferencia (de radio 2) y separadas por
noventa grados (son los cuatro vértices de un cuadrado inscrito en esa circunferencia).
Por tanto, las seis raices de P(z), que aparecen representadas cualitativamente en la figura, son:

3w ; 117 ; 197 27w
95t

21 =20=0, 23=2€16' z3=2e16" z5=2e16" z5=2¢16"

Ejercicio resuelto

Dado el niimero complejo z = re®?

, encontrar los valores de r y 6 para los que se verifica
2t =72,

Expresar los niimeros complejos encontrados en la forma a + bi.

4 _ 32

(a.1) Nos piden que resolvamos una ecuacién, z* = z2, usando la expresién polar o exponencial z = re®® (con r > 0,

6 € R):

4 2
4 _ =2 04 _ —i6 40 2 —i20 =r
z =z — (7“6 ) —(T@ ) — 7"6 =Tre — {4929+2]€7T kEZ

donde hemos usado que zZ = re conjugado de un niimero complejo en forma polar o exponencial), que 2" = r"e™?
(potencia de un nimero complejo) y que, el que dos niimeros complejos expresados en forma polar sean iguales, equivale
a que sus moédulos sean iguales y sus argumentos sean iguales salvo un miiltiplo entero de 27. Vamos a resolver las dos
ecuaciones obtenidas. Comenzamos con la que obtuvimos al igualar los médulos:

—1i60 (

r2=0 — r=0,

4_ .2 4.2 2002 _ 1) =
rt=r" = rt—r*=0 — r*(r*-1) 0_’{ 221 5 r=+1(r>0) - r=1.

La ecuacién a la que llegamos al igualar los argumentos nos lleva a

k
49 = —20 + 2kr — 60 = 2kr — 9:%, k=0,+1,42, ..

Veamos ahora a qué nimeros complejos corresponden las soluciones obtenidas (dos valores de r, r = 0,1, e infinitos
valores de 0, 0 = Xk € 7).

Asi,r=0 conduce para cualquier valor de 6, a zy = 0, ya que z = 0e*? = 0.

Los infinitos valores de # que hemos obtenido, nos van a llevar a seis nimeros complejos distintos, pues al ir dando
valores a k se obtienen argumentos del tipo (donde m € Z)

si k=6m (k=..-12,-6,0,6,12,...): 0 =0+ 2wm,
si k=6m+1 (k=..,-11,-51,7,13,..): 9:g+27rm,
2

si k=6m+2 (
si k=6m+3 (

=y =10,4,2,8,14,..): 0= +2mm,
=..,-9,-3,3,9,15,...): 0 =7+ 2mm,
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4
si k=6m+4 (k=..-8 -2,4,10,16,..): 9:§+2wm,

si k=6m+5 (k=..—-7,-1,511,17,..): 9:5%+27Tm.

De esta forma, cuando r = 1 y con los valores de 6 hallados, obtenemos los seis nimeros complejos (que, casualmente,
son las raices sextas de la unidad)

Alm(z)

z1 = 1ei'OZCOSO—i—isenO:l—i—i-O:l,
= 1 Z%*(;osﬂ-wL'se W*1+'\/§ 23 ZZ
Z9 = e's = 3 ) n3 =3 ) 5
op 2 2 1 3
z3 = 1eZT:cos?ﬂ+isen§:—§+i§,
2s = leée™=cosm+isenmt=—14+1i-0=—1, 1 Re(z)
25 = 1ei%—cos—ﬁ+isen—ﬂ——l—i£
b 3 3 2 27
- 57 5 1 /3
= 1 3 = —_— ) —:——'—,
26 e'’s CcoS 3 + 7 sen 3 5 7 > Z5 Ze

Hemos representado en la figura los siete niimeros complejos que verifican la ecuacién dada

1, V3 1, V3 1 V3 1 V3
2

20=0, z1=1, z29=-+1— 23:f§+17, z2=—1, 25 =—= —1—

(observemos que el problema dado no equivale a encontrar las soluciones de una ecuacién polinomial de grado cuatro
en z, pues si as{ fuera, la ecuacién tendria cuatro soluciones).

4. Aplicaciones geométricas de los nimeros complejos: transformaciones
en el plano.

Vamos a considerar aqui expresiones complejas que pueden ser usadas para las transformaciones mas sencillas en
el plano: traslaciones, homotecias, giros, simetrias y proyecciones ortogonales.

4.1. Traslaciones.

Como conocemos del estudio de los vectores en el plano y del estudio de los niimeros complejos, la suma u + v de
dos vectores o la suma z + w de dos nimeros complejos se obtiene geométricamente sin mas que hacer la traslacién,
segtin el vector v, del punto u (o viceversa). Asi, la transformacién del plano consistente en desplazar cada punto segin
un vector (a,b) (a unidades en horizontal y b en vertical) puede expresarse mediante

R? — R? cC — C
(@,y) — @ y) =@y +(@d); 2 — z+(at+bh)

4.2. Homotecias.

Una homotecia de centro el origen de coordenadas y razén p > 0 es la transformacion que a cada vector v con
origen en el origen de coordenadas lo transforma en el vector w = pv, con lo que tenemos las expresiones

R2 — RR?2 C — C
(x,y) — @ y)=plr,y) = (pz,py); z=z+yi — w=pz=pr+pyi
4.3. Giros.

Si un punto P del plano tiene como coordenadas polares r > 0 (su distancia al origen) y @ (el dngulo que forma su
vector de posicién con el semieje positivo de abscisas), entonces sus coordenadas cartesianas son

x rcos(d)
{y = rsen(d) (7)
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y es facil obtener las coordenadas cartesianas del punto que se obtiene al hacer un giro de centro el origen de coordenadas
y dngulo ¢, pues es el punto cuya distancia al origen es r (coincide con la de P) y cuyo vector de posicién forma con
el semieje positivo de abscisas el angulo 6 + ¢, es decir, el punto cuyas coordenadas cartesianas son

' = rcos(0+ @) =rcos()cos(p) — sen(f)sen(p)]
y = rsen(0+ ¢) =r[sen(d)cos(¢)+ cos(0)sen(e)]
y teniendo en cuenta las relaciones (7) se obtiene
' = xcos(¢p) —ysen(d),
Yy = ycos(¢) + zsen(q).

Las relaciones anteriores las podemos expresar en forma matricial/vectorial:

{ x’ ] B { cos(¢) —sen() } [ x ]
Y sen(¢)  cos(¢) y ]
donde la matriz G involucrada se denomina matriz del giro (de centro 0 y d4ngulo ¢). Hacer la transformacién anterior

sobre el vector de coordenadas (z,y) es lo mismo que multiplicar al ndmero complejo z = x+iy por el nimero complejo
de médulo 1 y argumento ¢, es decir por €. Asi, tenemos la expresién del giro en forma compleja

C — C

z=x+yi — w=e%z

Desde este punto geométrico, la multiplicacién (de un ntimero complejo genérico) por el nimero complejo de médulo
p y argumento ¢, es decir pe’®, consiste en hacer un giro (de centro el origen y dngulo ¢) y una homotecia (de centro
el origen y razén p).

4.4. Proyecciones ortogonales.

Sabemos que calcular la parte real de un niimero complejo consiste simplemente en proyectar el punto que lo repre-
senta sobre el eje OX y calcular la parte imaginaria consiste en proyectar sobre el eje OY . Asi, tenemos representaciones
con numeros complejos para dichas transformaciones.

R? — R? C — C
1
Proyeccién sobre OX (x,y) — (2/,y') = (,0) z — w=DRe(z)= 5 (z+72)
1
Proyeccién sobre OY  (x,y) — (2/,y') = (0,y) z — w=Im(z)i= 3 (z—72).

4.5. Simetrias.

Podemos considerar dos tipos de simetria: simetria respecto a un punto o simetria respecto a una recta. Yendo a
la situacion mas simple, tenemos la simetria respecto al origen de coordenadas,

('Tay) € R2 - (_:Ea _y) € R2a
que podemos expresar en forma compleja, respectivamente, como

C — C
z=x+Ytr — W= —2.

La simetria respecto al eje OX tiene una expresion simple compleja como:

C — C
z:$+yi — W =7Z.

4.6. Ejemplos:
1. ;Qué representa geométricamente la siguiente operacion?
zeC— (1+1i)z—2€C.
Puesto que 1 + i tiene médulo v/2 y argumento % rad., tenemos que
(1+i)z =24 2

7r
es el nimero complejo que se obtiene al hacer un giro de dangulo 1 rad. (y centro el origen) y una homotecia

de razén v/2. Una vez hechas estas transformaciones, nos queda restar 2, es decir, hacer (sobre lo obtenido) la
traslacién de vector (—2,0).
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Im V2ei Ty = (1414)z

eirr/4z

N

v

Primero giramos ...

m (1402 -2 (1+414)z
z
0 Re

y luego trasladamos.

Notemos que, si bien hacer primero el giro y después la homotecia da el mismo resultado que hacer primero
la homotecia y después el giro, esto no sucede con la traslacién; no es lo mismo hacer primero el giro (o la
homotecia) y después la traslacién que hacerlo al revés. Si hicieramos primero la traslacién y después el giro y

la homotecia el resultado serfa (1 +)(z — 2).

Im * Im 4
(1+4+i)(z—2)
e/ (2 — 2)
z—2 - z z—2 5
L R
0 Re 0 Re

Primero trasladamos ... y luego giramos.

respecto al eje OY'? En términos de parte real y parte imaginaria tenemos:

z=zx4+yi e C—-w=—x+yi

1 1
y teniendo en cuenta que x = Re(z) = 5(2 +2), y=Im(z) = 2—(2 — Z), obtenemos
i
1 1
w= —5(2 +Zz)+ 2—2(2 —Z)i=—Z.

. Cémo podemos expresar en términos complejos la transformacién del plano consistente en hacer una simetria

O sea, que hacer una simetria respecto al eje OY es lo mismo que hacer la simetria respecto al eje OX seguida

de la simetria respecto al origen.

Ejercicio resuelto

Obtener, en la forma a + bi, el transformado del ntimero z = 2

B

mediante un giro con centro el origen y angulo —

jus

3

Para transformar cualquier nimero complejo z (punto del plano) con un giro
de dngulo ¢ respecto del punto (a,b) basta con calcular A |m(Z)

w = [z — (a + bi)]e’? + (a + bi)

(primero trasladamos el punto (a,b) al origen, después hacemos el giro de
angulo ¢ respecto del origen y, por ultimo, deshacemos la traslacién). Pero

en nuestro caso, puesto que el giro es respecto del origen, no es necesaria la
.z i . T
traslacién. Como en nuestro caso z = 4 = 4 = —4j = 4¢7*3 obtenemos

4 Re

=z

%
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Ejercicio resuelto
Dado el nimero complejo z = /3 + i

a) Hallar la parte real e imaginaria de 22°.
b) Determinar el transformado del nimero z mediante un giro con centro en (0,1) y dngulo .

c) Determinar, en la forma a + bi, las raices cuartas del ntimero z%.

Comenzamos escribiendo el ntimero z = v/3 + i en forma polar:

f = VERErz=2
1
z = V3+i=2(cosf+isend) — cosﬂzg, sen9:§H9:%,

es decir, .
z=13+i=2€%.

Recordemos que si calculamos el argumento usando tgf = 1/ V3, hay dos éngulos que tienen esa tangente y
debemos quedarnos, en este caso, con el dngulo del primer cuadrante (7/6) y no con el del tercero (77/6), pues es
evidente que z = /3 + i estd en el primer cuadrante (a = v/3 > 0,b = 1 > 0) y que su argumento, por tanto, debe
verificar 0 < 6 < /2.

(a) Calculemos 2%5:

2% =276 = 2256155 = 925¢1(22mH) — 925015 — 925 (? + %z) = 224(V3+4)

con lo que sus partes real e imaginaria son
Re(2%°) = 224V/3,  Im(2%) = 2%

(b) Para transformar cualquier nimero complejo z (punto del plano) con el giro de dngulo /6 respecto del punto
(0,1) basta con calcular _
w=(z—1)e's +1i

(primero trasladamos el punto (0,1) al origen, después hacemos el giro de dngulo 7/6 respecto del origen y después
deshacemos la traslacién). Como en nuestro caso z = v/3 + i obtenemos

N V3 1.\ 3 V3
w=(V3+i—ie +Z\/§<7+§Z>+’L§+<1+7>Z,

es decir, que el punto (v/3,1) se transforma en el (% ,1+ ‘/Tg)

Alm(z)

(c) Las cuatro raices cuartas de

o|%

" . 1
24 = 04T — 94:F — 16 <—§+ —i) — —84+8V3i W

vendran dadas por

2 Re(z)

i

+27k

w1 = V16 e 1t = 2:(5TER)I [k =0,1,2, 3],

W

es decir, V%

w = 26(%+%0)i =26 =2 (cos il +isenﬁ)

6 6 2

2<\/§+i%> =V3+i,

o m)s ox 2 2 1 3
wy = 26(5"'51)1 — 2% — 9 (cos%Jrisen%) =2 <§+zg> = 71+\/§i,
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x 7o) 7n 1
wy = 2e(5+32)i — 9% _ 9 (cos7—7r+isen7—7r) =2 (ﬁ i—) = f\/gfi,

6 6 2 '
wy = 26(6+23)126172<cos%+zsen5§)2(51'?) —V3i.

Ejercicio resuelto

Considerar el polinomio p(z) = 2* — 222 + 2.

(a) Calcular las raices de p, indicando su mddulo y argumento, y representarlas en el plano complejo.

(b) Encontrar, en forma bindmica, el nimero complejo que se obtiene al girar, respecto del origen, la raiz que
estd en el primer cuadrante, un dngulo 57/8 en sentido positivo.

(a) Puesto que z* — 222 + 2 = 0 es una ecuacién bicuadrada
s 2+VEA—4-2 24+y—4
25 = = =1+,
2 2
necesitamos calcular las raices cuadradas de z; = 1+ ¢y de zo = 1 — i. Comencemos con zi, escribiéndolo en forma
polar:

]l = VA2 +(1)2 =V

21 14i=12(cosf+isend) — cosf = senf =

Sl

1
\/57
Alm(2)

es decir, _ Z
s=14i=2¢1, u

Recordemos que si calculamos el argumento usando tgf = 1/1 = 1, hay dos
angulos que tienen esa tangente y debemos quedarnos, en este caso, con el .
dngulo del primer cuadrante (7/4) y no con el del tercero (57/4), pues es 1 Re('z)
evidente que z = 1 + 4 estd en el primer cuadrante (a =1>0,b=1>0) y

que su argumento debe verificar 0 < 0 < 7/2.

Sus dos raices cuadradas vendran dadas por

T 4onk ,
W1 =\ V2e T T=V2e (§+mk)i " [k =0,1],

es decir,
w, = 3 (FHm0)i _ 45 Fi _ 4y (cos% + ¢sen %) )

x , iy 9 9
we = V2 e(FFm1)i — V2 ¥l = {2 <cos§7r + i sen %) .

Procediendo andlogamente con
. —_;
m=1—i=+V2eT",

sus dos raices cuadradas vendran dadas por

—+27rk
V41 = \/5 e 2 \/5 6( +7Tk [[k = 0 1
es decir,
4 (F+m0)i _ -
v = \/5@ 8 \/_ \/_ cos——i—zsen? s
. . Ix; 7
vy = V2 e(?‘”'l)l V2eTt=1v/2 (cos — +isen %) .

Por tanto, las cuatro raices del polinomio dado son

4 5 4 o ; 4 =7, 4 I,
w1:\/§esz, w2:\/§esz, v1:\/§egz, Vg = V2 eEt
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(b) Obviamente la raiz que estd en el primer cuadrante es la que tiene su argumento en (0,7/2), es decir, w;. Para
girarla, respecto del origen, un dngulo 57/8 en sentido positivo, basta con multiplicarla por e, es decir, obtenemos:

5w ; 5m; 4 x; 4 6 ; 4 37 ; 4 37T . 37T
u=eslw = esiv2efi=v2eFi= 2641\/§<cosz+zsen—

4

5. Ejercicios
Ejercicio 1. Efectuar las siguientes operaciones:
1+i  (2—14) , L 2-3i 1
— 3+2t)(2—
=i’ (=30 BT @0+ 75 Tz

+tT

—1.

Ejercicio 2. Hallar b y c tales que (9 + bi) (¢ + 37) = 3 + 29:.

Ejercicio 3. Escribir en forma polar los siguientes nimeros complejos dados en la forma a + bi:

V3,
2

, 24=—1, 2z5=—2, 2zg=3.

N | —

21:1+i, 2’2:171', zZ3 =
Ejercicio 4. Escribir en la forma a + bi los siguientes ntimeros complejos, evaluando las correspondientes razones
trigonométricas:

4 4 11 11 - - -
w1 = COS ?ﬂ + isen%, wo = 2 (cos Tﬂ + isen%) , w3 = \/567”‘-/47 wy = 3™, w5 = i /2

Ejercicio 5. Dados los ntimeros complejos z1 = 1 + 14, z0 = 1 — i, z3 = 3 + 44 efectuar las siguientes operaciones:

n
521 4 229 — 23, 23, le_g, %, |221 — 323/, 2178 , iiz (n € N).
23 Z2 23
__\2 .
Ejercicio 6. Si z;1 =241y 20 =3 — 2i calcular  |327 — 429, |z_1|4, (ﬁ) , ‘% .
wh
Ejercicio 7. Siendo w; = 3 (cos (7/3) 4+ isen (7/3)) y wa = cos (w/4) + isen (7/4), calcular |wiws|, y ’—; .
Wa

Ejercicio 8. Utilizando la férmula de De Moivre, expresar sen(26), cos(26), sen(36) y cos(36) en funcién de sen(6)
y cos(6).

Ejercicio 9. Calcular /—8i, /1, ¥/3+4i, J/—27.

Ejercicio 10. Uno de los vértices de un hexagono regular inscrito en una circunferencia con centro en el origen de
coordenadas, tiene por coordenadas V; (1,1). Hallar las coordenadas de los otros cinco vértices.

Ejercicio 11. Dados los ntiimeros complejos z; = —2, 20 = —2i, 23 =3 — 31, y 24 = —2 + 2+/3i:

1. Representarlos geométricamente y escribirlos en forma polar y exponencial.

" Z3
2. Calcular y representar geométricamente: 21 + 23, 2223, 2321, —, 257, 2300,
z4

3. Calcular y representar geométricamente: ¢/z1, &/z3, /z1, v/ 2%, (\4/2)2

Ejercicio 12. Resolver las siguientes ecuaciones en C y factorizar el polinomio del primer miembro:

z2—\/§z+1:0, 22 —2242=0.
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Ejercicio 13. Resolver las siguientes ecuaciones polinémicas y factorizar los polinomios correspondientes:

0-2842=0, (=6—2)"=81=0, 22+(i—1)z—i=0, 22—2>=0.

Ejercicio 14. Expresa mediante operaciones con ntimeros complejos las siguientes transformaciones del plano:

1. Proyeccién ortogonal sobre el eje OY.
2. Giro con centro en el punto (1,1) y dngulo ¥ rad (en sentido positivo).
3. Homotecia con centro en (1,2) y razén 3.
4. Simetria respecto de la recta que pasa por los puntos (1,1) y (4,4).
. V3 3
5. Giro con centro en el punto (0,1) que transforma el punto 53 en el punto (0,2).
6. Proyeccién ortogonal sobre la recta que pasa por los puntos (0,0) y (1,1).
Ejercicio 15. (a) Encontrar las raices cuartas del nimero z = —8 — 8vV/3i. Expresarlas en la forma a + bi y repre-

sentarlas en el plano complejo.

(b) Obtener, en la forma a + bi, el transformado del niimero z = 3 + 27 mediante un giro con centro 1 —i y dngulo J .
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Tema 4.- Sistemas de Ecuaciones Lineales.

. Sistemas de ecuaciones lineales. Notacion matricial.

. Reduccién por filas y formas escalonadas.

. Vectores en R™: Combinaciones lineales.

. El conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

. Dependencia e independencia lineal.

. Transformaciones lineales: matriz asociada, ejemplos geométricos en el plano y en el espacio.
7. Ejercicios.

S UL W N

A lo largo de todo este tema, en el que analizaremos la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales, con-
sideraremos y nos referiremos a coeficientes reales aunque todos los enunciados y conceptos son validos cuando se
consideran coeficientes complejos. Por otra parte, y aunque en el tema siguiente estudiemos el dlgebra de matrices, a
lo largo de este tema haremos uso de las matrices y las operaciones definidas sobre ellas (suma y producto de matrices,
multiplicacién de un ntimero por una matriz, multiplicacién de una matriz por un vector) asi como de las propiedades
de dichas operaciones. Aunque nuestro punto de partida sea la manipulacién elemental de sistemas de ecuaciones
lineales con un nimero arbitrario de ecuaciones y de incégnitas, es prerrequisito para este tema (y los siguientes) el
conocimiento bésico sobre sistemas de ecuaciones lineales en dimensién pequena (sistemas con pocas ecuaciones
y pocas incégnitas):

= qué es y qué no es un sistema de ecuaciones lineales,
= qué es y qué no es una soluciéon de un sistema de ecuaciones lineales,
= la resolucion y discusién de un sistema de ecuaciones lineales con pocas incégnitas,

= los conceptos asociados a dicha resolucién y discusién (compatibilidad e incompatibilidad, nimero de soluciones,
rango de una matriz, determinante de una matriz cuadrada, regla de Cramer, ...).

asi como la relacién con la geometria analitica y vectorial del plano y del espacio tridimensional: vectores, combinaciones
lineales, rectas y planos dados por distintos tipos de ecuaciones (vectoriales, paramétricas, implicitas),...

1. Sistemas de ecuaciones lineales. Notacion matricial.

Consideraremos sistemas de m = 1,2,... ecuaciones lineales con n = 1,2,... incégnitas que denotaremos por
r1,Ts,...,T,, €8 decir sistemas de ecuaciones de la forma
a11%1 + a12®2 + -+ a1y, = by
a21%1 + a2z + -+ a2y, = b
Am1T1 + Gm222 + - + AmnTn = bm
Si los coeficientes de las incégnitas a;j, i =1,...,m; j =1,...,n,y los términos independientes b;, ¢ =1,...,m, son

nimeros reales, estudiaremos las soluciones reales del sistema. Si alguno de los coeficientes de las incégnitas o de los
términos independientes fuera un nimero complejo (con parte imaginaria no nula) habria que estudiar las soluciones
complejas de dicho sistema.

Asociadas al sistema dado, consideraremos la matriz A = [a;;] de los coeficientes de las incégnitas y la matriz
ampliada [A[b] de los coeficientes de las incégnitas y los términos independientes, de forma que el sistema de ecuaciones
lineales dado se expresa en forma matricial mediante Az = b,

a1 ai2 - Qln a1 ai2 - Qln b1
a21 Az -t G2n a21 Az -t Q2n bo
Am1 Am?2 tee Amn Am1 Am?2 et Amn bm

Cada fila de la matriz [A|b] estd formada por los coeficientes de la correspondiente ecuacién del sistema, cada una de
las n primeras columnas estd formada por los coeficientes de una de las incégnitas y la ultima columna esta formada
por los términos independientes de las ecuaciones del sistema. Salvo que se indique lo contrario consideraremos y
manipularemos los vectores de coordenadas como vectores columna, indicando un vector-fila como el transpuesto de
un vector columna. Sobre los vectores con un numero finito de coordenadas consideraremos las operaciones, usuales
para 2 y 3 coordenadas, de suma de vectores (suma coordenada a coordenada) y multiplicacién de un nidmero por
un vector, ademas de la multiplicacion matriz-vector. Salvo en la ltima seccién, en la que consideraremos algunos
ejemplos geométricos en el plano y el espacio, no consideraremos en este tema el producto escalar de vectores reales
ni los conceptos asociados (norma, ortogonalidad,...).
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2. Reduccion por filas y formas escalonadas.

La herramienta bésica para resolver (y estudiar) un sistema de ecuaciones lineales es el bien conocido método
de eliminacién o reduccién de Gauss que, desde el punto de vista matricial, consiste en la reduccién (por filas)
de la matriz ampliada del sistema a forma escalonada superior/por filas mediante operaciones sobre las filas de
la matriz ampliada (equivalentemente, sobre las ecuaciones del sistema) que no afectan a las posibles soluciones del
sistema. Una vez obtenida dicha forma escalonada superior las soluciones del sistema resultante se obtienen mediante
sustitucion regresiva.

Se dice que una matriz es escalonada por filas si

= todos los elementos que estan por debajo del primer elemento no nulo de cada fila son nulos,
= el primer elemento no nulo de cada fila estd a la derecha del primer elemento no nulo de la fila anterior y

= las filas nulas (si las hay) estén por debajo de las filas no nulas.

La definicién andloga se aplica a un sistema de ecuaciones (escrito en forma desarrollada).

Ejemplo. La forma elemental de resolver un sistema de ecuaciones lineales como por ejemplo

El : 2:62 —&3 +x4 = 2
FEs: T —r9 H4x3 434 = -2
FEs: —2x1 +3x2 —x3 —2x4 = 0

consiste en ir reduciendo el problema de obtener soluciones del sistema dado al de obtener soluciones de sistemas con
cada vez menos ecuaciones y menos incdgnitas, de forma que si resolvemos el ultimo sistema de ecuaciones podamos
obtener las soluciones del sistema original.

Reduccién a forma escalonada del sistema: Volviendo a renombrar en cada paso cada una de las ecuaciones, para
resolver el sistema anterior podemos hacer las siguientes operaciones sobre las ecuaciones del sistema dado

F4 Intercambio FEy: T —x2 +x3 +3x4 = —2
E2 i EQ . 2:62 —&3 +x4 = 2
Eg El Aand E2 E3 : 721‘1 +31‘2 —&3 721‘4 = 0
Fi: 1 —x92 H4x3 +3x4 = -2
Fs = i+ 2 Es: 209y —x3 +x4 = 2
E3 : X9 +£E3 +4£E4 = —4

FEi: 1 —=x +x +3x = =2

1 1 1 2 3 4
B E—3> 2 By 2x9 —T3 +x4 = 2
E3 : (3/2)1‘3 +(7/2)SC4 = -5

Del sistema obtenido al final podemos obtener varias consecuencias:

Sustitucién regresiva: si damos a x4 un valor arbitrario 4 = o € R, puesto que el coeficiente de x3 en la ecuacion
E5 es distinto de cero, podemos despejar x3 en funcién de x4,

e 2T N __O_ T
573 27 ) 3 37

de la ecuacién Es podemos despejar xo en funcion de x3 y x4, y por tanto en funcion de x4,

1(2 n =1 5 7 1 2 5
To = = r3—Ty)=1— - ——a—-—a=—= — =q,
272 s 36 2 33
y de la ecuacién E; podemos despejar x1, en funcién de xo, 3 v x4 y por tanto en funcion de x4,
2 7
T1=—24x9 —x3—3x4 = - — -
1 2 3 1=373
Resumiendo, las soluciones del sistema dado son los vectores de la forma
ro2_ 7 1 ro2 7 7 7
37 3¢ 3 3
L1 2_ 5 2 5
Lo 37 39 3 3 .
= = + eR* acR.
T3 _10 7, _10 7
T4 37 3 3 3
i « | | 0 | | 1 ]
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Ademaés de las soluciones del sistema, el proceso anterior permite obtener:

= las soluciones del sistema homogéneo asociado al dado que son

-7 S
3¢ 3
T
1 _5q _5
T2 3 3 4
" = =« eR*, aelR.
3
fo ||
T4
e’ 1

= ;Para qué otros términos independientes tendria solucién el sistema (con los mismos coeficientes de las incégni-
tas)? Siempre.

= ; Cuantas soluciones tendria el sistema con otros términos independientes? Sea quién sea el término independiente
tendriamos un sistema compatible indeterminado.

= ; Qué puede suceder si al sistema original le anadimos o le quitamos una ecuacién?

Ejercicio.- Trasladar las operaciones hechas sobre las ecuaciones del sistema anterior a operaciones-fila sobre la matriz
ampliada del sistema.

Las tres operaciones elementales que hemos considerado, sobre las ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales,
= Intercambio de ecuaciones;

= Multiplicacién de una ecuacién por un nimero distinto de cero;

= Sumar a una ecuacién un multiplo (arbitrario) de otra (distinta);

no afectan a las (posibles) soluciones del sistema: Cualquier solucién del sistema original lo es del que se obtiene y
viceversa. Estas operaciones elementales, sobre las ecuaciones de un sistema, se corresponden con manipulaciones de
las filas de la matriz ampliada del sistema, puesto que afectan exclusivamente a los coeficientes de las ecuaciones que
intervienen y no a las incégnitas.

Definicién. Llamaremos operaciones elementales por filas sobre una matriz a las operaciones:
(a) Intercambiar filas.

(b) Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.

(c) Sumar a una fila un multiplo de otra (distinta).

Una propiedad importante de las operaciones elementales es que son reversibles, es decir, si al hacer una determinada
operacién elemental sobre una matriz M se obtiene la matriz N, entonces podemos recuperar la matriz M original
haciendo una operacién elemental (que ademds es del mismo tipo) sobre la matriz N.

Teorema. Toda matriz A puede ser reducida a forma escalonada por filas mediante operaciones elementales por filas.

Algoritmo de Gauss: Supongamos que A no es la matriz nula,

(1) Sila primera columna de A tiene algin elemento no nulo, seleccionamos uno de dichos elementos y mediante intercambio
de filas lo llevamos a la posicién (1,1). En caso contrario, pasamos a la siguiente columna.

(2) Pivotamos hacia abajo con el elemento no nulo seleccionado, llamado pivote, es decir, a cada una de las filas siguientes
le restamos un multiplo de la fila del pivote de forma que se anule el correspondiente elemento en la columna del pivote.

(3) Se repite el proceso con la matriz que queda al eleminar la fila y columna del pivote, es decir, pasamos a la siguiente
columna y buscamos un pivote (elemento no nulo) en una fila posterior a la del pivote utilizado en el paso (2).

(4) El proceso se termina cuando, o bien no quedan columnas en las que obtener el siguiente pivote, o bien dichas columnas
estan formadas por ceros.

o

o[F] +
* %
*

air o in operaciones 0 0 . *
A= oo U= .
al o a fila : : *  x
m mn 0 0 0 0 0 x
0 0 0 O 0 0 O
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Observaciones.

(1) El algoritmo que acabamos de describir:

= buscar pivotes por columnas (de izquierda a derecha),
= intercambiar filas si es necesario,

= pivotar hacia abajo para hacer ceros por debajo del pivote,

no determina de forma tnica la forma escalonada superior por filas que se obtiene, sino que ésta depende de
las operaciones fila que se hagan, es decir de la eleccién de pivote que se haga en cada columna donde sea posible.

(2) Sila matriz A es m X n, el nimero r de pivotes que aparecen es menor o igual que m puesto que una fila tiene a
lo sumo un pivote y menor o igual que n puesto que en una columna hay a lo sumo un pivote.

(3) Forma escalonada reducida (por filas). En cada una de las columnas donde se haya obtenido un pivote, de
la misma forma que se pivota hacia abajo para anular los elementos por debajo del pivote, podemos pivotar
hacia arriba para anular los elementos que estan por encima. Por otra parte, cada fila donde aparezca un
pivote podemos dividirla por dicho pivote y de esta forma tener un 1 en cada posicion pivote. En la situacién
esquematizada antes pasariamos a tener

[[1] o * o 0 0 x|

_ 0 £ 0 - 0 0
operaciones o

. 0 0 0 0 0 =«

fila S 0 =

0 0 0 0 --- 0 %

L0 0 0 0 0 0 0]

(4) Puede demostrarse que cualquier matriz A es equivalente, por filas, a una tdnica matriz escalonada reducida
por filas. Es decir, si mediante operaciones elementales (por filas) sobre la matriz A obtenemos una matriz U
que esta en forma escalonada reducida, al hacer otra serie de operaciones elementales para obtener una forma
escalonada reducida obtendremos la misma matriz U aunque las operaciones intermedias sean distintas.

Para estudiar y resolver un sistema de ecuaciones Ax = b, basta con reducir (mediante operaciones por fila) la
matriz ampliada del sistema [A|b] a forma escalonada por filas.

En el resultado de dicha reduccién tendremos un cierto niimero de pivotes en las primeras n columnas (la parte
correspondiente a la matriz A) y la columna de los términos independientes podrd ser columna pivote o no.

La compatibilidad del sistema dependerd de que la columna de los términos independientes sea o no sea una
columna pivote. Si dicha columna es una columna pivote aparecerd alguna fila de la (forma escalonada de la) matriz

ampliada del tipo
[00---0|[F1#0]

en cuyo caso el sistema no tendra soluciéon por no existir solucién de la ecuacion asociada a la fila dada. En caso
contrario, cada fila de la matriz ampliada donde aparezca un pivote lo tendra en la parte correspondiente a la matriz
A y el sistema tendrd solucién.

La determinacién o indeterminacién del sistema dependerd, suponiendo que el sistema es compatible, de que haya
o no haya variables/incégnitas libres, es decir de que (en la matriz A) haya o no haya columnas que no sean columnas
pivote.

Teorema. Si al reducir un sistema m X n de ecuaciones lineales Az = b a forma escalonada por filas obtenemos r
pivotes en la matriz A, se verifica:

(1) r <min{m,n}.
(2) El sistema es compatible <= la columna del término independiente b NO es una columna pivote.
(3) Sir =mn el sistema puede ser

(a) compatible determinado o

(b) incompatible.

(4) Sir = m el sistema es compatible y puede ser
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(a) compatible determinado si r =n

(b) compatible indeterminado si r < n.

(5) Sir =m =n el sistema Az = b es compatible determinado para cualquier b € R™.

3. Vectores en R": Combinaciones lineales.

La igualdad Az = b puede considerarse mediante la igualdad entre el vector columna b de los términos indepen-
dientes y una suma de multiplos de las columnas de A,

ail ain b1

a1 az2n bo
Ax =1 ) + 4z, ) =

am1 Amn bm

Las sumas de multiplos de unos vectores dados reciben el nombre de combinaciones lineales de dichos vectores.

Definicién. Dados vy, ...,v, € R™, se llama combinacién lineal de dichos vectores a todo vector de la forma
V=101 + -+ Cpn,
con c1,...,cn, € R,

Notemos que determinar si un cierto vector v € R™ es o no combinacion lineal de otros vectores vy,...,v, € R™
es lo mismo que determinar si un sistema de ecuaciones lineales tiene solucion,

C1| V1 +--ten| Un = v,

en cuyo caso cada una de las posibles soluciones nos dard una forma de expresar v como combinacion lineal de
Viy.e-ooyUn.

Definicién. Dado un conjunto de vectores {v1,va,...,v,} en RP se llama subespacio (vectorial) generado por dichos
vectores al conjunto de todas las combinaciones lineales de dichos vectores,

Gen {v1,v9,...,0,} = {a1v1 + agva + -+ + vyt a1, ..., € R}

Propiedades.

(1) Gen {vy,v2,...,un} 2 Gen {vg,...,vn}.

(2) Gen {v1,va,...,v,} = Gen {cv1,va,...,v,} st c#0.
(3) Gen {v1,vs,...,v,} = Gen {v] + Qua, va, ..., v, }.

(4) El subespacio generado por un conjunto de vectores no cambia al afiadir combinaciones lineales de dichos vectores
0 quitar vectores que sean combinacién lineal de los restantes.

Teorema. Sea A una matriz (real) m X n. Son equivalentes:
(a) Az = b tiene solucién para cualquier b € R™.

(b) Las columnas de A generan todo R™.

(c) A tiene un pivote en cada fila.

En dicho caso, tiene que ser m < n.
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4. El conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales.

El conjunto de soluciones (lo que suele llamarse la solucién general o conjunto-solucién) de un sistema Az = b
de m ecuaciones lineales con n incégnitas

{zr e R": Az = b}

tiene una estructura muy definida que es reflejo de la linealidad de las ecuaciones. Esta estructura puede expresarse
mediante la relacién entre el conjunto-solucién de un sistema Az = b completo (no homogéneo) y el conjunto solucién
del sistema homogéneo asociado Ax = 0. La estructura citada se basa en las propiedades del producto matrizx vector.
Siendo A una matriz m X n, u y v vectores-columna de m coordenadas y ¢ € R se verifica que

Alu+v) = Au+ Av, A(cu) = cAu.

4.1.- El conjunto soluciéon de un sistema homogéneo.

Un sistema homogéneo (de m ecuaciones lineales con n incégnitas) Az = 0 siempre tiene solucién puesto que el
vector nulo 0 € R™ verifica A0 = 0 € R™. Esta solucién se denomina solucién trivial o nula. La cuestién para un
sistema homogéneo es si tiene soluciones no triviales y cémo describirlas.

Teorema.- Consideremos un sistema homogéneo Az = 0.
(a) Az =0 tiene alguna solucién no trivial si, y sélo si, tiene alguna variable libre.
(b) Cualquier combinacién lineal de soluciones de Az = 0 es solucién de Az = 0.

(b1) La suma de soluciones de Az = 0 es otra solucién de Az = 0.

(b2) Cualquier miltiplo de una solucién de Az = 0 es otra solucién de Az = 0.

Si al resolver un sistema homogéneo, por ejemplo con 5 incégnitas, obtenemos 2 variables libres, por ejemplo x3
y x5; asociada a cada una de las variables libres tenemos una solucién y el conjunto solucién del sistema homogéneo
serd el conjunto de todas las combinaciones lineales de las dos soluciones citadas.

Ejemplo. Supongamos que al reducir a forma escalonada un sistema homogéneo de 4 ecuaciones con 5 incégnitas
obtenemos, en forma matricial,

2] -1 3 1 1]0
0 [-1] 1 -2 0]o0
0 0 o0 [3] 4]0
0 0 0 0 00

Es decir tenemos 3 pivotes y 2 variables libres x3 y x5. Asociada a cada una de las variables libres tenemos una
solucion:

= solucién que se obtiene para 3 = 1, x5 = 0. Sustituyendo en el sistema

207 —x9 +3  +x4 = 0 " 0 711
_ 4=
0 r2 1 24 =0 = | z2=1 == u; = 1
0 0 0 34 = 0
2$1:$2—3—$4:—2 0
0 =0
0
= solucién que se obtiene para z3 = 0, x5 = 1. Sustituyendo en el sistema
21— +zs +1 = 0 3 =0, 3/2
x5 =1, 8/3
0 —X2 —21‘4 =0 4
E T4 = —3, —— Uo = 0
3534 +4 = 0 3 8
0 -0 $2:—2$4:§, —4/3
2$1:.T2—.T4—1:3 1

Cualquier combinacion lineal de uy y us
auy + fus, a,B € R,
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es solucién del sistema homogéneo dado y cualquier solucion del sistema homogéneo se puede expresar como combi-
nacién lineal de u; y us. Para comprobar esto basta con despejar, en el sistema escalonado obtenido, las variables fijas
x1,x9 y x4 en funcion de las variables libres z3 y x5, a partir de

21‘1 —x2 +3SC3 +x4 +x5 = 0 2 . +x - 3pa—1
0 —&2 +SC3 —T4 = 0 . 01 —.’L‘2 —.’L'4 _ _31_ >
3ry +4xs = 0 2 31‘4 _ 4 3
0 -0 4 = 443

Notemos que para cada valor que demos a x3 y a x5 el sistema anterior tiene una dnica solucién (x1,x2,x4),

4

Ty = —3Ts,
_ — Oy = 8
T2 = T3 T4 = T3 + 525,
1 _ 1 8 4
1 = (w2 —3ws— a4 —x5) = 3(23+ Su5 — 33 + 375 — ¥5)
_ 1 _ 3
= 5(72563 + 3:65) = —X3 + 51‘5,

¥y, por tanto, las soluciones (x1, x2, 3, x4, x5) del sistema dado las podemos expresar en funcién de z3 y x5 mediante

T —&3 + %565 -1 %

X2 xr3 + %:Cg) 1 3

xs3 = x3 = I3 1 + x5 0 ,
Ty —%,%5 0 —%

5 I5 0 1

es decir, como combinacion lineal de u; y ug. Dicho de otra forma, el conjunto solucién del sistema dado es igual al
subespacio generado por {uy, us}.

Por otra parte, la estructura del conjunto solucién de un sistema homogéneo Ax = 0 puede resumirse con el
siguiente resultado:

Teorema. Si al reducir A a forma escalonada se obtienen r pivotes (o lo que es lo mismo n — r variables libres),
pueden obtenerse n — r soluciones uq, . .., u,—, tales que la solucién general de Az = 0 es

{x:alu1+...+o¢n,run,r€Rn:al,...,an,TGR}.

4.2.- El conjunto soluciéon de un sistema no homogéneo.

Notemos que si consideramos un sistema de ecuaciones Az = b y el sistema homogéneo asociado Az = 0, se verifica
que:
(a) Al restar dos soluciones de Az = b se obtiene una solucién del sistema homogéneo Az = 0,

A’Ulzb

szzb }:>A(v1—v2)20.

(b) Al sumar una solucién del sistema completo Az = b y una solucién del sistema homogéneo Ax = 0 se obtiene
otra solucién del sistema completo,

}:>A(v+u)b.

Ejemplo. Consideremos un sistema no homogéneo con la matriz A de los coeficientes de las incognitas dada en el
ejemplo anterior, por ejemplo, el sistema asociado a la matriz ampliada

2] —1

3 1
0O O 0 0 0] 0



Teniendo en cuenta cuales son las variables fijas y las variables libres, podemos resolver el sistema anterior despejando
(21,22, 24) en funcién de (x3,x5) mediante sustitucién regresiva:

zy = 3(3—dws)=1- 35,

Ty = 1+x3—2x4:1+x3—§(3—4x5):—1+x3+§x5,

1 = %(24-,7:2—3,7:3—904—135):%(2—1—1—303—1—%305—3303—1—1—%305—905):
= %(—23@3 +3x5) = —x3 + %ZE5.

Por tanto las soluciones del sistema completo son de la forma

X1 —x3 + %l‘5 0 -1 2
T2 —14 x5+ S5 ~1 1 §
xs3 = X3 = 0 + x3 1 + x5 0 s
T4 1-— %xg, 1 0 —%
I5 xIs 0 0 1

es decir, estan expresadas como la suma de un cierto vector més todas las soluciones del sistema homogéneo asociado
Ax =0.

La relacién entre el conjunto solucién de un sistema completo y el del sistema homogéneo asociado esta recogida
en el siguiente resultado:

Teorema. Sea A una matriz m X n y b un vector m x 1. Se verifica que

solucién general solucién particular solucién general
del sistema completo | = | del sistema completo | 4+ | del sistema homogéneo
Ax =10 Ax =10 asociado Az =0

Es decir: si tenemos una solucién particular v, del sistema Az = b, se verifica que

a) Cualquier otra solucién v del sistema Axr = b se puede expresar como vp+ una solucién (v — v,) del sistema
homogéneo asociado.

b) Al sumar v, con una solucién del sistema homogéneo se obtiene una solucién del sistema completo.

Observaciéon. Desde un punto de vista geométrico:

= Si el conjunto solucién de Az = 0 es un punto (que necesariamente serd x = 0), el conjunto solucién de un
sistema completo Az = b podra ser o bien un punto (el origen desplazado segun el vector v,) o bien el conjunto
vacio (el sistema Az = b no tiene solucién).

= Si el conjunto solucién de Az = 0 es una recta (que necesariamente pasard por el origen de coordenadas), el
conjunto solucién de un sistema completo Az = b podrd ser, o bien una recta paralela a la anterior (la recta
anterior desplazada segun el vector vp), o bien el conjunto vacio (el sistema Az = b no tiene solucién).

= Si el conjunto solucién de Az = 0 es un plano (que necesariamente pasard por el origen de coordenadas), el
conjunto solucién de un sistema completo Az = b podrd ser o bien una plano paralelo al anterior (el plano
anterior desplazado segun el vector v,) o bien el conjunto vacio (el sistema Az = b no tiene solucién).

Ejercicio. Poner un ejemplo para cada una de las situaciones descritas anteriormente.

Ejercicio. Dado un sistema Ax = b de 4 ecuaciones con 3 incdgnitas, determina la solucién general del sistema dado
sabiendo que 2 de sus soluciones son

2 1
v = -1 y U2 = 2
3 3

y que al reducir A a forma escalonada se obtienen 2 pivotes.
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5. Dependencia e independencia lineal.

De forma similar a como el concepto de compatibilidad de un sistema esté relacionado con el concepto de com-
binacion lineal de vectores, el nimero de soluciones de un sistema esta relacionado con el concepto de dependen-
cia/independencia lineal.

Definicién. Consideremos un conjunto finito de vectores

{v1,...,0n} en R™.
(a) Se dice que {v1,...,v,} es linealmente dependiente (L.D.) si existe alguna combinacién lineal no trivial de
dichos vectores igual al vector nulo, es decir, existen coeficientes a1, as,...,a, € R no todos nulos tales que

101 + Qv + -+ + v, = 0.

(b) Se dice que {v1,...,v,} es linealmente independiente (L.I.) si no es linealmente dependiente.

Propiedades. Consideremos un conjunto finito de vectores

{v1,...,0n} en R™.
(a) La dependencia o independencia lineal de {v1,...,v,} no depende del orden en el que estén dados los vectores.
(b) Siendo ¢ # 0 (c € R),
{v1,...,v,} es LD. < {uy = cvy,va,...,v,} es L.D.
{v1,... 05} es LI < {u; = cvy,va,...,0,} es L.I
(c) El conjunto {0,v1,...,v,} es L.D.
(d) Siendo o € R
{vi,...,v,} es L.D. & {v1,us = vo + avy,...,v,} es L.D.
{v1,...,0,} es LI & {v1,u2 = va+ avy,...,v,} es L.L

(e)
= Al anadir vectores a un conjunto L.D. se obtiene un conjunto L.D.

= Al suprimir vectores de un conjunto L.I. se obtiene un conjunto L.I.

Teorema. Consideremos vectores {vy, ..., v, } en R™ y consideremos la matriz A cuyas columnas son las coordenadas
de los vectores dados

Son equivalentes:

(1) {v1,...,v,} son linealmente dependientes.

(2) El sistema de ecuaciones Ax = 0 tiene infinitas soluciones.

(3) Al reducir A a forma escalonada se obtienen r pivotes, r < n.

(4) Alguno de los vectores vy, es combinacién lineal de los restantes.

(5) Si el primer vector vy es no-nulo, alguno de los vectores es combinacién lineal de los anteriores.

Observacion. Interpretacién de la reduccién por filas de una matriz A en relacién con la dependencia o independencia
lineal de los vectores-columna de la matriz A.

Recordemos que dar una combinacion lineal de unos ciertos vectores es lo mismo que multiplicar la matriz cuyas
columnas son dichos vectores por el vector columna formado por los correspondientes coeficientes

T1

T2
T1U1 + X2U2 + - - + TpV, = vy | vy Un
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Si al reducir A a forma escalonada obtenemos U

* * %
: : operaciones * * %
A= . fila U— 0

V1 V2 . Un

cada columna de la matriz U en la que no hay pivote es combinacién lineal de las anteriores columnas de U. Por tanto,
esto mismo es cierto para las correspondientes columnas de A. Por otra parte, cada columna de U en la que aparece un
pivote es linealmente independiente con las anteriores columnas de U y lo mismo es cierto para las correspondientes
columnas de A. Es decir, en la situacion del esquema anterior, se verifica que

= la columna 3 de U es combinacién lineal de las columnas 1 y 2 (y lo mismo es cierto para las correspondientes
columnas de A),

= las columnas {columnal, columna2, columnad} de U son linealmente independientes (y lo mismo es cierto para
las correspondientes columnas de A).

Definicién. Sea A una matriz real m x n,

(1) Se denomina espacio nulo de A al conjunto-solucién del sistema homogéneo Az = 0,

Nul (A) = {z € R" : Az =0}.

(2) Se denomina espacio columna de A al conjunto formado por todas las combinaciones lineales de las colmunas de
A, es decir, siendo vy, va, ..., v, los n vectores-columna de A

Col (A) = Gen {v1,va,...,0,} = {a1v1 + agva + -+ + vy : 1, ..., € R}.

Puesto que cualquier combinacién lineal de los vectores columna de A es un vector de la forma Az, siendo z € R™
el vector columna de los coeficientes de la combinacién lineal, tenemos que

Col(A)={yeR™:FzeR",y=Az} ={y e R™ : Ax =y esun S.C.}.

Ejercicio. ;Qué relaciéon hay entre el espacio columna de una matriz y el de la matriz que se obtiene al hacer
operaciones elementales columna sobre la matriz?

Observaciones.

(a) Cuando se describe un conjunto de vectores, de un cierto espacio de coordenadas R™ como el espacio nulo de una
matriz A o el espacio columna de otra matriz B, dicho conjunto de vectores debe tener una cierta estructura
que es la de ser un subespacio vectorial, es decir un conjunto (no vacio) de vectores S tal que

a, B €R

au+pPv e S, Vv { wveS

El estudio de los subespacios vectoriales lo haremos con més detalle en el Tema 6.

(b) Describir un subespacio vectorial como el espacio nulo de una matriz es dar unas ecuaciones implicitas
de dicho subespacio. De dichas ecuaciones implicitas se podran suprimir las que sean redundantes, es decir las
ecuaciones que sean combinacion lineal de las restantes. Dichas ecuaciones las podemos localizar sin mas que
reducir a forma escalonada por filas la matriz dada. Las filas (tanto de la matriz original como de la matriz
final) que contengan algiin pivote nos dardn unas ecuaciones implicitas, no redundantes, de dicho subespacio.
Si resolvemos el sistema tendremos una descripcion paramétrica del conjunto solucion, es decir, del subespacio

dado.

(c) Describir un subespacio como el espacio columna de una matriz es dar unas ecuaciones paramétricas de
dicho subespacio. Es posible que, para describir dicho subespacio, no sea imprescindible considerar todos los
vectores columna de la matriz porque alguno de ellos sea combinacién lineal de los restantes. Si en la descripcién
paramétrica eliminamos los parametros, llegaremos a unas ecuaciones homogéneas que daran una descripcién
implicita del subespacio considerado.
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Ejemplo. Consideremos la matriz

-1 0 1 2 1
-2 2 2 5 0
A= 1 -4 0 -3 3
-1 2 1 3 -1
Con el mismo proceso de reduccién a forma escalonada vamos a obtener: S; = Nul(A) C R, unas ecuaciones

paramétricas de S1, So = Col (4) C R%, unas ecuaciones implicitas de S, ...
Reducimos a forma escalonada un sistema de ecuaciones Az = y siendo y un vector genérico de R*,

Fy—2F
B+ F 01 2 1| wu
[A|y] Fy— Iy 0 0 1 =2 ys—2y
0 -4 1 -1 4 y3+y1
L 0 2 0 1 0 Ya — Y1
P2k [[1] 0 12 1 v
Fy — F 0 01 -2 Yo — 2y
0 0 1 0| —3y1 42y +us3
L 0 0 0 0 0 Y1 — Y2+ Ya

Por tanto, tenemos:

(a) El espacio columna de A: El sistema Az = y es compatible si, y sélo si, el vector y € R* verifica
Y1 — Y2 +ys =0.

Es decir Col (4) = {y ER* 1y —yo+ys = 0}. Por otra parte, teniendo en cuenta la reducciéon que hemos hecho,
los dos tltimos vectores columna de A son combinacién lineal de los tres primeros y estos tres primeros vectores
columna son linealmente independientes. Si denotamos por {v1, va, vs, v4, v5} los vectores columna de A, tenemos

Col(A)=Col | v1 vy w3

y cada vector y € Col (A) se puede expresar de infinitas formas distintas (cada una de las soluciones del sistema
Az = y) como combinacién lineal de los vectores columna de A, pero de una dnica forma como combinacién

lineal de {v1,ve,v3}.

(b) El espacio nulo de A, las soluciones del sistema Az = 0: Puesto que al reducir hemos obtenido 2 variables libres,
la solucién general del sistema homogéneo se podré expresar en funcién de 2 pardmetros arbitrarios,

0 12 1]0 0 01 1]0
A — 0 2] 01 20| o R 0 [2] o1 —2]o0
0 0 1 0]0 ] 0 0 1 0]0
0o 0 0 0 010 o 0 0 0 010
T a+pf 1 1
T, = x4 + T5 Zo —sa+f -3 1
= xgz—%x4+x5 = | z3 | = - =a|l -1 | +8| 0
T3 = —X4 Ty « 1 0
Is ﬂ 0 1
Por tanto, el espacio nulo de A estd generado por los vectores, linealmente independientes,
1 1
1
5 1
uy = —1 ,Ug = 0
1 0
0 1

Notemos por ltimo que, puesto que al hacer la reduccién del sistema Az = 0 hemos obtenido una fila de ceros,
dicha ecuacién es redundante en el sistema homogéneo y por tanto tenemos que

0 1 2 1 -1 0 1 2 1
Nul (A) = Nul 0 01 -2 |=Nul| -2 2 2 5 0
0 0 1 0 1 -4 0 -3 3
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6. Transformaciones lineales: matriz asociada, ejemplos geométricos en
el plano y en el espacio.

La relacién que establece una matriz A (m x n) entre un vector € R™ y el vector correspondiente y = Ax de R™

es un tipo de relaciéon que se denomina lineal por verificarse

= Transforma una suma de vectores en la suma de los transformados,

Az + ') = Az + Ax/, Vx,x € R".

= Transforma un multiplo de un vector en el multiplo del transformado,
A(ax) = aAz, Va € Ry Vax € R™.
Equivalentamente,
= Transforma una combinacién lineal de vectores en la combinacion lineal de los transformados,

Alaz + ') = aAz + BAY, Va,B € Ry Vx, 2’ € R™.

Definicién. Se dice que una transformacion 7' : R™ — R™ es lineal si se verifica que

ax + B2’ — T(ax + B2') = T (z) + BT (2'), VYa,B € Ry Vx, 2’ € R".

Usaremos de forma indistinta los términos transformacion lineal y aplicacion lineal.

Ejemplos. Como ejemplos geométricos de aplicaciones lineales en el plano cabe destacar los giros y las homotecias
(con centro el origen de coordenadas) y las proyecciones y simetrias respecto a rectas que pasan por el origen de
coordenadas.

Definicién/Proposicién. (Matriz asociada a una transformacién lineal) Dada una Transformacién Lineal T' : R —

R™, se llama matriz asociada a T' (respecto a las bases candnicas, {e1,...,ep,} de R" y {e],...,el,} de R™) a la matriz
M de dimensiones m X n cuyas columnas son las coordenadas de los vectores {T'(e1),...,T(en)},
M= T(e1) | T(e2) | -+ | T(en)

La matriz M (es la tinica matriz que) verifica que
x €R" — y=T(z) = Ax, Vo € R™.

Es decir, es la iinica matriz que al multiplicarla por un vector x € R™ arbitrario, da el vector transformado de x
mediante T.

D.— Puesto que todo vector = [z] € R™ es combinacién lineal de los vectores candnicos
Tr =x1€1 + T2e2 + -+ Tnen
y T es una aplicacion lineal, tenemos que

y=T(z)= T(rie1+x2e2+ - -+ Tnen) =x1T(e1) +z2T(e2) + -+ + xnT (en)

h : : : *1

Y2 . . e . To
= y= =| T(er) T(e2) --- T(en)

ym : : P : xn
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Ejemplos.

(1) Consideremos un giro de centro el origen de coordenadas y dngulo ¢ (en el sentido positivo). Tenemos entonces una
transformacion lineal y para determinar la matriz asociada basta con obtener los transformados de los vectores

a=[3]=ren=[ ] =] 0] e = p) ]

Por tanto la matriz del giro es, como ya sabiamos,

o P

(2) La transformacién que asigna a cada vector de R? su proyeccién ortogonal sobre un plano que pasa por el origen de
coordenadas, por ejemplo m = x+y+ 2z = 0, es una transformacion lineal y, por tanto, para determinar la matriz
asociada basta con obtener la proyeccién ortogonal sobre dicho plano de cada uno de los vectores candnicos.
(Quiénes son el espacio nulo y el espacio columna de la matriz asociada a la proyeccion ortogonal dada?

(3) Para la misma transformacién anterior (proyeccién ortogonal sobre un plano que pasa por el origen de coorde-
nadas), podemos obtener la matriz asociada M teniendo en cuenta cudl es el resultado de multiplicar esta matriz
por un vector (de R?). Si tenemos un vector 7i ortogonal al plano dado, en el caso anterior podemos tomar
=11 1, 1]t, y dos vectores {v1,v2} que generen el plano, por ejemplo {vl =11, -1, O]t,vg =1, 0, fl]t},
puesto que el transformado de 7 es el vector nulo y los transformados de vy y v son ellos mismos, la matriz M
debe verificar

1 1 1 0 1 1
M| 1 -1 0 =10 -1 0
1 0 -1 0 0 -1
y basta despejar M multiplicando a la derecha, en ambos miembros de la igualdad anterior, por la inversa de la
matriz
1 1 1 1 1 1 1
P=|1 -1 0 [, Pl=-11 -2 1
1 0 -1 311 1 -2
Tenemos
0 1 1 1 1 1 1 2 -1 -1
M=]10 -1 0 -1 -2 1 =—-| -1 2 -1
000 -1]31 1 -2 -1 -1 2

Cuando se consideran las transformaciones lineales sin hacer referencia a la matriz asociada, se suele utilizar la
siguiente terminologia:

Definicién. Consideremos una aplicacion lineal 7' : R® — R™.
(1) Se denomina nicleo de T y se denota por ker(T) al conjunto (subespacio)
ker(T) = {z € R" : T'(z) = 0} .
(2) Se denomina conjunto o espacio imagen de T al conjunto de vectores de R™ que tienen anti-imagen, es decir,
Imagen(T) =T(R") ={T(x):x e R"}={y e R™ : Jx e R",y =T(2)}.
Si consideramos la matriz A asociada a T', tenemos

ker(T) ={z € R": Az =0} =Nul(4)
Imagen(T) =TR") ={Az:z2cR"}={yeR™:Jx e R,y = Az} =
={yeR™: Az =y esun S.C.} = Col(A).

Ejercicio resuelto
Encontrar los vectores de R* tales que: (i) la suma de sus componentes es 3; (ii) sus componentes segunda y cuarta
son iguales; (iii) su tercera componente es el doble de su primera.

Los vectores de R*, & = (21, 22, 73, 74)7, pedidos deben verificar el sistema

T1 + T2+ T3+ x4 = 3,
1'2*1'4:05
21‘17563:0,
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cuya resolucién es trivial, por ejemplo, asi:
1 1 1 113 1 1 1 1 3 1 1 3

11
01 0 —1|0| FB-2F |0 1 0 -1|0 Fs+2F |01 0 —1]|0
2 0 -1 0|0 0 -2 -3 —2|-6 0 0 -3 —4|-6

Tomamos x4 como variable libre o pardmetro, x4 € R, y resolvemos mediante sustitucién regresiva:

6—4 4
x3 = 3:64:2—51747 Ty = X, $1=3—l’2—173—174=1—§304,
es decir, los vectores buscados son:
1 1— 224 1 -2/3
T2 | _ T4 10 1
I3 o 2 — %.I’4 o 2 +$4 74/3 » T4 ER.
T4 T4 0 1
Ejercicio resuelto
Considerar, para cada « y 3 reales, los vectores
1 1 1 1
| -1 _ Q@ 0 ] -1
U1 = —a ) U2 = 1 ) U3 = -1 , U4 = 6 )
1 —« 1 1
y la matriz B = [v1|vz|vs].
Discutir el sistema Bx = vy segtn los valores de a y .
Discutimos el sistem Bx = vy aplicando eliminacién gaussiana a la matriz ampliada
1 1 1 1 1 1 1 1
1 a 0 |-1 }f 2:;;3 0 a+1 1 0
—a 1 1|8 ;—Fl 0 a+l1 a—-1|F+a
1 —a 1|1 4ot 0 —(a+1) 0 0

Ahora, como en la posicién pivote aparece o+ 1 (y aunque intercambiemos filas seguird apareciendo) hay que separar
loscasosa+1=0y a+1#0.

Asi, para a = —1:
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0 1 0
00 —2|p—1| BT | 0 olp=1
0 0 O 0 0 0 0 0
De donde deducimos que si 8 = 1 el sistema es compatible indeterminado mientras que si 8 # 1 el sistema es

incompatible.
Si, por el contrario, a # —1:

1 1 1 1 1 1 1 1
F5 — Fy 0 a+1 1 0 0 a+1l 1 0
Fyi+ Fy 0 0 a-2[8+al| BB Lo o 1 0
0 0 1 0 | 0 0 a—-2|8+«
1 1 1 1
0 a+1 1 0
F47(O&*2)F3 OQO 1 0 3
0 0 0B+«

En resumen, el sistema es siempre incompatible, excepto si los parametros se
encuentran en la recta 8+ o = 0. En este caso es compatible determinado
si @ # —1 y compatible indeterminado cuando o = —1, es decir, en el punto
del plano de pardmetros (o, 8) = (—1,1).

78



Ejercicio resuelto
Discutir, segin los valores del pardmetro a € R, el sistema

ari+ Tot+ T3+ x4 =
r1+axre+ T3+ x4
1+ Tot+axsz+ x4
1+ Tot+ r3tary =

I
S

Escribimos el sistema que nos dan en forma matricial, Az = b, y aplicamos eliminacién gaussiana a la matriz ampliada.

a 1 1 1|a 1 1 1 ala P _F 1 1 1 a a
Lal lla| o p [1al llal 2 3 0 a—1 0 1-a 0
11 a 1]a 1411a1aF3F1 0 0 a—-1 1-a 0
1 11 ala a 11 1|a 1T g 16 1—a 1-a?|a(l—a)

Ahora, como en todos los términos no nulos aparece el factor a — 1, hay que separar los casosa =1y a # 1.
Asi, para a = 1 obtenemos

11 1 11
0 00 00
0 00 00"
0 0 0 0]0

es decir, el sistema es compatible indeterminado (concretamente, aparecen infinitas soluciones dependientes de tres
pardmetros).
Si a # 1, dividiendo las tres ultimas filas por 1 — a obtenemos

1 1 1 a a 1 1 1 a a 1 1 1 a a
0 -1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 -1 0 1 0
000 -1 1 Jo| Bty o 1 oq fo| TrTE g o 11 o
0 1 1 14ala 0 0 1 2+4ala 0 0 0 34ala
De donde deducimos que, cuando a # 1, si a = —3 el sistema es incompatible mientras que si a # —3 el sistema es
compatible determinado.
En resumen, si a = 1 el sistema es compatible indeterminado, si ¢ = —3 es incompatible y si a # —3, 1 es compatible
determinado.

Observemos que es importante retrasar la discusién con los pardmetros todo lo que sea posible (pues aparte de no
complicar los célculos se evitard la discusion de valores irrelevantes de los pardmetros). Esto lo hicimos al principio,
quitando de la posicién pivote el pardmetro a. Si no hubiéramos procedido asi, tendriamos que haber separado dos
casos: si a = 0,

0 1 1 110 1 01 110
1 0 1 170 01 1 110
110 10| 27 111 9 10
1 1 1 0]0 1 11 0|0
mientras que si a # 0
a 1 1 1|a 1 a 1 1 1 a
1 a1l 1la ;2:5? 0 a—1 1-1 1-114-1
11 a ta| 2rg o=t et it
111 ala| 7@ o= 2% 41,
cuando, como hemos visto, el valor a = 0 es irrelevante en la discusion del sistema.
Ejercicio resuelto
Consideremos, para 9, 1 € R, los vectores
1 1 0 1
_ 0 2 1 3
U1 = -1 y U2 = 1 ; U3 = -1 Yy V4= [
2 6 0+3 3

y la matriz A = [vy | va | vz | vy].
1.1 Calcular, segin los valores de § y u, la forma escalonada reducida de A.

1.2 Determinar todos los valores de § y u para los que vy € Gen {vy, va, v3}.
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1.1 Recordemos que una matriz rectangular estd en forma escalonada si tiene las siguientes tres propiedades:

1. Todas las filas diferentes de cero estan arriba de las puramente ceros.

2. Cada entrada principal de una fila (o sea, la primera entrada distinta de cero de dicha fila) estd en una columna
a la derecha de la entrada principal de cada fila superior a ella.

3. Todas las entradas de una columna que estén por debajo de una entrada principal son cero.

Si una matriz en forma escalonada satisface las condiciones adicionales siguientes, entonces se dice que estd en
forma escalonada reducida:

4. La entrada principal de cada fila no nula es 1.

5. Cada 1 principal es la tinica entrada diferente de cero en su columna.

Las operaciones del método de eliminacién de Gauss consiguen transformar toda matriz A en su dnica forma
escalonada reducida. Recordemos que dichas transformaciones son de tres tipos: intercambio de dos filas, sumar a una
fila un multiplo de otra fila, multiplicar una fila por un ntmero distinto de cero. Una vez aclarado esto procemos a
efectuar los calculos.

1 1 0 1 11 0 1 11 0 1
A_] 02 1 3 Fs+ Fy 02 1 3 Fs — F 02 1 3

11 p—1 p| Fi—2F |0 2 p—1 pu+l | F—-2F |0 0 p—2 p—2

2 6 6+3 3 04 643 1 00 6+1 =5

Caso 1 Si = 2, entonces la tercera fila es cero y la intercambiamos con la cuarta:

11 0 1 11 0 1
02 1 3 P 02 1 3
00 u—2 pu—2 3.4 0 0 §+1 -5
00 6+1 -5 00 0 0

Como buscamos siempre las entradas principales, tenemos que distinguir que § + 1 sea cero o no.

Caso 1.1 Si § = —1, entonces
11 0 1 1 1 0 1 1 1.0 0
0 2 1 3 0 2 1 3 Fy — 3Fs 0 2 1 0
000 5| MEY) 1o o0 Fy — Fj 000 1| MU2
000 O 0 0 0O 00 00
11 0 0 10 —-1/2 0
01 1/2 0 F_FR 01 1/2 0 (forma escalonada reducida
00 0 1 e 00 0 1 para p =2y & = —1).
00 0 O 00 0 0
Caso 1.2 Si § # —1, entonces
1 1 0 1 1 10 1
0 2 1 3 0 21 3
00 o4+1 —5 MOy o 1 5541y | PP
0 0 0 0 0 0 O 0
1 1 0 1 1 1 0 1
0 2 0 3+5/(6+1) 01 0 3/2+5/(206+1)) -
001 -5/6+1) | MU oo T 5640 h-r
000 0 0 00 0
1 0 0 -1/2-5/(2(6+1))
0 1 0 3/2+5/(2(6+1)) . .
00 1 5/ (5+1) (forma escalonada reducida para up =27y § # —1).
0 00 0



Caso 2 Si u # 2, entonces:

110 1 110 1
02 1 3 02 1 3
00 p—2 p—o |MQ/W=2)1¢ ¢ 1 4
00 641 -5 00 6+1 -5
110 1
02 1 3
Fy—(0+1)F3 00 1 1
000 —6-6

Como buscamos siempre las entradas principales, tenemos que distinguir que —d — 6 sea cero o no.

Caso 2.1 Si § = —6, entonces

1101 11 01 1101
0 2 1 3 0 2 0 2 0 1 01
0011 2B 001 1| MWD 1y -k
0 0 0O 0 00O 0 0 0O
1000
01 01 .
00 1 1 (forma escalonada reducida para u # 2y § = —6).
0 00O

Caso 2.2 Si § # —6, entonces A es cuadrada, de rango maximo y su forma escalonada reducida es la matriz
identidad.

1.2. Decir que un vector depende linealmente de otros es equivalente a decir que un cierto sistema de ecuaciones es
compatible. Por otro lado, la forma més eficaz de analizar la compatibilidad de un sistema es efectuar la reducccién
gaussiana de la matriz ampliada [A |b]. El sistema es compatible si, y sélo si, no se obtienen pivotes en la ultima
columna. Queremos estudiar si v4 es combinacién lineal de {v1, v, v3} . Eso equivale a saber si el sistema

[v1,v2,v3] T = v4

es compatible. Y eso equivale a ver si en la forma escalonada de [v1,v2,v3|vs] aparece algin pivote en la cuarta
columna. Como eso ya ha sido analizado en el apartado anterior, sélo tenemos que mirarlo en cada caso.

Caso 1. u=2.
Caso 1.1. § = —1. Se llega a la forma escalonada
1 1 0 1
0 2 1 3
00 0 [-5]
000 O

Como hay pivote en la cuarta columna, podemos afirmar que v4 no es combinacién lineal de {v1,v92,v3} .
En el resto de los casos escribiremos sélo el resultado.

Caso 1.2. § # —1: vy si es combinacién lineal de {vy,va,v3}.
Caso 2. u # 2.

Caso 2.1. § = —6 : vg si es combinacién lineal de {v1, v2,vs}.

Caso 2.2. § # —6 : v4 no es combinacién lineal de {v1,va,v3}.
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Ejercicio resuelto
Consideremos los vectores

1 1 1 0 3
v = 2 y Vo = 1 , V3 = 4 , Vg4 = 1 y Vs = 3
1 2 -1 4

a) Sea la matriz A = [v1|va|us|va|vs]. Encontrar su forma escalonada reducida, segin los valores de a € R. Usando
este resultado, escribir, cuando sea posible, vs como combinacién lineal de v1, v2 y v3 y como combinacién
lineal de vy, vo ¥ v4.

b) Seala matriz B = [v;|va|vs|vy]. Discutir el sistema Bx: = vs, segtin los valores de a € R, encontrando su solucién
cuando sea compatible.

(a) Calculemos la forma escalonada reducida (en las columnas pivote todo son ceros excepto el pivote que vale 1)

11 1 0 3 o op 1 1 0 3 1 1 1 0 3
A=121 4 1 3 ;_Fl -1 2 1 -3 Fs + B, 0o -1 2 1 -3
1 2 -1 a 4 30 0 1 -2 a 1 0 0 0 a+1 -2

Ahora, la cuarta columna es pivote si a + 1 # 0, por lo que hay que separar los casosa+1 =0y a+ 1 # 0.
Asi, para a = —1:

1 1 1 0 3 1 1 1 0 3 F _3F 1 1 1 0 0
A~ |0 -1 2 1 -3 F3/(—-2) 0 -1 2 1 -3 F1+3F3 0 -1 2 1 0
0 0 00 -2 0 0 00 1 > o 0 00 1
1 0 3 1 0 1 0 3 1 0
Fi+ Fy 0 -1 2 1 0 —F 01 -2 -1 0
0 0 0 0 1 0 0 O 0 1
ésta es la forma escalonada reducida de la matriz A.
Si, por el contrario, a # —1, entonces la cuarta columna es pivote con lo que
1 1 1 0 3 1 1 1 0 3
F3/(a+1) |0 -1 2 1 -3 F—F 0 -1 2 0 =24
2 —2
10 0 0 1 =5 0 0 01 =5
r 2 2
1 0 3 0 <5 10 3 0 =5
P+ B 0 -1 2 0 =% —F 0 1 —2 0 225 |
2 —2
L0 0 01 =5 0 0 O =

y ésta es la forma escalonada reducida de la matriz A.

Recordando que las relaciones entre las columnas son las mismas en cada matriz equivalente por filas que vamos
obteniendo, a partir de la forma escalonada reducida, es inmediato ver las combinaciones lineales que existen.

Asi, para a = —1, puesto que la quinta columna de la forma escalonada reducida es linealmente independiente de
las columnas primera, segunda y tercera (es decir, esa quinta columna no se puede escribir como combinacién lineal de
las otras tres) entonces vs no se puede escribir como combinacién lineal de vy, vo y v3. Haciendo el mismo razonamiento
para las columnas primera, segunda, cuarta y quinta de la matriz escalonada reducida, deducimos que vs tampoco se
puede escribir como combinacién lineal de vy, vo v v4.

En el caso a # —1, también es evidente a partir de la forma escalonada reducida correspondiente que vs no se
puede escribir como combinacién lineal de v1, v3 y v3. Sin embargo, a partir de la relacion existente entre las columnas
primera, c1, segunda, co, cuarta, c4, y quinta, cs, de la forma escalonada reducida:

2 +3a+1 2
c Cco — c
aJrl1 a+1 2 a+14

Cy =

deducimos que
2 3a+1 2

a+1v1+ a+1v2_a+1v4'

Vs =

(b) Siendo B = [vy|v2|vs|va], para discutir el sistema Bx = vs (de tres ecuaciones y cuatro incdgnitas), aprovechamos
la eliminacién hecha en el primer apartado, puesto que A = (B|vs) es la matriz ampliada del sistema y ya que A ~
1 1 1 0 3
0 -1 2 1 —3 | deducimos que para a+ 1 = 0 el sistema es incompatible (al ser la dltima columna pivote,
0 0 0 a+1|-2
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la tltima fila representa a una ecuacién imposible, 0 = —2) y que si a # —1 el sistema es compatible indeterminado
con infinitas soluciones dependientes de un pardmetro (hay una columna no pivote, la tercera, por lo que tomaremos
a x3 como variable libre), con lo que la resolucién inmediata nos lleva a

-2 3a—+1
—= R =2
pEER T3 €K, Zg 963-|-a_|_1

2
;o 1= 3w+ ——

T4 = a+1.

Es decir, el conjunto solucién, cuando a # —1, es

2 3a+1 —2\7
T T
= -3,2,1,0)" + 0 R.
(1'1,1'2,:03,:64) :C3( y Sy Ly ) (a 1’ a 1 ,G/ 1) 3 T3 €

Ejercicio resuelto
Consideremos los vectores

1 1 1 0 3
vp=1| 2|, wvue=|1/], w3= 4 , va= |11, vs=1|3
1 2 -1 1 4

(a) Sea la matriz A = [v1|va|vs|vs|vs]. Encontrar su forma escalonada reducida.
(b) Contestar, razonadamente, a partir de dicha forma escalonada, las siguientes preguntas:

(b.1) ;Son vy, va y vz linealmente independientes?

(b.2) Escribir, si es posible, vy como combinacién lineal de vy, vs y v4.

(b.3) Escribir, si es posible, v1 como combinacién lineal de ve, v4 y vs.

(a) Calculemos la forma escalonada reducida (en las columnas pivote todo son ceros excepto el pivote que vale 1)
aplicando el método de eliminacién de Gauss

11 1 0 3 o op 1 1 1 0 3 1 1 10 3

A=12 1 4 1 3 ;iFl 0o -1 2 1 -3 F3+ Fy 0 -1 2 1 -3

1 2 -1 1 4 3 0 1 -2 1 1 0 0 0 2 —2

C1)F, 11 1 0 3 11 1 0 3 10 3 0 1
Fy/2 01 -2 -1 3 Fy + Fy 01 -2 0 2 F, — F 01 -2 0 2
00 0 1 -1 00 0 1 -1 00 0 1 -1

(b) Recordando que las relaciones entre las columnas son las mismas en cada matriz equivalente por filas que vamos
obteniendo, a partir de la forma escalonada reducida es inmediato ver las combinaciones lineales que existen. La justi-
ficacién de este hecho es sencilla. Consideremos el sistema homogéneo Ax = 0. Supongamos que al aplicar eliminacién
a la matriz A vamos obteniendo A ~ B ~ ... ~ C (siendo C' la forma escalonada reducida). Entonces, los sistemas
Ax =0, Bx =0, ..., Cz = 0 tienen el mismo conjunto solucién, es decir, el mismo vector (o los mismos vectores) x es
solucién de todos esos sistemas. Si escribimos dichos sistemas mediante las ecuaciones vectoriales en las que aparecen
las columnas de las matrices (siendo a; las columnas de A, b; las de B, ... y ¢; las de C) junto con los escalares x; que
forman z obtenemos
r1a1 + x202 + ... + Tpa, =0, 21061 + x2bs + ... + b, =0, ..., T1C1 + X202 + ... +Tpey =0.

Por tanto, las relaciones entre las columnas son las mismas en cada matriz equivalente por filas.

Asi, si llamamos ¢;, i = 1,2,3,4,5, a las columnas de la forma escalonada reducida podemos contestar de forma
inmediata a las cuestiones planteadas, pues notemos que las columnas pivote de la forma escalonada reducida son
vectores de la base canénica de R? y las columnas no pivote (c3 y c5 en este caso) se pueden expresar de forma
inmediata en funcién de las pivote.

(b.1) vy, va y w3 son linealmente dependientes porque cs es combinacién lineal de ¢; y ¢z, concretamente de la
forma escalonada reducida deducimos trivialmente que cs = 3c¢; — 2c¢2, luego la misma relacion existe entre los v;,
V3 = 3’01 - 2’[)2.

(b.2) Si, es posible escribir v como combinacién lineal de vy, vz y v4, pues como de la forma escalonada reducida

deducimos trivialmente que c3 = 3¢; — 2¢3 + 0 - ¢4 entonces co = %cl — %03 +0-cq y, por tanto, ve = %vl — %v3 +0-v4.
(b.3) Si, es posible escribir v; como combinacién lineal de va, v4 y v5, pues como de la forma escalonada reducida
deducimos trivialmente que ¢5 = ¢; + 2¢2 — ¢4 entonces ¢; = —2¢2 + ¢4 + ¢ or tanto, v{ = —2vy + v4 + vs.

q 5 5 Y, P ) 5
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Consideremos la transformacién lineal T : R? — R3 que verifica

1 1 0 1 1
ryyopf=1 14|, T 1 = -1, T||1|]|=1|1
1 —2 -1 2 1 —2

(a) Hallar la matriz A que representa a T cuando se trabaja en las bases canénicas.

(b) Encontrar los vectores = € R? tales que T'(x) = 0 (aquéllos que se transforman en el vector nulo).

(a) La aplicacién lineal dada T : R3> — R3? tiene asociada, respecto de las bases candnicas, la matriz A en cuyas
columnas aparecen los transformados de la base canénica del espacio de partida, es decir, A = [T'(e1)|T(e2)|T (es)].
Con esta matriz, podemos calcular facilmente el transformado del vector x, sin mas que T'(z) = Ax.

Puesto que nos dan los transformados de tres vectores (que deben ser linealmente independientes) una posibilidad
es plantear el sistema de ecuaciones vectoriales, donde, por comodidad llamamos a = (1,1,-2)T, b = (1,-1,2)7,
c=(1,1,-2)T,

T([1,0,1]7) =T(eg +e3) =T(e1) +T(e3) = a T(es) = %(b +¢) =(1,0,0)7,
T(10,1,-1)7) =T(e2 —e3) =T(ez) —T(ez) =b — < T(e3) = 5(c —b) =(0,1,-2)T,
T([0,1,1]T) = T(ea + e3) = T(e2) + T(e3) = ¢ T(e1) =a—T(e3) = (1,0,0)T,

que en este caso se resuelve trivialmente (en general, lo resolveremos mediante eliminacién de Gauss).

Por tanto, obtenemos que
0

1 1
A= [T(e)[T(ex)|T(es)] = | 0 0 1
0 0 -2

Conviene asegurarse de que la matriz encontrada es la correcta comprobando que
Al1,0,1)7 =[1,1,-2]7, A[0,1,-1]" =[1,-1,2]" A[0,1,1]" =[1,1,-2]".

Otra forma de encontrar A es escribir matricialmente las igualdades que da el enunciado:

1 1 0 1 0 1 1 0 O 1 1 1
A0 =l 1 |JA 1 |=| -1 | A4 1 |=| 1 —- A0 1 1 (= 1 -1 1 |
1 -2 -1 2 1 -2 1 -1 1 -2 2 =2
de donde deducimos
1 1 1 1 0 -t 1 1 1 1 2 0 0 11 0
A= 1 -1 1 1 1 = 1 -1 1 5 1 1 -1 |{=]0 0 1
-2 2 =2 1 -1 1 -2 2 =2 -1 1 1 0 0 -2
La matriz inversa que aparece la hemos calculado aplicando el método de Gauss—Jordan:
1 0 01 0 0 1 0 01 O 10 01 00
[Cc|I] = o0 1 1j01 0f~|]0 1 110 1 O0|~]01 10 10
|1 -1 1/0 0 1 0 -1 1|-1 0 1 0 0 2|-1 11
(1.0 o] 1 0 0 100/ 1 0 O
~ 0110 1 0f~|01o03% L L i=[C".
00 1]-% 1 1 00 1|2 1 1
L 2 2 2 2 2 2

(b) Encontrar los vectores € R? tales que T'(z) = 0, es equivalente a hallar los vectores que verifican Az = 0, es
decir, los vectores del espacio nulo de A. Resolvemos pues el sistema homogéneo

-1
T = X9 1 , To € R.

11 0 1 10
T(x)=Az=0— |0 0 1 ~10 0 1 —>{
0 0 -2 0 0 0

$1+SC2:0, N
503:0,

Ejercicio resuelto
Sea r la recta de ecuacién 2z + y = 0. Calcular la matriz de la simetria respecto de dicha recta r. Encontrar el
simétrico, respecto de la recta r, del vector (2,3)7.

Una aplicacién lineal T : R? — R? tiene asociada, respecto de las bases candnicas, la matriz A en cuyas columnas
aparecen los transformados de la base candénica del espacio de partida, es decir, A = [T'(e1)|T(e2)].
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Puesto que T asigna a cada vector su simétrico respecto de la recta r, 2x+y =

0, una primera forma de encontrar la matriz As es calculando T'(e;) mediante r

procedimientos geométricos (ver figura).

Para encontrar T'(e;) escribimos la ecuacién de la recta s, que pasa por el “ez

punto (1,0) y es perpendicular a la recta r. A continuacién hallamos el punto T(ez) S

P, interseccion entre r y s. Este punto P coincide con la proyeccién ortogonal q X
sobre la recta r del vector e, es decir, es el punto medio del segmento de S —

extremos e1 y T'(e1), lo que nos permite calcular T'(eq).
Ansglogamente calcularemos T'(e2). Para ello, escribimos la ecuacién de la T(Q) (X y)
recta t, que pasa por el punto (0,1) y es perpendicular a la recta r. A conti- '
nuacién hallamos el punto @, interseccién entre r y t. Este punto () coincide
con la proyeccion ortogonal sobre la recta r del vector es, es decir, es el punto (X’ ’y’ )./ r
medio del segmento de extremos ez y T'(e2), lo que nos permite calcular T'(ez).

Asi, puesto que la recta r tiene pendiente m = —2, las rectas perpendiculares a ella tendréan pendiente m = %, con
lo que podemos escribir las ecuaciones (punto-pendiente) de s y ¢t y hallar sus intersecciones con la recta r

' 1 _ | 2x+y=0 (1 2
s y—0—§(x—1) - r—2y=1 — rﬂs:{ v 2y =1 } — P—(g,—g),

. _ 1 _ _ | 224+y=0 _ 2 4
t: y—l—a(x—()) - r—-2y=-2, — rﬂs:{ v 2y = —2 } — Q—(—g,g .

Utilizando ahora que P y @ son los puntos medios de los segmentos correspondientes podemos ya encontrar T'(e1) y
T(e2)

op —atTl) | (l _E)ZM - (x,y):(_§ _é) —>T(e1)=[_§],

2 5 5 2 5 5 -
o e+ T(eg) 2 4\ (0,1)+ (x,y) [ 43 [ -3
oo =D (F3) =Y~ e = (55) ~ Te=| .

con lo que la matriz A que representa la simetria respecto de la recta r es

AR B

Una segunda forma de plantear el problema es hallando las imdgenes de algunos vectores (dos, linealmente in-
dependientes, es decir, una base de R?) cuyo transformado sea facil de calcular. Asi, el transformado de cualquier
vector que esté sobre la recta que pasa por el origen y tiene la direccién del vector normal a 7, (2,1)7, serd su opuesto
(pues buscamos el simétrico; si nos pidieran la proyeccién ortogonal, su imagen seria el vector nulo). Por ejemplo,
T(2,1)T = —(2,1)T = (=2, —1)T. Por otro lado, el simétrico de cualquier vector de la propia recta serd el mismo vec-
tor. De esta forma, T'(1, —2)7 = (1, —2)T. Con este procedimiento, una posibilidad es plantear el sistema de ecuaciones
vectoriales (donde, por comodidad llamamos a = (1,-2)7, b = (-2, —1)T)

{ T([1,~2)") = T(e1 —2e2) = T(e1) — 2T(e2) =a { T(e1) = %(a +2b) = (
T([Q, ]T) = T(2€1 + 62) = 2T(€1) + T(@g) =b T(eg) =3

que se puede resolver mediante eliminacién de Gauss.
Por tanto, obtenemos nuevamente que

a-meome) = 8 P T- 5 G

Conviene asegurarse de que la matriz encontrada es la correcta comprobando que
AL, =217 =1, -2]7, A2, 11T =[-2,-1]T.
Otra forma de encontrar A, por este segundo planteamiento, es escribir matricialmente las igualdades que hemos
obtenido:
SR O e e e R

de donde deducimos

S I R P b



Un tercer planteamiento para resolver este problema consiste en descomponer la aplicacién lineal que nos dan
(simetria respecto de la recta r) en la composicion de tres: la primera, T,,, corresponde a un giro de angulo ¢ respecto
del origen que nos convierta la recta r en el eje X (representada por la matriz A,), la segunda, Ts, es la simetria
respecto del eje X (representada por la matriz Ag) y la tercera, T_, el giro de dngulo opuesto —¢ que convierte el
eje X en la recta r (representada por la matriz A_,). Observemos que, para transformar la recta r en el eje X, el
angulo ¢ es tal que cosp = % y seng = % y recordemos que la matriz que representa un giro de angulo ¢ respecto

A, = < cosy —seny >

senyp  cosy

del origen es

Asi, puesto que la matriz de una aplicacién lineal composicién de varias aplicaciones se obtiene multiplicando las
matrices de las distintas aplicaciones, obtenemos

T(e) = Ty (Ts(Ty(x))) = A_yAsAye = Az — A= A_,AA,,

es decir,
1 1 2 1 0 1 1 -2 1| -3 —4
amaasto= 2| L T Nl V=TT
Como cuarta alternativa resolveremos este problema mediante nimeros complejos. Sabemos que, en el plano com-
plejo, la simetria respecto de la recta real se obtiene sin mas que aplicar la conjugacién. Ya que nos piden la simetria
respecto de una recta distinta, el proceso a seguir serd: primero llevamos la recta r a la recta real, para lo que
sera necesario realizar un giro de angulo ; segundo, realizamos la simetria, sin més que conjugar; tercero, deshacemos

el giro para dejar la recta en su posicién original. Asi, el nimero z = z + iy (asociado al punto del plano (z,y)) lo
transformamos en el w = f(z) = 2’ 4 iy/, su simétrico respecto de la recta r (asociado al punto (z',y’)):

iy = w=e ety = e WPeT T = 7 H9F = [cos(2p) — i sen(2¢p)][x — iy]

= L34z —iy) = (gz %y) i <%z+ gy>

donde hemos usado que el conjugado del producto es el producto de los conjugados y que el conjugado de la suma es
la suma de los conjugados y que

sen(2p) = 2cospseny = 2 21 _1 cos(2¢) = cos? sen? ¢ = LY’ 2 2* 3
n = np=2—=—=- = —sen‘p=-—=] - (=] =-=.

Separando la parte real y la imaginaria obtenemos

o =-3r— %y x’ 11 -3 —4 x
{y Ldy — [y’]_5[4 3 Hy}
Asi, para obtener las coordenadas (z’,y’) del punto simétrico al (z,y) respecto de la recta dada (ver figura) basta
con multiplicar la matriz A por el vector (z,y)T = (2,3)T:

a 1 -3 —4 2 1| —18
S M EY
Aunque el problema no nos lo pide, vamos a comentar los cambios minimos que hay que hacer para encontrar la
matriz A,roy que representa la proyeccién ortogonal sobre la recta r en lugar de la simetria.

En el procedimiento geométrico, los puntos P = (1/5,—2/5) y Q = (—2/5,4/5) corresponden, respectivamente,
con las proyecciones ortogonales de e; y es sobre r, con lo que

Aoy = el = | 00 20 [ =1 2, 7

\
\
3}
8
+
o
<

Mediante el segundo procedimiento, para la proyeccién ortogonal sobre la recta 7, podemos escribir  7(2,1)T =
0,007, 7(1,-2)T = (1,-2)T.
En el tercer planteamiento descomponemos la proyeccion en las tres aplicaciones correspondientes de forma que

1 1 2 1 011 1 =2 1 1 =2
st 311180 14 )
Finalmente, en el cuarto procedimiento, con nimeros complejos, planteariamos

o4y = w=e PRe(e'2).
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Ejercicio resuelto
Encontrar la matriz A asociada a la transformacién lineal T : R? — R3 que asigna a cada vector su proyeccién
ortogonal sobre el plano x —y+ 2z = 0.

La aplicacién lineal dada T : R? — R? tiene asociada, respecto de las bases canénicas, la matriz A en cuyas columnas
aparecen los transformados de la base candnica del espacio de partida, es decir, A = [T'(e1)|T (e2)|T (e3)].

Puesto que T asigna a cada vector su proyeccién ortogonal sobre el plano x — y + z = 0, una primera forma
de resolver el problema es calculando T'(e;) directamente, mediante la interseccién de la recta que pasa por el punto
correspondiente y tiene la direccién del vector normal al plano con el propio plano. Asi, en el caso de T(e;), la
interseccion de la recta

T 1 1
z—1 y—0 2z-0 r—2z=1
= 0 )\ —1 —_— = = —_— ’
g 0 + ) 1 —1 1 {y+z&

con el plano z — y + z = 0 nos lleva al punto

r—z=1 x 2/3 2/3
y+2z=0 — y | = 1/3 — T(e1) = 1/3
—y+z=0 P ~1/3 ~1/3

Andlogamente, para T'(ez), la interseccién de la recta

z 0 1 r—0 y—1 2z-0 r—z=0
z 0 1 - LA
con el plano z — y + 2z = 0 nos lleva al punto
x—2z=0 x 1/3 1/3
y+z=1 — y | =1 2/3 — T(e2) =1 2/3
—y4+2=0 2 1/3 1/3
Finalmente, para T'(es), la interseccién de la recta
T 0 1
. x—0 y—-0 =z-1 z+y=0,
Y = 0 + A -1 — T =1 = 1 — { v =1,
z 1 1
con el plano z — y + 2z = 0 nos lleva al punto
x+y=0, x -1/3 -1/3
r—z=—1 — y | = 1/3 — Tl(ez) = 1/3
—y4+2=0 z 2/3 2/3
De esta forma,
2/3 1/3 -1/3 2 1 -1
A=1[T(e1)|T(e2)|T(e3)] = 1/3 2/3 1/3 =3 1 2 1
-1/3 1/3  2/3 -1 1 2

Una segunda forma de plantear el problema es hallando las imagenes de algunos vectores cuyo transformado es
inmediato. Asi, el transformado de cualquier vector que esté sobre la recta que pasa por el origen y tiene la direccién
del vector normal al plano, (1,—1,1)7, serd el vector nulo. Por ejemplo, T'(1,—1,1)T = (0,0,0)”. Por otro lado, la
proyeccién ortogonal dada de cualquier vector del propio plano sera el mismo vector. De esta forma, elegimos dos
vectores cualesquiera linealmente independientes que estén en el plano (por ejemplo, (1,1,0)7 y (1,0, —1)T) con lo que
T(1,1,0)7 = (1,1,0)T y T(1,0,-1)T = (1,0, —1)T. Con este procedimiento, una posibilidad es plantear el sistema de
ecuaciones vectoriales, donde, por comodidad llamamos a = (0,0,0)7, b = (1,1,0)7, ¢ = (1,0, -1)7,

T([1,-1,1)7) =T(e1 — e2 + e3) (61) T(e2) +T(es) =a (T(er) = 3(a+b+c)= (§,%,%1)T,
T([1,1,0]7) = T(e1 + €2) = ( 62 =b — qT(e2) =b—T(e1) = (35,5,5)7,
T([l,o, 7)) =T(e1 —e3) = ( ) T(es) = T(es) =T(e1) —c=(F.3.2)7,

que en este caso se resuelve trivialmente (en general, lo resolveremos mediante eliminacién de Gauss).
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Por tanto, obtenemos nuevamente que
1
A= [T(ex)|T(e2)|T(e3)] = 5

Conviene asegurarse de que la matriz encontrada es la correcta comprobando que
All,—1,1]7 =10,0,01", A[1,1,0]" =[1,1,0" A[1,0,-1]" =[1,0,-1]".

Otra forma de encontrar A, por este segundo planteamiento, es escribir matricialmente las igualdades que hemos
obtenido:

1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1
Al -1 |=10] A 1|=l1] A 0 |=| O —- Al -1 1 0 |=/0 1 0 |
1 0 0 0 -1 -1 | 1 0 -1 0 0 -1
de donde deducimos
01 1 11 1 17" 01 1 ] 1 -1 1 (2 1 -1
A=]10 1 0 -1 1 0 =101 O 3 1 2 1 =3 1 2 1
0 0 -1 1 0 -1 | 00 —1 | 1 -1 -2 -1 1 2
La matriz inversa que aparece la hemos calculado aplicando el método de Gauss—Jordan:
1 1 1|1 0 0] 11 1 1 00 1 1 1 1 0 0
[c|n = -11 010 1 0f~]0 2 1 1 1 0| ~|0 2 1 1 1 0
| 1 0 —-1]0 0 1 | |0 -1 -2]-1 0 1 0 -2 —4|-2 0 2
11 1 1 0 0] (3 3 3 3 00 33 0 2 1 2
~ 0 2 1 1 1 0|~1]06 3 3 3 0(~|0 6 0 2 4 2
|0 0 =3|-1 1 2| |0 0 =3|-1 1 2 0 0 -3|—-1 1 2
6 6 0|4 2 4] [6 0 0] 2 -2 2
~ 0 6 0 2 4 2| ~[06 0 2 4 2
|0 0 =3|-1 1 2| |00 =3|-1 1 2
[1 0 0]1/3 —-1/3 1/3
~ 0 1 0(1/3 2/3 1/3 = [1|C71].
| 0 0 1)1/3 -1/3 -2/3

Los distintos pasos que hemos dado al aplicar el proceso de eliminacién a la matriz ampliada nos han permitido evitar
que aparezcan fracciones hasta el resultado final (aunque tampoco debe ser una tragedia que aparezcan en los cdlculos
intermedios).

Observemos que si nos piden la simetria respecto del plano = —y+ z = 0, para calcular la matriz A correspondiente,
podemos plantear

T(1,-1,1)"=—(1,-1,1)" =(-1,1,-n",  7(1,1,00" = (1,1,0)",  T(1,0,-1)" = (1,0,-1)".

Ejercicio resuelto
Encontrar la matriz A asociada a la transformacién lineal T : R? — R3 que asigna, a cada vector x, su simétrico,
T'(x), respecto del plano = +y — z = 0.

La aplicacién lineal dada T : R? — R3 tiene asociada, respecto de las bases canénicas, la matriz A en cuyas columnas
aparecen los transformados de la base candnica del espacio de partida, es decir, A = [T'(e1)|T (e2)|T (e3)].

Puesto que T asigna a cada vector su simétrico respecto del plano x + y — z = 0, una primera forma de resolver
el problema es calculando T'(e;) directamente. Para ello calculamos la interseccién de la recta que pasa por el punto
correspondiente ((1,0,0) en el caso de eq, (0,1,0) para ez y (0,0,1) cuando se trate de eg) y tiene la direccién del
vector normal al plano con el propio plano. Esto nos da un punto (que es la proyeccién ortogonal) que es el punto
medio del segmento de extremos e; y T(e;) (éste tltimo es el que queremos calcular). Asi, en el caso de T'(ey), la
interseccion de la recta

; _ (1) A 1 folzyf():zf()ﬂ r—y=1,
. 0 _q 1 1 -1 y+z=0,
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con el plano x + y — z = 0 nos lleva al punto

r—y=1 x 2/3 a=1/3,
2 -1 1 1
y+z=0 — y | =1 —1/3 — (g’?,g):(,0,0)—;—(a,b,c) — b=-2/3,
r+y—z= z 1/3 c=2/3,
con lo que T'(er) = £(1,-2,2)T.
Anélogamente, para T'(ez2), la interseccién de la recta
r 0 1 zr—0 y—1 2-0 r+2z2=0,
Y = 1 + A 1 — . = : = : N o
z 0 -1 - y v
con el plano z + y — z = 0 nos lleva al punto
r+2z=0 x -1/3 B a=-2/3,
y_fL'Zl - y = 2/3 — <_172;%>(0,170);(a,b70) — b:1/3)
x+y—2=0 z 1/3 c=2/3,
con lo que T'(ez) = £(—2,1,2)7.
Finalmente, para T'(es), la interseccién de la recta
T 0 1
_ xr—0 y—-0 =z-1 x—y=0,
Y = 0 | +A 1 - T =T T3 _){erzl,
z 1 -1
con el plano z + y — z = 0 nos lleva al punto
x—y=0, x 1/3 112 1 b a=2/3,
ctz=19% - |y |=(13] = (-,—,_>(0’0’ );(a’ SO b=2/3,
r+y—2z=0 z 2/3 c=1/3,
con lo que T'(e3) = £(2,2,1)7.
De esta forma,
13 -2/3 2/3 1 -2 2
A=[T(e1)|T(e2)|T(e3)]=1| —-2/3 1/3 2/3 =3 -2 1 2
2/3  2/3 1/3 2 2 1

Una segunda forma de plantear el problema es hallando las imagenes de algunos vectores cuyo transformado sea
facil de calcular. Asi, el transformado de cualquier vector que esté sobre la recta que pasa por el origen y tiene
la direccién del vector normal al plano, (1,1, —1)T, serd su opuesto (pues buscamos el simétrico; si nos pidieran
la proyeccién ortogonal, su imagen serfa el vector nulo). Por ejemplo, 7(1,1,—-1)7 = —(1,1,-1)T = (-1,-1,1)7.
Por otro lado, el simétrico de cualquier vector del propio plano serd el mismo vector. De esta forma, elegimos dos
vectores cualesquiera linealmente independientes que estén en el plano (por ejemplo, (1, —1,0)7 y (1,0,1)7) con lo que
T(1,-1,007 = (1,-1,0)T y T(1,0,1)7 = (1,0,1)T. Con este procedimiento, una posibilidad es plantear el sistema de

ecuaciones vectoriales, donde, por comodidad llamamos a = (—1,—1,1)T, b= (1,-1,0)T, ¢ = (1,0,1)T,

T([1,1,-17) =T(e1 +ex —e3) = T(e1) + Tea) = T(ez) =a (T(er) = z5(a+b+¢) = (5,35, 2)7,
T([1,-1,0T) = T(e1 — ea) = T(e1) — T(ez) = b — 1 T(e2) =T(e1) —b=(F,3,3)",
T([1,0,1]7) =T(e1 +e3) =T(e1) +T(e3) =c T(es)=c—T(er)=(3,%,3)",

que en este caso se resuelve trivialmente (en general, lo resolveremos mediante eliminacién de Gauss).
Por tanto, obtenemos nuevamente que

1 1 -2 2
A=[T()Te)TE) =5 | -2 1 2
2 2 1
Conviene asegurarse de que la matriz encontrada es la correcta comprobando que

AL, —1" = [-1,-1,10", A[1,-1,00" =[1,-1,01" A[1,0,1]" =[1,0,1]".

Otra forma de encontrar A, por este segundo planteamiento, es escribir matricialmente las igualdades que hemos

obtenido:
1 -1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 1
A1 |=| =11, A -1 1|=| -1 1|, Al 0 |=| 0 — A 1 -1 0 |=| -1 -1 0 |,
-1 1 0 0 1 1 -1 0 1 1 0 1
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de donde deducimos

-1

-1 1 1 11 1] -1 17y 1 -1 -2 2
A=| -1 -1 0 1 -1 0 =] -1 -1 0|= -2 -1 |==] -2 2
1 0 1 -1 0 1] 1 1 1 2 2 1
La matriz inversa que aparece la hemos calculado aplicando el método de Gauss—Jordan:
[ 1 1 1(1 0 O 1 1 1 0 0 0 0
[c|n = 1 -1 001 0|~|0 -2 —-1|-1 10 0 1
| -1 0 1]0 0 1 0 1 2 0 1 72 71 1 0
[1 1 1]1 0 0 6 6 6/6 0 O 6 6 04 -2 —4
~ 01 2|1 01| ~(036(303|~]]03¢0|1 -2 -1
|0 0 3]1 1 2 00 3|1 1 2 00 3|1 1 2
6 0 0]2 2 -2 10 0(1/3 1/3 -1/3
~ 03 0[{1 -2 -1 |~|010/[1/3 —2/3 —1/3 |=[|C™!
10 0 3|1 1 2 0 0 1(1/3 1/3 2/3

Los distintos pasos que hemos dado al aplicar el proceso de eliminacién a la matriz ampliada nos han permitido evitar
que aparezcan fracciones hasta el resultado final (aunque tampoco debe ser una tragedia que aparezcan en los cdlculos
intermedios).
Observemos que si nos piden la proyeccién ortogonal respecto del plano x + y — z = 0, para calcular la matriz A
correspondiente, podemos plantear
T(1,1,-1)" =(0,0,00",  7(1,-1,0" = (1,-1,0)7,

7(1,0,1)" = (1,0, 1)7.

Ejercicio resuelto

(a) Encontrar la matriz A; asociada a la transformacién lineal 77 : R® — R3 que gira cada vector x un dngulo

/2 (en sentido positivo) respecto del eje OZ.

(b) Hallar la matriz As asociada a la transformacién lineal T, : R? — R? que asigna, a cada vector x, su simétrico,
T5(x), respecto del plano © —y — z = 0.

(c) Escribir la matriz A3 asociada a la transformacién lineal T3 : R3> — R3, que primero gira cada vector x
un angulo 7/2 (en sentido positivo) respecto del eje OZ y después calcula su simétrico respecto del plano
xr —y — z = 0. Calcular el transformado del vector v = (—3,6,3)T, es decir, T3(v).

Sabemos que una aplicacién lineal T : R? — R? tiene asociada, respecto de las bases canénicas, la matriz A en cuyas
columnas aparecen los transformados de la base canénica del espacio de partida, es decir, A = [T'(e1)|T(e2)|T'(e3)]. En
este problema nos definen tres aplicaciones.

Z

(a) La transformacién lineal 7 : R* — R3 gira cada vector x un dngulo 7/2 (en
sentido positivo) respecto del eje OZ. Para calcular su matriz asociada A; vamos
a ver cémo transforma 77 a los vectores de la base candnica, e;. Es inmediato ver
que Ty(e1) = e2, Th(e2) = —eq, Ti(e3) = e3. De esta forma,

0 0
Ay = [T1(e1)|Ti(e2)[Ti(e3)] = [e2] — exles] = (1) 0 (1)

(b) La aplicacién lineal T : R? — R? tiene asociada, respecto de las bases canénicas, la matriz As en cuyas columnas
aparecen los transformados de la base candénica del espacio de partida, es decir, Ay = [Ta(e1)|T2(e2)|T2(e3)]-

Puesto que 715 asigna a cada vector su simétrico respecto del plano = —y — z = 0, una primera forma de encontrar
la matriz As es calculando Th(e;) directamente. Para ello calculamos la interseccién de la recta que pasa por el punto
correspondiente ((1,0,0) en el caso de e, (0,1,0) para es y (0,0,1) cuando se trate de e3) y tiene la direccién del
vector normal al plano con el propio plano. Esto nos da un punto (que es la proyeccién ortogonal) que es el punto
medio del segmento de extremos e; y Ta(e;) (éste tltimo es el que queremos calcular). Asi, en el caso de Ta(e1), la
interseccion de la recta

T o M) LEmt -0 z-0 faty=1,
y | = -1 T y—z2=0,
z 0 -1
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con el plano x — y — z = 0 nos lleva al punto

r+y=1 x 2/3 21 1 1 b a=1/3,
y—ZZO - Yy = 1/3 - <_7_7_>(70,0);(a, 70) — b:2/3a
xr—y—2z=0 z 1/3 c=2/3,

con lo que Th(er) = 3(1,2,2)T.

Observemos que una manera mas sencilla de encontrar la interseccion entre la recta y el plano es encontrar el valor
del pardmetro A para el que el punto de la recta (z(A),y(A),z(N)) = (1 + A, =\, =) verifica la ecuacién del plano,
x—y—z=0,esdecir, |+ \—(—=A) — (=) =0, con lo que A = —1/3 y el punto buscado es el (z,y,z) = (2/3,1/3,1/3).

Anélogamente, para To(ez), la interseccién de la recta

) (1) o j1 2= 0_y-1 z-0  fa+tz=0,
2\ -1 1 -1 - y-==1
con el plano z — y — z = 0 nos lleva al punto
r+2z=0 x 1/3 a=2/3
12 -1 1 b ’
y_ZZl N y — 2/3 N (_7_7?>(0; 70);((1; 70) b—1/3,
x—y—2=0 z -1/3 c=—-2/3,
con lo que Ty(es) = (,1,
Finalmente, para Ts(e3), la interseccién de la recta
1
I . xf():yf():zfl . r+y=0
. 1 1 1 y—z=-1,
con el plano x — y — z = 0 nos lleva al punto
z+y=0, x %g (1 1 2) (0,0,1) + (a, b, c) 522/23/’3
y—z2=== - Yy = - - 2 o 9 | — - = - ’
rT—y—z= z 2/3 333 2 c=1/3,

con lo que Ty(e3) = £(2,-2,1)7.
De esta forma,

1/3 2/3  2/3 L[
AQ == [T2(€1)|T2(62)|T2(63)] = 2/3 1/3 72/3 = = 2 1 —2
2/3 —2/3 1/3 2 -2 1

Una segunda forma de plantear el problema es hallando las imégenes de algunos vectores cuyo transformado sea
facil de calcular. Asi, el transformado de cualquier vector que esté sobre la recta que pasa por el origen y tiene la
direccién del vector normal al plano, (1,—1,—1)T, serd su opuesto (pues buscamos el simétrico; si nos pidieran la
proyeccién ortogonal, su imagen serfa el vector nulo). Por ejemplo, T5(1,—1,-1)T = —(1,-1,-1)T = (~1,1,1)T.
Por otro lado, el simétrico de cualquier vector del propio plano serd el mismo vector. De esta forma, elegimos dos
vectores cualesquiera linealmente independientes que estén en el plano (por ejemplo, (1,1,0)7 y (1,0,1)7) con lo que
T»(1,1,0)T = (1,1,0)T y T»(1,0,1)T = (1,0,1)”. Con este procedimiento, una posibilidad es plantear el sistema de
ecuaciones vectoriales, donde, por comodidad llamamos a = (—1,1,1)%, b= (1,1,0)7, ¢ = (1,0,1)7,

To([1, ~1, —1]7) = To(e1—ea—e3) = T2(€1) b(e2)—To(ez) = a (Taler) = 5(a+b+c) = (i%’ 2,37,
Tg([l,l,O]T) :Tg(el +€2):T2(€ +T2( ):b — Tg(eg):b—T(el):(g,g,%)T,
To([1,0,117) = Ta(e1 + e3) = Ta(er) + Ta(es) = ¢ Ty(es) =c—T(e1) = (5,5 3)7,

que en este caso se resuelve trivialmente (en general, lo resolveremos mediante eliminacién de Gauss).
Por tanto, obtenemos nuevamente que

1 1
Az = [Ta(e1)|Ta(e2) | Ta(es)] = 5 ; =2

Conviene asegurarse de que la matriz encontrada es la correcta comprobando que

A2[17 717 71]T = [715 17 1]Ta A2[15 170]T = [15 170]T AQ[lvoa 1]T = [1705 1]T
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Otra forma de encontrar As, por este segundo planteamiento, es escribir matricialmente las igualdades que hemos

11
1 10
1 01

1
— A2 -1
-1
1 -1 -1
1
3 1 2 -1
1 -1 2

La matriz inversa que aparece la hemos calculado aplicando el método de Gauss—Jordan:

obtenido:
1 -1 1 1
Asl =1 |=| 1 |, A 1 |=| 1
-1 1 0 0
de donde deducimos
11 1771 117"
Ay = 1 1 0 -1 1 0
1 0 1 | -1 0 1
1 1 1|1 0 0
[C|lI] = -1 1 0|0 1 0 |~
| -1 0 1]0 0 1
1 1 1 1 0 O
~ 01 2 1 0 1
|00 =3|-1 1 =2
6 0 0] 2 -2 -2
~ 0 3 0 1 2 -1
|00 =3|-1 1 =2

1 1 1(1 0

0 2 1|1 1

01 2|1 0
6 6 6
~10 3 6
0 0 -3

0 111
0 01 2
1 02 1
6 0 0
30 3

11

1/3 f1/3 ~1/3

1/3 2/3 -1/3

1/3 —1/3 2/3

—_ = =

6
0
0

S W o

~1 1 1]
=l 1 10|
1 0 1|
1 2
%214
2 -2 1 |
0 0
0 1
10

0] 4 2 —4
01 2 -1
3] -1 1 -2
= [1jCct

Los distintos pasos que hemos dado al aplicar el proceso de eliminacién a la matriz ampliada nos han permitido evitar
que aparezcan fracciones hasta el resultado final (aunque tampoco debe ser una tragedia que aparezcan en los cdlculos

intermedios).

Observemos que si nos piden la proyeccién ortogonal sobre el plano z — y — z = 0, para calcular la matriz A

correspondiente, podemos plantear

7(1,-1,-1)T = (0,0,0)7, T(1,1,00" = (1,1,0)7, T7(1,0,1)T = (1,0,1)T.
(c) La aplicacién T3 aparece como la composicién de Ty y To:
Tg(X) = T2(T1 (X)) = AQ (Alx) = (AQAl)X
es decir, A3 = AsAq:
1 2 2 0 -1 0 1 2 -1 2
As=AA==-]2 1 =2 1 0 0 =3 1 -2 =2
2 -2 1 0 0 1 -2 -2 1
De esta forma, el transformado del vector v es
1 2 -1 2 -3 —2
Tg(’U) = Ag’U = § 1 -2 =2 6 = -7
-2 -2 1 3 -1
7. Ejercicios.
Ejercicio 1. Resolver los siguientes sistemas:
$1+ ZL'2+ I3 = 3 1'1+2$2+1'3 = 5 21‘1+£L'2+ I3 = 1
2x1+3x2+ 3 = 6 2r1+4x0—23 = 7 r1—x9+2x3 = —1
r1+d5x0+2x3 = 8 r1— T2 =1 r14+a9+3x3 = 1

Ejercicio 2. Resolver los siguientes sistemas y escribir la solucién en forma vectorial paramétrica:

T1+x9+2x3+214
T1+x9—3r3—314
T1+Tot+4xs+4zy
:L'1+£L'2+5$3+5:L'4

{ T+ T2+ X3+ T4

0

— O O O
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T1+2T2+ X3
2x1+4xo+3r3+24
—XT1 72$2+ I3 +x4

2

3
9
2



Ejercicio 3. Discutir, segtn los valores de los parametros a,b € R, el sistema

ar+ y+ z = a

rtay— z = 1

3z+ y+bz = 2

z— y—z = 1

Ejercicio 4. Consideremos el sistema:

1 2 -3 -1
2 -1 4 || "] | 3
3 a 1|7 2
b4 —b | LT3 b—4

Determinar las condiciones a satisfacer por a y b para que dicho sistema sea:

1. incompatible;
2. compatible determinado;

3. compatible indeterminado.

Ejercicio 5. Dados los vectores de R®

2 1 1 2

1 1 5 6
vn=1| —-11, vo= 10|, vg= | 4 y m=1|41,

3 1 2 3

2 1 1 2

1. ;Son vy, ve, vs y vy linealmente independientes?
2. ;Es vy combinacion lineal de vy, vo y v3?
3. (Es v; combinacién lineal de vy, v3 y v47
4. ;Es vy combinacién lineal de vy y v2?
5. {Es vy combinacion lineal de vo y v3?
6. jSon vy, v2 y vs linealmente independientes?
Ejercicio 6. jPara qué valores de a y b se verifica que el vector (0,a, b, 1) pertenece al subespacio vectorial
Gen{(1,2,3,4),(1,0,3,1)}7
Ejercicio 7.

1. Encontrar los vectores (by, ba, b3, by) € R4 para los que es compatible el sistema

T1+ X2 +x4 = by,
211 +3x3+x4 = b,

2w2+ 3 = bs,
T1+ xo+4x3 = by,

2. Describir mediante una ecuacién los vectores (b1, ba, b3, by) € R* que pertenecen al conjunto

Gen{(1,2,0,1),(1,0,2,1),(0,3,1,4),(1,1,0,0)}.

Ejercicio 8. Calcular unos vectores tales que el subespacio generado por ellos coincida con el conjunto solucién del
sistema

21 +r3—z4+225 = 0,
—21+229 +x4 = 0,
—x1+2x9+13 +2x5 = 0.
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Ejercicio 9. (Comparar con los resultados obtenidos en el Ejercicio 4) Sea f : R* — R* la aplicacién lineal dada por

1 2 -3 .
2 —1 4 1
f(z): 3 a 1 T2
b 4 —b T3

Determinar las condiciones a satisfacer por a y b para que el vector v = (—1, 3,2,b — 4) verifique respectivamente:

1. No pertenezca a la imagen de f.
2. Sea la imagen de un tinico vector de R3.

3. Sea la imagen de infinitos vectores de R3.

Ejercicio 10. Encontrar ecuaciones implicitas de los siguientes subespacios de R%:

1. E = Gen{(~1,1,0,1),(2,0,1,-3)}.

2. F = Gen{(-1,1,0,1),(1,1,1,-2),(0,2,1,—1)}.

(— )
(— )
3. E=Gen{(1,1,1,—-1)}.
4. E = Gen{(1,-1,0,0),(7,—7,3,9),(0,0,1,1)}.

Ejercicio 11. Encontrar los vectores de R?* tales que la suma de sus componentes es 2 y, ademds, sus componentes
segunda y cuarta son iguales.

Ejercicio 12. Encontrar la matriz 2 x 2 que representa en R? : (a) la proyeccién ortogonal sobre el eje OX; (b) la
proyeccion ortogonal sobre el eje OY'; (c) la simetria respecto del eje OX; (d) la simetria respecto del eje OY'.

Ejercicio 13. Sea r la recta de ecuacién x + 2y = 0.
(a) Calcular la matriz de la proyeccién ortogonal sobre r.

(b) Calcular la matriz de la simetria respecto de r.
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Tema 5.- Algebra de Matrices.

1. Operaciones con matrices. Propiedades.

2. Matriz inversa de una matriz cuadrada.

3. Matrices elementales. Método de Gauss-Jordan.

4. Factorizacién A = LU o PA = LU de una matriz.

5. Determinantes: Definicién y propiedades. Regla de Cramer.
6. Ejercicios.

En este tema vamos a considerar las operaciones con matrices (reales) y sus propiedades. En los temas anteriores
ya hemos hecho uso de la terminologia y operaciones matriciales, asi como de algunos resultados basicos asociados al
algebra matricial, puesto que ya eran conocidos en los casos de dimensién baja. Aunque en este tema también citemos
propiedades ya conocidas, y utilizadas, incidiremos en los aspectos que sean més relevantes y en la interpretacion de
la reduccién a forma escalonada de una matriz como la multiplicaciéon sucesiva de dicha matriz por cierto tipo de
matrices.

1. Operaciones con matrices. Propiedades.

Definicién.
Suma de matrices: Dadas dos matrices A = [a;;] y B = [b;;] con las mismas dimensiones m X n, la matriz suma

A+ B es la matriz C' = [¢;;] con entradas ¢;; = ai; + bij.

Producto de un nimero por una matriz: Dada una matriz A = [a,;] y un escalar « (nimero), la matriz producto
ad es la matriz oA = [aa,;).

Producto de matrices: Dada una matriz A,m X n y una matriz B,n X p, la matriz producto AB es la matriz
C = [c;j] de dimensiones m x p con entradas ¢;; = 22:1 a;xbr;. En el caso de una matriz A cuadrada, las
potencias A" de exponente natural » = 1,2, ... estdn definidas mediante A2 = AA, A3 = A%A, ...

Matriz Transpuesta: Dada una matriz A de dimensiones m x n, su matriz transpuesta (o traspuesta) es la matriz,
que denotaremos mediante AT, de dimensiones n x m, cuyo elemento (h,j),h = 1,...,n; j = 1,...m es el
elemento a;; de la matriz A.

Se dice que una matriz A es simétrica si coincide con su transpuesta, AT = A (para lo cual A tiene que ser
cuadrada).

No vamos a detallar aqui cada una de las propiedades de las operaciones matriciales, aunque si citamos algunas a
continuacién.

(Algunas) Propiedades.

(1) El producto de matrices no es conmutativo, es decir, dadas dos matrices A y B puede suceder que AB # BA
aunque ambos productos tengan sentido y los resultados sean matrices con las mismas dimensiones (cosa que
sucede si A y B son matrices cuadradas del mismo orden). No obstante:

= Hay matrices cuadradas que conmutan con cualquier otra del mismo orden. Dichas matrices son los multiplos
de la matriz identidad. Siendo I la matriz identidad de orden n, para cualquier matriz A de orden n y para
cualquier escalar « se verifica que

(al) A= A(al) = aA.

= Hay parejas de matrices que conmutan. Ejercicio.- Busca dos matrices A y B, cuadradas del mismo orden
n > 1, tales que AB = BA y de forma que ninguna de ellas sea un multiplo de la identidad.

(2) La transpuesta de un producto es el producto de las transpuestas en orden inverso,
(AB)T = BT AT,

(3) Si dos matrices (cuadradas del mismo orden) conmutan, AB = BA, es vélida la férmula del binomio de Newton,
es decir, paran = 1,2, ... se verifica que

» (A+ B)?=A?+2AB+ B?,
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» (A+ B)> = A% +3A?B + 3AB? + B3,

= para un numero natural genérico n = 1,2, ... se verifica que
(A+B)"= ([A"B°+ ())A™ !B + -+ ())A"*BF + .- + (1) A" "B =

= A"+nA"'B+.. + ()A"F*BF ... 4+ nAB"! + B,

siendo los coeficientes de las potencias A" *B*, k =0,1,...,n, los nlimeros combinatorios
ny n! ~nn—-1)---(n—k+1) o1
k)  kl(n—k)! k! ’ T

En relacién con el producto de matrices, notemos que cada columna de una matriz producto AB es una combinacién
lineal de las columnas de A. Los coeficientes de cada una de dichas combinaciones lineales vienen dados por la
correspondiente columna de B.

Si A es una matriz m x n, B una matriz n X p y denotamos por b1,...,b, a los vectores-columna de B (vectores
pertenecientes a R™), tenemos que

AB=A| by |by|...|by | = | Aby| Aby|...| Ab,

De forma paralela, la matriz producto AB también puede ser descrita por filas: cada fila de AB es una combinacién
lineal de las filas de B, los coeficientes de cada una de dichas combinaciones lineales vienen dados por la correspondiente
fila de A.

2. Matriz inversa de una matriz cuadrada.

Definicién. Matriz inversa. Decimos que una matriz cuadrada A tiene inversa si existe una matriz X (cuadrada del

mismo orden que A) tal que
AX =1 y XA=1I,

en cuyo caso, dicha matriz X, que es tnica, se denomina la inversa de A y se denota por A~

Si una matriz A tiene inversa A~!, entonces A~! tiene inversa que es [A_l} oAl

Las matrices (cuadradas) que no tienen inversa suelen denominarse singulares y las que tienen inversa suelen
denominarse no-singulares o regulares.

Observacion.- Puede suceder que para una cierta matriz A pueda obtenerse otra matriz X de forma que AX o
X A sea “una” matriz identidad y sin embargo la matriz A no tenga inversa. Esto sélo puede suceder para matrices
no-cuadradas.

Si tenemos una matriz (real) A, m X n, tal que cualquier sistema de ecuaciones Ax = b,b € R™, tenga solucién (no
Unica), es decir el nimero de pivotes coincide con el nimero de filas, pero no con el nimero de columnas, cada uno
de los sistemas Ax = b, b € R™ tendra infinitas soluciones. En particular, siendo ey, ..., e, los vectores candénicos de
R™, cada uno de los sistemas

Ar =e1, Ar =e9,...,Ax =¢,,

tendrd infinitas soluciones y podremos obtener una matriz X (de hecho podrén obtenerse muchas) tal que AX sea
igual a la matriz identidad (de orden m). Esto sucede, por ejemplo, para la matriz

La matriz

verifica que AX = I pero sin embargo A no tiene inversa.
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Por otra parte, de algunas igualdades matriciales referidas a una cierta matriz cuadrada A puede deducirse la
existencia de su inversa y su expresién en funcién de A. Por ejemplo, si sabemos que A verifica que un cierto polinomio
en A es igual a la matriz nula, pongamos por caso que

3AT —4A4° + A* — A2 + 5431 =0,
operando sobre esta expresion tenemos que
3AT —4A° 4 A* — A% 1 54 =31 = A(3A® —4A* + A3 — A+51) =3I

y, por tanto, la inversa de A es

Al = _(3A% — 44" + A% — A+ 51).

wl

En lo que se refiere a la aritmética de las matrices no singulares, tenemos las siguientes propiedades.
Propiedades.- Sean A y B matrices cuadradas n X n y sea o un nimero.

(1) La matriz producto AB tiene inversa si, y s6lo si, A y B tienen inversa en cuyo caso la inversa del producto es
igual al producto de las inversas en orden contrario,

(AB) ' =B'4 .
En particular, si una matriz A tiene inversa, cualquier potencia A*, k = 1,2,3,... tiene inversa y
(4h) "= (a™)"
(2) Un multiplo A de A tiene inversa si y sélo si @ # 0 y la matriz A tiene inversa. En dicho caso

o1
(0%

(aA) AL

(3) Aunque A y B tengan inversa, puede suceder que A + B no tenga inversa. Ejercicio.- Busca un ejemplo.
Por otra parte, tenemos el siguiente teorema sobre la relacién entre la resolucién de sistemas de ecuaciones y la
existencia de inversa de la matriz de los coeficientes (en caso de que sea cuadrada).

Teorema.- Consideremos una matriz cuadrada de orden n.

(1) La matriz A tiene inversa si, y s6lo si, existe una matriz cuadrada X tal que AX = I, en cuyo caso dicha matriz
X es la inversa de A. Es decir, dicha matriz X también verifica que XA = I.

(2) La matriz A tiene inversa si, y sélo si, para cada y € R™ el sistema de ecuaciones Az = y es compatible. En dicho
caso el sistema serd compatible determinado y la solucién es © = A~ 1y.

(2’) La matriz A tiene inversa si, y sélo si, Col (4) = R™.
(3) La matriz A tiene inversa si, y sélo si, el sistema homogéneo Az = 0 tiene solucién tnica.
(3’) La matriz A tiene inversa si, y sélo si, Nul (4) = {0}.

(3”) La matriz A tiene inversa si, y sélo si, los n vectores columna de A (vectores de R™) son linealmente indepen-
dientes.

(4) La matriz A tiene inversa si, y s6lo si, al reducir A a forma escalonada se obtienen n pivotes.

(5) La matriz A tiene inversa si, y sélo si, transforma cualquier conjunto de vectores linealmente independientes en
un conjunto de vectores linealmente independientes.
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3. Meétodo de Gauss-Jordan. Matrices elementales.

3.1. Método de Gauss-Jordan.

Una matriz cuadrada A, n x n, tiene inversa X si, y sélo si, la ecuacién matricial AX = I tiene solucién. El método
de Gauss-Jordan consiste en plantear el calculo de la inversa de A como la resolucién simultdnea de los sistemas de
ecuaciones que resultan al considerar cada uno de los vectores columna de X como vector incégnita y el correspondiente
vector columna de I como término independiente. Si llamamos X;,j = 1,...,n, a los vectores columna de la matriz
incégnita X y e;,7 =1,...,n, a los vectores canénicos de R", tenemos

AX =1 AX;=¢;, j=1,...,n <=

0
Al Xi | Xo| ... | Xn | =] e |ea|...]en |, g=1|1 (—34), 4=1....n
0
El método de Gauss-Jordan consiste en calcular la inversa de una matriz cuadrada A resolviendo simulténeamente los
sistemas AX; =e;,j =1,2,...,n, mediante la reduccién, de A, a forma escalonada por filas y, puesto que la matriz

A tiene inversa si y sélo si se obtienen n pivotes, dividiendo cada fila por el pivote correspondiente obtenemos 1 en
la posicion de cada pivote y, pivotando hacia arriba podemos anular todos los elementos que estan en cada columna,
salvo el pivote que ocupa la correspondiente posicién diagonal, con lo cual se obtiene como forma escalonada de A la
matriz identidad y tenemos

posibles intercambios s
0o |*| ... .

A I pivotando ) . * * * . *
hacia : : AP Lo
abajo 0 0o ... % % ... %

tand
cada fila | U I S R ]
- : o L hacia : Do S ’
pOI‘ Su . . . . . . . . 'ba . . . . .
pivote o 0 - * ok eee X arm 0 O .- * ok *

es decir, mediante operaciones-fila obtenemos

A 1 1 B

y, por tanto, la primera columna de la matriz B es la solucién del sistema Ax = e, la segunda columna de la matriz
B es la solucion del sistema Ax = es, ..., es decir, cuando a la izquierda del esquema es posible obtener la matriz
identidad, la matriz A tiene inversa y la matriz B que se obtiene a la derecha es la inversa de A.

Ejemplo.- Aplicando el método de Gauss-Jordan, calculemos, si existe, la inversa de la matriz

0 1 2
A=| -1 2 =3
2 1 4

Haciendo operaciones fila en la matriz [A]I] tenemos que obtener la matriz identidad en la posicién que ocupa A.

01 2|1 00 [-1] 2 —3]0 1 0 1] 2 -3|0 1 0
-1 2 -3|0 10| F PR 0 1 21 0 0| F+2R 0 2 (100
2 1 4]0 0 1 2 1 4(0 0 1 0 5 -2|0 2 1
2 3]0 10 la matriz ap -2 3]0 -1 0

Fy — 5F, 0 2 |1 0 0 ||= A tiene s 0 211 0 0
0 0 [12]]-5 2 1 inversa —nfs 0 0 52 1

-12]] - T T 1

F, — 3F. -2 0 7% 71+% 1_32 0 0 7%+% 7%+% %Jr%
17953 10 4 2 2 4 2
m_on | O 0 1—5E s s Fi+2F | 0 0 & E i
0 0 12 = 1 0 0 12 = 1
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Por tanto la inversa de A es A~1 = % 2 4 2
5 -2 -1

El esquema de resolucién de la ecuacion matricial AX = I dado por el método de Gauss-Jordan puede aplicarse a la
resolucion de una ecuacién matricial del tipo AX = B. Si la matriz A tiene inversa, mediante operaciones elementales
(por filas) podremos pasar de la matriz [ A | B ] a una matriz del tipo [ 1 | M } con lo cual la matriz M que
obtenemos en la derecha es la solucién de AX = B, es decir la matriz X = M = A~'B. Si la matriz A no tiene inversa
puede suceder que la ecuacién matricial AX = B no tenga solucién o que tenga infinitas soluciones que se podrian
obtener a partir de la forma escalonada que obtuviéramos.

3.2. Matrices elementales.

La reduccion de una matriz, o de un sistema de ecuaciones, a forma escalonada mediante operaciones fila puede
obtenerse mediante la multiplicacién de la matriz considerada, o de los dos miembros de la igualdad en el caso de un
sistema, por una cierta matriz que tiene inversa. Por ejemplo, si en una matriz A, o en un sistema Ax = b, hacemos
una operacion fila, la matriz resultante A’, o el sistema resultante A’z = ¥’, son

A'=FA,  (EA)z = Eb,

donde E es una matriz (cuadrada) que tiene inversa (con lo cual de la matriz FA o sistema EAx = Eb podriamos
obtener la matriz o sistema original) y que estd asociada a la operacién fila que hayamos hecho, no a la matriz sobre
la que hacemos la operacion fila.

Ejemplo.- Si en la matriz A siguiente hacemos la operacién fila Fy — 2F5 obtenemos

-1 2 7 0 3 -1 2 7 0 3
2 4 2 -1 02 2 4 2 12
A=1'5 9 21 1 4 A=15 9 1 1 4
-5 3 2 0 1 -9 -5 -2 2 -3

La matriz A’ obtenida coincide con la matriz FA siendo E la matriz

1 0 00
0 1 00

E=Eu(=2)=|4 o 1 o
0 -2 0 1

que es la matriz que se obtiene si a la matriz identidad (de orden 4) le hacemos la operacién fila considerada.

Cada uno de los tres tipos de operaciones elementales que hemos considerado tiene asociada una cierta matriz.
Se llaman matrices elementales a las matrices, cuadradas, que se obtienen al hacer una operacién elemental fi-
la/columna sobre la matriz identidad. Las operaciones elementales que se consideran son:

(a) A una fila/columna se le suma un multiplo de otra (distinta).
(b) Se intercambian dos filas/columnas.

(c) Se multiplica una fila/columna por un nimero distinto de cero.
Se obtienen las matrices:

(a) A una fila/columna se le suma un multiplo de otra (distinta).

1
Lo -0 F! = F; + aF, o .
01 -~ 0 —j
I= Lo Ci=Cj+ac; Dul@)=
00 - 1 (i >j)
- 1_
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(b) Matrices de permutacién

1
10 0 F, & F ,
0 1 0 ! 0 1 —J
I = E;; =
— 3
00 1 Ci < C; 1 0
. 1 -
c¢) Se multiplica una fila/columna por un nimero distinto de cero.
(c) P P
o -
1 0 0 F! = cF,
0 1 0 1
I= Ei(c) = c — 1
0 0 1 Ci =cC; !
. 1 -

Propiedades.-
(a) La matrices elementales tienen inversa y sus respectivas inversas vienen dadas mediante
—1 -1 -1 1
[Eij(o)] " = Eij(—a), [Eij] = Eij, [Ei(c)] = E; <E>
(b) Sea E una matriz elemental n x n. Al multiplicar a la izquierda o la derecha por E

(b.1) Dada una matriz A,n x m, la matriz F A es la matriz que se obtiene de A al hacer sobre ella la operacién
elemental-fila asociada a la matriz F.

(b.2) Dada una matriz B, m X n, la matriz B E es la matriz que se obtiene de B al hacer sobre ella la operacién
elemental-columna asociada a la matriz E.

Es decir, si multiplicamos una matriz por una matriz de permutacién, por ejemplo F1s, la matriz producto E12A
es la matriz que se obtiene de A al intercambiar las filas 1 y 2. Por otra parte, una matriz producto BFE15 es la matriz
que se obtiene de B al intercambiar las columnas 1 y 2.

Ejemplo.- Si tenemos una matriz A,n x n, al multiplicar dicha matriz por la matriz

n

tenemos que la matriz producto BA es la matriz que se obtiene de A al multiplicar: la primera fila por 1, la segunda
fila por 2, ..., la n—ésima fila por n. Por otra parte, la matriz producto AB es la matriz que se obtiene de A al
multiplicar: la primera columna por 1, la segunda columna por 2, ..., la n—ésima columna por n.

Ejemplo.- Sea F la matriz

SO o=
o O = O
O = Wwo
— o o o

= La matriz producto EA (siendo A una matriz 4 X n) es la matriz que se obtendria de A al hacer la operacién
fila F} = F5 + 3F3.

= La matriz producto BE (siendo B una matriz m x 4) es la matriz que se obtendria de B al hacer la operacién
fila C% = C5 + 3C5.
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Desde un punto de vista matricial, cuando por ejemplo aplicamos el método de Gauss-Jordan para obtener la
inversa de una matriz A, lo que estamos haciendo es ir multiplicando a la izquierda en los dos miembros de la ecuacién

AX =1
por las matrices elementales asociadas a las operaciones elementales fila que hacemos
AX =1 & EBAX =Fkl& EBRAX =K <&
< (Ep---E1)AX=E,--E1=IX=E, --F

con lo cual la inversa de A es
A =E, - E

que viene expresada como producto de matrices elementales. Ademas, la expresion anterior también da una factoriza-
cién de A como producto de matrices elementales

A=A S (B = B

4. Factorizacién A = LU o PA = LU de una matriz.

En términos generales, una factorizacién de un cierto tipo de una matriz A consiste en la expresion de dicha matriz
A como producto de matrices, de un cierto tipo prefijado, que permite simplificar/reducir determinados problemas
planteados sobre la matriz A. En concreto se conoce como factorizacién LU de una matriz A, m X n, a la expresion de
dicha matriz A como producto de dos matrices L y U siendo

= [ una matriz cuadrada m x m, triangular inferior, con elementos diagonales iguales a 1,
= U una matriz “triangular” superior de las mismas dimensiones que A.

Dicha factorizacién, cuando es posible, permite reducir el problema de la resolucién de un sistema de ecuaciones
Ax =b = LUz = b a la resolucién consecutiva

= del sistema

1 0 0 0 b
« 10 0 1 .
Lz=b = * ok 1 0 N = ’
e | Zm bm

que es un sistema cuadrado, triangular inferior, y con solucién unica. La solucién se puede obtener directamente
mediante sustitucién progresiva: despejando z; de la primera ecuacion, z; = by, sustituyendo se puede despejar
zo de la segunda ecuacion,...

= y a continuacién del sistema Uz = z, con la solucién z obtenida de Lz = b,

* *

*
*
*

(@n)
Sl
*
8
s
I\
:

0 * i) z9
0 o o0 --- 0

La solucién, o soluciones, de este ultimo sistema Uz = z, rectangular en general, cuando existen, se pueden
obtener mediante sustitucion regresiva.

La determinacién de la factorizaciéon LU de una matriz A es ttil cuando, por ejemplo, es necesario resolver una
gran cantidad de sistemas de ecuaciones Ax = b para distintos términos independientes b, que se van obteniendo
de manera sucesiva por algin proceso que puede necesitar de la solucién de los sistemas que se van resolviendo. Es
decir, se trata de no repetir el trabajo que se ha hecho para resolver un sistema Ax = b cuando se cambia de término
independiente.
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No siempre es posible obtener la factorizacién LU de una matriz A. A continuacién veremos que si podemos reducir
la matriz A a forma escalonada utilizando exclusivamente operaciones fila del tipo

F; + (multiplo) F, i> 7,

entonces la matriz A tiene factorizacién LU donde la matriz U es la forma escalonada (por filas) resultante y la
matriz L tiene debajo de la diagonal los coeficientes utilizados para anular los elementos que aparecen por debajo de
la posicién-pivote (en cada columna). Si se llega a una situacién en la que tenemos un cero, en la que tiene que ser la
posicién-pivote, y debajo hay algin elemento no-nulo (en la columna correspondiente), entonces para obtener la forma
escalonada es necesario hacer un intercambio de filas y la matriz A no tiene factorizacién LU.

No obstante, aunque una matriz A no tenga factorizacién LU, siempre puede obtenerse la llamada factorizacion
PA = LU, siendo la matriz P una cierta matriz de permutacién. Es decir, si sobre la matriz A hacemos ciertos
intercambios de filas, obtenemos una matriz PA para la que es posible obtener la factorizacién LU.

Veamos en qué condiciones, y cémo, podemos obtener una factorizacién LU de una matriz A,

ail a2 - Q1n

a1 az - A2n
A=

Am1 Am?2 tee Amn

= Siap; =0y algtin elemento a;; # 0, la matriz A no tiene factorizacién y para obtener una factorizacién LU hay
que recurrir a un intercambio de filas con lo cual obtendriamos la factorizacién LU de una matriz PA obtenida
de A mediante intercambio de filas.

= 5iay; = 0y todos los elementos de la primera columna son nulos, a;; = 0,j = 2,...,m, pasamos a trabajar con
la siguiente columna.

= Si ay; # 0, podemos pivotar sobre este elemento para anular todos los elementos que estdn debajo (j,1), con
7 = 2,...,m mediante las operaciones

FQ—%Fb“',Fm— dml g
ail ail
y obtenemos
1 o - 0 a1 a2 - Gln
_an 0 0 day - db
A A=EA=| ™ A= ) "
: 0 : :
- ’fl’fll 0 1 0 a,, - a,,
donde la matriz
1 0 0
—421 ] 0
El — ail
—ami (g ... 1

ail

recoge todas las operaciones elementales que hemos hecho pivotando sobre el elemento (1,1). La matriz inversa
de esta matriz es

1 0 0
El_l: Z—’ﬁ 1 0 ,
ami () ... 1

es decir, es la matriz que se obtiene al cambiar el signo de los coeficientes utilizados al pivotar.
= Ahora pasamos a trabajar sobre la submatriz que se obtiene al suprimir la primera fila y la primera columna de
A’ (la fila y columna del elemento pivote).
e Si aby, = 0, tenemos que comprobar si algin elemento ag-z, 7 > 2 es no nulo y procederiamos como hemos
descrito antes.
e Si aby # 0 podemos anular los elementos que estdn en las posiciones (j,2),7 = 3,...,m,

o ctc.
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y asi sucesivamente hasta agotar las filas o las columnas.

En resumen, si no necesitamos hacer intercambios de filas para pivotar hacia abajo llegaremos a una forma escalo-
nada de A del tipo

donde cada matriz Ej es una matriz triangular inferior del tipo

M1 1
1
Ey = =
k 1 —apy1r 1
L * 1 i L 704m,k 1 ]
y su inversa es
-1 -
1
E' =
k apy1r 1
L Qmk L]

De esta forma tenemos
(Bpe1 - BoE)A=U = A= (Bpp1 - E2E1) U = (E['Ey - EL U

siendo la matriz L = E'l_lEQ_1 X E’n_qbl_1 una matriz triangular inferior con unos en la diagonal, de hecho la matriz L
se obtiene sin mds que situar los multiplicadores «; x, k > %, en la correspondiente posicién

ro1 0 e e 0
as; 10 e o 0
L= 1
agy1r 1
—am11 ... ... Oém,k: “ . “ . 1_

Observaciones.

= Si en una cierta columna no hay que hacer ninguna operacién porque los elementos por debajo del pivote sean
nulos, los correpondientes multiplicadores «;, son nulos y la correspondiente Ej, es la matriz identidad.

= El producto de las matrices F; 1E; 1. -E;ffl se obtiene, como consecuencia del orden en el que se hace el
producto de matrices, conservando los unos de la diagonal y afiadiendo todos los elementos (de las matrices
Ek_l) por debajo de la diagonal.

= Alir obteniendo la forma escalonada U podemos ir almacenando los multiplicadores a3 por debajo de los pivotes
(en la posicién de los elementos nulos que vamos obteniendo).

Ejemplo. Comprobemos que la siguiente matriz A tiene factorizacién LU y obtengamos dicha factorizacion

-1 2 3 0
A= 3 1 -1 5
0o -3 2 3



Reducimos A a forma escalonada mediante operaciones fila

2 3 0] R+3R 2 3 0] B-3R 2 3 0
3 1 —-15 0 8 5 U=1] 0 8 5
0 -3 2 3 0 -3 2 3 0o o 3B X

El tnico tipo de operacién fila que hemos utilizado para obtener la forma escalonada U es la de pivotar hacia abajo
(puesto que por tener elementos no-nulos en las posiciones pivote no ha sido necesario hacer intercambio de filas), es
decir sélo hemos hecho operaciones fila del tipo (fila) + (multiplo de alguna fila anterior). Por tanto, la matriz A tiene
factorizacién LU y, teniendo en cuenta las operaciones filas que hemos hecho sobre A para obtener U, tenemos que
U = E>sE1 A, siendo

100 1 00
Ei=|3 10|, E2=[0 10
00 1 021
Por tanto A = (E2E1)”'U = (E; ' By ')U siendo
1 00 1 0 0 1 0 0
L=E'E;'=| -3 1 0 0 1 0|=|-3 1 0
0 01 0 -2 1 0 -2 1

Desde un punto de vista operativo, los elementos de la matriz L que estan debajo de la diagonal pueden irse almacenado
simultaneamente con la matriz U de forma que no sea preciso llegar al final del proceso para tener la matriz L.
Almacenado en las posiciones que vamos anulando de la forma escalonada los (opuestos de los) coeficientes de las
operaciones fila, que son los coeficientes que apareceran en la matriz L, tenemos

2 3 0] B+3R 2 3 0| B-2R 23
3 1 -1 5 Y 8 5 -3 8 5
- 38 36
0o -3 2 3 0 -3 2 3 0 73 = =
que se corresponde con las matrices L y U siguientes,
2 3 0 1 0 o ]
U=1| 0 s 5 |, L= -3 1 0
38 36 -3
0 0 = = 0 — 1 ]

Si cuando en la posicién (2,2) hemos obtenido 7 (y hemos seguido pivotando hacia abajo) hubiéramos obtenido cero
(y todo lo demés igual), para seguir calculando la forma escalonada habriamos necesitado intercambiar las filas 2 y 3
(puesto que debajo del cero citado tendriamos un elemento no-nulo) y la matriz A considerada no tendria factorizacion
LU en el sentido citado. No obstante, haciendo un intercambio de filas tendriamos una matriz PA para la cual podria
obtenerse la factorizacion LU en el sentido considerado.

Ejercicio resuelto
Consideremos la matriz
1 2
A= 2 a

1
1|, a€eR
-1 -1 2

a) Encontrar, cuando exista, la factorizacién LU de la matriz A segun los valores de a.

b) Para a = 5, usar dicha factorizacién para resolver el sistema Az = b, siendo b = (3,4,3)7.

(a) Para encontrar la factorizaciéon LU de una matriz aplicamos la eliminacién de Gauss pero solamente sumando a
una fila un multiplo de otra (no se puede ni intercambiar filas ni multiplicar una fila por un niimero distinto de cero):

12 1] g 12 1] p_ip 12 1
A=] 2 o 1|2Z20 10 g4 -1 | 2212 g0 a—4 -1
1 -1 2 | BTR o 1 3 (a7 4) 0 0o 3e=u

Hemos llegado a una matriz escalonada superior U siempre que a # 4, porque, si a = 4, en la posicién pivote aparece
un cero y, por debajo de ella, hay elementos no nulos, con lo que para anularlos necesitariamos intercambiar filas,
operacién no permitida en nuestro calculo de la LU.
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De esta forma, concluimos que cuando a = 4 no existe factorizacién LU. En los demads casos, la matriz triangular
inferior L (con unos en la diagonal) y la matriz escalonada superior U pedidas son

1 0 0 12 1
L=|2 1 0|, U=|0a-4 -1 |, a#4
1 3a—11
-1 g3 1 0 0 =

Recordemos que los elementos I;; de L que aparecen por debajo de la diagonal principal corresponden, con el signo
opuesto, al nimero de veces que a la fila i le hemos sumado la j. Asi, lo1 = 2 porque hicimos F5 — 2 - F}, mientras que

l3s1 = —1 porque hicimos F3 + 1 Fy y l32 = ﬁ puesto que hicimos F3 — ﬁ - By,
No olvidemos comprobar con las matrices L y U halladas, para detectar algin posible error, que LU = A.
1 2 1 1 00 1 2 1
(b) Paraa =5 tenemos A=| 2 5 1|, L=| 2 1 0|, U=|0 1 —1 |.Ademds nos dan el
-1 -1 2 -1 1 1 0 0 4

vector b = (3,4, 3)7.

Para resolver, mediante la factorizaciéon A = LU, el sistema Ax = b, resolvemos dos sistemas triangulares: primero
Ly = by a continuaciéon Uz = y.

El primero de ellos, se resuelve mediante sustitucién progresiva (es decir, primero calculamos con la primera
ecuacién y1, después introducimos este valor en la segunda y calculamos ys, ...):

1 00 Y1 3 Y1 = 3 3
Ly=5b < 2 10 Y2 4 <= 2y1 + Y2 = 4 = y=| —2
-1 11 R} 3 —y1+y2+ys = 3 8

El segundo sistema, Uz = y, se resuelve mediante sustitucién regresiva (de la tercera ecuacién encontramos xs,
introducimos este valor en la segunda y calculamos za, ...):

1 2 1 T 3 T +2$2+1‘3 3 1
Ur=y <— 0 1 -1 To | = | —2 <— To — I3 -2 <— =10
0 0 4 T3 8 4xs 8 2

No olvidemos comprobar que la solucién hallada es la correcta, es decir, que verifica el sistema original Ax = b.

Ejercicio resuelto
Consideremos los vectores

1 1 1 0 3
v = 2 5 Vo = 1 , Vs = 4 N Vg4 = 1 s Vs = 3
1 2 -1 a 4

Encontrar la factorizacién LU de A = [v1|va|vs|vsa|vs], segin los valores de a € R.

Para encontrar la factorizacién LU de una matriz aplicamos la eliminacién de Gauss pero solamente sumando a una
fila un multiplo de otra (no se puede ni intercambiar filas ni multiplicar una fila por un niimero distinto de cero):

11 1 0 3 o op 1 1 1 0 3 1 1 1 0 3
A=12 1 4 1 3 ;iFl 0 -1 2 1 -3 Fs + F, 0o -1 2 1 -3
1 2 -1 a 4 3 0 1 -2 a 1 0 0 0 a+1 -2

Por tanto, la factorizacién LU de A existe para cualquier valor del parametro a puesto que tras los dos primeros
pasos del proceso de eliminacién llegamos (sin necesidad de intercambiar filas o multiplicar una fila por una constante
no nula) a la matriz escalonada superior, a la que llamaremos U,

1 1 1 0 3
U=]0 -1 2 1 -3
0 0 0 a+1 =2

(observemos que sigue siendo escalonada cuando a + 1 = 0, pues aunque el pivote se anule y la cuarta columna deje
de ser pivote, no hay ningtn elemento no nulo debajo de él). Por tanto, no es necesario separar los casos a+1 =0y
a+1#0.

Para determinar la matriz cuadrada L = [l;;] (triangular inferior con unos en la diagonal) basta con fijarse en los
coeficientes de las combinaciones lineales que hemos llevado a cabo. Asi, puesto que hemos hecho F» — 2F; (entonces
loy = +42), F3 — Fy (entonces I3 = +1) y F5 + F» (entonces lso = —1) la matriz L serd

1 0 O
L=|2 1 O
1 -1 1



con lo que la factorizacién pedida, valida para a € R, es

1 0 O 1 1 1 0 3
A=LU=|2 1 0 0 -1 2 1 -3
1 -1 1 0 0 0 a+1 =2

Conviene comprobar que el producto de las matrices L y U da A, para tener garantia de que no nos hemos equivocado.

5. Determinantes: Definiciéon y propiedades. Regla de Cramer.

El determinante de una matriz cuadrada es un numero que depende de las entradas de la matriz. A pesar de
lo complicada que pueda ser la definicién, tiene varias propiedades importantes en relacién con: operaciones fila y
operaciones columna sobre la matriz, dependencia e independencia lineal (de las filas y de las columnas), producto de
matrices, etc. Vamos a describir los determinantes por sus propiedades. Para ello definimos el determinante de una
matriz de forma recursiva: el determinante de una matriz 1 x 1 es la entrada de la matriz det(a) = a, el determinante
de una matriz 2 x 2 y de una matriz 3 x 3 también son conocidos por el alumno, asi como sus propiedades. Para dichos
determinantes y para determinantes de orden superior utilizamos como definicién el desarrollo por los elementos de
una fila, que reduce un determinante de orden n al calculo de n determinantes de orden n — 1.

5.1. Definiciéon y propiedades.

Si en la matriz A, de orden n, suprimimos la fila r y la columna s, se obtiene una matriz de orden n — 1 que
denotamos por A,.

Definicién. (recursiva)

a1 ai2

e Determinante de orden 2: det(A) = det {
a1 @22

} = 11022 — 4120G21-

e Determinante de orden n = 3,4, ... (Desarrollo por los elementos de la primera fila)

det(A) = ail det(All) — a2 det(Alg) + 4 (71)1+j0,1j det(Alj) —+ 4 (71)1+n det(Aln)

Ejemplo. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos diagonales,

ail 0 0
air 0---0 az1 @22 0
det : = a1 det(B), det . . . . = Q11022 - Anp.-
apl1 Qp2 - Qpn

Teorema. (Desarrollo por los elementos de una fila o columna)

e Desarrollo por los elementos de una fila. Para cada i =1,2,...,n se verifica

n

det(A) = Z(—l)iJrjaij det(Aij).

Jj=1

e Desarrollo por los elementos de una columna. Para cada j = 1,2,...,n se verifica

n

det(A) = Z(—l)”jaij det(Aij).
i=1
Propiedades. Determinantes y operaciones-fila.
(1) Sien una matriz se intercambian dos filas (distintas) el determinante cambia de signo.
(2) Si en una matriz una fila se multiplica por un nimero, el determinante queda multiplicado por dicho ntmero.

(3) Si en una matriz a una fila se le suma un miltiplo de otra fila (distinta), el determinante no cambia.
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(4) Sireducimos a forma escalonada U una matriz cuadrada A mediante operaciones-fila que sean o bien intercambio
de filas o suma a una fila de un miltiplo de otra, entonces

det(A) = £ det(U) = £producto de los elementos diagonales de U

donde el signo + = (—1)" depende de que el ntimero r de intercambios de fila que se hagan sea par o impar.

(5) det(A) = 0 <= rango(A) = dim [Col (A)] < n <= los vectores columna de A son linealmente dependientes <=
los vectores fila de A son linealmente dependientes.

Los determinantes tienen dos propiedades basicas: una de ellas es la linealidad en cada fila y en cada columna
(propiedad (8) que se cita a continuacién) y la otra es la antisimetria (propiedad (1) citada anteriormente) tanto
respecto a filas como a columnas.

Propiedades (continuacién).

(6) det(AT) = det(A4). Como consecuencia, en cada una de las propiedades anteriores podemos sustituir filas por
columnas.

1
7 C o -1y _ -
(7) det(AB) = det(A)det(B). Si A tiene inversa, det(A™') = det(4)"

(8) La funcién determinante es lineal en cada columna (y en cada fila). Es decir, si tenemos por ejemplo una columna
v; expresada como combinacién lineal de dos vectores v; = av’; + Bv]/, se verifica

det 1 R s | vp = adet U1 N 'U;— s | vy + ﬂdet U1 N ’U/-/ SR 7

5.2. Regla de Cramer. Formula de la inversa.

La regla de Cramer y la formula companera de la matriz inversa de una matriz dada son dos resultados que tienen
cierto interés desde el punto de vista tedrico o cuando se trabaja en dimensién pequenia (dos o tres). Desde el punto
de vista numérico en dimensién grande son completamente ineficientes.

Para establecer la relacion entre las dos férmulas, notemos que si tenemos una matriz cuadrada A de orden n,
entonces son equivalentes:

= Az = b es un sistema compatible (determinado) para cualquier b € R™.

Siendo ey, -, e, los vectores canénicos de R™, cada uno de los sistemas de ecuaciones

Ax =e1, -, Az =e,
es un sistema compatible (determinado).

Al reducir A a forma escalonada se obtienen n pivotes.

det(A) # 0.

» La matriz A tiene inversa.

Ademas, siendo det(A) # 0, la solucién de cada uno de los sistemas
Ar =e1, -, Az = e,

es la correspondiente columna de la matriz inversa de A. Una (la) matriz cuadrada X de orden n es la inversa de A
si verifica AX = I. Interpretando esta igualdad matricial columna por columna, tenemos

A X1 | Xo| | Xn | =|e1le| ey | &=AXp=¢r, k=1,2,...,n.
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Por otra parte, dado un término independiente arbitrario b € R", puesto que
b=bie; 4+ -+ bpeyn

la solucién del sistema de ecuaciones Ax = b es la correspondiente combinacién lineal de las soluciones de los sistemas
Ax =eq,...,Ax = e,,
xr = lel —+ ... +ann = Ailb.

Dada una matriz cuadrada A de orden n, un vector columna b € R™ y un indice ¢ = 1,2,...,n, denotamos por
A;(b) a la matriz que se obtiene al sustituir en A la columna i—ésima por el vector b. Es decir, siendo aq, -+, a, los
vectores columna de A,

Az(b): aq b Qn

columna %

La matriz cuyas entradas son

desarrollando por
det [A,(es)] = los elementos = (—1)"**det [A,]
de la columna r

se suele denominar matriz adjunta de A (cuidado: no en todos los textos significa lo mismo este nombre),

det [All] —det [A12] ---  £det [Aln]
adJ (A) — —det [Agl] det [AQQ] e F det [Agn]
tdet[An1] Fdet[Ana] -+ det[Ann)

Teorema. Sea A una matriz cuadrada de orden n con det(A) # 0. Se verifica:

(1) (Regla de Cramer) Para cada b € R" el sistema de ecuaciones Az = b tiene solucién unica z dada por

det [A;1(b)]
det [A; (b)] :
YT T et(4) 0 T der(ay | ¢ [. (®)
det [A,, ()]
(2) (Férmula de la inversa) A tiene inversa y su inversa es
AT [adj(A)]",

~ det(A)

es decir, el elemento (i, 7) de la matriz inversa de A es

1 S
—1)"" det(A).
det(A)( ) € ( J )
Ejercicio resuelto
Consideremos la matriz
1 2 1 3
3 7 5 10
A= 2 5 3 9
2 4 3 6
Calcular, razonadamente, el determinante de las matrices B = —AT y C =34~ L.
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Calculemos en primer lugar el determinante de |A|:

1 21 3 1 21 3 12 1 3
F, — 3F,
3.7 5 10 01 2 1 01 2 1
|A|_2539‘?3:3?_0113_(F3*F2)_00712
2 4 3 6 4 ! 0010 00 1 0
12 1 3
01 2 1
= (B+B)=ly o 5 5|="2
00 0 2
Usando que |[A7| = |A|” y que, para una matriz n x n, | — D| = (—~1)"|D| obtenemos
Bl=|- A" = (-D)YAT = DYA[ = A" = (=2)" = (-1-2)" = (-1)72" = 27 = —128.

Teniendo en cuenta que si A es no singular entonces |[A~1| = 1/|A], y que |3D| = 3"|D| obtenemos

31 31 81

_ —1| _qdjgq-1_ 2 _ 2 _ _°%
Ol =A™ =847 = = Z5 =

Ejercicio resuelto

1 2 1 3

. . 3 7 5 10
Consideremos la matriz A = 9 5 3 9
2 4 3 6

a) Encontrar su factorizacién LU. Usando dicha factorizacién, resolver el sistema Az = b, con b = (3,9,9,5)7.

b) Calcular, razonadamente, el determinante de las matrices B = —A%(24)T y C = 3(54)~ 1.

(a) Para encontrar la factorizaciéon LU de una matriz aplicamos la eliminacién de Gauss pero solamente sumando a
una fila un miltiplo de otra (no se puede ni intercambiar filas ni multiplicar una fila por un nimero distinto de cero):

1 21 3 1 2 1 3 1 2 1 3
Fy — 31,
3 7 5 10 01 2 1 01 2 1
A= 1253 9|~ ?3:3? Moo 1 s [ UESR)~ g T
2 4 3 6 4 ! 0010 00 1 0
1 2 1 3
01 2 1
M (BB )~ g Do | 7Y
00 0 2

Es decir, la matriz triangular inferior L (con unos en la diagonal) y la matriz escalonada superior U pedidas son

1

_ o O

-1
0

NN W
O = = O
_ o O O
o O O
SO =N
N DN =W

-1

Recordemos que los elementos I;; de L que aparecen por debajo de la diagonal principal corresponden, con el signo
opuesto, al nimero de veces que a la fila i le hemos sumado la j. Asi, lo1 = 3 porque hicimos F5 — 3 - F}, mientras que
l31 = 2 porque hicimos F3 — 2 - I}, 41 = 2 porque hicimos Fy — 2 - Fy, l3o = 1 puesto que hicimos F5 — 1 F5, l4o =0
ya que hicimos Fy — 0 - F5 y l43 = —1 ya que hicimos Fy + 1 - F3

No olvidemos comprobar con las matrices L y U halladas, para detectar algin posible error, que LU = A.

Para resolver, mediante la factorizacién A = LU, el sistema Ax = b, con b = (3,9,9,5)”, resolvemos dos sistemas
triangulares: primero Ly = b y a continuacién Uz = y.

El primero de ellos, se resuelve mediante sustitucién progresiva (es decir, primero calculamos con la primera
ecuacion y1, después introducimos este valor en la segunda y calculamos ys, ...):

10 0 0 U1 3 U1 = 3 3
1 0 0 Yo 9 3y1 + o =9 0

Ly = - _
y=b= 1491 1 o U3 9| <7 oty tys = 9 (Y 3
2 0 -1 1 m 5 201 —ys+ys = 5 2
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El segundo sistema, Uz = y, se resuelve mediante sustitucién regresiva (de la cuarta ecuacién encontramos x4,
introducimos este valor en la tercera y calculamos z3, ...):

1 2 1 3| x1 3 1 +2x94+2x3+3x4 = 3 -1
. 1 2 1] x2 . 0 To+2x3+x4 = 0 . 1
Ur=y<= |, o 1 o ol =3 | = —as42r, = 3 ( FT | 41

No olvidemos comprobar que la solucién hallada es la correcta, es decir, que verifica el sistema original Ax = b.
(b) Calculemos en primer lugar el determinante de |A|:

1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3
B —-3F
3 7 5 10 01 2 1 o1 2 1
|A|*2539*?’:;?*0113*(F3_F2)*00—12
2 43 6 e 0010 00 1 0
1 2 1 3
01 2 1
= (B+FB)=|, , ] o|=11(D2=-2
00 0 2
Calculamos los determinantes que nos piden
Bl = [-A°QA4)T =] - 424)"] = (-1)*A%||124] = (-1)*|A]°2%|A] = 2*|A["°
— 24(_2)10 — 214
1 1 1 1/3\*
Cl = [3A)=3Y(6A)7 =3 —=3" =3! =——(=
IC| 13(54)" 1(54)7"| 5A] 54| Al 54(—2) 2\5)/) "7
donde las propiedades del determinante de una matriz A de dimensién n que hemos usado son
n n n n - 1
| —Al=(-1)"A],  |ad|=a"l4], [AT[=]A], (A" =]4]", |4 1|:W’
y que el determinante del producto de dos matrices es el producto de los determinantes, es decir, |AB| = |A||B].

Ejercicio resuelto
Dada la matriz

1 -1 2 1
2 =3 4 0
A= 1 9 9 a , a€R

0 1 a—1 a+1
a) Determinar los valores de a € R para los que A admite factorizacién LU, especificando las matrices Ly U.

b) Determinar los valores de a € R para los que la matriz A es invertible. Calcular, para dichos valores, el
determinante de la matriz B = [(—243%)71(AT)?]~1.

¢) Para a = 1, encontrar unas ecuaciones implicitas del espacio columna de A, Col(A), y un conjunto generador
linealmente independiente del espacio nulo de A, Nul(A).

SOLUCION:

(a) Para encontrar la factorizacién LU de la matriz A = [v1|vz|vs|vs] aplicamos la eliminacién de Gauss pero solamente
sumando a una fila un multiplo de otra (no se puede ni intercambiar filas ni multiplicar una fila por un nimero distinto
de cero).

1 -1 2 1 1 -1 2 1
A 2 =3 4 0 Fy —2F; 0 -1 0 —2 F3 + Fy
- -1 2 2 a Fs + F 0 1 4 a+1 Fy,+ F
0 1 a—1 a+1 0O 1 a—1 a+1
1 -1 2 1 1 -1 2 1
0 -1 0 -2 0 -1 0 —2
0 0 4 a-1 | Falle=DAE gy a—1 =U
0 0 a—1 a—1 0 0 0 (¢a—1)b—a)/4

La factorizacién LU de A existe para todos los valores de a € R (existe también cuando a = 1 o cuando a = 5, pues
aunque se anule el elemento Uy, la matriz sigue siendo escalonada superior: no hay ningin elemento nulo, debajo de
una posicién pivote que tenga un cero, que obligaria a intercambiar filas para poder llegar a una matriz escalonada).
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Deducimos que la matriz triangular inferior L (con unos en la diagonal) y la matriz escalonada superior U pedidas
son

1 0 0 0 1 -1 2 1
2 1 0 0 0 -1 0 —2

=1 4 1 ol UY=|o o 4 a—1
0 -1 (a—1)/4 1 0 0 0 (a—1)(5—a)/4

Recordemos que los elementos I;; de L que aparecen por debajo de la diagonal principal corresponden, con el signo
opuesto, al nimero de veces que a la fila ¢ le hemos sumado la j. Asi, ls1 = 2 porque hicimos Fy — 2 - F}, mientras
que l3; = —1 porque hicimos F3 + 1 - F}, l43 = 0 porque hicimos Fy + 0 - Fy, l32 = —1 puesto que hicimos F3 + 1 - Fy,
lyo = —1 ya que hicimos Fy + 1 Fy y ly3 = %1 va que hicimos Fy — %1 -Fs .

No olvidemos comprobar con las matrices L y U halladas, para detectar algin posible error, que LU = A.

(b) Del proceso de eliminacién llevado a cabo en el apartado anterior deducimos que

1 -1 2 1 1 -1 2 1
14 = 2 -3 4 0 _( FR=2Fy\ |0 -1 0 -2 B+
o -1 2 2 a o F3—|—F1 o 0 1 4 a—l—l o F4+F2
0 1 a—1 a+1 0O 1 a—1 a+1
1 -1 2 1 1 -1 2 1
_ 0 -1 0 -2 _ a—1 {0 =1 0 -2
— o 0 4 a-1 =( R h )= 0 0 4 a—1
0 0 a—-1 a-—1 0 0 0 (a—1)(5b—a)/4

—1)(5 —
— 1.(4).4.%‘5‘0 = (a—1)(a—5).
Por tanto, A es invertible cuando a # 1,5 puesto que para dichos valores |A| # 0 y, por tanto, no tiene inversa si

a =10 a =25, pues se anula su determinante.
Calculemos el determinante de la matriz B = [(—243%)71(AT)?]~1:

_ —1( ATY\21-1| _ 1 _ 1 B 1 | —2A43
Bl = AT = gy ary] ~ aa) TP~ e A AP

(=2)14% _ 24P
AP AP

= 16|A| = 16(a — 1)(a — 5),

donde las propiedades del determinante de una matriz A de dimensién n que hemos usado son

1
ad|=a"Al, AT = A, 1A4¥ = AR, AT =
y que el determinante del producto de dos matrices es el producto de los determinantes, es decir, |AB| = |A||B].

(c) Si llamamos v; a las columnas de A, A = [v1|v2|vs|vy], entonces su espacio columna, Col(A) = Gen {v1, v2,v3,v4},
que esté contenido en R*.

Dado un conjunto generador {vy, v2,v3,v4} de un subespacio E C R*, encontrar las ecuaciones implicitas de E es
hallar las condiciones que deben verificar las componentes de un vector de R*, # = (21, 72, 73, 24)7, para que pertenezca
a F, es decir, para que se pueda escribir como combinacién lineal del conjunto generador, x = ¢1v1 + cove + c3v3 + c404,
es decir, para que existan esos escalares ¢;, o lo que es equivalente, para que el sistema

(v1|ve|vs|va)e =z, con ¢ = (c1,ca,cs, C4)T

sea compatible. Para exigir esto construimos la matriz ampliada (v1|ve|vs|vs|z):

1 -1 2 1|x 1 -1 2 1 1 1 -1 2 1 1

2 -3 4 0 xZ9 F2 - 2F1 0 -1 0 -2 o — 2561 Fg + F2 0O -1 0 -2 o — 2.’L'1
-1 2 2 1|3 F; + F 0 1 4 2 xr3 + T Fy+ I 0 0 4 0 T3+ Ty — X1
0 1 0 2|2y 0O 1 0 2 Ty 0 0 0 0 |z4+z2—229

es decir, una ecuacién implicita para Col(A) es
201 —x9 — x4 = 0.

La garantia de que el resultado al que hemos llegado es correcto se tiene comprobando que todos los vectores v;
verifican todas las ecuaciones implicitas obtenidas (una en nuestro caso).
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Observemos, aunque no lo pide el enunciado, que de la eliminacién gaussiana hecha deducimos que una base de
Col(A) es

1 -1 2
2 -3 4
Beoyay = {v1,v2,v3} = 1 o2 1l e
0 1 0

(al ver tras el proceso de eliminacién que las tres primeras columnas son pivote, tenemos garantia de que las tres
primeras columnas de la matriz A son linealmente independientes y, en consecuencia, forman una base). Por tanto,
unas ecuaciones paramétricas de C'ol(A) son

1 -1 2
2 -3 4

T = V1 + aovs + a3vz = o 1 + o 9 + a3 9 ,  «a; €R.
0 1 0

Finalmente, dim(Col(A)) = 3.
El espacio nulo de A estd formado por los vectores z € R* que verifican Az = 0. La eliminacién llevada a cabo
para estudiar el espacio columna de A (para a = 1) nos sirve también ahora para resolver dicho sistema Az = 0:

1 -1 2 1 1 -1 2 1 1 -1 2 1
A= 2 -3 40 Fy, —2F; 0 -1 0 -2 F3 + Fy 0 -1 0 -2
-1 2 21 B+ B 0 1 4 2 Fi+ B 0 0 4 0
0 1 0 2 0 1 0 2 0 0 0 O

con lo que, tomando x4 como variable libre (al ser la cuarta columna no pivote), obtenemos

T4 € R xr1 -3 -3
T3 = 0 _ o _ —2 _ —2
2y = —224 sa= | T 0 — Nul(A) = Gen 0
T1 =9 —2x3 — T4 = —314 T4 1 1

y una base de Nul(A) es {(3,2,0,—1)T}. Conviene comprobar que este vector verifica el sistema Az = 0.
Aunque no lo pide el enunciado, observemos que conjuntos de ecuaciones implicitas para Nul(A), sin que sobre
ninguna, son por ejemplo,

T1 — Ty +2x3+2x4 =0, T — Ty +2x3 +24 =0, Ty — To+ 2x3 + x4 =0,
2x1 — 3x2 + 43 =0, , —xo — 2x4 =0, , To + 2x4 = 0,
—x1 + 229 4+ 223 + 24 = 0, 4x3 =0, x3 =0,

Es evidente que unas ecuaciones paramétricas para Nul(A) son = x4(—3,-2,0,1)T, 24 € R (escritas ya arriba) y
que dim(Nul(A)) = 1.

Notemos que, como debe ser, se verifica dim(Col(A)) + dim(Nul(A)) = n, para una matriz A, m x n. En nuestro
caso, dim(Col(A)) + dim(Nul(A)) =3+ 1=4.

Ejercicio resuelto
Consideremos, para v, u € R, los vectores

1 1 v+ 2 ~ 1
L] o2 2 y 1
1 — 0 ) U2 = -1 ’ U3 = —9 9 V4 = v ) Us = 1

-1 0 2 v I

a) Determinar los valores de v y u para los que Gen{vy,v2,v3,v4,v5} = R?* (es decir, que existen cuatro vectores
linealmente independientes).

b) Consideremos la matriz A =[ vy | v2 | v4 | v5 ]. Tomando v = —2 y u = 2, encontrar la factorizacién LU de A
y resolver, mediante dicha factorizacidn, el sistema Ax = vs.

c) Obtener la matriz canénica M de la transformacién lineal T : R? — R* tal que

(3D -w s o5 ]

(a) Construiremos una matriz 4 x 5 adjuntando los vectores dados, y posteriormente realizaremos la eliminacién de
Gauss. De esta forma, se cumplird que Gen{vy,vs,v3,v4,v5} = R* (es decir, que existen cuatro vectores linealmente
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independientes) si tenemos un pivote en cada fila. Para aprovechar las operaciones de la eliminacién en el apartado
(b), vamos a ordenar los vectores de la siguiente forma:

1 1 v 1 ~v+2
wilosloaloslos) = | 2207 b2 (Rl
1[¥2]F4]%61%3 0 -1 ~ 1 =2 Fy+ Fy
-1 0 v pu 2
1 1 « 1 y+2 1 1 v 1 v+ 2
0 1 0 0 —y . Fs+ Fy 01 0 0 —y
0 -1 ~ 1 —2 Fy—F, 0 0 ~ 1 —2—x
0 1 2y p+1 ~v+4 0 0 2v p+1 2v+4+4
(1 1 ~ 1 v+ 2 1 1 1 v+ 2
. .10 1.0 0 -y _ 010 0 -y
8177&0. 0 0 ~ 1 _2_7 —)(F4 2F3)*> 0 0 ~ 1 _2_7
|0 0 2y p+1 2y+4 0 00 p—1 4vy+8
En este caso, la cuarta fila no tiene pivote si u =1y v = —2.
[1 1 0 1 2 1 101 2
.~ |10 10 0 0 _ 01 00 0
Siv=0:1 g9 1 o T(RE-WEDE)— 1o 005
10 0 0 p+1 4 0 0 0 0 2u+6
En este caso, la cuarta fila no tiene pivote si p = —3.

En definitiva, se cumple que Gen{vy, v2,v3,v4,v5} = R* en todos los casos, excepto si
y=-2,u=1, osiy=0,u=—-3.

Veamos que se llega al mismo resultado si se trabaja con los vectores en el orden que nos dan, es decir,

1 1 y+2 ~ 1
[’U |’U |’U |’U |’U ] . 1 2 2 Y 1 N F2 —F1 .
HRBsImsl =1 0 -1 =2 4 1 Fyi+ F
-1 0 2 v op
1 1 ~v+2 v 1 1 1 ~v+2 ~ 1]
0 1 -y 0 0 F3+ Fy . 0 1 —y 0 0
0o -1 -2 v 1 Fy,—F, 0 0 —v—2 « 1
0 1 ~+4 2y pu+1 0 0 29+4 2y p+1 |
[1 1 ~v+2 ~ 1 11 ~+2 ol 1]
. 1001 —y 0 0 0 1 —y 0 0
|0 0 29+4 2y p+1 0 0 0 v p+3 |
En este caso, la cuarta fila no tiene pivote siy =0y p = —3.
[1 10 -2 1 110 -2 1
. 1012 0 0 B 01 2 0 0
SIy=-21900 2 1 —(F=2B)— g 5§ 5 g
L0 0 0 —4 p+1 000 0 p-—-1

En este caso, la cuarta fila no tiene pivote si p = 1.
En definitiva, se cumple que Gen{vy,v2,v3,v4,v5} = R* en todos los casos, excepto si

y=-2p=1, osiy=0,p=-3.

(b) Nos piden que encontremos la factorizacién LU de A y que, usandola, resolvamos Az = vs, siendo

1 1 -2 1 0
1 2 -2 1 9
A=10 4 9 1| mB=]
1 0 -2 2 9
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A partir de la eliminacién de Gauss realizada anteriormente para v = —2 # 0 y p = 2 (la matriz A dada se obtiene
simplemente borrando la quinta columna), se tiene:

1 0 0 0 11 -2 1
1 1 00 01 0 O
L= o -1 1 0}’ U= 00 =21
-1 1 2 1 00 0 1

Recordemos que los elementos I;; de L que aparecen por debajo de la diagonal principal corresponden, con el signo
opuesto, al nimero de veces que a la fila i le hemos sumado la j. Asi, lo; = 1 porque hicimos Fy —1- F1, I3; = 0 porque
hicimos F3 — 0 - F1, ly1 = —1 ya que calculamos Fy + 1 - Fy, l3o = —1 puesto que hicimos F5 + 1 - Fy, l42 = 1 porque
hicimos Fy — 1 - Fs, l43 = 2 porque hicimos Fy — 2 - F3.

No olvidemos comprobar con las matrices L y U halladas, para detectar algin posible error, que LU = A.

Para resolver, mediante la factorizacion A = LU, el sistema Az = v3, resolvemos dos sistemas triangulares: primero
Ly = v3 y a continuaciéon Uz = y.

El primero de ellos, se resuelve mediante sustitucién progresiva (es decir, primero calculamos con la primera
ecuacién y1, después introducimos este valor en la segunda y calculamos ya, ...):

Y1 = 0 0

Y1+ Y2 = 2 2
Ly = = = y =
e — 1+ = -2 S

Y1+ Y2+ 2yztys = 2 0

Obsérvese que este vector coincide con la quinta columna de la forma escalonada del apartado (a), cuando se sustituye
Y="2yp=2

El segundo se resuelve mediante sustitucién regresiva (de la cuarta ecuacién encontramos x4, introducimos este
valor en la tercera y calculamos z3, ...):

1 +x9—223+x4 = 0 -2

_ xTo = 2 _ 2
Ur =y <— sty = 0 = = 0
g = 0 0

No olvidemos comprobar que la solucién hallada es la correcta, es decir, que verifica el sistema original Ax = vs.

(¢) La matriz M de la transformacién lineal T es una matriz 4 X 2. Si escribimos dicha matriz por columnas:
M = [C1|C5], se cumple que T <[ ? }) =201 +Cy =v, T ({ 711 ]) = —(C1 + Cy = vy. Despejando, obtenemos
Cl = %(’Ul - ’02), CQ = %(’Ul + 2’02), €s decir,

0 3 0 3
-1 1] 5 1| -1 5
T3 -2 30 1 =2
-1 -1 -1 -1

Noétese que hemos planteado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas vectoriales (cada columna de
M). También se puede resolver planteando un sistema con incognitas escalares, es decir, ocho ecuaciones con ocho
incégnitas (los elementos de la matriz M). Este método es claramente mds desaconsejable a medida que el nimero

de filas de la matriz aumenta. Si la matriz es 40 x 2, es decir, si T : R?2 — R*0 tal que T <[ ? }) =v € R¥y

1
mientras que con incognitas escalares tendriamos un sistema de ochenta ecuaciones lineales y ochenta incégnitas.

T ({ -1 ]) = vy € R%. la resolucién con incégnitas vectoriales serfa la misma (C; = (vi —v2)/3, Ca = (v1+2v2)/3),

. . - 2 -1
Otra alternativa seria plantear matricialmente M [ 1 ] =uv, M [ 1 } = Vy:

—1
M[ 2! ] —[vilvs) — M = [vr]ve] [ 2 } ,
es decir,
11 11 0 3
vo | 12 {21}‘1_1 12 {1 1]_1 -1 5
0 —1||1 1 3/ 0 -1 || -1 2|73 1 -2
-1 0 1 0 -1 -1
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6. Ejercicios.

Ejercicio 1. Sean P13 y A = [a;] las matrices cuadradas de orden 4 definidas por:

01 00 -3 sii=j,
1000 ) 2 sii=j+1,
Pe=1qg 091 0| %5~ 1 sii=j+2,
0 0 01 0 en los demaés casos.

1. Explicar el resultado que se obtiene al multiplicar Py24; al efectuar APL; y al multiplicar Pjo APL.

2. Demostrar que la matriz P del apartado anterior es no singular y calcular su inversa.

Ejercicio 2. Encontrar todas las matrices cuadradas A de orden 2 tales que:

a 0 a 0
A{O b]_{o b]A’ con a,be R, a#b.

Ejercicio 3. Encontrar los valores de a € R para los que las siguientes matrices

A

AzQal;B:
111 -1 2 a 3
0o 1 2 3

admiten factorizacién LU. Realizar dicha factorizacién en los casos en que exista.

Ejercicio 4. Sea A una matriz n X n y supongamos que det(A) = —3, calcula el determinante de las siguientes
matrices:

1. AT 24,2471 (24)7" 243, A%, AAT.

2. La matriz que se obtiene de A al multiplicarla por la izquierda por la matriz diagonal cuyos elementos diagonales
son (1,2,...,n).

Ejercicio 5. Sea A una matriz 6 x 6. Calcula el determinante de la matriz B, 7 x 7, que se obtiene al intercalar entre
las filas 4 y 5 de A la fila (0,0,2,0,0,0,0) y entre las columnas 2 y 3 de A la columna (—3,1,0,—1,2,5,3), es decir, A
se obtiene de B suprimiendo la fila y la columna indicada (en las posiciones correspondientes).

Ejercicio 6. Consideremos los vectores

1 20 —2

1
2 JR—
0 =1 45

V1 =

O TN

-1
y las matrices A = [v1|va|vs|va] y B = [v1]va|vs).
(c.1) Discutir el sistema Bx = vy, segtn los valores de a € R.
(c.2) Determinar los valores de a € R para los que A admite factorizacién LU, especificando las matrices L y U.

(c.3) Determinar los valores de a € R para los que la matriz A es invertible. Calcular, para dichos valores, el
determinante de la matriz (—3A1AT)~1.
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Tema 6.- El espacio R".

1. Subespacios vectoriales de R".
2. Ejercicios.

En este tema estudiamos la estructura vectorial del espacio R", de las n—uplas ordenadas de niimeros reales, es
decir, la estructura relacionada con las operaciones suma (de vectores) y multiplicacién de un nimero (real) por un
vector. El espacio R™ es uno de los modelos para el estudio de los denominados espacios vectoriales (generales). Sin
entrar en mds detalles y definiciones, un espacio vectorial es un conjunto de elementos sobre el que hay definida una
operacién suma (de dichos elementos) y una operacién producto de un ndmero por uno de dichos elementos. Por
ejemplo, son espacios vectoriales:

= el conjunto de las matrices de unas dimensiones dadas, con la operacién suma de matrices y producto de un
escalar (real, complejo) por una matriz,

= el conjunto de todos los polinomios en una variable, con las operaciones suma de polinomios y producto de un
escalar por un polinomio,

= el conjunto de todos los polinomios en una variable y con grado menor o igual que un cierto valor prefijado. Por
ejemplo, el conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual que 3.

1. Subespacios vectoriales de R".

Los subespacios vectoriales de R™ seran los subconjuntos de R™ que se pueden caracterizar mediante ecuaciones
lineales homogéneas (ecuaciones implicitas en las n variables dadas por las coordenadas de un vector genérico). Como
ya hemos visto al estudiar los espacios nulo y columna de una matriz, cualquier conjunto de vectores descrito como
el conjunto de todas las combinaciones lineales de ciertos vectores también puede caracterizarse mediante ecuaciones
lineales homogéneas. A la hora de manipular subespacios vectoriales recurriremos, de forma habitual, a su expresiéon
mediante ecuaciones implicitas (como espacio nulo de una determinada matriz) o a su expresién mediante ecuaciones
paramétricas (como subespacio generado por unos ciertos vectores o lo que es lo mismo como espacio columna de
otra matriz). Una de las cuestiones que trataremos es el nimero minimo de ecuaciones implicitas mediante las que
se puede caracterizar un subespacio y el nimero minimo de vectores que permiten generar dicho subespacio. En el
espacio tridimensional R?, los subespacios vectoriales son, ademds del subespacio nulo {0} y del total R?, las rectas
y los planos que pasan por el origen de coordenadas. Recordemos que cualquier recta o plano se puede caracterizar
mediante ecuaciones implicitas y mediante ecuaciones paramétricas. En R3, para caracterizar una recta que pasa por
el origen de coordenadas necesitamos dos ecuaciones (no redundantes) o un vector, y para caracterizar un plano que
pasa por el origen de coordenadas necesitamos una ecuacién o dos vectores linealmente independientes (una base de
dicho plano).

1.1. Subespacios vectoriales.

Definicién. Se llama subespacio vectorial de R™ a todo subconjunto no vacio S C R™ que verifica:
(1) Si un vector estd en S, también lo estd cualquiera de sus multiplos, es decir,

veES=av eSS VaceR,

(2) Si dos vectores estan en S, también lo estd la suma de ambos, es decir,
v1,V9 € S = v + vy €8S.
La propiedad (1) nos dice que si tenemos un vector no nulo de un subespacio vectorial, la recta determinada por

dicho vector estd contenida en el subespacio. La propiedad (2) nos dice que si tenemos dos vectores (no colineales) de
un subespacio vectorial, el plano determinado por dichos vectores esta contenido en el subespacio.
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Las dos propiedades anteriores se pueden expresar de forma conjunta: Si dos vectores estan en .S, también lo
estd cualquiera de sus combinaciones lineales:

V{ v1,U2 € S

a.BeR }:>av1+ﬂv2€S.

En particular el vector nulo pertenece a cualquier subespacio vectorial.

Obviamente S = {6} y S = R" son subespacios vectoriales (a veces llamados subespacios triviales).

En el espacio bidimensional, R?, ademds de esos dos subespacios triviales, cualquier recta que pase por el origen
es un subespacio vectorial. Sin embargo, los vectores de posicién determinados por los puntos de una parabola NO
forman un subespacio vectorial.

En el espacio tridimensional, R?, ademas de los dos subespacios triviales ({6} y R3), cualquier recta o plano que

pase por el origen es un subespacio vectorial.

Ejercicio resuelto
Encontrar unas ecuaciones implicitas del subespacio de R*

E = Gen{(1,1,1,0)7,(2,0,1,2)7,(0,2,1,-2)7, (0, -2, -1,2)T, (~1,1,0, =2)T}.

Dado un conjunto generador {vy, v, vs3,vs,v5} de un subespacio E C R*, encontrar las ecuaciones implicitas de F
es hallar las condiciones que deben verificar las componentes de un vector de R*, & = (w1, 72, 23,24)7, para que
pertenezca a E, es decir, para que se pueda escribir como combinacién lineal del conjunto generador x = cijv1 + covs +
c3v3 + c4v4 + c5vs5, es decir, para que existan esos escalares ¢;, o lo que es equivalente, para que el sistema

(Ul|vz|vs|v4|v5)6 =, con c= (01, C2, C3, C4, Cs)T

sea compatible. Para exigir esto construimos la matriz ampliada (v1|ve|vs|vs|vs|x):

(
1 2 0 0 -1z 1 2 0 0 —-1|z
1 0 2 -2 1 xTo F2 - F1 0 -2 2 —2 2 To — X1
11 1 -1 0 |a3 Fs—F 0 -1 1 -1 1 |z3—2
0 2 -2 2 2|z 0 2 -2 2 =2|a4
1 2 0 0 -—-1|x
F37F2/2 0o -2 2 =2 2 o — 1
F4+F2 0 0 0 0 0 1'371'1/271‘2/2 ’
0o 0 0 O 0 |24 +22—121

es decir, el sistema es compatible cuando

56371'1/27562/2:0, _ $1+SC272SC3:0,
Tqg+ a2 — 21 =0, T1 — 22 —xq4 =0,
que son unas ecuaciones implicitas de F.
Observemos que podiamos haber buscado primero una base de E, aplicando eliminacién gaussiana a la matriz
(’U1|’U2|’U3|’U4|’U5):

1 2 0 0 -1 1 2 0 0 -1 1 2 0 0 -1
10 2 -2 1 -5 0o -2 2 -2 2 F;— Fy/2 0o -2 2 -2 2
11 1 -1 0 -0 o -1 1 -1 1 Fi+ B 0 0 0 O 0 ’
02 -2 2 =2 o 2 -2 2 =2 0 0 0 O 0

de donde deducimos que F = Gen{vi,va}, es decir, una base de E es By = {v1,v2}. Dada una base {v1,v2} de
un subespacio E C R*, encontrar las ecuaciones implicitas de E es hallar las condiciones que deben verificar las
componentes de un vector de R*, x = (1, 22, 73,74)7, para que pertenezca a E, es decir, para que se pueda escribir
como combinacion lineal de los vectores de la base © = c1v1 + cava, es decir, para que existan esos escalares ¢;, o lo
que es equivalente, para que el sistema

(v1|ve)e =2, con ¢ = (¢, CQ)T

sea compatible. Para exigir esto construimos la matriz ampliada (v1|ve|x):

1 2 T 1 2 T 1 2 X1

1 0 i) FQ_Fl 0 -2 To — X1 F3—F2/2 0 -2 To — T1

1 1 I3 Fg*Fl 0 -1 Ir3 — I1 F4+F2 0 0 5637561/271'2/2 ’
0 2| x4 0 2 |x4 0 0 |xg4+a0—121
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es decir, el sistema es compatible cuando

.T3—$1/2—.T2/2:0, - T1 + 9 — 223 =0,
T4+ 22 —x1 =0, T1 — X2 — x4 =0,

que son unas ecuaciones implicitas de E.

La garantia de que el resultado al que hemos llegado es correcto se obtiene comprobando que todos los vectores v;
verifican todas las ecuaciones implicitas obtenidas.

1.2. Espacio nulo y espacio columna de una matriz.

Asociados a una matriz A, m x n,

a1 ai2 - Qln

a21 ag2 -t Q2n
A = [v1|va]...]un] =

Am1 Am?2 tee Amn

hemos considerado los denominados

= Espacio nulo de la matriz A, esto es, el conjunto de vectores reales x € R™ caracterizados por las ecuaciones

implicitas
a1171 + a2 + - +apr, = 0
2121 + a2ex2 + -+ agmxr, = 0
Am1T1 + Gm2T2 + -+ + GmnTn = 0

= Espacio columna de la matriz A, subespacio generado por las columnas de A, esto es, el conjunto de vectores
1 que se pueden escribir como combinacién lineal de dichas columnas

Y = QiU + QaV2 + -+ - + QpUn,

caracterizado por las ecuaciones paramétricas

Y1 =  o1a11 +aga12 + -+ apain
Y2 = Q1021 + Qa2 + -+ Qpa2n

, con aq,Qa,...,0, €R.
Ynm = O1Qm1 + Q20m2 R OnAmn

Resolviendo el sistema homogéneo Ax = 0 podemos obtener los vectores del espacio nulo de A como el conjunto
de vectores que se pueden expresar como combinacién lineal (arbitraria) de determinados vectores, es decir, como el
subespacio generado por ciertos vectores o como el espacio columna de la matriz que tiene a dichos vectores como
vectores columna. Por otra parte, puesto que el espacio columna de una matriz A estd formado por los vectores y tales
que el sistema de ecuaciones Az = y es compatible, obteniendo las condiciones de compatibilidad de este sistema (en
funcién del término independiente y), tendremos unas ecuaciones lineales homogéneas que permiten expresar el citado
espacio columna como espacio nulo de otra matriz.

Por tanto, hablar de espacio nulo o espacio columna de una matriz (o subespacio generado por ciertos vectores)
no es hablar de conjuntos de vectores con caracteristicas distintas, sino que es hablar de un mismo tipo de conjunto
de vectores, que son los denominados subespacios vectoriales, pero expresados en forma distinta:

= cuando uno de dichos conjuntos de vectores viene dado como espacio nulo de una matriz tenemos una descripcion
implicita (ecuaciones implicitas) de dicho conjunto (un vector estd en el conjunto considerado si, y sélo si,
sus coordenadas verifican el sistema homogéneo asociado a la matriz),

= cuando uno de dichos conjuntos de vectores viene dado como espacio columna de una matriz tenemos una de-
scripeién paramétrica (ecuaciones paramétricas) de dicho conjunto (un vector estd en el conjunto considerado
si, y s6lo si, puede expresarse como combinacién lineal de determinados vectores).
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Entre las descripciones paramétricas de un subespacio vectorial unas seran mejores que otras en el sentido de que
unas involucren menos vectores que otras. Es decir, si tenemos el espacio columna de una cierta matriz A, m X n,
y los vectores columna de A son linealmente dependientes, suprimiendo vectores que sean combinacién lineal de los
que quedan, tendremos que el espacio columna de la matriz original también es el espacio columna de la matriz que
resulta de la matriz anterior suprimiendo algunas columnas. Si nos quedamos con un conjunto de vectores linealmente
independiente, tendremos que dichos vectores generan el espacio columna de la matriz original y cada vector de dicho
espacio se puede expresar de forma tnica como combinacién lineal de los vectores linealmente independientes obtenidos.
Dichos vectores constituyen lo que se denomina una base (es decir, un conjunto de vectores linealmente independiente
que genera el subespacio) del subespacio vectorial considerado, el espacio columna de la matriz original.

De forma paralela, entre las descripciones implicitas de un subespacio vectorial también habra unas mejores que
otras, en el sentido de que una puede tener ecuaciones redundantes y otra no. Si mediante operaciones fila reducimos
una matriz A a forma escalonada y obtenemos la matriz U, las soluciones del sistema Uz = 0 coinciden con las del
sistema Ax = 0, es decir los espacios nulos de la matriz A y de la matriz U coinciden. Si de la matriz U eliminamos
las filas nulas, que proceden de ecuaciones originales redundantes en el sistema Ax = 0, tendremos un sistema de
ecuaciones sin ecuaciones redundantes y cuyas soluciones forman el espacio nulo de la matriz A original.

Ejemplo.- Consideremos el espacio nulo de la matriz

1 3
-1

5

)

A= 3
1

= O N
—= = O

es decir, estamos considerando el conjunto S de los vectores # € R?* cuyas coordenadas (1, z2, 23, 74) verifican las
ecuaciones (implicitas)

—x1 + 229 + 3¢4 = O
3x1 + XT3 — T4 =0
I +41‘2+SE3+5$4 = 0

Haciendo operaciones fila sobre la matriz A (que se corresponden con operaciones sobre las ecuaciones del sistema)
tenemos

-1 2 0 3 Fy+ 3F) -1 2 0 3
A= 3 0 -1 0 6 1 8
1 4 ) s+ F 0 6 1 8

Fs — Fy 1
U=1| 0
0

2 0 3
1 6 1 8
1 0 0 O
De hecho, refiriéndonos a la matriz original tenemos que F3(A) = Fy(A) + 2F;(A). Equivalentemente, la tercera

ecuacion del sistema original es combinacién lineal de las dos primeras con lo cual si un vector es solucién de las dos
primeras también lo es de la tercera. Resumiendo, tenemos que

-1

2 0 3 -1 2 0 3
S—Nul(A)—Nul{ 3 0 1 1}—Nul(U)—Nul{ 0 6 1 8}

con lo cual nuestro conjunto S de vectores estd caracterizado por las ecuaciones (no redundantes)

—r1 + 272 + 3zgy, = 0 oo —;U; —|—+2x2+$ +$3$4 i 8
6‘T2 + T3 + 8564 =0 por 1 3 4 —
Resolviendo el sistema Uz = 0 tenemos
2 0 3]0 Varlxab;eszhbres
3 4.
8 @ (1) S 8 — Variables fijas
1y T2.

N

wl

T —% %
6

=

_ O

T2 = %(*1‘3 — 81‘4)
=
T1 = 229 + 314 = %(—133 - 8$4) + 3x4 = —%l‘3 + %$4
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Por tanto,

_1 1 ) 1
1 5 ~1 —4
Nul(4) = Gen vy = 16 , Vg = 03 = Gen { 6v; = 6 ,3Ug = 0
0 1 0 3

1 1 -2 1

,i ,3§ —-1 -4

= 6 6 =
Col 1 0 Col 6 0
0 1 0 3

Los vectores {v1, vz} forman una base de S = Nul (A). Los vectores de Nul (A) son los que pueden expresarse como
combinacién lineal de vy y v9 y, como consecuencia de la independencia lineal, cada vector de S sélo puede expresarse
de una tunica forma como combinacién lineal de vy y vo. Los coeficientes que aparezcan en dicha combinacién lineal
son las coordenadas del vector de S respecto a la base {v1,v2} (de S). El vector v = [-8 5 18 — 6] estd en S y sus
coordenadas respecto a {v1,v2} son la solucién de

1 1
- =z | -8
py fi jé 5
V= A1 4 puy = v | =1 v | v = 6 3
1 1 0 |18 |’
0 1 | -6

es decir, A =18, u = —6 (v = 18v; — 6v3).

Ejemplo.- Vamos a utilizar la misma matriz A del ejemplo anterior. El espacio columna de dicha matriz es, por
definicién de espacio columna, el conjunto de vectores y que se pueden expresar como combinacién lineal de las
columnas de A, es decir los vectores y (jcon 3 coordenadas!) que se pueden expresar mediante

n -1 2 0 3
y=|y |=a| 3 | +8] 0| +~| 1 |+6| -1
Y3 1 4 1 5

para ciertos «, 3,7,6 € R. Esto es lo mismo que decir que el espacio columna esté formado por los vectores y € R3
para los que el sistema de ecuaciones Ax = y tiene solucién. En dicho caso, cada solucién del sistema Az = y nos
daria una forma de expresar y como combinacion lineal de las columnas de A. Obtengamos, para un vector genérico
y € R3 las condiciones de compatibilidad del sistema Az = y, reduciendo la matriz ampliada del sistema [A|y] a forma
escalonada. Haciendo las mismas operaciones fila que hemos hecho cuando hemos obtenido el espacio nulo tenemos

-1 20 3 |w Fy+3F, -1 2 0 3 m
[Aly] = 3 01 -1 m] 0 6 1 8|ys+3u
1 4 1 ) Y3 F3+F1 0 6 1 8 y3+y1
Fy— I 2 0 3 m
U=| 0 [6] 1 8| w+3u
0 0 0 0|ys—y2—21

Por tanto, el sistema Ax = y es compatible (determinado o indeterminado) <= y3 — ya — 2y1 = 0. Es decir, el espacio
columna de A estd formado por los vectores y € R3 cuyas coordenadas verifican la ecuacién (lineal homogénea)
Y3 — y2 — 2y1 = 0. Se trata, por tanto, de un plano (en R?®) que pasa por el origen de coordenadas. Adem4s, teniendo
la forma escalonada U que hemos obtenido, puesto que:

= Las columnas 1 y 2 de U son linealmente independientes y
= Las columnas 3 y 4 son combinacién lineal de las columnas 1 y 2,

lo mismo sucede con las columnas correspondientes de la matriz A con lo cual, el espacio columna de A (generado por
las 4 columnas) coincide con el espacio generado por las columnas 1y 2 de A (jno de U!). Los vectores dados por las
columnas 1y 2 de A forman una base de Col (A) puesto que son linealmente independientes y generan dicho espacio.
Si denotamos por vy, v2,v3 ¥ v4 a los vectores columna de A, cada vector y € Col (4) se puede expresar de infinitas
formas distintas como combinacién lineal de vy, v2,v3 y v4 puesto que el sistema de ecuaciones Az = y es compatible
(puesto que y € Col (A4)) indeterminado (puesto que hay 2 variables libres). Sin embargo, dicho vector y € Col (A)
sélo puede expresarse de una tnica forma como combinacién lineal de v1 y v2 puesto que el sistema de ecuaciones

1 2 = 2
K Ys
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tendra solucién tnica. Para discutir, y resolver, este sistema basta con suprimir las columnas 3 y 4 de la reduccién
que hemos hecho del sistema Ax = y con lo cual tenemos

-1 2|y 2 Y1
3 Oflye | —— | 0 [6]] wat3m
L 4|y 0 0 |ys—y2—2y

La solucién tnica (), u) de este sistema (compatible cuando y € R3) nos dar4 los coeficientes para los cuales se verifica
Yy = Avy + pus.

Estos coeficientes (A, p) (dnicos para cada vector y € Col (A)) se denominan coordenadas de y respecto de la base
{v1,v2}. Por ejemplo, las coordenadas del vector

y=11 (€ Col (A) puesto que y3 —ya —2y1 =3 —1—2=0)
3

respecto a la base {v1,v2} de Col (A) vienen dadas por la solucién del sistema
1 2 |1
o R el I e |
3 K
0 010

U1

O Lol
—_

Ejercicio resuelto
Dada la matriz

0 1 1
1 -1 -3

A= 9 0 4 , a €R,
-1 2 a

encontrar, segin los valores del pardmetro a, unas ecuaciones implicitas del espacio columna de A, Col(A). Para
a = 1, escribir razonadamente, si es que existe, una matriz C, 4 x 5, tal que Col(C) = Col(A).

Si llamamos v; a las columnas de A, A = [v1|vz|vs], entonces su espacio columna, Col(A) = Gen {v1,v2,v3}, que
esta contenido en R?.

Dado un conjunto generador {v;,vs,v3} de un subespacio E C R*, encontrar las ecuaciones implicitas de E es hallar
las condiciones que deben verificar las componentes de un vector de R*, x = (x1, 22,23, 74)T, para que pertenezca a
E, es decir, para que se pueda escribir como combinacién lineal del conjunto generador, = c1v1 + cov2 + c3v3, €s
decir, para que existan esos escalares c;, o lo que es equivalente, para que el sistema

(v1|ve|vs)c =2, con c= (Cl,CQ,Cg)T

sea compatible. Para exigir esto construimos la matriz ampliada (v |ve|vs|x):

0 1 1 T 1 -1 -3 xTo 1 -1 -3 To

1 -1 -3 i) Foo F 0 1 1 T Fg +2F1 0 1 1 T

-2 0 4 |3 2 ! -2 0 4 |3 Fy+ Fy 0 —2 =2 |z3+ 2z

-1 2 a | x4 -1 2 a | x4 0 1 a—3| x4+ 2
1 -1 -3 To 1 -1 -3 To

F3 — 2F2 0 1 1 X1 F, o F 0 1 1 X1

Fy—F, 0 0 0 |x3+2m+21 4T 0 0 a—4| zg+zo—a1 |’

0 0 a—4| z44+z2—11 0 0 0 T3 + 29 + 221

es decir, si a # 4 aparecen tres pivotes y el sistema es compatible cuando
2$1+2$2+1‘3 :0

(si @ # 4, Col(A) C R* tiene una sola ecuacién implicita pues al ser las tres columnas linealmente independientes,
dim(Col(A)) = 3). Sin embargo, si a = 4, sélo aparecen dos pivotes (sélo hay dos columnas linealmente independientes,
con lo que dim(Col(A)) = 2 y ese subespacio tendré dos ecuaciones implicitas) y, por tanto, el sistema es compatible

cuando
2$1+2$2+$3:0,
1 — o2 — x4 =0,
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que son unas ecuaciones implicitas de Col(A) cuando a = 4.

La garantia de que el resultado al que hemos llegado es correcto se tiene comprobando que todos los vectores v;
verifican todas las ecuaciones implicitas obtenidas (una en el caso a # 4 y dos cuando a = 4).

Nos piden después que, para a = 1, encontremos si es posible alguna matriz C, 4 x 5, tal que Col(C) = Col(A).
Es decir, C = [u1|ua|us|us|us] y como los u; € R, entonces Col(C) C R* con lo que sf puede darse Col(C) = Col(A).
(Si C no tuviera 4 filas, entonces los u; ¢ R* y no existirfa C tal que Col(C) = Col(A4)).

Para escribir una matriz C, 4 x 5, cuyo espacio columna coincida con Col(A) basta con que sus cinco columnas
sean combinacién lineal de vy, v2 y v3 (columnas de A) y que tres de ellas sean linealmente independientes (pues las
tres columnas de A lo son para a = 1). Por ejemplo, nos sirven las matrices siguientes (por comodidad repetimos las
tres primeras columnas de A, aunque basta con que las cinco columnas verifiquen la ecuacién implicita de Col(A),
2x1 + 2x2 + 3 = 0, y que haya tres linealmente independientes):

0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1
1 -1 -3 0 O 1 -1 -3 1 1 1 -1 -3 -1 -3
-2 0 4 0 0}’ -2 0 4 -2 =2 |’ -2 0 4 0 4 ’
-1 2 1 0 0 -1 2 1 -1 -1 -1 2 1 2 1

0 1 1 0 3 0 1 1 0 0

1 -1 -3 2 =3 1 -1 -3 1 1

-2 0 4 -4 0 ’ -2 0 4 =2 =2’

-1 2 1 -2 6 -1 2 1 27 0

Observemos que para las matrices By = [v1|v1|v1|v1|v1], Ba = [v1|va|v1r —v2|0|2v1 —3us], By = [va|va|vs —va|us|dvg —
5v3], se verifica Col(B;) C Col(A) pero no se da la igualdad Col(B;) = Col(A) (que es lo que nos pide el enunci-
ado; por tanto, tres columnas deben ser linealmente independientes) ya que dim(Col(B;1)) = 1, dim(Col(B3)) =
dim(Col(Bs)) = 2, mientras que dim(Col(A)) = 3.

Ejercicio resuelto

Dada la matriz
1 -1 1 1

B=|1 2 0 -1
0o b -1 -2

, beR,

encontrar, segin los valores del pardmetro b, un conjunto generador linealmente independiente del espacio nulo de

B, Nul(B).

El espacio nulo de B estd formado por los vectores € R* tales que Bx = 0. Nos piden que encontremos un conjunto
generador linealmente independiente (una base) de dicho espacio nulo, en funcién del pardmetro b. Para ello basta con
resolver el sistema Bz = 0 (homogéneo, de tres ecuaciones y cuatro incégnitas):

1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 1 1
1 2 0 -1 Fy—F 0 3 -1 -2 F3— 2P, 0 3 -1 -2
0 b -1 -2 0 b -1 -2 0 0 -1 2(5-1)

Entonces, cuando b = 3, la matriz que representa al sistema es

1 -1 1 1
0o 3 -1 =2
0 O 0 0

con lo que tomando x3, x4 como variables libres (al ser las columnas tercera y cuarta columnas no pivote) obtenemos

I 72/3 *1/3
T3, w4 € R - 1/3 2/3
xy = 3(x3 + 224) TEE o [T 1 + x4 0 )
$1:$2—$3—$4:—§1‘3—%$4 T4 0 1
con lo que
—2/3 -1/3 -2 -1
_ 1/3 2/3 _ 1 2
Nul(B) = Gen 1 : 0 = Gen s || o
0 1 0 3

y una base de Nul(B), para b =3, es {(—2,1,3,0)T,(~1,2,0,3)T}. Conviene comprobar que estos vectores verifican
el sistema Bz = 0.
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Si b # 3, la matriz que representa el sistema (hemos dividido la tercera fila por % —1+#0) es

con lo que, tomando x4 como variable libre (al ser la cuarta columna no pivote), obtenemos

r4s €R T 1 1
I3 = —2$4 . i) o o 0
T2 = %(5534‘2564):0 —T= xs3 = T4 -2 HN’U,Z(B)—GQH —9
T1 = X9 — X3 —Ty4g = T4 Xq 1 1

y una base de Nul(B), para b # 3, es {(1,0,—2,1)7}. Conviene comprobar que este vector verifica el sistema Bx = 0.

Ejercicio resuelto

Dada la matriz A = [ 712 34

3 x 4 cuyo espacio columna coincida con el espacio nulo de A, Nul(A).

1 e . . .
_9 ] , escribir, si es posible, dos matrices cuadradas de orden 3 y dos matrices

Vamos a calcular, en primer lugar el espacio nulo de A, Nul(A), es decir vamos a encontrar los vectores x tales que
Ax = 0. Puesto que A es una matriz 2 x 3, para que se pueda hacer el producto Az, debe verificarse que € R3. Asi,
Az = 0 nos proporciona las ecuaciones implicitas de Nul(A):

—2 -1
— Nul(A) =Gen S v = 1 , Vg = 0
0 1

1'1+2£L'2+SC3:0
—21‘1 —4$2—2$3 =0

Nul(A) = {

Por tanto, una base de Nul(A) es {v1,v2}. Para escribir matrices 3 x 3 cuyo espacio columna coincida con Nul(A)
basta con que sus tres columnas sean combinacién lineal de v1 y v (0, equivalentemente, que verifiquen su ecuacién
implicita x1 4+ 222 + 23 = 0) y que dos sean linealmente independientes:

-2 -1 0 —2 -1 -2 -2 -1 -1 -1 -2 -3 1 2 4
1 o ol,] 1 o 1|,/ 1t o of,l/lo 1 1/|,/0o -1 00,
0 1 0 0 1 0 0o 1 1 1 0 1 -1 0 -4

Observemos que para la matriz B = [v1|v1|v1] se verifica Col(B) C Nul(A) pero no se da la igualdad Col(B) = Nul(A)
(que es lo que nos pide el enunciado). Por tanto, dos columnas deben ser linealmente independientes.

Si las matrices son 3 x 4, se aplica el mismo razonamiento sobre las cuatro columnas: todas deben ser combinacién
lineal de v; y vy y, simultdneamente, dos deben ser linealmente independientes:

2 -1 0 0 9 -1 -2 -4 9 -1 2 -7 1 -2 2 -2
1 oo0oo0f,l 1 o 1 o1],]1 0o -1 o0/, 0 1 1 1[|,.
0 1 00 0 1 0 4 0o 1 0 7 1 0 0 0

2. Ejercicios.

Ejercicio 1. Determinar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R? y R?, respectivamente:

(a) H:{[ﬂem%xzo,yzo}.

x
(b) H= y |eRP:z+y=0
z

Ejercicio 2. Sea F el conjunto de vectores de R* cuyas dos primeras coordenadas suman cero.

(a) Probar que E es un subespacio vectorial de R%.

(b) Calcular un sistema generador linealmente independiente para dicho subespacio.
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(c) Hallar unas ecuaciones implicitas del subespacio E.

Ejercicio 3. Probar que el espacio nulo y columna de una matriz A de orden m x n son subespacios vectoriales de
R™ y R™ respectivamente.

Ejercicio 4. Dados la matriz A y el vector b por

(a) Determinar si el vector b pertenece al espacio columna de la matriz A.

(b) Obtener los vectores pertenecientes al espacio nulo de la matriz A.

Ejercicio 5. Sean las matrices A, B y el vector b dados por

e e
_— o = O
N = N =
O = O =
O = O W

(a) Determinar unas ecuaciones implicitas y paramétricas del espacio columna de las matrices A y B.

(b) Determinar unas ecuaciones implicitas linealmente independientes y unas ecuaciones paramétricas del espacio
nulo de Ay B.

(c) Hallar un sistema generador linealmente independiente para el espacio nulo y columna de dichas matrices.

(d) Razonar si el vector b pertenece al espacio nulo de la matriz A. ;Y al espacio nulo de la matriz B?
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