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PREFACIO

Esta tercera edicion conserva la amplitud de la segunda de tal forma que todos los temas que incluye la ensefianza del
algebra superior estan en una sola fuente. Reconociendo que el uso de las tablas de logaritmos y de los determinantes
es cada dia menor, se redujo el material acerca de estas dos areas y los dos capitulos sobre determinantes de la
segunda edicidn fueron transformados en uno solo en esta nueva edicién. EI material acerca de la resolucion de
problemas utilizando logaritmos en forma manual se conservé para aquellos que desean aprender como resolverlos
antes de utilizar una calculadora. El texto también conserva las pruebas de las propiedades de los determinantes con
el fin de subrayar las bases de las propiedades utilizadas en la evaluacién de los mismos.

Este libro es muy completo por si solo y pueden utilizarlo tanto quienes estudian por primera vez algebra
superior, como aquellos que desean repasar sus principios fundamentales y procedimientos. Quienes estudien
algebra avanzada en preparatoria podran utilizar este libro como una fuente adicional de ejemplos, explicaciones y
problemas. El tratamiento minucioso de los temas permite al instructor utilizar este libro como el texto para un curso,
como un recurso para obtener material acerca de un tema especifico o como una fuente de problemas adicionales.

Cada capitulo cuenta con un resumen de las definiciones y teoremas necesarios seguidos por un conjunto de
problemas resueltos. Los problemas resueltos incluyen las pruebas de los teoremas y las deducciones de las férmulas.
Los capitulos terminan con un conjunto de problemas complementarios y sus respuestas.

El uso de una calculadora es eleccion del propio estudiante, pues aunque no es necesaria, puede utilizarse con
el libro. Tampoco existen instrucciones acerca de cdmo utilizar una calculadora gréfica para resolver los problemas,
sin embargo, en varios casos de procedimientos generales, si el alumno decide utilizarla, debera consultar el manual
de la calculadora que esté utilizando para implantar los procedimientos.

DRr. ROBERT E. MOYER

Associate Professor of Mathematics
Southwest Minnesota State University
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OPERACIONES
FUNDAMENTALES
CON LOS NUMEROS

1.1 LAS CUATRO OPERACIONES

Cuatro operaciones son fundamentales en el algebra y en la aritmética. Estas son la suma, la resta, la multiplicacion
y la divisién.

Cuando se suman dos nimeros a 'y b, la adicion se expresa como a + b. Por lo tanto 3 + 2 = 5.

Cuando el nimero b se resta de un ndmero a, la diferencia se expresa como a — b. Por lo tanto 6 — 2 = 4.

La resta puede definirse en términos de la suma. Esto es, se puede definir que a — b represente un ndmero x de
tal forma que x sumado conb dé ao x + b = a. Por ejemplo, 8 — 3 es un nimero x que cuando se suma a 3 da 8, es
decir,x + 3 = 8; por lotanto 8 — 3 = 5.

El producto de dos nimeros a 'y b es tal que a x b = ¢. La operacidn de multiplicacion puede indicarse por una
cruz, un punto o un paréntesis. Por lo tanto 5 x 3 = 5 - 3 = 5(3) = (5)(3) = 15, donde los factores son 5y 3y el
producto es 15. Cuando se utilizan letras, como en el algebra, la notacién p x q se evita a menudo ya que x podria
confundirse con una letra que representara un ndmero.

Cuando un nimero a se divide entre un numero b, el cociente obtenido se escribe como

a=b o o a/b,

a
b

donde a se llama dividendo y b se llama divisor. La expresion a/b también es conocida como una fraccién cuyo
numerador es a y su denominador es b.

La division entre cero no esta definida. Vea los problemas 1.1 b) y e).

La division puede definirse en términos de la multiplicacion. Esto es, se puede considerar a/b como ese nliimero
x que al multiplicarse por b resulta a, es decir, bx = a. Por ejemplo, 6/3 es un nimero x tal que 3 multiplicado por x
da 6, 0 3x = 6; por lo tanto, 6/3 = 2.
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2 CAPITULO1 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS

1.2 SISTEMA DE NUMEROS REALES

El sistema de nimeros reales, como se conoce en la actualidad, es el resultado de un avance gradual, como se indica
a continuacion.

1. Nudmeros naturales 1, 2, 3, 4,... (los puntos suspensivos significan “y asi sucesivamente™) son utilizados para
contar y se conocen también como enteros positivos. Si dos de dichos nimeros son sumados o multiplicados, el
resultado es siempre un nimero natural.

2. Numeros positivos racionales o fracciones positivas son los cocientes de dos enteros positivos tales como 2/3,

8/5y 121/17. Los nimeros racionales positivos incluyen al conjunto de nlmeros naturales. Por lo tanto, el

ndmero racional 3/1 es el nimero natural 3.

NUmeros irracionales positivos no son racionales, tales como V2 y .

4. El cero se escribe 0 y surge con el fin de agrandar el sistema numérico para permitir operaciones como 6 — 6
0 10 — 10. El cero tiene la propiedad de que cualquier nimero multiplicado por cero da cero. El cero dividido
entre cualquier nimero # 0 (es decir, no es igual a cero) es cero.

5. Enteros negativos; los nimeros racionales negativos y los nimeros irracionales negativos tales como —3,
—2/3\y/— V2, surgen para agrandar el sistema numérico para permitir operaciones como 2 — 8, 7 — 37 0
2-2V2.

w

~ Cuando no se coloca ningln signo antes de un nimero, se entiende que el signo es positivo. Por ende, 5 es +5,
/2 es + V2. Se considera el cero como un nimero racional sin signo.
El sistema numérico real consiste de una coleccion de ndmeros racionales e irracionales positivos y negativos
y el cero. -
Nota: La palabra “real” se utiliza en contradiccién con otros niimeros que contienen V' —1, los cuales son
conocidos como imaginarios y se estudiaran después, aunque son muy Utiles en las matematicas y las ciencias. A
menos que se especifique otra cosa, sélo se utilizaran nimeros reales.

1.3 REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS REALES

A menudo es de utilidad representar a los nimeros reales por medio de puntos sobre una linea. Para llevar a cabo
lo anterior, seleccione un punto sobre una linea para representar el nimero real cero y llame a este punto el origen.
Los enteros positivos +1, +2, +3,... estan asociados entonces con los puntos sobre la linea a las distancias 1, 2,
3,... unidades respectivamente a la derecha del origen (vea la figura 1-1), mientras que los enteros negativos —1,
—2, —3,... estan asociados con los puntos sobre la linea a las distancias 1, 2, 3,... unidades, respectivamente, a la
izquierda del origen.

Figura 1-1

El nimero racional 1/2 se representa sobre esta escala por un punto P a la mitad de 0 y +1. El nimero negativo
—3/2 0 —1; se representa por un punto R a 11 unidades a la izquierda del origen.

Se puede demostrar que existe uno y solo un punto sobre la linea que corresponde a cada nimero real; y de
manera inversa, para cada punto sobre la linea corresponde uno y sélo un ndmero real.

La posicion de los nimeros reales sobre una linea establece un orden en el sistema de ndmeros reales. Si un
punto A se encuentra a la derecha de otro punto B sobre la linea, se dice que el nimero que corresponde a A es mas
grande o mayor que el nimero que corresponde a B, o que el nimero que corresponde a B es menor o mas pequefio
que el que corresponde a A. Los simbolos “mayor que” y “menor que” son >y < respectivamente. Estos simbolos
se Ilaman “signos de desigualdad”.

Por lo tanto, el 5 se encuentra a la derecha del 3, 5 es mayor que 3 0 5 > 3; también se puede decir que 3 es
menor que 5y escribir 3 < 5. De forma similar, puesto que —6 se encuentra a la izquierda de —4, —6 es menor que
—4, es decir, —6 < —4; también se puede escribir —4 > —6.
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1.5 LEYES DE LOS SIGNOS 3

Los términos valor absoluto o valor numérico de un nimero se refieren a la distancia desde el origen hasta
ese nimero sobre una linea numérica. El valor absoluto se indica por medio de dos lineas verticales alrededor del
namero. Por lo tanto, |—6| = 6, |+4| = 4, |—3/4| = 3/4.

1.4 PROPIEDADES DE LASUMAY LA MULTIPLICACION DE LOS NUMEROS REALES

1. Propiedad conmutativa de la suma El orden de la suma de dos nimeros no afecta el resultado.
Por lo tanto, a+b=b+a, 5+3=3+5=8

2. Propiedad asociativa de la suma Los términos de una suma pueden agruparse de cualquier forma sin que ello
afecte al resultado.

at+tb+c=a+((b+c)=(@+Dhb)+c, 3+4+1=3+(4+1)=0B+4)+1=38
3. Propiedad conmutativa de la multiplicacion El orden de los factores de un producto no afecta el resultado.
a-b=>b-a, 2-5=5-2=10

4. Propiedad asociativa de la multiplicacion Los factores de un producto pueden agruparse de cualquier forma
sin que ello afecte el resultado.

abc = a(bc) = (ab)c, 3:4-6=34-6)=(3-46=72

5. Propiedad distributiva de la multiplicacion sobre la suma EI producto de un ndmero a por la suma de dos
nameros (b + c) es igual a la suma de los productos ab y ac.

a(b +¢) =ab + ac, 43+2)=4-3+4-2=20

Se pueden hacer extensiones de estas leyes. Por lo tanto, se pueden sumar los nimeros a, b, ¢, d, e agrupandolos
en cualquier orden, como por ejemplo (a + b) +¢c + (d +e),a+ (b + ¢) + (d + e). De forma similar, en la
multiplicacidn se puede escribir (ab)c(de) o a(bc)(de), y el resultado sera independiente del orden o agrupamiento.

1.5 LEYES DE LOS SIGNOS

1. Para sumar dos numeros con signos iguales, sume sus valores absolutos y coloque el signo comun. Por lo tanto,
3+4=7,(-3)+(—4) =—-T.

2. Para sumar dos numeros con signos diferentes, encuentre la diferencia entre sus valores absolutos y coloque el
signo del nimero que tenga el valor absoluto mayor.

EJEMPLOS 1.1 17+ (-8)=9, (-6)+4=2, (-18)+15=-3
3. Pararestar un nimero b de otro nimero a, cambie la operacion a suma y reemplace b por su opuesto, —b.
EJEMPLOS 1.2 12— (7) =12 + (—7) =5, (=9)—4)=—-9+ (-4 =-13, 2-(-8=2+8=10

4. Para multiplicar (o dividir) dos nimeros que tengan signos iguales, multiplique (o divida) sus valores absolutos
y anteponga el signo méas (o ningun signo).

_6 _

32

5. Paramultiplicar (o dividir) dos nimeros que tengan signos diferentes, multiplique (o divida) sus valores absolutos
y anteponga el signo menos.

EJEMPLOS 13  (5)(3) =15  (=5)(-3) =15,

EJEMPLOS 14 (-3)®)=~18,  (3)(-6)=-18, == -3
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4 CAPITULO1 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS

1.6 EXPONENTESY POTENCIAS

Cuando un nimero a se multiplica por si mismo n veces, el productoa-a-a- - - a(nveces) se indica por el simbolo
a" el cual se lee como “la enésima potencia de a” 0 “aalan”.

EJEMPLOS 1.5 2.2.2.2.2=25=232, (—5)% = (=5)(—5)(~5) = —125
2-X-X-X=2x3, a-a-a-b-b=an? (a—h)a—b)a—b)=(@—-hb)?

En a", el nimero a se le llama base y el entero positivo n se llama exponente.
Si py g son enteros positivos, entonces las leyes de los exponentes son las siguientes:

1. aP.a% =aP™a Por lo tanto; 23 - 24 = 28+4 = 27

aP 1 3b 3 1 1

Z =gt =_"_ g Y —135-2 = 33. T = ="
2. 3 al proa sia# 0 32 3 3% % 364 32
3. (ap)q = gPd (42)3 — 46; (34)2 — 38

a\P aP 5\ 53
P = aPpP -) = i .5)2 =42 .52 ) =

4. (ab) = aPb, (b) o sib#0 (4.5 = 42.5 (2) 23

1.7 OPERACIONES CON FRACCIONES
Las operaciones con fracciones pueden llevarse a cabo de acuerdo con las reglas siguientes:

1. El valor de una fraccion permanece igual si su numerador y denominador se multiplican o dividen entre el
mismo numero siempre y cuando dicho nimero sea diferente de cero.

-2 1 15 +
EJEMPLOS 1.6 - —=2>-2-5 5_15+3_5

2. El cambio de signo del numerador o denominador de una fraccién cambia el signo de la propia fraccion.

EJEMPLOS 1.7 =33
' 5 5 -5

3. La suma de dos fracciones con un comin denominador da una fracciéon cuyo numerador es la suma de los
numeradores de las fracciones dadas y cuyo denominador es igual al comdn denominador.

EJEMPLOS 18 ts=—F=¢

4. Lasuma o diferencia de dos fracciones que tengan diferentes denominadores puede encontrarse escribiendo las
fracciones con un comin denominador.

2 3 .8 _ 1
4+ ==
12 12

— 4 - =
EJEMPLOS 1.9 17371

5. Elproducto de dos fracciones es una fraccion cuyo numerador es el producto de los numeradores de las fracciones
dadas y cuyo denominador es el producto de los denominadores de las fracciones.

24 2.4 8 38 3.8 24 2
EJEMPLOS 1.10 35 3.5 15’ 29 4.9 3 3

6. Elreciproco de una fraccion es otra cuyo numerador es el denominador de la fraccion dada y cuyo denominador
es el numerador de la fraccién dada. Por lo tanto, el reciproco de 3 (es decir, 3/1) es 1/3. De forma similar, los
reciprocos de 5/8 y —4/3 son 8/5y 3/—4 0 —3/4, respectivamente.

7. Paradividir dos fracciones, multiplique la primera por el reciproco de la segunda.

a d_ad 2 _4_25_10_5
C

EJEMPLOS 1.11 b +

b d bc’ 35 34 12 6

2 6

oo
ol o
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1.2

PROBLEMAS RESUELTOS 5

Este resultado puede expresarse como sigue:

a_ c_a/b a/b-bd ad

b d c¢/d c/d-bd bc

Problemas resueltos

Escriba la suma S, diferencia D, producto P y cociente Q de cada uno de los pares de nimeros siguientes:

a) 48,12; b)8,0; c¢)0,12; d)10,20; e)0,0.

SOLUCION

a) S=48+12=60,D =48 —12 =36, P =48(12) =576, Q = 48 + lZ—g—A

b) S=8+0=8D=8-0=8,P=80)=0,Q=8-+-0u8/0
Sin embargo, por definicién 8/0 es un nimero x (si existe) tal que x(0) = 8. Es claro que no existe, puesto que
cualquier nimero multiplicado por 0 debe dar 0.

c) S=0+12=12,D=0-12=-12,P=0(12) =0, Q = 0——0

d) S=10+20=30D=10-20=-10, P = 10(20) = 200, Q—10—20—£—%

e) S=0+0=0,D=0-0=0,P=0(0) =0,Q =0~ 00 0/0 es por definicion un nimero x (si existe) tal

que x(0) = 0. Puesto que esto es valido para todos los nimeros x, no existe ningln nimero que pueda repre-
sentarse por 0/0.

A partir de b) y e) se puede observar que la division entre cero es una operacion indefinida.

Efectle cada una de las operaciones indicadas.
a) 42 +23,23+42 f) 35-28 i) 72 +24+64 + 16
b) 27 + (48 +12), (27 +48) +12 g) 756 + 21 )4+2+6+-3-2+-2+3-4
40 +21)(72 — 38
c) 125-—(38+27) h) ( X ) k) 128 ~ (2-4), (128 ~2)-4
(32 —15)
d 6-8,8-6
e) 4(7-6),(4-7)6
SOLUCION
a) 42 + 23 =65, 23 + 42 = 65. Por lo tanto, 42 + 23 = 23 + 42.
Esto ilustra la ley conmutativa de la suma.
b) 27+ (48 +12) =27+ 60=287,(27 + 48) + 12 =75+ 12 = 87.Porlotanto, 27 + (48 + 12) = (27 + 48) + 12.
Esto ilustra la ley asociativa de la suma.
c) 125 — (38 + 27) = 125 — 65 = 60.
d) 6-8=148,8-6=48.Porlotanto, 6 -8 = 8 - 6, ilustra la ley conmutativa de la multiplicacion.
e) 4(7-6)=4(42) = 168, (4 - 7)6 = (28)6 = 168. Por lo tanto 4(7 - 6) = (4 - 7)6.
Esto ilustra la ley asociativa de la multiplicacion.
f) (35)(28) = 35(20 + 8) = 35(20) + 35(8) = 700 + 280 = 980 por la ley distributiva de la multiplicacidn.
9) ?16 =36  Verificacion: 21 - 36 = 756.
40 +21)(72 — 38 61)(34) 61 2?4
py W0+2(2-38) (6LEY) 6134 _ o) 5 _ 1

(32 — 15) 17 1i7/
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6 CAPITULO1 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS

i) Los célculos en aritmética, por convencion, obedecen la regla siguiente: Las operaciones de multiplicacion y
divisién preceden a las operaciones de suma y resta.
Porlotanto, 72 ~+ 24 + 64 +~16 =3+ 4 =17.

j) Laregladei)seaplicaaqui. Porlotanto,4 +2+6+3—-2+2+3-4=2+2-1+12=15.

k) 128~ (2-4) =128+ 8 =16, (128 ~ 2) -4 = 64 - 4 = 256.
De aqui que si uno escribe 128 + 2 - 4 sin paréntesis, se efectuarian las operaciones de multiplicacion y divi-
sion en el orden en que se presentan de izquierda a derecha, por lo que 128 ~ 2 - 4 = 64 - 4 = 256.

1.3  Clasifique cada uno de los nimeros siguientes de acuerdo con las categorias: ndmero real, entero positivo,
entero negativo, nimero racional, nimero irracional, ninguno de los anteriores.

—5,3/5,3m, 2, —1/4,6:3,0, V5,V —1,0:3782, V4, 18/7

SOLUCION  Si el niimero pertenece a una 0 mas categorias, éstas se indican con un signo de verificacion.

Ninguno
Numero Entero Entero Numero Numero de los
real positivo negativo racional irracional anteriores
o v J v
3/5
3
2
—1/4 V v
6.3 J J
0
V5
V-1 J
0.3782 J J J
V4
—18/7 J J

1.4 Represente (de manera aproximada) con un punto, en una escala gréfica, cada uno de los nimeros reales del
problema 1.3.

Nota: 37 es aproximadamente 3(3.14) = 9.42, de tal forma que el punto correspondiente se encuentra entre +9'y
+10 como se indica. V/'5 se encuentra entre 2 y 3, su valor con tres cantidades decimales es 2.236.

6.3
3n
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PROBLEMAS RESUELTOS 7

1.5  Coloque el simbolo de desigualdad adecuado (<< 0 >) entre cada par de nimeros reales.

a) 25 ¢ 31 e) -4, -3 g) V7,3 i) —3/5, —1/2

by 0,2 d) —4,+2 f) =3 hy —V2, -1

SOLUCION

a) 2<5(05>2),esdecir, 2 es menor que 5 (0 5 es mayor que 2)

b) 0<2(02>0) ) —4<-3(0-3>-4) h) —-V2<-1(-1>-V?2)

c) 3>—-1(0-1<3) f) #>3@03<m) i) —3/5< —1/2puestoque —.6 < —.5

d —4<+2(@+2>-4) g 3>V7(0V7<3)
1.6 Escriba cada uno de los grupos de nimeros reales siguientes en orden ascendente de su magnitud.
a) —3,22/7,V5,-32,0 b) —V2, —-V3, -16, -3/2

SOLUCION
a) -32<-3<0<V5<22/7 b —-V3 <-16< —3/2,-V2

1.7  Escriba el valor absoluto de cada uno de los nimeros reales siguientes:
—1,+3,2/5, —\V2,—3.14,2.83, —3/8, —m, +5/7
SOLUCION  Se pueden escribir los valores absolutos de estos niimeros como,
=1, 1+3], [2/5, | =V/2, |, | -3.14|, [283|, |-3/8], |-, |+5/7]
que a su vez puede escribirse como 1, 3, 2/5, /2, 3.14, 2.83, 3/8, , 5/7, respectivamente.

1.8 Acontinuacién se ilustran la suma y la resta de nimeros reales.

Q) (-3)+(-8) =11 d) —2+5=3 g) 50-23-27=0
b) (—2)+3=1 e) —15+8=— hy —3—(—4)=-3+4=1
c) (-6)+3=-3 f) (—32)+48+(=10)=6 i) —(—14)+(-2)=14—2=12

1.9  Escriba lasuma S, diferencia D, producto P y cociente C de cada uno de los pares de nimeros reales siguien-
tes:

a) —2,2 b) —3,6; c) 0, -5 d) —5,0

SOLUCION

a) S=-2+2=0,D=(-2) —2=-4P=(-2(2) =-4C=-2/2=-1

by S=(-3)+6=3D=(-3)-6=-9,P=(-3)(6)=—-18C=—3/6=—1/2

) S=0+ (-5 =-5D=0-(-5)=5P=(0)(-5=0C=0/-5=0

d S=(-5+0=-5D=(-5)—0=-5P=(-5)0) =0,C = —5/0 (una operacion indefinida, por lo
gue no es un nimero)

1.10 Efectle las operaciones que se indican.

a) (O)(=3)(=2) = [O)(-3)I(=2) = (-15)(-2) = 30
= OU-=-3)(-2]=(5)6) =30

El arreglo de los factores de un producto no afecta el resultado.
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1.12

1.13

CAPITULO1 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS

b) 8(—3)(10) = —240
8(-2) , (-4)(-2) _-16 8

4+ _=4+4=

c) 2 5 4 T,=4+4=8
d) 12(-40)(-12) _ 12(-40)(-12) _ 12(-40)(-12) _ 960

5(—3)—3(-3) —15—(-9) -6
Evalle lo siguiente:
a) 28=2.2.2=8
b) 5(3)>=5-.3-3=45
c) 24.26 =216 =210 =1024
d) 2°.5% =(32)(25) = 800

3*.38 3
e) T:?ZSH =3° =243
p o8 _5_ 1 1 1

57 57 55 B 25
9 (P =2%2=20=64
h (2) =2 -1
3/ 3 81

|) (34)3 X (32)4 _ 312 _38 - _g - _31 _ 3

(_3)15 .34 —315.34 " 319 -
L3 42t 42
i) T +3(-2)° :33—§+3(—8) =27T—-4-24=-1

Escriba cada una de las fracciones siguientes como una fraccién equivalente que tenga el denominador que
se indica.

a) 1/3:6 h) 3/420 ) 5/8:;48 d) —3/7:63 &) —12/575

SOLUCION

a) Para obtener el denominador 6, multiplique el numerador y el denominador de la fraccién 1/3 por 2.

1 1 2 2
Entonces - == . - =—.
to Ces3 3276
3 3-5 15 3 3-9 27
b) =35 D —7=-79" &
5 5.6 30 12 12-15 180
C) - — = — e) _— = = — ——
8 8.6 48 5 5.15 75

Encuentre la suma S, diferencia D, producto P y cociente C en cada uno de los pares de nimeros racionales:
a)1/3,1/6; b)2/5,3/4; c)—4/15 —11/24.
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SOLUCION

a) 1/3 puede escribirse como la fraccion equivalente 2/6.

g1, 1 2 1 3 1 _(My_1

3 6 6 6 6 2 3/\6 18
11 2 1 1 1/3_1 6 6
P=3"6"66 s C=16"3 173 2

b) 2/5y3/4 pueden expresarse con denominador 20: 2/5 = 8/20, 3/4 = 15/20.

2 3 8 15 23 2\ (3 6 3
S=-+-=—+_"=_" =(=z)[(3)====
5 4 20 20 20 5/\4 20 10
p-2.3.8 15 7 ._2/5_24_8
"5 4 20 20 20 " 3/4 53 15
c) —4/15 y —11/24 tienen como minimo comin denominador 120: —4/15 = —32/120, —11/24 =
—55/120.
so(_ A\ (W __32 5 8 29 (A i
- 15 24) 7 120 120 120 40 - 15 2 90
Do (_A)_(_11\__3 5 25 co- A5 (4 24\ _32
a 15 24) 120 120 120 —11/24 15 1 55

1.14  Evalue las expresiones siguientes, dados x = 2,y = =3,z =5,a=1/2,b = —-2/3.

a) 2x+y=2@2)+(-3)=4-3=1
b) 3x—2y—4z=3(2)—2(—3)—4(5)=6+6—-20=—8
c) 4x%y =4(2%(-3)=4-4.(-3)=—48

x+4y 2B 4+4-3) 8-12 4

2a—3b 2(1/2)—3(-2/3) 1+2 3

x\2 _(0\° [ 2\* _/-2/3\*/ 2\* AN 64\ 4 64 68
0 (5) () - (%) (7)) (-5) =(-3) s-*(-2) 55 %

d)

Problemas propuestos
1.15 Escriba la suma S, diferencia D, producto P y cociente C de cada uno de los pares de nimeros siguientes:
a) 54,18; b)4,0; ¢)0,4; d)12,24; e)50,75.
1.16  Efectlie cada una de las operaciones indicadas.

(35 — 23)(28 + 17)

a) 38+57, 57 +38 h)

b) 15+ (33 +8), (15 +33) + 8 43-25

) (23 +64)— (41 +12) i) 45-15+84 = 12

d 12.88-12 j) 10-5-4+2+15+-3+2.5
e) 6(4-8), (6-4)8 K) 112+ (4-7), (112 = 4) -7

f) 42.68 ) 15+3:2

) 1296 = 36 942
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1.17

1.18

1.19

1.20

121

1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

CAPITULO1 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS

Coloque el simbolo de desigualdad apropiado (< 0 >) entre cada uno de los pares de nimeros reales siguientes.

a) 4,3 ) —1,2 e) -8 -7 g -3 -V
b) —2,0 d 3 -2 f) 1,V2 h)y -1/3,-2/5

Escriba cada uno de los grupos de nimeros reales siguientes en orden ascendente en cuanto a magnitud.
a) —V3,-2,V6 -28,4,7/2 b) 2w —6,V8, —3m,4:8,19/3

Escriba el valor absoluto de cada uno de los nimeros reales siguientes: 2, —3/2, — V6 ,+3.14,0,5/3, \/Z,

Evalle:

a) 6+5 d) 6+(—4) g) (-18)+(=3)+22  j) —(~16) —(—12) +(-5) — 15
by (-4 +(-6) e —8+4 h) 40 —12 +4

c) (-4 +3 f) —4+8 i) —12—(-8)

Escriba la suma S, diferencia D, producto P y cociente C de cada uno de los pares de nimeros reales siguientes:
a) 12,4; b)—6,-3; c)—8,4; d)0,—4;, e)3 -2
Efectle las operaciones indicadas.

a) (=3)2)(-6) ¢) 4(=DEB) + (=3)2)(-4) e) (=8) = (-4) +(-3)(2)

(=4)(6) , (-16)(-9) (=3)(8)(=2)

D OEHED ) Ty " Cace - @1
Evalle

6 3 6

34 3 38 . (72)3 . (2)3
b) 3(4)2 N 3 ) @7

2 3

c) 24.28 g) % k) %
d) 42 32 h) 323 |) 57_ 210 4 34

Escriba cada una de las fracciones siguientes como una fraccién equivalente que tenga el denominador indicado.

a) 2/5;15 c) 5/16; 64 e) 11/12; 132
b) —4/7; 28 d) —10/3; 42 f) 17/18; 90

Encuentre la suma S, diferencia D, producto P y cociente C de cada uno de los pares de nimeros racionales si-
guientes:

a) 1/4,3/8; b) 1/3,2/5; c) —4,2/3; d) —22/3, —3/2.

Evalle las expresiones siguientes, dadas x = =2,y =4,z =1/3,a= —1,b = 1/2:

3y? — 4x
-2y +
8 -2yt ) ax + by
Xy(x +y)
b) 2xy +6az e) 3x 1 dy

3 2
243 YV _4(2) Y
c) 4b%x f) (x) 4(b> 2
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

115 a) S=72,D=36,P=972,C =3 d) S=36,D=—12, P =288, C = 1/2
b) S=4,D=4,P =0,C indefinido e) S=125D=—25P =3750, C =2/3
) S=4,D=-4P=0,C=0

116 a) 9595 c¢) 34 e) 192, 192 g) 36 i) 10 k) 4,19
b) 56,56 d) 96, 96 f) 2856 h) 30 j) 15 ) 3

117 a) 3<404 >3 d -2<303 >-2 g —-VI11<-30 3>-VI11
b) —2<000>-2 e) -8<—-70—-7>-8 hy —2/5<—-1/30 —1/3> -2/5
) —1<202>-1 ) 1<V2o0V2>1

118 a) -28<-2<-V3<V6<T7/2<4 b) 37 < —6<V8<4:8<27<19/3

119  2,3/2,V6,3:14, 0, 5/3,V4, 0:001, 7 + 1

120 a) 11 ) -1 e -4 g1 i —4
b) —10 d) 2 f) 4 h) 32 i 8

121 a) S=16D=8 P =48,C =3 d) S=-4D=4P=0C=0
b) S=-9D=-3P=18C =2 e) S=1,D=5P=-6C=-3/2
¢) S=-4D=-12,P=-32,C=-2

122 a) 36 b) 96 ¢ 4 d 20 e —4 f)1

123 a) 27 ¢ 128 e) 5*=625 g) 1/49 i) 1/2 k) 5
b) 48 d) 144 ) 3 h) 3 =729 j) —4/3 1) —201

124 a) 6/15 b) —16/28 c) 20/64 d) —140/42 e) 121/132 f) 85/90
125 a) S=5/8,D=-1/8,P=3/32,C =2/3

b) S=11/15D = —-1/15,P =2/15,C =5/6

d S=-13/6,D=5/6,P=1,C =4/9

126 a) —12 b) —18 c¢) -8 d) 14 e) 16/5 1) 48
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OPERACIONES
FUNDAMENTALES
CON EXPRESIONES
ALGEBRAICAS

2.1 EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una expresion algebraica es una combinacién de nimeros y literales ordinarios que representan nimeros,

5xy + 3z

Por lo tanto, 2 _ Byy + 2y* 2a%p° = =
3x° — 5xy + 2y7, a’b’, 2af — 2

son expresiones algebraicas.

Un término consiste de productos y cocientes de nimeros y literales ordinarios que representan nimeros. Por lo
tanto, 6x%y3, 5x/3y*, —3x’ son términos.

Sin embargo, 6x? + 7xy es una expresion algebraica que consiste de dos términos.

Un monomio es una expresion algebraica que consiste de un término solamente. Por lo tanto, 7x3y4, 3xyz?, 4x?/y
Son monomios.

Debido a esta definicion, a menudo a los monomios se les llama simplemente términos.

Un binomio es una expresion algebraica que consiste de dos términos. Por lo tanto, 2x + 4y, 3x* — 4xyz® son
binomios.

Un trinomio es una expresion algebraica que consiste de tres términos. Por lo tanto, 3x2 — 5x + 2, 2x + 6y —
3z, x3 — 3xy/z — 2x%27 son trinomios.

Un polinomio es una expresion algebraica que consiste de mas de un término. Por lo tanto, 7x + 6y, 3x* + 6x%y
—7xy + 6, 7x + 5x2/y — 3x3/16 son polinomios.

2.2 TERMINOS

Se dice que el factor de un término es el coeficiente del resto de dicho término. Por ende, en el término 5x%?, 5x® es
el coeficiente de y?, 5y? es el coeficiente de x3, y 5 es el coeficiente de x3y2.

Si un término consiste en el producto de un nimero ordinario y una 0 mas literales, se le Ilama coeficiente
numérico (o simplemente el coeficiente) del término al nimero. Por lo tanto, en el término —5x3%?, el —5 es el
coeficiente numérico o simplemente el coeficiente.

12
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2.5 CALCULO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS 13

Los términos semejantes o similares difieren solamente en sus coeficientes numéricos. Por ejemplo, 7xy y —2xy
son términos semejantes; 3x?y* y —% x2y* son términos semejantes; sin embargo, —2a%bh® y —3a2%bh’ son términos
diferentes.

En una expresion algebraica, dos o0 méas términos semejantes pueden simplificarse para formar un solo término.
Por lo tanto, 7x?y — 4x?y + 2x2y puede simplificarse y escribirse como 5x?y.

Un término es entero y racional respecto a ciertas literales (letras que representan nimeros) si dicho término
esta formado por:

a) potencias enteras positivas de las variables multiplicadas por un factor que no contiene ninguna variable o,
b) ninguna variable.

Por ejemplo, los términos 6x2y3, —5y*, 7, —4xy \/§x3y6 son enteros y racionales en las variables presentes. Sin
embargo, 3\/x no es racional en x, 4/x no es entero en x.

Un polinomio es un monomio o multinomio en el que todos sus términos son enteros y racionales.

Por ejemplo, 3x?y® — 5x%y + 2, 2x* — 7x3 + 3x? — 5x + 2, 4xy + z, y 3x? son polinomios. Sin embargo, 3x? —
4/xy 4y + 3 no son polinomios.

2.3 GRADO

El grado de un monomio es la suma de todos los exponentes de las variables de un término. Por lo tanto, el grado de
4x%?7 es 3 + 2 + 1 = 6. El grado de una constante como 6, 0, —\V/3 0 7, es cero.

El grado de un polinomio es el mismo que el del término que tiene el coeficiente de mayor grado diferente de
cero. Por lo tanto, 7x%? — 4xz% + 2x® tiene términos de grado 5, 6 y 4, respectivamente; de aqui que el grado del
polinomio es 6.

2.4 AGRUPAMIENTO

Los simbolos de agrupamiento tales como los paréntesis (), los corchetes [ ]y las llaves { } a menudo se utilizan para
expresar que los términos contenidos en éstos se deben considerar como una sola cantidad.

Por ejemplo, la suma de las dos expresiones algebraicas 5x> — 3x + yy 2x — 3y puede escribirse como (5x2 —
3x +y) + (2x — 3y). La diferencia de éstas puede escribirse como (5x2 — 3x + y) — (2x — 3y) y su producto como
(5x2 — 3x + y)(2x — 3y).

La eliminacion de los simbolos de agrupamiento esta gobernada por las siguientes leyes.

1. Siunsigno + precede a un simbolo de agrupamiento, éste puede quitarse sin afectar a los términos contenidos
en el grupo.

Por lo tanto, (3x + 7y) + (4xy — 3x3) = 3x + 7y + 4xy — 3x%,

2. Siun signo — precede a un simbolo de agrupamiento, éste puede ser retirado si los signos de los términos
contenidos en el grupo son modificados.

Por lo tanto, (Bx + 7y) — (4xy — 3x3) = 3x + 7y — 4xy + 3x5.
3. Si el agrupamiento tiene mas de un signo, los simbolos interiores se quitaran primero.

Por lo tanto, 2x — {4x3 — (3x?2 — 5y)} = 2x — {4x3 — 3x? + 5y} = 2x — 4x3 + 3x2 — by.

2.5 CALCULO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS
La suma de expresiones algebraicas se lleva a cabo combinando términos semejantes. Con el fin de realizar esta

suma, las expresiones pueden colocarse en filas con los términos semejantes en la misma columna; enseguida se
suman estas columnas.
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14 CAPITULO 2 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

EJEMPLO 2.1 Sume 7x + 3y® — 4xy, 3x — 2y® + 7xy, y 2xy — 5x — 6y°.

Escriba:  7x  3y® —4xy

3x -2y Ixy
—5x  —6y? 2xy

Suma: 5x -5y 5xy. Entonces el resultado es: 5x — 5y° + 5xy.

La resta de dos expresiones algebraicas se lleva a cabo cambiando el signo de cada uno de los términos de la expresion que
esta siendo sustraida (a menudo llamada sustraendo) y sumando este resultado a la otra expresion (Ilamada minuendo).

EJEMPLO 2.2 Reste 2x? — 3xy + 5y? de 10x?> — 2xy — 3y2.

10x? — 2xy — 3y?
2x% — 3xy + 5y?

Resta: 8x?+ xy — 8y?
También se puede escribir (10x2 — 2xy — 3y?) — (2x2 — 3xy + 5y?) = 10x? — 2xy — 3y? — 2x% + 3xy — 5y? = 8x?
+ Xy — 8y
La multiplicacion de expresiones algebraicas se lleva a cabo multiplicando los términos contenidos en los
factores de las expresiones.

1. Para multiplicar dos 0 mas monomios utilice las leyes de los exponentes, la ley de los signos y las propiedades
conmutativa y asociativa de la multiplicacion.

EJEMPLO 2.3 Multiplique —3x2y%z, 2x%y y —4xy*z2.
Escriba (—3x2y%2) (2x%y) (—4xy*z?).
Ordenando de acuerdo con las leyes asociativa y conmutativa,
{(=3)QHHEAO)OHEINEIH@@)}-
Combine utilizando las reglas de los signos y las leyes de los exponentes para obtener,
24X7y828,
El paso 1) puede realizarse mentalmente cuando se tiene un cierto grado de experiencia.

2. Para multiplicar un polinomio por un monomio, multiplique cada término del polinomio por el monomio y
combine los resultados.

EJEMPLO 2.4 Multiplique 3xy — 4x3 + 2xy? por 5x2y*.

Escriba (5X2y4)(3xy 43 + 2Xy2)
= (5x%y")(3xy) + (5x*y)(—4x°) + (5x°y*)(2xy?)
= 15x3y° — 20x°y* + 10x3y5.
3. Para multiplicar un polinomio por un polinomio, multiplique cada término de un polinomio por cada uno de los
términos del otro polinomio y combine los resultados.

Con mucha frecuencia es de utilidad ordenar los polinomios en funcién de las potencias ascendentes (o
descendentes) de una de las literales involucradas.
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2.5 CALCULO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS 15

EJEMPLO 2.5 Multiplique —3x + 9 + x? por 3 — x.
Ordenando en potencias descendentes de x,

x2—3x+9
—x+3
Multiplicando (2) por —x, —x3 +3x2 — 9x
Multiplicando (2) por 3, X% — Ox + 27
Sumando, —x3 4+ 6x% — 18x + 27

La division de expresiones algebraicas se logra utilizando las leyes de la division de los exponentes.

1. Paradividir un monomio entre otro monomio, encuentre el cociente de los coeficientes numéricos, encuentre los
cocientes de las variables y multipliquelos.

EJEMPLO 2.6 Divida 24x%y?z® entre —3x%“z.

AR ol

2. Para dividir un polinomio por otro polinomio:

a) Ordene los términos de ambos polinomios en orden descendente (o ascendente) de acuerdo con la potencia
de una de las variables comunes a ambos polinomios.

b) Divida el primer término del dividendo entre el primer término del divisor. Lo anterior nos da el primer
término del cociente.

c) Multiplique el primer término del cociente por el divisor y réstelo del dividendo, obteniendo asi un nuevo
dividendo.

d) Utilice el dividendo obtenido en c) para repetir los pasos b) y ¢) hasta que se obtenga un residuo, el cual
tendra un grado menor que el grado del divisor o cero.

e) El resultado se escribe:

Dividendo _ , Residuo
Divisor Divisor

EJEMPLO 2.7 Dividax? + 2x* — 3x® + x — 2 entre x> — 3x + 2.

Escriba los polinomios en orden descendente de acuerdo con su potencia de x y ordene de la forma siguiente.

2x2+3x +6
X2 —3x+2)2x4 =33+ x2 + x— 2
2x* — 6x3 + 4x2
-3+ x— 2
33 — 9% + 6X

6x2 — 5x— 2

6x2 — 18x +12

13x — 14

De aqui que 2x4—3x3+x2+x—2_2X2+3X+6+M
' X2 —3x+2 X2 —3x+2°
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16 CAPITULO 2 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Problemas resueltos

2.1  Evalle cada una de las expresiones algebraicas, dado quex =2,y = —1,z=3, a=0,b=4,c = 1/3.

a) 2x2 —3yz =2(2)?—-3(-1)(3) =8+9 =17
b) 2z —322+422-22+3=23)*-3(3)°+4(3)>—-2(3)+3=162—-81+36—6+3 =114
c) 4a%—3ab +6c =4(0)> —3(0)(4) +6(1/3) =0—-0+2=2

5xy +3z  5(2)(-1)+3(3) -10+9 -1

D @ 0P —@pE | -1 -8 °
3%y  bc _3(2(—1) 4(1/3) B

) T 3 g = 4-4/9=-40/9
A%y —1) _42%(-1)B-1) _4H(-H@ _ 32

D atb-3c 0+4-31/3  4-1 3

2.2  Clasifique cada una de las expresiones algebraicas siguientes de acuerdo con las categorias término o mono-

mio, binomio, trinomio, multinomio y polinomio.

a) X3 +3y%z d y+3 9) VX2 +y2 + 22
b) 2x2 —5x+3 € 4722 +3z7-2\2 h) \y+vz
) 4x%y/z ) 53 +4y i) ad+b®+cd—3abc

SOLUCION  Si la expresion pertenece a una 0 mas categorias, éstas se indican con un signo de verificacion.

Término o

monomio Binomio Trinomio Multinomio Polinomio

X2 + 3y

2x2 —5x + 3

4x%y/z J

y+3 v

472 + 32 — 2\V/z|

5% + 4/y N

V32 +y? + 2 J

Vy + Vz J

as+b3+c®—3abc

2.3 Encuentre el grado de cada uno de los polinomios siguientes.

a) 2x%y + 4xyz* El grado de 2x% es 4 y el de 4xyz* es 6; de aqui que el polinomio es de grado 6.

b) x%+ 3x3 — 4. El grado de x? es 2, de 3x3 es 3y de —4 es 0; de aqui que el grado del polinomio es 3.

c) y® — 3y?+ 4y — 2 esde grado 3.
d) xz3 + 3x%22 — 4x3z + x* Cada término es de grado 4; de aqui que el polinomio es de grado 4.
e) x2— 10%es de grado 2. (El grado de la constante 10° es cero.)
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PROBLEMAS RESUELTOS 17

2.4  Remueva los simbolos de agrupacion en cada una de las siguientes expresiones y simplifique las expresiones
resultantes combinando términos semejantes.

a) 3x2+(y2—42)—(2x—3y+47) =3x° +y? —47 —2x +3y — 4z =3x> +y> — 2x + 3y — 8z
b) 2(4xy + 3z) + 3(x — 2xy) — 4(z — 2xy) = 8xy + 6z + 3x — 6Xy — 4z + 8xy = 10xy + 3x + 2z
c) Xx—=3-22-3x—y)}=x—3-2{2-3x+3y}=x—3—-4+6x—6y=7Xx—6y—7
d) 4x? —{3x% = 2[y — 3(x* — y)] + 4} = 4x®> — {3x®> — 2[y — 3x? + 3y] + 4}

= 4x% — {3x% — 2y + 6x% — By + 4} = 4x?® — {9x?> — 8y + 4}

=4x> —9x> +8y —4=-5x*+8y — 4

2.5  Sume las expresiones algebraicas de cada uno de los grupos siguientes.

a) X2 +y?—172+2xy — 2yz, Y2 + 72 — X2 + 2yz — 27X, 72 + X2 — y? + 2zx — 2xy,
1-x2_y2_ 2

SOLUCION
Ordenando X2 +y? — 72 +2xy — 2yz
x> +y2 +22 + 2yz — 2%
X2 —y2 + 72— 2xy + 2zx
Sumando x> —y2 -2 +1
0+0 +0 +0 +0 +0 +1 El resultado de la suma es 1.

b) 5%y — 4ab + c?, 3c? + 2ab — 3x?y, X3y + x?y — 4c? — 3ab, 4¢? — 2x% + ab? — 3ab

SOLUCION
Ordenando, 5x%y — 4ab + c?
—3x%y + 2ab + 3c?
X2y + x3y — 3ab — 4c?
—2x2y — 3ab + 4¢? + ab?
Sumando, —4x2y + 6x%y — 8ab + 4c? + ab?

2.6 Reste la segunda expresién de la primera en cada una de las expresiones siguientes:
a) a—b+c—d, c—a+d-b

SOLUCION
Escriba a—b+c— d
—a—b+c+ d
Restando, 2a+0+0-2d El resultado es 2a — 2d.

Deotraforma:(a—b+c—-—d)—-(c—-a+d—-b)=a—-b+c—-d-c+a—-d+b=2a-2d

b) 4x?y — 3ab + 2a2 — xy, 4xy + ab? — 3a? + 2ab.

SOLUCION
Escriba 4x?y — 3ab +2a% — xy
2ab — 3a? + 4xy + ab?
Restando, 4x%y — 5ab + 5a2 — 5xy — ab?

De otra forma: (4x%y — 3ab + 2a% — xy) — (4xy + ab? — 3a® + 2ab)
= 4x°y — 3ab + 2a® — xy — 4xy — ab? + 3a% — 2ab
= 4x%y — 5ab + 5a% — 5xy — ab?
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18 CAPITULO 2 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

2.7  En cada una de las operaciones siguientes encuentre el producto de las expresiones algebraicas indicadas.

a) (—2ab®)(4ab®) e) (x* —3x+9)(x +3)

b) (—3x%y)(dxy?)(—2x%y*) f) & +x%y X%y +xy* +yH)(x —y)
c) (3ab?)(2ab + b?) g) (X2 —xy +y)(2 +xy +vy?)

d) € —3xy +y?)(4xy?) h) (x+y—-2)3x—z+y)

SOLUCION

a) (—2ab®)(4a?b®) = {(—2)(OH (@ (@) H(B*) (%)} = —8a®b®

b)  (—3x%y)(4xy?)(—2x%y*) = {(—=3)(A(—2)H*) X)) HY ()} = 248y’

c) (3ab®)(2ab + b%) = (3ab?)(2ab) + (3ab?)(h?) = 6a?b® + 3ab*

d) 6% — 3xy +y?)(4xy?) = (x*)(4xy?) + (—3xy)(4xy?) + (y*)(4xy?) = 4x3y? — 12x%y3 + 4xy*

g) x2—3x+9 ) xt+x3y +x%y2 +xy? +yt
X+3 X—y
X3 — 3x2 + 9x X5 + x4y + x3y2 + x2y% + xy?
3x? — 9x + 27 —xy —x3y2 _ x2y3 _ xyt
x4+ 0 +0 +27 X+0 +0 + 0 +0 —y°
Resp. X3 + 27 Resp. x5 —y®
9) ¥ -—xy+y hy 2x+y—z
X2 +xy +y? X+y—z
Xt — X3y + x2y2 6x2 + 3xy — 3xz
X3y —x%y? + xy? 2xy +y? —yz
x2y? —xy® +y* —2xz —yz+22
X+ 0 +x3y2+ 0 +y* 6x2 + 5xy — 5xz +y? —2yz + 72

Resp.x* + x%y? + y*

2.8  Efectle las divisiones que se indican.

243y 24\ (%3 (YA\ [z _ ) 1\ _ 6x%y

9 G~ () () () ) - o () -7

b) —16a*h®  /—16) /a*\ /b /1| 2a%v*
—8ab2c \ -8 /\a/\b?/\c) ¢

3 2 4,54 3 2 4,54
0 3x%y + 16xy” — 12xyz" <3x y) N <16xy ) + (—le yz ) =%+§—6x223
2x2yz 2x2yz 2x2yz 2x2yz 2z Xz
d 4a%b? + 16ab — 42’ [ 4ab? 16ab —4a2\ oab 842
) —2a%b (—2a2b> (—2a2b> (—2a2b> = T3Th
4 3 2 4
&) 2X" +3x° —xc—1 f)16y -1
X—2 2y —1
2x3 +7x% +13x + 26 8y% +4y? +2y +1
X—2)2x4 +3x3 — X2 -1 2y — 1)16y* -1
24 — 4x3 16y4 — 8y3
™ — X -1 8y3 -1
7x3 — 14x? 8y — 4y?
13x? -1 4y? -1
13x? — 26x 4y — 2y
26x— 1 2y —1
26x — 52 2y —1
51 0
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2+ - -1 ., 51 16y*—1 _ ..
Por lo tanto - =2X> + 7x +13x+26+x_2y y—1 =8y° +4y- +2y + 1.
2x8 +5x4 —x3 +1
9) -
X2 +x+1
Acomode en potencias descendentes de x.
—2x* — 2x3 —9x® — 10x — 19
—x% +x +1)2x8 +5x4 — X3 +1
2x8 —2x5 — 2x*
2+ 7 — X8 +1
25 —2x* — 28
ax*+ X8 +1
9x* — 9x3 — 9x?
10x3 + 9x? +1

10x3 — 10x% — 10x
19x2 +10x + 1
19x%2 — 19x — 19
29x + 20

2x8 +5x4 —x® +1 29x + 20
Por lo tanto =2t —23 - —10x— 19+ ———
—x2+x+1 —x2+x+1
H x* —x3y + x2y2 + 2x2y — 2xy? + 2y3
) X2 —xy +y? '
Acomode en potencias descendentes de una literal, digamos x.
X2 + 2y
X2 —xy + Y2 x4 — x3y + x2y2 + 2x%y — 2xy? + 2)3
x4 _ X3y + Xzyz
2x%y — 2xy? + 2y°
2x%y — 2xy? + 2y°
0
4_3+22+22_2 2+23
Por lo tanto =Y "XV T XY Z O T Y =x2—2y.
X2 —xy +y?
2.9  Compruebe el trabajo que se realizé en los problemas 2.7 h) y 2.8 g) utilizando el valor x = 1,y = —1,

z=2.

SOLUCION Del problema 2.7 h), (2x +y — 2)(3x — 2 + y) = 6x? + bxy — 5xz — 2yz + 22 + 2.
Sustituyax = 1,y = —1,z = 2y obtenga

(1) + (—1) — 2][3(1) — (2) — 1] = 6(1)* +5(1)(—1) — 5(1)(2) — 2(—1)(2) + (2)* + (—1)°
0 [-1][0]=6—-5—10+4 +4 + 1, esdecir0 =0.

Del problema 2.8 g),

28 +5x —x3 +1 29x +20
XX X T o o — 2 —10x— 19 + X
2+ x+1 —x2+x+1
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20 CAPITULO 2 OPERACIONES FUNDAMENTALES CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS
Asigne x = 1y obtenga

2+5-1+1 29 +20
T 9 _2_9-10-19+-"% =7.
T1is1 2-2-9-10-19+—————7 o0 7=7

Aunque una comprobacidn por sustitucion de nimeros por variables no es totalmente concluyente, pue-
de utilizarse para identificar posibles errores.

Problemas propuestos

2.10 Evalle cada una de las expresiones algebraicas, dadoque x = =1,y =3,z=2,a=1/2,b = —-2/3.
302 aye2 Z(x+y)  3ab }+}+}
8 4y -3 2 8a? y—x+1 9 Xy z

b) x=y—-2z-x

¢) 9ab? + 6ab — 4a? p Koyt ;ny bJ; 2 h & _(al)_(yl)_(bl)_(zl)_ )
2 _
0 %
2.11  Determine el grado de cada uno de los polinomios siguientes.
a) x*—23+x2-5 c) x>+y>+25—5xyz e) —10°
b) 4xy* — 3x33 d) V3xyz—5 f) y?—3y°—y+2y3—4

2.12  Elimine los simbolos de agrupacion y simplifique las expresiones resultantes combinando términos semejantes.
a) x+3y—2)—(2y—x+3z)+(4z—-3x+2y) c¢) 3IXx+4y+3{x—2(y—x)—Vy}
b) 30 —2yz+y?) -4 —y* —3yz) +x* +y* d) 3—{2X—[1-(x+y)]+[x— 2y}
2.13  Sume las expresiones algebraicas en cada uno de los grupos siguientes.
a) 2P +y?—x+y, 3y Hx—x% x—2y+x2—4y?
b) a? —ab+2bc +3c?, 2ab-+b?—3bc—4c?, ab—4bc +c2—a?, a?+2c? +5bc — 2ab
€) 2a’bc — 2ach? +5c?ab, 4b%ac + 4bca? — 7ac?b, 4abc? — 3a2bc — 3ab%c, b2ac — abc? — 3a2bc
2.14 Reste la segunda expresion de la primera en las expresiones siguientes.
a) 3xy —2yz +4zx, 32X +yz—2xy
b) 4x?2 +3y? —6x+4y—2, 2Xx—y? +3x> —4y +3
c) r3—3r%s+4rs? —s®, 2s® + 3sr — 2sr2 — 3rd

2.15 Reste xy — 3yz + 4xz del doble de la suma de las expresiones siguientes: 3xy — 4yz + 2xz y 3yz — 4zx — 2xy.
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2.16

2.17

2.18

2.19

PROBLEMAS PROPUESTOS

Obtenga el producto de las expresiones algebraicas en cada uno de los grupos siguientes.

a) 4xqys,  —3xy? f) y»—4y+16, y+4

b) 3abc?, —2ah’c* 6a’h? g XHEXYy+xY+Y, x—y

C) —4x%y, 3xy?— 4xy h) x*+4x+8, x*—4x+38

d) r?% + 3rs® — 4rs + 8, 2r%t i) 3r—s—1t3 2s+r+ 3t

e) y—4, y+3 ) 3—x—-y, X+y+1lx—-y

Realice las divisiones que se indican.

—12x%yz® —18r3s%t c 4ab® — 3a%bc + 12a%b?c* d) 4x3 —5x2 +3x —2
3x2y4z —4r5st? —2ab?c? X+1

a)

Efectue las divisiones que se indican.

27s° — 64 1—x2+x* c 2y +y5 —3y—2 q Ax3y + 5x2y? + x* + 2xy®

3) 3s—4 b) 1-—x y2—3y+1 X2 + 2y2 + 3xy

Realice las operaciones indicadas y verifiquelas utilizando los valores x = 1,y = 2.

x* +xy® +x3y + 233y +y*
Xy +x2 +y?

a) (X' +x%y7 +yO)(y —x%y? +x°)  b)

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

a) —24 b) —12 c) -1 d) 90 e) 11/5 f)—8 @) —1/6 h) —24/5
a) 4 b)6 c)5 dy3 e 0 f)5

a) 3y—x b)y8y2+6yz c)12x—5y d)y—-4x+4

a) 2X¢+x—y b)az+b*+2c® c)abc?

a) 5xy —3yz+zx b) x2+4y?—8x+8y—5 c) 4r®—r%+ rs? — 3s°

Xy +yz — 8xz

a) —12x%y’ f) y*+64

b) —36a°b5c® g xt—y*

c) —12x%% + 16x3%y? h) x*+64

d) 2r%® + 6r3s’ — 8r3s°® + 2r%s’ i) 3r2+ 5rs + 8rt? — 2s? — 5st? — 3t*

e) yy-y—12 B ¥YP—2y? =3y + 3x + 5x2 — 3xy — 2x* — X%y + 2xy?
4x%22 9s 2b  3a ) —14

- — — ot ZoOx+124+——
3) y3 2r2t © c®  2bc? bafc ) M- +12 x+1
1 68y — 29

24+ 12s + D GIt S—— 343y +10y +27+ 5>

a) 9s°+12s+16 b)) —x°—x T x c) y° +3yc+ 10y + 27 Z_3y+1

a) x84+ x%* + y& Comprobacion: 21(13) = 273. b) X2+ y2 Comprobacién: 35/7 = 5.
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PROPIEDADES
DE LOS NUMEROS

3.1 CONJUNTOS DE NUMEROS

El conjunto de los nimeros cardinales (o naturales) es el conjunto de los nimeros: 1, 2, 3, 4, 5, ...

El conjunto de los nimeros enteros no negativos es el conjunto de los nimeros cardinales y cero: 0, 1, 2, 3,

4, ...
El conjunto de los nimeros enteros es el conjunto de los nimeros cardinales, el cero y los inversos de los
nameros cardinales: ..., =5, —4, =3, -2, -1,0,1, 2,3,4,5, ...

El conjunto de los nimeros reales es el conjunto de todos los nimeros que corresponden a los puntos en una
recta numérica. Los numeros reales pueden dividirse en dos subconjuntos diferentes: nimeros racionales y nimeros
irracionales.

El conjunto de nimeros racionales es el conjunto de nimeros reales que pueden escribirse en la forma a/b,
donde a y b son enteros y b es diferente de cero. Se puede pensar de los nimeros racionales como el conjunto
de enteros y fracciones comunes. Los nameros —4, 2/3, 50/7, \/9, 10/5, —1/2, 0, 145 y 15/1 son ejemplos de
ndmeros racionales.

El conjunto de nameros irracionales es el conjunto de nimeros reales que no son nimeros racionales. Los
nimeros V2, ¥/5, v/10, /3 + 4, V/6 — 5y las constantes matematicas 7 y e son ejemplos de nlimeros
irracionales.

3.2 PROPIEDADES

Un conjunto es cerrado respecto a una operacidn si el resultado de llevar a cabo la operacion con dos elementos del
conjunto es también un elemento del conjunto. El conjunto X es cerrado respecto a la operacidn * si para todos los
elementos a y b en el conjunto X, el resultado a*b esta en el conjunto X.

Un conjunto posee una identidad respecto a una operacion si existe un elemento en el conjunto que, cuando
se combina con cada elemento de dicho conjunto, no modifica dicho elemento. El conjunto X tiene una identidad
respecto a la operacion * si existe un elemento j en el conjunto X tal que j*a = a*j = a para todos los elementos a
en el conjunto X.

Un conjunto posee inversas respecto a una operacion si para cada elemento del conjunto existe un elemento tal
gue cuando esos dos elementos se combinan utilizando la operacion, el resultado es la identidad para el conjunto
al que se le aplico la operacién. Si un conjunto no posee identidad respecto a una operacién, éste no posee la
propiedad inversa respecto a esa operacion. Si X es un conjunto que tiene una identidad j respecto a la operacion *,
entonces dicho conjunto tiene inversas si para cada elemento a en el conjunto X, existe un elemento a’ en el conjunto
Xtalquea*a' =jya'*a=]j.

Los conjuntos también pueden tener la propiedad asociativa y la conmutativa respecto a una operacion, como se
describid en la seccion 1.4. Si existen dos operaciones en el conjunto, entonces podria tener la propiedad distributiva,
gue también se describe en esa seccion.

EJEMPLO 3.1 ¢Qué propiedades son validas para los nimeros cardinales, nimeros enteros no negativos, nimeros en-
teros, nimeros racionales, nimeros irracionales y nimeros reales en la suma?
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Enteros
+ Cardinal no negativos Enteros Racionales | Irracionales Reales
Cerradura Si Si Si Si No Si
Identidad No Si Si Si No Si
Inversa No No Si Si No Si
Asociativa Si Si Si Si Si Si
Conmutativa Si Si Si Si Si Si

3.3 PROPIEDADES ADICIONALES

Existen algunas propiedades que poseen los conjuntos de nimeros que no dependen de una operacion para que sean
validas. Tres de dichas propiedades son orden, densidad y completez.
Un conjunto de nimeros posee un orden si dados dos elementos distintos en el conjunto, uno de ellos es mayor
que el otro.
Un conjunto de nimeros tiene una densidad si entre cualquier par de elementos del conjunto existe otro elemento

del

conjunto.

Un conjunto de nimeros tiene completez si los puntos, utilizando sus elementos como coordenadas, llenan
totalmente una linea o un plano.

EJEMPLO 3.2 ;Qué propiedades son validas para los nimeros cardinales, nimeros enteros no negativos, enteros, nime-

ros racionales, nimeros irracionales y nimeros reales?

Enteros
Cardinales no negativos Enteros Racionales Irracionales Reales
Orden Si Si Si Si Si Si
Densidad No No No Si Si Si
Completez No No No No No Si
Problemas resueltos
3.1  ;Cuél de las propiedades de cerradura, identidad e inversa posee el conjunto de enteros pares respecto a la

3.2

suma?

SOLUCION  Puesto que los enteros pares son de laforma2n donde nes unentero, permita que 2my 2k sean cualquier
par de nimeros pares. La suma de dos enteros pares es 2m + 2k = 2(m + k). A partir del ejemplo 3.1 se sabe que
m + k es un entero, puesto que my k son enteros. Por lo tanto, 2(m + k) es 2 veces un entero y es par, por lo que
2m + 2k es par. Por ende, los enteros pares con cerrados respecto a la suma.

El cero es un entero par puesto que 2(0) = 0. 2m + 0 = 2m + 2(0) = 2(m + 0) = 2m. Por lo tanto, 0 es la
identidad para los enteros pares en relacién con la suma.

Para el entero par 2m, la inversa es —2m. Ya que m es un entero, —m es un entero. Por lo tanto, —2m =
2(—m) es un entero par. Asimismo, 2m + (—2m) = 2(m + (— m)) = 2(0) = 0. Por lo tanto, todo entero par tiene
inversa.

¢Cudl de las propiedades de cerradura, identidad, inversa, asociativa y conmutativa son validas en relacion
con la multiplicacién para el conjunto de nimeros cardinales, enteros no negativos, enteros, racionales, irra-
cionales y reales?
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3.3

3.4

3.5

CAPITULO 3 PROPIEDADES DE LOS NUMEROS

SOLUCION
Enteros
Cardinales | no negativos | Enteros Racionales | Irracionales Reales
Cerradura Si Si Si Si No Si
Identidad Si Si Si Si No Si
Inversa No No No Si No Si
Asociativa Si Si Si Si Si Si
Conmutativa Si Si Si Si Si Si

¢ Cudl de las propiedades de cerradura, identidad e inversa posee el conjunto de enteros impares respecto a la
multiplicacién?

SOLUCION  Puesto que los enteros impares son de la forma 2n + 1 donde n es un entero, deje que 2m + 1y 2k
+1 sean cualquier par de nimeros impares. El producto de dos nimeros impares se representa como (2m + 1)(2k
+ 1) =4mk + 2m + 2k + 1 = 2(2mk + m + k) + 1. Puesto que los enteros son cerrados respecto a la sumay la
multiplicacion, (2mk + m + k) es un entero y el producto (2m + 1)(2k + 1) es igual a dos veces un entero mas 1.
Por lo tanto, el producto es un entero impar. Asi, los enteros impares son cerrados respecto a la multiplicacion.

El uno es un entero impar, puesto que 2(0) + 1 =0 + 1 = 1. Asimismo (2m + 1)(1) = (2m)(1) + (1)(2)
= 2m +1. Por lo tanto, 1 es la identidad para los enteros impares en relacion con la multiplicacién.

El siete es un entero impar, ya que 2(3) + 1 = 7. Asimismo, 7(1/7) = 1, sin embargo, 1/7 no es un
entero impar. Por lo tanto, 7 no tiene un inverso respecto a la multiplicacion. Puesto que hay al menos un
entero impar que no tiene un inverso respecto a la multiplicacion, el conjunto de enteros impares respecto a
la multiplicacién no tiene la propiedad inversa.

¢El conjunto de enteros pares tiene las propiedades de orden, densidad y completez?

SOLUCION Dados dos enteros pares diferentes 2m y 2k donde m y k son enteros, se sabe que m >k o k > m. Si
m > k, entonces 2m > 2k, sin embargo, si k > m, entonces 2k > 2m. Por lo tanto, el conjunto de enteros pares posee
la propiedad del orden, puesto que para dos enteros pares diferentes 2m y 2k, ya sea que 2m > 2k 0 2k > 2m.

Los nimeros 2m y 2m + 2 son enteros pares. No existe un entero par entre 2my 2m + 2, puesto que 2m +
2 = 2(m + 1) y no existe un entero entre my m + 1. Por lo tanto, los enteros pares no poseen la propiedad de
densidad.

Entre los dos enteros pares 8 y 10 se encuentra el entero impar 9. Por lo tanto, los enteros pares no representan
las coordenadas para todos los puntos en una linea numérica. Por lo tanto, los enteros pares no poseen la propiedad
de completez.

Sea K = {—1,1}. a) ¢(Es K cerrado respecto a la multiplicacién? b) ¢ Tiene K una identidad respecto a la
multiplicacién? c) ¢ Tiene K inversas respecto a la multiplicacion?

SOLUCION

a) OO =1-DD=11)(-1)=-1y (1)) = —1. Paratodos los productos posibles de dos elemen-
tos en K, el resultado se encuentra en K. Por lo tanto, K es cerrado respecto a la multiplicacion.
b) lestdenkK, (1)(1) =1y (1)(—1) = —1.Porlo tanto 1 es la identidad para K respecto a la multiplicacion.

c) Puesto que (1)(1) = 1y (—1)(—1) = 1, cada elemento de K es su propio inverso.
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3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

3.1

3.12

PROBLEMAS PROPUESTOS 25

Problemas propuestos

¢Cudles de las propiedades de cerradura, identidad e inversa tiene el conjunto de enteros pares respecto a la multi-
plicacion?

¢Cudles de las propiedades de cerradura, identidad e inversa tiene el conjunto de enteros impares respecto a la
suma?

¢ Tiene el conjunto de enteros impares las propiedades de orden, densidad y completez?

¢Cudles de las propiedades de cerradura, identidad, inversa, asociativa y conmutativa son validas respecto a la resta
para los conjuntos de nimeros cardinales, enteros no negativos, enteros, racionales, irracionales y reales?

¢Cudles de las propiedades de cerradura, identidad, inversa, asociativa y conmutativa son validas respecto a la
divisién entre cero para los conjuntos de nimeros cardinales, enteros no negativos, enteros, racionales, irracionales
y reales?

¢Cudles de las propiedades de cerradura, identidad, inversa, asociativa y conmutativa son vélidas para el conjunto
cero {0}, respecto a a) la suma, b) la resta y ¢) la multiplicacion?

¢Cudles de las propiedades de cerradura, identidad, inversa, asociativa y conmutativa son validas para el conjunto
{1} respecto a a) la suma, b) la resta, c) la multiplicacion y d) la division?

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

Cerradura: si; identidad: no; inverso: no.
Cerradura: no; identidad: no; inversa: no.

Orden: si; densidad: no; totalidad: no.

Enteros no
- Cardinales negativos Enteros Racionales | Irracionales Reales
Cerradura No No Si Si No Si
Identidad No No No No No No
Inversa No No No No No No
Asociativa No No No No No No
Conmutativa No No No No No No
Enteros no
+ Cardinales negativos Enteros Racionales | Irracionales Reales
Cerradura No No No No No Si
Identidad No No No No No No
Inversa No No No No No No
Asociativa No No No No No No
Conmutativa No No No No No No
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3.1

3.12

CAPITULO 3 PROPIEDADES DE LOS NUMEROS

Cerradura Identidad Inversa Asociativa Conmutativa
a) Si Si Si Si Si
b) Si Si Si Si Si
c) Si Si Si Si Si
Cerradura Identidad Inversa Asociativa Conmutativa
a) No No No Si Si
b) No No No No Si
c) Si Si Si Si Si
d) Si Si Si Si Si

www. FreelLibros.com




PRODUCTOS
ESPECIALES

4.1 PRODUCTOS ESPECIALES

A continuacidn aparecen algunos de los productos que se presentan con frecuencia en matematicas y el alumno
debe familiarizarse con ellos tan pronto como sea posible. Las demostraciones de estos resultados pueden obtenerse

mediante la multiplicacion.
I. Producto de un monomio y un binomio
a(c +d)=ac + ad
Il. Producto de la sumay la diferencia de dos términos
(a + b)@@a— b) = a2 — b?

I11. Cuadrado de un binomio
(a + b)> = a® + 2ab + b?
(a — b)> = a® — 2ab + b?
IV. Producto de dos binomios
x+a)Xx+b)=x>+(a+bx+ab
(ax + b)(cx + d) = acx? + (ad+ bc)x + bd

(@+ b)(c+d)=ac+bc+ad+ hd

V. Cubo de un binomio

(a + b)® = a® + 3a’h + 3ab? + b®

(@ — b)®*=a®— 3a% + 3ab* — b?
V1. Cuadrado de un trinomio

(@a+ b+ c)?=a’+ b?+ c¢?+ 2ab + 2ac + 2bc
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28 CAPITULO 4 PRODUCTOS ESPECIALES

4.2 PRODUCTOS QUE PROPORCIONAN RESPUESTAS DE LAFORMAa" +b"

Puede verificarse por medio de la multiplicacién que

(a — b)(@ +ab + b?) = a® — b?

(@ —b)@ + a% + ab? + b®) = a* — b*

(a—b)@ + a’b + a%h? + ab® + b*) = a° — b°

(a — b)@ + a’b + a®h? + a%® + ab* + b°%) = a® — b°

etc., la regla es clara. Estas expresiones pueden resumirse como

VIL.

@-b@*t*+a"%h+a%+---+ab" 2+ b"H=a"—b"

donde n es cualquier entero positivo (1, 2, 3, 4, ...).
De manera similar, puede verificarse que

(a+ b)@@®—ab + b?) = a® +b?
(a+b)a*—ad + a%? —ab® + b*) =a* + b°

(a+ b)@® — a’b + a*h? + av® + a%* — ab® + b% = a’ + b’

etc., la regla es clara. Estas expresiones pueden resumirse como

VIII.

@+b@*—a"h+a" % —---—ab"2+b"H=a+b"

donde n es cualquier entero positivo impar (1, 3,5, 7, ...).

Problemas resueltos

Encuentre cada uno de los productos siguientes.

41 a)
b)
c)

d)
e)
f)
9)
h)
i)
)
k)
)

3x(2x + 3y) = (3xX)(2x) + (3X)(3y) = 6x* + 9xy, utilizando | con a = 3x,c = 2x, d = 3y:
XY(3x* — 2y + 4) = (CY)(3X°) + (Xy)(—2y) + (X*y)(4) = 3x°y — 2xy* + 4x’y
(3xy* + 2xy — 5)(X*y°) = (3XYI)(XY°) + (xy)(XY°) + (=5)(x*y°)
= 3x%y° + 2x%* — 5x%y°
(2x + 3y)(2x — 3y) = (2x)? — (3y)? = 4x2 — 9y?, utilizado Il con a = 2x, b = 3y.
(1 —53) 1+ 5%¢°) = (1)* (5x%)2 = 1 — 25%°
(5x + x¥yA(5x — x?) = (5x)* — (x3y?)? =25x2 x8y*
(3x + 5y)? = (3x)? + 2(3x)(5y) + (5y)? = 9x* + 30xy + 25y?, utilizado Il con a = 3x, b = 5y:
(x +2)?=x"+2(x)(2) + 2> = x* + 4x +4

(7% — 2xy)? = (7x%)% — 2(7x®)(2xy) + (2xy)?
= 49x* 28x3y + 4x%y?, utilizado Il cona = 7x% b = 2xy.

(ax — by)? = (ax)? — 2(ax)(2by) + (2by)? = a?* — 4axby+4b?%y?
(x* + 6)2 = (x*)? + 2(x*)(6) + (6)* = x® + 12x* + 36
(By* = 2" = (3y") — 2(3y)(2) + (2)’ = 9y' — 12y* + 4
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4.2

4.3

n)
0)
p)
a)

r)
s)

B

9)
h)

i)

k)

b)

PROBLEMAS RESUELTOS

(x + 3)(x +5) =x*+ (3+ 5)x + (3)(5) = x* + 8x + 15, utilizado IV cona = 3,b = 5.
X—2(x+8 =x>+(—2+8x+ (— 2)(8) =x*+ 6x — 16
X+2)x—8)=x+(2—-8)x+ (2)(—8) = x* —6x — 16

(2 + 10)(t? — 12) = (t)* + (10 — 12)t* + (10)(—12) = t* — 2t* — 120

(3x + 4)(2x — 3) = (3)(2¢* + [(B)(—3) + (H()Ix + (4)(-3)
= 6x? — x — 12, utilizado IVcona=3,b=4,c=2,d = —3.

(2x +5)@x — 1) = Q)@)x* + [(2)(=1) + B)(@)x + (5)(—1) = 8x* + 18x — 5

(3x + y)(4x —2y) = (3x)(4x) + (Y)(4x) + (3x)(—2y) + (V)(—2y)
= 12x*> — 2xy — 2y? utilizado V cona = 3x,b =y, ¢ = 4x, d= —2y.

(3t — 2)(4t — 3s) = (3t%5)(4t) + (—2)(4t) + (3t%)(—3s) + (—2)(—35)
= 12t% — 8t — 9t’s? + 65

(Bxy + 1)(2¢ — 3y) = (3xy)(2x*) + (3xy)(—3y) + (1)(2¥) + (1)(—3y)
= 6x°%y — 9xy? + 2x2 — 3y

X+y+3)x+y—-3)=Kx+yP?—-3=x+2xy +y* -9

@x—y—1D@x—y+1)=@2x -y —(1) =4 —dxy +y* - 1

(% + 2xy + V) — 2xy + y3) = (@ + y* + 2xy)(x* + y2 — 2xy)
=+ y)?2— (2xy)* = X'+ 22 + vyt — 4xy?r = X — 2xy? +

X+2+x)E—2+xy)=0C+xy+ 2+ xy —2)
=3+ xy)’ — 22=x2+ 203 (xy)+ (xy)? — 4 = x° + 2X'y + x¥y* — 4

(x + 2y)° = X* + 3(x)*(2y) + 3(x)(2y)* + (2y)°
= x3 +6x% + 12xy* + 8y°, utilizando V cona = x, b = 2y.

(3x + 2)* = (3x)® + 3(3X)%(2) + 3(3x)(2)* + (2)° = 27x* + 54x* + 36x + 8

(2y — 5)* = (2y)*~ 3(2y)*(5) + 3(2y)(5)° — (5)°
= 8y® — 60y? + 150y — 125, utilizando IV cona = 2y, b = 5.
(xy = 2)° = (xy)° — 3(x)*(2) + 3(xy)(2)* — (2)° = X’y* — 6x’y* + 12xy — 8
%y — ¥ = (xy)° = 30Y)AYY) + 30y — (V) = Xy — 3xy* + 3xy° — y°
(x — 1)+ x + 1) = x* — 1, utilizando VIl cona = x, b = 1.

Si no es una forma reconocida, multiplique asi.
X—D+Xx+D=x(x*+x+1D -1+ x+D=x*+x+x—x-x—-1=x-1

(X — 2y)(* + 2xy + 4y?) = x3 — (2y)® = x® — 8y, utilizando VIl cona = x, b = 2y.
(xy + 2)(x%y* — 2xy + 4) = (xy)® + (2)* = x*y® + 8, utilizando VIll cona = xy, b = 2.
X+ D@ —2x+1)=2)*+1=8+1

(2x + 3y + 2)? = (2x)% + (3y)> + (2)* + 2(2X)(3y) + 2(2xX)(2) + 2(3y)(2)
= 4x* + 9y* + 72 + 12xy + 4xz + 6yz, utilizando VI cona = 2x,b = 3y,c = z.

(W — 22 + 2w)? = (U2 + (—17)% + (2w)? + 2(1)(—12) + 2(ud)(2w) + 2(— 1) (2w)
= Ut + v* + 4w? — 2u%2 + duPw — 4w

X=X+ x*+x+x2+x+1)=x*— 1, utilizandoVlicona=x,b=1,n=6.

(X — 29)(x* + 233y + 4x3y? + 8xy® + 16y*) = x* — (2y)°
= x5 — 32y%, utilizando VIl cona = x, b = 2y.
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30 CAPITULO 4 PRODUCTOS ESPECIALES

c) (3y +x)(8ly* — 27y%x + 9y?x? — 3yx® + x%) = (3y)° +x°
= 243y°® + x°; utilizando VIIl con a =3y, b = x.

44 a) x+y+z)(x+y—2z)(x—y+2z)(x—y—z). Los primeros dos factores pueden escribirse como
(X+y+2)(X+y—2)=x+Yy)? -2 =x>+2xy +y> — 2,
y los dos factores siguientes como
X—y+2)xX—y—2)=(x—-Yy)?—22 =x> —2xy +y* — 2%
El resultado puede escribirse como

(% +y2 — 22 + 2x7) (02 +y? — 22 — 2xy) = (0 + y? — 72)? — (2xy)?
= (02 +(¥?)? + (=22 + 20)(y?) +2(3)(—2%) +2(y*)(—7%) — 4xPy?
=x* +y* + 24 + 2x%y? — 2% — 2y°7P
by (x+y+z+12=[x+y)+@+1DP =x+y)?+2x+y)z + 1)+ (z+1)?
=X +2Xy +y 22Xz +2x+ 2z +2y + 22+ 221+ 1
) (u—Vv)*u+v)® = [u—Vv)(u+Vv)P = (U2 —v?)3
= (U?)® — 3(U?)>V2 + 3(u?)(vd)? — (V3)® = u® — 3utv? + 3udv* — 8
d) 0@ —x+21202E+x+1)2 =[x —x+1)E+x+ D =[x2+1—x)02 +1 +x)]?
=[+1)2 —xP =+ 23 +1—x2P = (x* +x2 +1)°
= (X4)2 + (X2)2 + 12 + 2(xH)(x?) + 2(x*) (1) + 2(x*)(1)
=8+ xt 1+ + 2+ 22 =x® +2x8 +3xt + 22 + 1

6) (&/ +1)(e — 1)(E¥ + 1)(eY + 1) + 1) = (¥ — 1)(e? + 1)(e¥ + 1)(e¥ + 1)
=Y —1)EeY + 1) +1) = (¥ -1)E¥ +1) =e¥ -1

Problemas propuestos

Encuentre cada uno de los productos siguientes.

45  a) 2xy(3x?y — 4y®) = 6x3y? — 8xy*

b) 3x2y3(2xy — x — 2y) = 6x3y* — 3x3y® — 6x%y*
c) (2st® — 4rs? + 3s%t)(5rst?) = 10rs?t®> — 20r2s%t? + 15rs*t3
d) (3a +5b)(3a — 5b) = 9a2 — 25b2

e) (5xy +4)(5xy — 4) = 25x%y? — 16

f) (2 —5y?)(2 + 5y?) =4 — 25y*

g) (3a + 5a?b)(3a — 5a%b) = 9a? — 25a*h?
h) (x +6)% =x% + 12x + 36

i) (y +3x)? =y2 +6xy + 9x2

) @—4>=7%—-8+16

K) (3—2x2)2 =9 — 12x2 + 4x*

) X3y — 22)? = x*y? — 4xPyz + 472

m) (x+2)(x+4) =x*>+6x+8
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4.6

4.7

n (x—4)(x+7) =x%+3x—28

0) (y+3)(y—5 =y -2y-15

P) (xy +6)(xy — 4) = X°y* +2xy — 24

q) (2x—3)(4x+1) =8x>—10x—3

N (4+3rn@R2-r)=8+2r—3r?

s) (5% + 3y)(2x — 3y) = 10x% — 9xy — 9y?
) (2t + 9)(3t? + 4s) = 6t* + 11t2°s + 48

u)
v)

(@ + 4y)(2x%y — Y?) = 2X%y + Tx2y? — 4y®
X(2x — 3)(3x + 4) = 6x — X2 — 12x

W) r+s—1)(+s+1)=r2+2rs+s—1

X)
y)

a)
b)
c)
d)
e)
f)

)
h)

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9)

(X—2y+2(X—2y—2) =x2 —4xy + 4y> — 2
(C+2x+4)( —2x+4) =x* +4x° + 16

@x+1)° =83 +12x% +6x+1

(3x + 2y)® = 27 + 54x%y + 36xy? + 8y°
(r—29)° =r3 —6r2s+12r& — 8s°
02—1°=x —3x* +3¢ -1

(ab? — 2b)® = &%b® — 6a’b® + 12ab* — 8b°
t—2)(t>+2t+4)=t3—38

- +x2+2)=2-Xx

(X + 3y)(2 — 3xy + 9y?) =3 + 27y®

(X—2y+2? =x2 —4xy +4y? + 22x — 4zy + 2
(s—-1DES+L+s+1)=5-1

Q+)Q -2+t —tf) =118

(3% + 2y)2(3x — 2y)? = 81x* — 72x%y? + 16y*

O +2x+ 120 —2x+1)2 =x@ — 48 +6x* — 42 + 1
-1y +1)° =y -3y +3y* —1

U+ 2)(u—2)(W + 4)(u* + 16) = u® — 256
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5 FACTORIZACION

51 FACTORIZACION

Los factores de una determinada expresion algebraica consisten en dos 0 méas expresiones algebraicas que cuando se
multiplican entre si generan la expresion dada.

EJEMPLOS 5.1 Factorice cada una de las expresiones siguientes:

a) X¥*—7x+6=(x-1)(x—6)
b) x*+8x=x(x+8)

c) 6X¥*—7x—5=(3x—5)@2x+1)
d) x2+2xy 8y?= (X + 4y)(x — 2y)

El proceso de factorizacién, en general, se restringe a encontrar factores de polinomios con coeficientes enteros
en cada uno de sus términos. En dichos casos, se requiere que los factores sean también polinomios con coeficientes
enteros. A menos que se especifique otra cosa, nos apegaremos a esta limitacion.

Por lo tanto, no se considerard a (x — 1) como una expresién factorizable como (\/i + 1)(\/>? — 1) ya
que estos factores no son polinomios. De manera similar, no se considerara a (x> — 3y?) como factorizable en
(x — \/§y)(x + \/§y) ya que estos factores no son polinomios con coeficientes enteros. Asimismo, a pesar de que
3x + 2y podria escribirse como 3(x + %y), ésta no se considerara forma factorizable ya que x + gy no es un polinomio
con coeficientes enteros.

Se dice que un determinado polinomio con coeficientes enteros es primo si éste no puede factorizarse de acuerdo
con las restricciones descritas con anterioridad. Por lo tanto, x? — 7x + 6 = (x — 1)(x — 6) se ha expresado como el
producto de los factores primosx — 1y x — 6.

También se dice que un polinomio esta totalmente factorizado cuando éste se expresa como el producto de
factores primos.

Nota 1. En la factorizacion se permiten cambios triviales de signo. Por lo tanto, X2 — 7x + 6 puede factorizarse
como (x — 1)(x — 6) o (L — x)(6 — x). Puede demostrarse que la factorizacién en primos, independientemente de
los cambios triviales de signo y del arreglo de los factores, es posible de una y s6lo una manera. A esto se le conoce
como el Teorema de Factorizacion Unica.

Nota 2. A veces se utiliza la definicidn de factores primos siguiente. Se dice que un polinomio es primo si no
tiene factores aparte del més y el menosy * 1. Esto es analogo a la definicién de nimero primo o entero tal como el
2,3,5,7,11, ... y puede verse como equivalente a la definicién anterior.

Nota 3. En ocasiones se pueden factorizar polinomios con coeficientes racionales, por ejemplo, x> — 9/4 =
(x +3/2)(x — 3/2). En dichos casos los factores deben ser polinomios con coeficientes racionales.

32
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5.2 PROCEDIMIENTOS DE FACTORIZACION 33

Nota 4. En algunas ocasiones se desea factorizar una expresion sobre un conjunto especifico de nimeros, por
ejemplo, x> — 2 = (x + \/5)(x - \/2) sobre el conjunto de nimeros reales, sin embargo, es primo sobre el conjunto
de numeros racionales. A menos que se especifique el conjunto de nimeros a utilizar como coeficientes de los
factores, se supone gue es el conjunto de los enteros.

5.2 PROCEDIMIENTOS DE FACTORIZACION

Las formulas I-VI11 del capitulo 4 son muy (tiles en la factorizacion. De la misma forma que cuando se leen de iz-
quierda aderecha ayuda a obtener los productos, cuando se leen de derecha a izquierda ayudan a encontrar los factores.
Los procedimientos de factorizacion siguientes son muy Utiles.

A. Factor monomio comun. Tipo: ac + ad = a(c + d)

EJEMPLOS 5.2

a) 6x%y — 233 = 2x*3y — x)
b) 2x%y — xy? + 3x%y = xy(2x* — y + 3x)

B. Diferencia de dos cuadrados. Tipo: a2 — b? = (a + b)(a — b)

EJEMPLOS 5.3

a) xX*—25=x*—5"=(x+5)((x—5)dondea=x,b=5
b) 4x% — 9y? = (2x)? — (3y)* = (2x + 3y)(2x — 3y) donde a = 2x, b = 3y

C. Trinomio cuadrado perfecto. Tipos: a? + 2ab + b? = (a + b)?
a2 — 2ab + b? = (a — h)?

De lo anterior se deduce que un trinomio es un cuadrado perfecto si dos términos son cuadrados perfectos y el
tercer término es numéricamente dos veces el producto de las raices cuadradas de los otros dos términos.

EJEMPLOS 5.4

a) X2+ 6x+9=(x+3)
b) 9x? = 12xy + 4y? = (3x — 2y)?

D. Otros trinomios. Tipos: X2 + (a + b)x + ab = (x + a)(x + b)
acx? + (ad + bc)x + bd = (ax + b)(cx + d)

EJEMPLOS 5.5

a) x2—5x+4=(x—4)(x—1)dondea = —4,b = —1porlo que susumaes (a + b) = —5y su producto ab = 4.

b) X2+ xy — 12y*> = (x — 3y)(x + 4y) donde a = —3y, b = 4y

c) 3x*—5x—2=(x—2)(3x+ 1). Aquiac = 3,bd = —2, ad + bc = —5; por tanteos se obtiene quea =1,c=3,b =
—2,d = 1 satisface ad + bc = —5.

d) 6x2+x—12=(3x — 4)(2x + 3)

e) 8—14x+5x= (4 —5X)(2 — x)

E. Suma, diferencia de dos cubos. Tipos: a® + b® = (a + b)(a® — ab + b?)
a’—b®=(a—h)@ + ab + b
EJEMPLOS 5.6
a) 8x3+ 27y = (2x)* + (3y)®
= (2x + 3y)[(20)* — (2¥)(3y) + (3y)7]
= (2x + 3y)(4x% — 6xy + 9y?)
b) 8%y —1=(2xy)®— 13=(2xy — 1)(4x¥* + 2xy + 1)

F. Agrupamiento de términos. Tipo: ac + bc + ad + bd = c(a + b) + d(a+ b) = (a + b) (c + d)
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34 CAPITULO5 FACTORIZACION

EJEMPLO 5.7 2ax — 4bx + ay — 2by = 2x(a — 2b) + y(a — 2b) = (a — 2b)(2x + y)
G. Factores de a" + b". Se aplican las férmulas VII y VIII del capitulo 4.
EJEMPLOS 5.8

a) 3235 +1 = (2x)° + 1% = (2x + D[(2¥)* — (2x)° + (2x)? — 2x + 1]
= (2x + 1)(16x* — 8x% + 4x? — 2x + 1)
b) X —1=(x—-1)(x*+x°> +x* +x3 +x® +x + 1)

H. Sumay resta de términos

EJEMPLO 5.9 Factorice X + 4.
Sumando y restando 4x? (dos veces el producto de las raices cuadradas de x* y 4), se tiene,

XV 4= (X + A2+ 4) — 43 = (X% +2)F — (2x)?
= H24+2)0X%+2-2X) = (X® +2x + 2)(x* — 2x + 2)

I.  Combinaciones de métodos anteriores.

EJEMPLOS 5.10

a)  x*—xy® —x3y +yt = (x* —xy®) — (x°y —y*)
=x(¢ —y3) —y(x* — y*)
=03 =YX —y) = (x—y)x +xy +y*)(x —)
= (X —y)*(x +xy +y?)

b) x2y -3 —y+3=02—3x)+(-y+3)

=x*(y—3)—(y—3)
=(y—-3)x*—1)
=(y-3)x+1x-1)
€) X2 +6x+9—y2=(x*+6x+9)—y
=(x+3)2—y?

[(x +3) +yl[(x +3) =]

=(X+y+3)(x—y+3)

53 MAXIMO COMUN DIVISOR

El maximo comun divisor (MCD) de dos 0 mas polinomios es el polinomio de mayor grado y mayor coeficiente
numeérico (prescindiendo de los signos) del cual es factor cada uno de los polinomios dados.

Para encontrar el MCD de varios polinomios se sugiere el uso del método siguiente. a) Escriba cada polinomio
como el producto de factores primos. b) EI MCD es el producto que se obtiene al elevar cada factor a la potencia del
menor valor que se presenta en cualquiera de los polinomios.

EJEMPLO 5.11 EI MCD de 233%(x — y)3(x + 2y)? 2233(x — y)’(x + 2y)?, 3%(x — y)’(x + 2y) es 3%(x — y)*(x + 2y).

Dos 0 mas polinomios son primos relativamente si su MCD es 1.

54 MINIMO COMUN MULTIPLO

El minimo comin maltiplo (MCM) de dos o més polinomios es el polinomio de menor grado y menor coeficiente
(prescindiendo de los signos) del cual es factor cada uno de los polinomios dados.

Para encontrar el MCM de varios polinomios se sugiere el uso del método siguiente. a) Escriba cada polinomio
como el producto de factores primos. b) EI MCM es el producto que se obtiene al elevar cada factor a la potencia de
mayor valor que se presenta en cualquiera de los polinomios.

EJEMPLOS 5.12 EI MCM de 233%(x — y)3(x + 2y)? 223%(x — y)*(x + 2y)?, 32(x — y)*(x + 2y) es 2°3%(x — y)*(x + 2y)°.
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Problemas resueltos

Factor monomio comudn

Tipo: ac + ad = a(c + d)

51 a) 2x2 —3xy = x(2x — 3y)
b) 4x +8y + 12z = 4(x + 2y + 32)
c) 3x% +6x3 + 12x* = 3x%(1 + 2x + 4x?)
d) 9s%t + 1552t — 3s%t? = 35t(3s + 5t — 1)
e) 10a’b3c* — 15a3h?c* + 30a*h3c? = 5a?b?c?(2bc? — 3ac? + 6a’h)
f) 4ahtl _ 8gg2" = 4an+l(1 _ 2anfl)

Diferencia de dos cuadrados
Tipo: a2 — b?> = (a + b)(a — b)

52 a) xX*—9=x?-32=(xx+3)(x—23)
b) 25x% — 4y? = (5x)? — (2y)? = (5% + 2y)(5x — 2y)
c) 9x%y? — 16a? = (3xy)? — (4a)? = (3xy + 4a)(3xy — 4a)
d) 1—m?n* =12 — (mn?)? = (1 + mn?)(1 — mn?)
e) 3 —12 =3(x> —4) =3(x +2)(x — 2)
f) x2y? — 36y* = y?[x* — (6y)’] = y*(x + 6y)(x — 6Y)
g) X —y* = () — (y2)? = (¢ +y)(x2 —y?) = (X +y)(X +y)(x —y)
h1-xX=1+x)1-x)=0+xHL+x)1 —x%) =1 +xH(1+x)(1 +x)(1 —x)
i) 32a*bh —162b° =2b(16a* — 81b*) = 2b(4a? + 9b?)(4a? — 9b?) = 2b(4a? + 9b?)(2a + 3b)(2a — 3b)
J) Xy —y3x = xy(x® —y?) = xy(x +y)(x —y)
K) (x+1)% —36y% = [(x + 1) + (6y)][(x + 1) — (6y)] = (x + 6y + 1)(x — 6y + 1)
) (5x + 2y)2 — (3x — 7y)? = [(5x + 2y) + (3x — TY)][(5x + 2y) — (3x — 7y)] = (8x — 5y)(2x + 9y)

Trinomio cuadrado perfecto

Tipos: a + 2ab + b? = (a + b)?
a’ — 2ab + b? = (a — b)?

53 &) x2+8x+16 =x2+2(x)(4) +4% = (x +4)?
b) 1+ 4y +4y? = (1 + 2y)?
C) 2 —4t+4=12-2t)(2) +2% =(t—2)?
d) x2 — 16xy + 64y? = (x — 8y)?
e) 25x? + 60xy + 36y? = (5x + 6y)?
f) 16m? — 40mn + 25n = (4m — 5n)?
g) 9x* — 24x%y + 16y? = (3x? — 4y)?
h) 2x3y® + 16x2y* + 32xy® = 2xy3(x? + 8xy + 16y?) = 2xy3(x + 4y)?
i) 16a* — 72a%h? + 81b* = (4a? — 9b?)? = [(2a + 3b)(2a — 3b)]* = (2a + 3b)?(2a — 3b)?
D) (X +2y)? +10(x + 2y) + 25 = (x + 2y + 5)?
k) a®x? — 2abxy + b?y? = (ax — by)?
) 4mPn® + 32m*n* + 64m?n? = 4m?n?(m*n* + 8m?n? + 16) = 4m?n?(m?n? + 4)?

Otros trinomios

Tipos: X2 + (a + b)x + ab = (x + a)(x + b)
acx? + (ad + bc)x + bd = (ax + b)(cx + d)
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36 CAPITULO5 FACTORIZACION

54 a) xX>+6x+8=(x+4)(x+2)
b) x> —6x+8=(Xx—4)(x—2)
) ¥+2x—8=(x+4)(x—2)
d x¥* —2x—8=Xx—-4)(x+2)
g) X2 —7xy + 12y? = (x — 3y)(x — 4y)
f) x2 +xy — 12y? = (x + 4y)(x — 3y)
g) 16 —10x +x2 = (8 —x)(2 —x)
h) 20 —x—x? = (5+X)(4 —X)
i) 3x3 —3x2 — 18x = 3x(X* — X — 6) = 3X(X — 3)(x + 2)
) YTy 12 =(y2 +4)(? +3)
K) m*+m?—2=(m?+2)(Mm?—1) =(m?+2)(m+1)(m-1)
D x+1)2+3x+1)+2=[x+1) +2][(x+1)+1] = (x +3)(x +2)
m) s?t? — 2st® — 63t* = t?(s? — 2st — 63t?) = t3(s — 9t)(s + 7t)
n #-102+9=F-1)Z#-9=c+1)z-1z+3)(z-23)
0) 2x8y—6x4y® —8x2y5 = 2x2y(x* —3x2y? —Ay*) = 2x2y (X2 +Yy2) (X2 — 4y?) = 2x2y (X2 +y2) (X +2y)(x—2Y)
p) x2—2xy +y2 +10(x—y) +9 =(x—y)®> +10(x —y) + 9
=[x=y) +1(x-y) +9]=Xx-y+1)(x-y+9)
q) 4xByl0 — 40x5y7 + 84x2y* = 4x2y*(xBy8 — 10x3y2 + 21) = 4x%y*(x3y2 — 7)(®y® — 3)
r x?2 —x2—30 = (x* — 6)(x* +5)
§) XMF2M 4 7xMHN 4 10x™ = x™(x2" + 7x" + 10) = x™(x" + 2)(x" + 5)
) a?0 D 5 l+6=@!-3)@*'-2)

55 a) 3x2+10x +3 = (3x + 1)(x + 3)
b) 2x> — 7x +3 = (2x — 1)(x — 3)
c) 2y2—y—6=(2y +3)(y—2)
d) 10s? + 11s — 6 = (55 — 2)(2s + 3)
e) 6x% —xy — 12y? = (3x + 4y)(2x — 3y)
f) 10 —x —3x?> = (5 - 3x)(2 + X)
Q) 44 —922+2=(?-2)(4> - 1) =(Z* - 2)(2z +1)(22 - 1)
h) 16x3y + 28x%y? — 30xy® = 2xy(8x? + 14xy — 15y?) = 2xy(4x — 3y)(2x + 5y)
i) 12(x +y)?> +8(x +y) — 15 =[6(x +Y) — 5][2(x +Y) + 3] = (6x + 6y — 5)(2x + 2y + 3)
j) 6b211 4+ 511 _ gh = h(6b2" + 5b" — 6) = h(2b" + 3)(3b" — 2)
k) 18x4P*M — 6EX2PHMy2 _ 24xMy4 = 6xM(3x* — 11x2Py2 — 4y*) = 6X™(3XP + y2)(x2P — 4y?)
= 6XM(3x%P + y2)(XP + 2y)(xP — 2y)
[) 64x2y3 — 68x8y7 + 4x4yM! = 4x*y3(16x8 — 17x*y* +y8) = 4x®y3(16x* — yH)(x* — y*)
= Y (Ax% + Y2 )42 — yA) (¢ +Y2)(¢ —y?)
= &3 (Ax® +y2)(2x +Y)(2x = y) (¢ + Y2 )X +Y) (X —Y)
Suma y diferencia de dos cubos
Tipos: a® + b® = (a + b)(a®> — ab + b?)
& — b* = (a — b)(@ + ab + b?)

56 a) xX*+8=x3+2=X+2)(x* —2x+2%) =(x+2)(x> —2x +4)
b) a®—27=a°>—-32=(a—3)(a® +3a+3?) =(a—3)@ +3a+9)
C) a® + b6 = (a2)? + (b?)° = (a? + b?)[(a2)? — a2b? + (b2)2] = (a2 + b?)(a’ — a2b? + b)
d) a® —b® = (a® + b%)(a® — b%) = (a + b)(a® — ab + b?)(a — b)(a® + ab + b?)
€) @@ +b° = (@)} + (b%)° = (a° +b)[(a)2 — a%b® + (b%)2] = (a + b)(a2 — ab + b2)(a® — a%b® + b)
f) al? + b2 = (a%)® + (b%)° = (a* +b*)(a® — a’b* + bf)
g) 643 +125y° = (4x)* + (5y)° = (4x + 5Y)[(4X)* — (4X)(5Y) + (5y)*]
= (4x + 5y)(16x2 — 20xy + 25y?)
hy x+y)> =2 =X+y—2)IX+y)? +(X+y)z+74]=X+y—2)(C+2xy +y% +xz +yz + %)
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) (x—2)° +8y° = (x—2° +(2)° = (x — 2+ 2y)[(x — 2)* — (x — 2)(2y) + (2y)’]
= (X —2+2y)(x> — 4x + 4 — 2xy + 4y + 4y?)
DxXE—73-8=0C-8)C+1) = -2)x3+1) =Kx—-2)>+2x +4)(x +1)(x>* —x + 1)
K) X8y — 64x2y7 = x2y(x® — 64y°) = x2y(x® + 8y*)(x® — 8y3) = x2Y[x* + (2y)°]1x® — (2y)°]
= X2y(X + 2y) (X% — 2xy + 4y?)(x — 2y)(X? + 2xy + 4y?)
) 54x8y? —38x3y? — 16y? = 2y?(27x8 — 19x% — 8) = 2y2(27x% + 8)(x® — 1) = 2y?[(3x)® + 2%](x® — 1)
=2y?(3x +2)(9%x% — 6x + 4)(x — 1)(x> +x + 1)

Agrupamiento de términos
Tipo: ac + bc +ad + bd =c(a+ b) +d(a + b) = (a + b)(c + d)

5.7 a) bx—ab+x? —ax=b(x —a) +x(x—a) = (x —a)(b +x) = (x —a)(x + b)
b) 3ax —ay —3bx +by =a(Bx —y) —b(3x —y) = (3x —y)(a—h)
C) 6x° — 4ax — 9bx + 6ab = 2x(3x — 2a) — 3b(3x — 2a) = (3x — 2a)(2x — 3h)
d ax+tay+x+y=ax+y)+Xx+y)=x+y)(a+1)
e) X2 —4y? +x+2y =X +2y)(Xx —2y) + (X +2y) = (X + 2y)(x — 2y + 1)
f) X3 +x%y +xy? +y2 =x*(x +y) +yA(x +y) = (x + )¢ +y?)
g) X' +27x* =@ =27 =x*(x3 +27) - (C +27) = (X® + 27)(x* — 1)
=+ +DE -1 =x+3)X -3 +9)X* +1)(x +1)(x —1)
h) x3y3 —y3+8x3—8=y3(x3—1)+8(x3 —1) = (x®* —1)(y® +8)
=(X—1)+x+1)(y+2)(y>—2y+4)

i) a®+b% —a?b* —a*h? =ab —ab* +bf —a*h? =a’(a* — b*) —b?(a* — b*) = (a* — b*)(a? — b?)
= (a2 +b?)(a% — b?)(a + b)(a— b) = (a2 + b2)(a + b)(a — b)(a + b)(@a—b)
= (a2 +b?)(a+ b)2(a—b)?

j) a® +3a? —5ab + 2b? — b® = (a® — b®) + (3a? — 5ab + 2b?)

= (a— b)(a? + ab + b?) + (a — b)(3a — 2b)
= (a— b)(a® +ab + b? + 3a — 2b)

Factores dea” + b"
58 a" + b"tiene a + b como factor si y solo si n es un entero impar positivo. Entonces,

a" +b" =(a+h)@ *—a"?h+a"%p*—... —ab"? +b"):

a) a®+b®=(a+bh)(a®—ab+b?
b) 64+y3 =434y =(4+y)4° -4y +y?) =4 +y)(16 — 4y +V?)
) x* +8y° =x®+(2y")° = (x + 2°)X* — x(2y?) + (2y*)*] = (x + 2y°)(x* — 2xy? + 4y*)
d) a®-+b°=(a-+b)a*—a’b+a’b®>—ab® +b?
e) 1+x%° =154 (xy)° = (1 +xy)(1 — xy + x2y? — x3y° + x*y*)
) 2+3R2=+5=0+2)@ -2 +2222 -2%2+2%) =z +2)(* — 222 + 422> - 82+ 16)
g) a? +x0=(a?)° + (x?)° = (a2 +x)[(a)* — (%)% + (a%)*(x})* — (a%)(x®)* + (x?)"]
= (a? + x?)(a® — ab%? + a*x* — a®x8 +x8)
h) u” + o = (u+0v)Uu — udo + u*? — uBe® + u?e* — u® + oF)
D X+1=03 4+ =0+ —x®+1) =X+ —x+1)x —x2+1)

5.9 a" — b" tiene a — b como factor si n es cualquier entero positivo. Entonces,
a"—b"=(a—b)@" *t+a"?b+a"3h?+ ... +ab" % +b"1):

Si n es un entero impar positivo, a" — b" también tiene a + b como factor.
a) a®—b’=(a—Db)(a+bh)
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38 CAPITULO5 FACTORIZACION

b) a3 —b® = (a— b)@ +ab + b?)
c) 27x% —y® = (3% — y® = (3x — Y)[(3x)* + (3X)y +y*]= (X — y)(9%? + 3xy +y?)
d) 1-x3=1-x)P%+1x+x) =1 -x)(1 +x+x?)

g) a®—32=a>-2=(a—-2)a*+a*-2+a?-2+a-2%+2%) =(a—2)(a* +2a% +4a’ + 8a + 16)

f) y7 =27 = (y — 2)(y® +y5z + y4z% + y328 + y224 +y25 + 25)
g) xb—ab=(¢+a%)(® —ad) = (x +a)x* — ax + a?)(x — a)(x* + ax + a?)

h) u® —o® = Uu* + o) —o*) = U + oY) (U2 + 2 (U2 — %) = (Ut + ) (U? + %) (U + v)(u —v)

) X —1=03P 1= - +x¥+1) =x—-1)+x+1)0E +x*+1)

i) X0y =00 +y2) (0 —y%) = (xHY) (X =Xy + X2y —xy® Yy (X—Y) (XY XY +xyS +y?)

Suma y resta de términos

5.10 a) a*+a’bh? +b* (sumandoy restando a’b?)
= (a* +2a%% + b*) — a2b? = (a2 + b%)? — (ab)?
= (a® + b? + ab)(a? + b — ab)
b) 36x* + 15x? + 4 (sumando y restando 9x?)
= (36x* + 24x2 + 4) — 9x% = (6x% + 2)? — (3x)?
= [(6x% + 2) + 3X][(6X> + 2) — 3x] = (6X? + 3x + 2)(6x> — 3x + 2)
c) 64x* +y* (sumando y restando 16x%y?)
= (64x* + 16x2y2 + y*) — 16x%y? = (8x% + y2)? — (4xy)?
= (8X? +y? + 4xy)(8x? + y? — 4xy)
d) u® —14u*+25 (sumandoy restando 4u*)
= (U8 — 10u* + 25) — 4u* = (u* — 5)> — (2u?)?
=(Uu* -5+ 2u%)(u* — 5—2u?) = (u* +2u? — 5)(u* — 2u®> — 5)

Problemas diversos

511 a) X2 —47% +9y? — 6xy = (X? — 6xy + 9y?) — 472
= (X — 3y)? — (22)*> = (x — 3y + 22)(x — 3y — 22)
b) 16a? + 10bc — 25¢% — b? = 16a® — (b?> — 10bc + 25¢?)
= (4a)®> — (b — 5¢)? = (4a + b — 5¢)(4a — b + 5c¢)
Q) X¥4+Tx+y> —Ty—2xy —8=(%—-2xy +y?) +7(x —y) — 8
=x—y +7(x—y)-8=(x-y+8)(x—y—1)
d) a® — 8ab — 2ac + 16b? + 8bc — 15¢? = (a® — 8ab + 16b?) — (2ac — 8bc) — 15¢?
= (a — 4b)? — 2c(a — 4b) — 15¢? = (a — 4b — 5¢)(a — 4b + 3¢)
e) m* —n*+m?—mn®—n®+mdn = (m* —mn3) + (M3n — n*) + (M® — n3)
=m(m® —n®) + n(m® — n®) + (m® — n%)
=(m3 —n®)(m+n+1)=(m-n)(m?+mn+n?)m+n+1)

Maximo comun divisor y minimo comun multiplo

5.12 a) 9x%y? = 32x4y?,  12x3y° =22 3x%y®
MCD = 3x3y?, MCM = 22 . 32%x%3 = 36x*y?
b) 48r3t* =24 .3r34,  54r%t® =2.3%r%%  60r‘t? = 22. 3. 5rit?
MCD = 2-3r?t2 = 6r2t?2, MCM = 2*.33.5r%5 = 2160r*t8
C) BXx — 6y =2-3(X—Y), 4x%—4y? =22(x> —y?) =22(x +y)(X —Y)
MCD =2(x —y), MCM =22.3(x +y)(X — )

d) y'—16=(*+4)(y+2)(y-2), y¥"-4=(y+2(y—-2), y¥"-3y+2=(y—-1(y—2

MCD =y —2, MCM = (y?> +4)(y +2)(y — 2)(y — 1)
e) 3-52(x +3y)?(2x —y)*, 23-32.5(x +3y)*(2x —y)?, 22-3-5(x + 3y)*(2x —y)°
MCD = 3-5(x + 3y)?(2x —y)?, MCM = 23.32.52(x + 3y)*(2x — y)®
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Problemas propuestos

Descomponga en factores las expresiones siguientes.

513 a) 3x%y* +6x%° h) 18x3y — 8xy? 0) 3a* + 6a’b? + 3b*
b) 12s%t? — 6s°t* + 45t i) (2x +y)? — (3y —2)? p) (m? —n?)? +8(m?> —n?) + 16
C) 2x2yz — 4xyz? + 8xy?z® D) A(x+3y)2—92x—y)? ) X2 +Tx+12
d) 4y> —100 K) x2+4x+4 r y>—4y—5
e) 1-at ) 4—12y +9y? s) x? — 8xy + 15y?
f) 64x —x3 m) x2y? —8xy + 16 t) 228 + 102> — 28z
g) 8x*—128 ny 43y + 12x%y? + 9xy3 u) 15 +2x — x2
514 a) m*—4m? -21 g) 2x> +3x+1 i) 3628 —137* + 72
b) a*—20a’ + 64 f) 3y?—-11y +6 D 12—y +7(x —y) — 12
C) 4s*t — 4s3t? — 24s%t3 g) 5m3 —3m? —2m K) 4x>"+2 _4xn+2 _ 3x?
d) x2M*4 4 5xmt4 _ 5ox h) 6x2 + 5xy — 6y?
515 a) y3+27 d) 8z* 277 g) y¢+1
by x3-1 e) 8x%y — 64xy* hy (x—2)%+y+1)3
c) x°y*+8 f) m®—n° i) 8x6+7x—1
516 a) xy+3y—2x—6 c) ax?> +bx—ax—b e) 2/ — 28 +74 -2
b) 2pr — ps + 6qr — 3qgs d) x®—xy? —x?y +y°2 f) m®—mn®2+m?n—n3+m?—n?
517 a) 2°+1 e) x5 + 32y° i) 32 —ud a) mf—1 a) 1—1727
518 a) z*+64 d) m? —4p? + 4mn + 4n? f) 9x% — x2y? + 4y? + 12xy
b) 4x* + 3x%y? +y* e) 6ab + 4 —a? — 9b? 9) X2 +y? — 472 + 2xy + 3xz + 3yz
c) x®—12x* + 16
5.19 Encuentre el MCD y MCM de cada grupo de polinomios
a) 16y%z%, 24y%z2
b) 9rs2t5,12r2s%3,  21r5s?
c) X2 —3xy+2y? 4x% —16xy + 16y?
d) 6y3+12y%z, 6y? — 2472, 4y? — 4yz — 2472
e) X=X X—x, x*—-x3

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

513 a) 3x%y3(y + 2x) h) 2xy(3x + 2y)(3x — 2y) 0) 3(a? + b?)?
b) 2s2t(6t — 3533 + 25?) ) 2x+4y—2)(2x—2y+2) p) (M?—n?+4)?
c) 2xyz(x — 2z + 4yz?) ) (8x + 3y)(9y — 4x) q) (x+3)(x+4)
d) 4y +5)(y—5) k) (x+2)7° N (y-5(+1)
e) (L+a’)(l+a)(l—a) ) (2-3y) s) (x—3y)(x —5y)
f) x(8 +x)(8 —x) m) (xy — 4)? t) 22z +7)(z—-2)
g) 8(x%* +4)(x +2)(x —2) n) xy(2x + 3y)? u 5-x)(3+x)
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5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

5.17

CAPITULO5 FACTORIZACION

a) (m? —7)(m? + 3) e) (x+1)(x+1) ) 722z +1)(22 — 1)(32 + 1)(3z — 1)
by @+2)(a—2)(a+4)(a—4) f) QBy—2)(y—23) j) (4x —4y —3)(3x — 3y +4)

c) 4st(s — 3t)(s + 2t) g) mGm+2)(m—1) k) x*@2x" +1)(2x" - 3)

d) x4(x™ — 5)(x™ + 10) h) (2x + 3y)(3x — 2y)

a) (y+3)(y>—3y+9) f) (m—n)(m? + mn + n?)(m® + m®n® + n®)

b) (x — 1)(x* +x +1) 9 P+ -y +1)

c) (xy +2)(x%y% — 2xy + 4) h) x+y—1)(x—xy+y> —5x+4y +7)

d) z4(2 —32)(4 + 62 + 92%) ) (2x — 1)@ +2x + DX + 1)(x> —x + 1)

) 8xy(X — 2y)(x* + 2xy + 4y?)

a) x+3)(y—2) ¢) (ax +b)(x—1) e) 2Z-2+1)E2-2+1)
b) (2r —s)(p + 30) dy (x— V)2(X +) f) (m+n)m—n)(m-+n+1)

a) z+10)-22+z-2+1)

b) (x + 2y)(x* — 2x3y + 4x%y? — 8xy® + 16y%)

) (2 —u)(16 + 8u + 4u? + 2u® + u)

d m+1)Mm —m+m?> —m~+1)m-1)M* +m +m? +m+1)
e) -2l +z+22+22+24+2°+15

a) (2 +4z+8)(z22—4z+8) e) (2+a—3b)2—a-+3b)
b) (2x% + xy +y?)(2x% — xy +y?) f) (3 +xy + 2y)(3x — xy +2y)
c) (4 +2x% — 4)(x* —2x% — 4) 9) X+y+4)(x+y—2)

d) (m+2n +2p)(m + 2n — 2p)

a) MCD = 23y?7? = 8y?2?, MCM = 24 . 3y37% = 48y37*

b) MCD = 3r?s?, MCM = 252r5s%t5

¢) MCD =x — 2y, MCM = 4(x — y)(x — 2y)?

d) MCD = 2(y + 22), MCM = 12y?(y + 2z2)(y — 2z)(y — 32)

e) MCD = x(x — 1), MCM = x3(x + 1)(x — 1)(x> + 1)(x>* +x + 1)
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FRACCIONES

6.1 FRACCIONES ALGEBRAICAS RACIONALES

Una fraccion algebraica racional es una expresion que se puede escribir como el cociente de dos polinomios P/Q. El
polinomio P es el numerador y Q el denominador de la fraccion. Por lo tanto,

3x —4 X3 + 2y?
X2 —6x+8 x4 — 3xy + 2y3

son fracciones algebraicas racionales.

Las reglas para el calculo con fracciones algebraicas son las mismas que las correspondientes de las fracciones
en aritmética. Una de las fundamentales es: El valor de una fraccién no se altera si se multiplican o dividen el
numerador y el denominador por una misma cantidad, siempre que ésta sea distinta de cero. En estas condiciones las
fracciones se llaman equivalentes.

Por ejemplo, si multiplicamos el numerador y denominador de (x + 2)/(x — 3) por (x — 1), obtenemos la
fraccion equivalente

X+2)(x—1) x2+x-2
(x—3)(x—1) x2—4x+3

siempre y cuando (x — 1) no sea cero, es decir, siempre y cuando x # 1.
De manera similar, la fraccion (x* + 3x + 2)/(x* + 4x + 3), se puede expresar como,

X+2)(x+1)
(X +3)(x+1)

y dividir el numerador y el denominador entre (x + 1) para obtener (x + 2)/(x + 3) siempre y cuando (x + 1) no
sea cero, es decir, siempre y cuando x # —1. La operacion de dividir entre un factor comin al numerador vy al
denominador recibe el nombre de simplificacion y puede indicarse por medio de una linea diagonal, por lo que,

x+2)x+1) x+2,
(X +3)(x+1) x+3°

Simplificar una fraccién es transformarla en otra equivalente cuyo numerador y denominador no tengan mas
factores comunes (excepto + 1). En tal caso se dice que la fraccion se ha simplificado a sus términos de menor grado.

41
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42 CAPITULO 6 FRACCIONES

Esta reduccidn se logra factorizando el numerador y denominador y eliminando los factores comunes, suponiendo
que éstos son diferentes de cero.

X2 —dxy +3y* _ (x—3y)x—y) _ x—3y
X2 —y? X +y)x=y) x+y

Por lo tanto,

, siempre y cuando (x —y) # 0.

Tres signos estan asociados con una fraccién: el correspondiente al numerador, el del denominador y el de la
fraccion. Se puede cambiar cualquier par de estos signos sin que cambie el valor de la fraccion. Si a una fraccion no
se le antepone signo alguno, se sobrentiende que es positivo.

EJEMPLOS 6.1

—a_a _ 8 —a_a _<;a>__§
b —-b b -b b’ b/ b
A menudo la simplificacion consiste en un cambio de signo. Por lo tanto,
x2—3x+2:(x—2)(x—1) _(x=2)x-1) x-1 1y

2-—x 2—X —(x—2) -1

6.2 OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS

La suma algebraica de fracciones que tienen el mismo denominador es otra fraccién cuyo numerador es la suma
algebraica de los numeradores de las fracciones dadas y cuyo denominador es el denominador comdn.

EJEMPLOS 6.2

,,,,, + =" - = = __
5 5 5 5 5 5 5

2 _3x+4+x2+5_2—(3x+4)+(x2+5)_x2—3x+3
X—3 X—3 Xx—3 X —3 T x-3

Para sumar y restar fracciones con distinto denominador, escriba cada fraccion dada como fracciones equivalentes que
tengan un denominador coman.

El minimo comin denominador (MCD) de un conjunto de fracciones dado es el minimo comin multiplo (MCM) del
denominador de las fracciones.

Por lo tanto, el MCD de 3, 2, ¥ 5 es el MCM de 4, 5y 10 el cual es 20 y el MCD de

2

5 es 14x%.
X

2o
~ | X

EJEMPLOS 6.3

§_i1+l:§_§ E:l5—16+14:E

4 5 10 20 20 20 20 20

2 3 x_2(14)—3(7x) — x(2x?) _ 28 —21x — 2x°

X2 2x 7 14x2 14x2

2x+1 3 C@x+1D(x—1)—3x 23 —4x—1

X(Xx+2) (x+2)x—1)  x(x+2)(x—1)  x(X+2)(x—1)
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6.3 FRACCIONES COMPLEJAS 43

El producto de dos o més fracciones es otra fraccion cuyo numerador es el producto de los numeradores y cuyo deno-
minador es el producto de los denominadores.

EJEMPLOS 6.4

16 3.5-16 2

X2 —9 x—=5 _ (x+3)(x—-3) x-5
x2—-6x+5 x+3 (X-5x-1) x+3
:M(x—3{x//57:x—3
(xX=5)(x - 1x+3)y x-1

El cociente de dos fracciones es otra fraccion que se obtiene invirtiendo el divisor y después multiplicando.

EJEMPLOS 6.5

3.5 38_3 4_3
8 4 5/4 8 5 10
7T Xy 7 X+2 7

C—4 x12 6+ -2) xy k-2

6.3 FRACCIONES COMPLEJAS

Una fraccién compleja es aquella que tiene una o més fracciones en el numerador, en el denominador o en ambos. Para
simplificar una fraccion compleja:

Método 1

1. Reduzca el numerador y el denominador a fracciones simples.
2. Divida las dos fracciones resultantes

EJEMPLO 6.6
1 x-1
=y Tx ¥ -1  x _xzfl_x !
141 x+1 X x+1 x+1
X X
Meétodo 2

1. Multiplique el numerador y el denominador de la fraccion compleja por el MCM de todos los denominadores de
las fracciones en la fraccion compleja.

2. Simplifique lo mas posible la fraccion resultante.

EJEMPLO 6.7

1 i_ 2

2t (x2 4>X 142 (1+29(1 - 2)

}_2 (}—Z)XZ X — 2x2 X(1 — 2x)
X
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44 CAPITULO 6 FRACCIONES

Problemas resueltos

Simplificacion de fracciones

15x2 3.5.x-x 5x 14a3b3c2 22
61 4 = = 0) =
12y 3-4-x-y 4 —7a?b*c? ~ b
4X2y_2.2.x.x.y_2X 8x — 8y _SM_]-
b) 18Xy3_2,9,x.y.y2_97yz d) 16X_16y—16(/x/v/y)—§(d0ndex—y;t O)
0 Xy =y _xy0¢ -y =y +Y) .

XY =2 oy —Y)  xye—y)
1E)x2—4xy+3y2:(x—3y)(x—y)__(x—3y)(x7/yf)__x—3y:3y—x
y? = %2 Y= +x) =Y+ y+x  y+x

) 6x* —3xy _ 3x(@x-y) = 3X2x—y) 3
g —4x2y +2xy2  2xy(y —2x)  2xy(2x—=Yy) 2y

h r’s+3r’s+9rs _rs(r’+3r+9) (" +3r+9) _ rs
) r3—27 rs—33 (r=3)r2+3r+9) r-3
N @By + 4%y _ (dyl2x +y))* _ 16y2(2x +y)? _ ley(x+y)
) 8x3y +y4 y(8x3 +y3)  y(2x +y)(4x2 —2xy +y2)  4x2 — 2xy +y?
X2n+1 _ X2ny _ in(X _ y) _ in(X _ y) B d

D e = xy8 T x(E —y3) XX —y)(X2 + Xy +y2) X2+ xy + Y2

Multiplicacion de fracciones

2x 6y 12xy 4 9 x*-1 9 x+Dx—-1) x-1
3y2 x2  3x2y2  xy 3x+3 6 3(x +1) 6 2
X2 —4 &y _(x+2)(x=2) 2y _2(x+2)

2 Xy2 X2 —4x+4 xy? (x—2)2 y(x-—2)

0 Bx—12 y>—1  6(x—2) (y+1)(y—1)

Ay +4x 2—-3x+x2  Ax(y+1) (2—x)(1—X)
b=yt Hly-1)  3(y—-1) _3(y—1)
T AXED—=D(1—-%x) 2&x(1—X%) 2x(x —1)
ax +ab + cx + bc x? — 2ax + a? _(@+co)(x+b) (x—a)(x—a)
e( a2 _x2 )<x2+(b+a)x+ab>_(a—x)(a+x)'(x+a)(x+b)
__(a+c)(x+b) (x—a)(x—a)__(a+c)(x—a)_(a+c)(a—x)
T (x—a)a+x) (x+a)x+h) (x+a? (x+a)

Divisién de fracciones

o3 o 5.3 51 5

3 A T
9 4 97 9
0777771
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PROBLEMAS RESUELTOS

10xy?> 5xy 10xy?> 62° )
d -—— = . =
) 3z 6z° 3z 5xy 4z
e)er2xy;2y+l_x+2xy 6x  x(1+2y) 6x
32 6x 32 2y+1 32 (2y+1)
f 9-x* x¥—-2¢-3_ 9-x x*+7x+6
X4 +6x3 T X24+Tx+6 x4 +6x3 x3—2x2 —3x
_B=XEB+x) x+1(x+6)  3+X
X3(x+6) x(x—-3)(x+1)  xt
2x2 —5x+2 (2x* -5x+2) 3 x—-1Dx—-2) 3
= . = . = —2
9 <2x—1) 1 x—1 1 x—1 %2
3

X2 —5x +6
h) (x2+7x—8):x25x+6.64x2:(x3)(x2)_(8x)(8+x)
9—x? X2+7x—8 9—x2 (x+8)x—-1) B-=x)(3+X
(64—x2>

. x=2)B8-x) _(x—2)(x—8)
T (x—1B+x) (x—1)(x+3)

Sumay resta de fracciones

11 2 1 3 1 3t2  4t2  3t%(3) —4t3(1) 5t2 2
4 4= 4Z=2==2 == = =
64 375676 6 2 T 15 53
b)i+l:@+@:ﬂ e)}+}:ﬂ
18 24 72 72 72 Xy Xy
C)§+§:x(7)+5x(2):ﬂ f)§+i:3(3y)+4(x):9y+4x
6 21 42 42 X 3y 3xy 3xy
5 3 _5@2x)—3(1) _10x-3
2x  4x2 4x2 4x2
h)37:;14_@:3<':1(a)+2b(b):3<312+2b2
bc ac abc abc
) 3t—1+5—2t:(3t—1)3+(5—2t)2:9t—3+10—4t:5t+7
10 15 30 30 30
32 +3:3x(x+1)—2x2+2(x+1):x2+5x+2
J)x Xx+1 x2 X2(x + 1) X2(x + 1)
95 5 , 10 _50-9)-5x-3)+10 _50—x—4)
x+3 x2-9 X2 —9 X2 -9
| 3 2y _3(y+t2)-2(y-2)—y_ 10
)y—2 y+2 y2-4 y2 —4 y2 —4

Fracciones complejas

65 &) 55 =5-5=57 by L= =>.2=_"
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46 CAPITULO 6 FRACCIONES
2.9) (4.5 9 2
d) 3 6 = 6 6 25_93:4 f) a—b = 2 . 1 = 2
3 3 3763 a—b a-ba-b (a—b)y
8 8 8
(x+y>
X2 X+y X X+y 2a 2a x+1
= = - = . = —+
€) X — X2 x—y 3X(Xx-—y) 9) a 1 a 2x+1)
X x+1
1 1
) <X+1>_(X+1>x 1+
G2 o
X X

Demuestre que:
24x3y2  4x?

6.6 a) Tox? 3y

) 36xy4z2  —12yx
—15x4y3z 5x3

5a? — 10ab
c) Al 5a
8xyz2 Oxy’z 6y

67 3 3y A5 Xz

Problemas propuestos

d) 4x2 —16  4(x +2) ) ax* —a’x® —6a*’ _ x(x +2a)
X2 —2x X g 9a%x —a®3  a(x +3a)
0 y’—5y+6 _3-y h) Xy —y* _ 1
4—y? y+2 Xty —xy*  X(x2 +xy +y?)
f (¢ +4)* _x(x+4) 3? 2b* b
X2 +6x +8 X+2 4p% 9a® 6a
d) X4y -2 2x+2y)(y-1)

3xy +3x 2y2 +xy—x2 3X(x +Y)

b) xy? ¥ —y* _ x+y 0 Y'-y-6 Y +3y -4  (y+2)(y+4)
2X—2y  x3y? 2x2 y2—2y+1 9y—y3 T yly—1)(y+3)
0 X +3x 2 +2x ¥ —4x+3 1 f t+32+t+3 8-t (t+3)(B+2t+4)
Mme—4 -9  x T2 MZ—16t+16 B+t 42—t
6.8 )%;%=g b) 24x3y2;8x2y3=% 0 x2—4y2;x2—xy—6y2=y(x—2y)
' 8y 16y 3 522 1574 y X2+xy  y24xy X(x — 3y)
<y2—3y+2 X2y + xy?
BX2 —x—2 ) y2 +4y —21 (y—1)(y+3) X—y ) Xy
69 3 w2, &t b) 4ty +yD\ (Y= +7) ) X+y  x—y
2x+1 9_y2
2X X X 1 1 X X
610 a) 3 2 6 €) X+2 x—2 xX2—4 x2—4
b) 4 5 1 ) r-1  r+2 1 r2+4r +12
3 4x 12x rP+r—6 r2+4r+3 3r—6 3(r+3)(r—2)(r+1)
) 3 8_3-16y ) X e y _ 3x% +xy
2y y 2y?2 g 2X2 +3xy +y2  y2 —4x2 224+ xy—y2 (22X +Y)2X —Y)(X +Y)
x+y? x—1 y? a b c
+ - _1=L + + =
d) X2 X 1 X2 h) (c—a)a—b) (@a—b)(b—c) (b-c)(c—a) 0
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PROBLEMAS PROPUESTOS 47

+
6.11 a)H=xy d)ﬁ=2
4z
X (X+l x—l)
247 )
D) 3+ x w2 N
147
(5%)
y+
0) yzz —y+2 f) 2 22 = 2%
(554) 1‘(2)
2-%
X
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EXPONENTES

7.1 EXPONENTE ENTERO POSITIVO

Si n es un entero positivo, a" representa el producto de n factores iguales a a. Asi pues, a* =a-a-a-a.Enla
expresion a", a recibe el nombre de base y n el de exponente o indice de la potencia. a" se lee “potencia enésima de
a”, 0 bien “aalan”. Sin =2, a?se lee “a al cuadrado”; a* se lee “a al cubo”.

EJEMPLOS 7.1
X=x-x-x, 28=2.2.2.2.2=32, (=3)=(=3)(-3)(-3) =27
7.2 EXPONENTE ENTERO NEGATIVO

Si n es un entero positivo, se define

suponiendo que a # 0.

EJEMPLOS 7.2

@+b)yl=_1

-4
" )

=33=27, —4x?=
X
7.3 RAICES
Si n es un entero positivo y a y b son tales que a" = b, por definicion, a es la raiz enésima de b. -
Si b es positivo, solamente hay un niimero positivo a tal que a" = b. Dicho nimero se representa por Vb y recibe

el nombre de la raiz enésima principal de b.

EJEMPLO 7.3 V16 es un nimero positivo que, elevado a la cuarta potencia, da lugar al nimero 16. Es evidente
que dicho nimero es +2y, por lo tanto, V16 = +2.

EJEMPLO 7.4 El nimero —2 elevado a la cuarta potencia también da lugar a 16. En estas condiciones, —2 es una raiz
cuarta de 16, pero no es la raiz cuarta principal de 16.

Si b es negativo, no existe una raiz enésima positiva de b, pero si existe una raiz enésima negativa de b siempre que n
- , . - . o . - n,
sea impar. Este niimero negativo recibe el nombre de raiz enésima principal de b y se representa por Vb .

EJEMPLO 7.5 Y —27 es un nlimero que, elevado a la tercera potencia (o al cubo), da lugar a —27. Se ve facilmente que
dicho nimero es —3'y, por lo tanto, V—27 = —3 es la raiz ctbica principal de —27.

48
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7.5 LEYES GENERALES DE LOS EXPONENTES 49

EJEMPLO 7.6. Siempre que n sea par, por ejemplo V' —16, la raiz enésima principal no se puede representar por medio
de un namero real.

Nota: En matematicas superiores se demuestra que hay exactamente n valores tales que a" = b, b # 0, siempre
que se introduzcan los nimeros imaginarios (0 complejos).
7.4 EXPONENTES RACIONALES
Si my n son enteros positivos, por definicion
a™" = ~/am  (suponiendo que a > 0 si n es par)

EJEMPLOS 7.7
BE=NE =\ea=8 @I =Vent=9

Si my n son enteros positivos, por definicién

_ 1
a m/n = am/n
EJEMPLOS 7.8
8’2/3—1—1—1—} sp 11
T g82/3 _\3/82 _\3/64 Ty T X552 _\/x?’

Se definea’ = 1sia # 0.

EJEMPLOS 7.9
100=1, (=3°=1, (@)°’=1 (siax# 0)

7.5 LEYES GENERALES DE LOS EXPONENTES
Si p 'y g son nimeros reales, se verifican las leyes siguientes:
A @ -at=a

EJEMPLOS 7.10

23 . 22 — 23+2 — 25 — 32, 573 . 57 — 573+7 — 54 — 625, 21/2 . 25/2 — 23 =8
31/3 . 31/6 _ 31/3+1/6 — 31/2 _ \/é, 39.32.33=3%=81

B. (a"'=a
EJEMPLOS 7.11
(24)3 — 2(4)(3) — 212’ (51/3)73 — 5(1/3)(—3) — 5—1 — 1/5’ (32)0 — 3(2)(0) — 30 =1

(x5)~4xE@ = x-20, (a2/3)3/4 = a2/3AB/) = g1/2

aP
C. —=a a#0
ad

EJEMPLOS 7.12

6 -2 1/2
% — 964 92 — g 3374 — 324 _36 ’)% = x1/2-(-1) = x3/2
(x + 15)%/3

TR (x +15)*375/6 = (x + 15)1/2 = \A + 15
D. (ab)’ = a’bP
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50 CAPITULO 7 EXPONENTES

EJEMPLOS 7.13

(2-34=24.3 (2 =2%x3=8x%, (Ra)?=32%2= 9—;2

(4x)M2 = 412512 = 2x1/2 = 2 /X

a\? af
e (@)% beo

EJEMPLOS 7.14

<53>1/3_ :53171/3 3 5—1 22 4

7.6 NOTACION CIENTIFICA

Tanto los nimeros muy largos como los muy cortos, a menudo se escriben en notacion cientifica cuando se realizan
calculops con ellos. Un nimero expresado en notacién cientifica se escribe como N veces una potencia de 10 donde
1 =N < 10y N contiene todos los digitos significativos del nimero.

EJEMPLOS 7.15 Escriba cada uno de los nimeros siguientes en notacion cientifica. a) 5 834 000, b) 0.028 031, c) 45.6.

a) 5834000 = 5.834 X 10°
b) 0.028 031 = 2.8031 X 102
c) 456 =4.56 x 10

Se puede teclear el nimero 3.1416 X 10° en la calculadora utilizando la tecla EE o la tecla EXP. Cuando se
teclea 3.1416, se oprime la tecla EE y después se teclea el 3 seguido por el boton ENTER o la tecla =, se obtiene
en la pantalla 3 141.6. De forma similar, se puede ingresar 4.902 X 102, tecleando 4.902, presionando la tecla EE y,
después, ingresando —2 seguida de ENTER a fin de obtener en la pantalla 0.049 02. A menudo, el exponente puede
ser cualquier entero entre —99 y 99. En funcion de la cantidad de digitos en el nimero y en el exponente que se
utiliz6, una calculadora puede redondear el nimero y/o dejar el resultado en notacion cientifica. El nimero de digitos
que pueden formar el nimero N varia de calculadora a calculadora, asi como también si una calculadora presenta en
la pantalla un resultado en particular en notacion cientifica o en notacidn estandar.

A menudo las calculadoras despliegan el resultado en notacion cientifica, por ejemplo 3.69E-7 0 3.697%". En
cada caso la respuesta sera interpretada como 3.69 X 1077. Las calculadoras despliegan los digitos significativos
en el resultado seguidos de la potencia de 10 que se utilizard. Cuando teclee un nimero en notacion cientifica en su
calculadora como parte de un célculo, presione la tecla de signo después de cada nimero hasta que esté listo para
calcular el resultado.

EJEMPLO 7.16 Calcule (1.892 X 10°%) X (5.34 X 107%) utilizando una calculadora.
Ingrese el 1.892, presione la tecla EE, teclee 8, teclee el signo X, ingrese 5.34, presione la tecla EE, ingrese —3'y
presione la tecla ENTER; obtendr4 en la pantalla el nimero 1 010 328.

(1.892 X 10%) X (5.34 X 10°%) = 1 010 328

Problemas resueltos

Exponente entero positivo

71 @) 22=2.2.2=38 d) (By)*(2y)* = GY)BY)(2Y)(2y)(2y) = 72y°
b) (-3)* = (-3)(-3)(-3)(-3) =81 e) (=3xy%)? = (—3xy?)(—3xy?)(—3xy?)

G-00000-3
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PROBLEMAS RESUELTOS

Exponente entero negativo

1 1 4
72 a) 273 = ? = é h) X 2y_2 = 4X2y2
b 31l 1 ) (B) ot (Ao
3?3 4 (3/4° \3 7
1 1 oM\ v\° Y3
— 72 _ — —_— —_ —_—— — = = — = —
o ot =i(g)-n 0 () ()b
1 2 2\* 100
_oh2—_92| ) = _ = R = =
d) —2b2= 2(b2) = k) (0.02) (1 5 0> 5 =50
o2 11 ab* _a-a®_a
e) ( 2b) - (_2b)2 - 4 2 I) a—zb B b . b4 B b5

. (1 5 1 x—1)2(x+3)t  (2x—4)(x +5)°
h 5207 _5( ) " x4 x+5) ¢ (1K +3)
8

> =8.10? = 800

9) 10

Exponentes racionales

73 a) (®*=V82=v64=4 b) (-8 =v/(-8?2=V64=4

s N2 1 1 N Ll 1)\° 11

WY = R R ALV R .

0 (X =Vo=ox ) (16) 16 4 e)( 8> ( 8) 64 4
1 11

_ 1 _ 1 1
7.4 a) X1/3:X1/31:3X1 . d) (_Xs) 1/3:(])-(3)1/3:\71)(3:_)(:_)(
-2/3 - _ - _= 1\-2/3 _ — —
b) (8) g2/3 . /g2 41 1 e) (1) C 1)12/3 v C1y 1
_g)-2/3 — - = (1) —
c) (-8) 87" Ve® 4 f) —()"= 2a= 1
R -
R
75 a) =1 (-3°=1 (-2/3)°=1 e) 4-10°=4.1=4
b) x—y)P°=1 si x—y#0 f) (4-10)0° = (40)° =1
) 3x*=3.1=3, si x#0 g9 —(1)°=-1

) 3% =1 si 3+ 0 esdecir si x+0 h) (-1)°=1
) Bx)°@y)Y’=1.1=1, si X#0 vy 4y+#0, esdecir six#0, y#
) —2Bx+2y—4)°=-201)=-2, i X+2y—4+0

(5x +3y) 5x +3y .
K = = 5X + 3y, Si 5 +3y # 0
) x+3y) 1 y y

) 403 + Y203 +y2)° = 4(x% + y?)(1) = 4(x* +y?), si XX+y2#0

Leyes generales de los exponentes

76 a) aP-al=aPtd g) 107-102 =103 =10*
b) ad.a®>=a’"® =a? h) (4-107%)(2-10*) =8.10*°® =8.10"2
c) 3*.35=3° i) a-a-a’?=aM?
d) at.a? =a D (VXHWK+Y) = ()Y = (x )
e) X1/2 . X1/3 — Xl/2+1/3 — X5/6 k) 101.7 . 102.6 — 104.3
f) X1/2 .X71/3 — X1/271/3 — Xl/G |) 1044 . 103.5 .10~ = 1074.l+3‘57.1 =107
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52 CAPITULO 7 EXPONENTES

b 3/2 b -2/3 b 3/2-2/3 b 5/6
m Q)G -G -6
a a a a
x \"1/ x 1/2_ X 71/2_ X+y 1/2_ X +y
" (x+y> <x+y> ‘(x+y> ‘(x> Vo

O) (XZ + 1)75/2()(2 + 1)0(X2 + 1)2 — (X2 + 1)75/2+0+2 — (XZ + 1)71/2 — 1 1

@+ 172\ e+l

77 &) (af)"=aM f) (49)%% = (1%)%2 =732 =75 = 343
b) (X3)4 = 34 = 12 g) (3—1/2)72 =31=3
c) (am+2)n = g(Mm+2n — gmn+2n h) (u—z)fs = y-2(=3) = 48
d) (10%? =10%2 = 10° ) (81)%* = (33 =3 =27
€ (107°)° =102 =10 D (VXY =[x+ )PP = (x )

K (V3 +y3)° =03 + )PP = (¢ +y?)20 = (¢ +y°)?
) VVaZ=Va2 = (a2 =al® = ¥/a

aP B y2/3 B
7.8 a) = — P 9) W _ y2/3 1/3 _ y1/3
a® 2 22 an 1/4
b) gza‘i—?::a h) Zsﬁ:z/—S/:Z—/
74 B . (X 4 y)3a+l B
c) ﬁ=743=71=7 i) (X+y)2a+5=(X+Y)a4
pee (@n+3)—(n+1) — n+2 N 8-10° _8 e _ 8
d) pnﬂ—p =p )] 51056 2 107 =4.10
102 . 3 9.102 9
i 5 _ 10— K —J 10-2-4 _ 2. 10-6
e) 105 10 10 ) 3.10° 3 10 3-10
Xm+3 aSl:rl/z ) )
f) Xm_1:X4 |)W=abl=ab
4x3y 277372 4\ si1/2,-2+44,-3/2-1 7/24,29-5/2
4 _
" 8VxVyV1/z _ 81y it ity siip
79 a) (ab)® =afp’ ¢ (3-10%)* =3%.10% =81-108
b) (2&)4 = 2434 = 16a% d) (4X8y4)1/2 — 41/2(X8)1/2(y4)1/2 — 2X4y2

e) V64al2bt = (64a2h%)'/2 = (64)Y/3(al?) /3 (b%)'/° = 4a’h?
f) (X2ny71/22n71)2 _ X4ny7122n72
g) (27X3py6q212r)1/3 — (27)1/3(X3p)1/3(yeq)l/S(zlzr)1/3 — 3Xpy2q24r

a P ap X2 n XZFI
710 a) <b) =0 e) (y3) vl
N4 24 16 am+i\™  gm’+m
b)<3)_34_81 f)<b)‘bm
3a 3_ (3a)? ~ 2733 a2 3/2_ (az)s/z - a3
c) <4b> = @by oa Q) (b“) =092 e (donde a >0, b # 0)
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PROBLEMAS RESUELTOS

_ ,[8xan gx3n 1/3 (8X3n)l/3 gl/3yn %"
) Va7~ (27y6> C@Iye)E 27 Ry 3y?
_ al/3 3/2_ (a1/3)3/2 B al/2
) T XA T X

9 <X1/3y2>—3/2: (x*1/3y*2)‘3/2 B (x*1/3)‘3/2(y*2)‘3/2 _ X1/2y3

74 (437 - 76 76

/Xy _ X1/5y3/4 _ X1/5y3/4 1/2: X1/10y3/8
\3/? x2/3 72/3 71/3

Ejemplos diversos

711  a) 23+22+21+20+2*1+2*2+2*3=8+4+2+1+%+%+%=1Sg
b) 43/2+41/2+4—1/2+4—3/2=8+2+%+%=10§

4x0

d) 10* +10% +10% + 10 +10° +10~! + 1072 = 10000 + 1000 + 100 +10 + 1 + 0.1 +0.01

=11111.11
e) 3.103+5.102 +2.101 +4.10° = 3524
430 (29)%  26n o i
f) F:Tzﬁzznnzzn
g) (0.125)Y/3(0.25)72 = V0125 _ 05 _ 1
| | V025 05
7.12 a) Evalle 4x % + 3x*® + 2x° cuando x = 8.
4 4
_g-2/3 QL3 Q0 _ L a al3 0 4o L
4-87°+3.8°+2.80= 55 +3.8°+2.8°=7+3.2+2.1=9
b) Evalle
(x+1)72
cuando x = 2

1 3
9| —
=3°C4)"° _ (4) _of 1Y 81
321 9<_ >(9):_64

0_ o2 _1/92 _
13w 2 272:1 1/22 _1-1/4 _3/4 1
2-20)% 2-2/2 2-2/4 6/4 2
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7.14

7.15

b)

c)

d)

e)

a)

b)

c)

d)

d)

e)

CAPITULO 7 EXPONENTES

<2+1> (2+a)
2al +a° a 2+a
=\ =\ a /_ 3 -a>=(2+a)a=2a+a’

2/5
1)\ 23 1\2/5 , 1\2/5 1\5
L o+ —(_ /3 = — 1(_2)312/3 4
(7)) +(rm) —core(p) —ws ()
1\? 37
= J— 2 _—— = —
o2+ () =5
(—32)°-3a2® _(-3a)°-3-(2a)* _—27a%-3-4a® _—3242° 34
(Za)—z . a1/3 a2/3 . a1/3 a2/3+l/3 -
(X—Z)—3 . (X71/3)9 B X8 . x3 3 X673 B X73 _ 12
(x1/2)‘3 ] (x*3/2)5 T x-8/2 . x-15/2 T y—8/2-15/2 © y-9

() (5 (5 (5 () (%)
y y) _\y y /Uy y"
B ) (5
((xy +1)"(xy — 1)”)
ym+n B xm+n

X m-+n
((xy + 1)™(xy — 1)”) Cymn <y>

Xm+n

3pa+q 32 3pa+q+2p
3pa+p 320 3pg+p+2q

= 3(Pa+a+2p)—(pa+p+29) = 3p—q

O34 XU2)LB (x8/41/3 y5/12

W3-y R (A

(X3/4)2/3 _ (y5/4)2/5 3 X1/2 _ y1/2 B (X1/4)2 _ (yl/4)2 B (X1/4 + y1/4)(xl/4 _ y1/4)

= = = — y1/4 _
(X3/4)1/3 + (y2/3)3/8 x1/4 + y1/4 x1/4 + y1/4 x1/4 4+ yl/4 X y
1 4 I 1 4 1 o8 N X x3+xP
1+xP—0 1+ xa-P 14 (xp) (xq) X4+ XxP  XxP+xd x4+ xP
x4 xP

x3n — y3n _ (Xn)3 _ (yn)B _ (Xn _ yn)(XZn + Xnyn + y2n) g Xnyn N y2n

Xn_yn Xn_yn Xn_yn
/g?-a = [aa(afl)]l/a =21
22 _ 92 _ 9512
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7.16

7.17

7.18

PROBLEMAS RESUELTOS 55

a) (0.004)(30000)% = (4 x 10-3)(3 x 10%)? = (4 x 10-3)(32 x 10%) = 4. 32 x 10-3+8
=36 x 10° 0 3600000

48000000 48 x 10°

= = 672 = 4
b) — 00 ooz = 4x 10 4x10 0 40000
0.078 78 x 1073
= =6.5 x 10735 = 6.5 x 102
) o002~ 12 105~ 65 % 10 6.5 x 10 0 650
(80000 000)?(0.000003) (8 x 107)?(3 x 10%) 82.3 10 .10 19
d) = 7= : —_—=2x10
(600 000)(0.0002) (6 x 105)(2 x 10-4)* 6-24 105.10-16
5/(0.004)*(0.0036) /(4 x 1073)*(36 x 10%)  4/256(36) 10~12.10°*
e) > = 5 = . 3
(120.000Y (12 x 10%) 144 10

=V64 x 1074 =4 x 1078

¢Para qué valores reales de las variables involucradas, serdn validas cada una de las operaciones siguientes y

se obtendran nimeros reales?

a) Vx2=(pd)Y2=xt =x

by Va2+2a+1=V@+12=a+1

C) a—2 _ b—2 B (a—l)Z _ (b—1)2 B (a—l 4 b—l)(a—l _ b—l)
a*l _ b*l afl _ b*l (a*l _ b*l)

d Vxt+22+1=Vx2+1)?%=x>+1

x—1  (x—1)t

Vx—1 (x—1)¥2

=al+p1

e) = (x— 1)Y= (x -2 = Vx -1

SOLUCION

a) Siendo x un ndmero real, V/x? debe ser positivo o cero. Suponiendo que Ve = x para todos los valores de x,
six = —1setendria V(-1)?= —10 V1= —1,esdecir 1 = —1, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto,
VX2 =x no puede ser valido para todos los valores de x. Entonces, VX = x siempre que x = 0. Six =0, se
tiene Vx? = —x. Un resultado vélido para ambos casos, x = 0y x = 0 puede ser Vx? = [x| (valor absoluto
de x).

b) Va®+ 2a + 1 debe ser positivo o cero y, por lo tanto, serd igual aa + 1sia + 1 = 0, es decir, sia = —1.
Un resultado valido para todos los valores de a viene dado por VVa> + 2a + 1 = |a + 1|.

c) (@?-b?/(a*— b1 carece de sentido si a y b son ambos iguales a cero. Tampoco tiene sentido si el de-
nominador a™* — b™' =0, es decir, si a™* =b 'o0a = b. De aqui que el resultado (a2 —b™?)/(@*—b™?
=al+b! seavalidosiysolosia#0,b#0ya+#h.

d) Vx*+ 2x? + 1 debe ser positivo o cero y serd igual a x> + 1 six* + 1 = 0. Puesto que x2 + 1 es mayor a cero
para todos los nimeros reales X, el resultado es valido para todos los valores reales de x.

e) /X — 1noesunndmero real si x—1 < 0, es decir, si x < 1. Asimismo, (x — 1)/V/x — 1 carece de sentido si
el denominador es cero, es decir, si x = 1. De aqui que (x — 1)/Vx — 1 =Vx — 1 siysolosix> 1.

A una alumna se le solicité evaluar la expresion x + 2y + V/(x — 2y)* parax = 2,y = 4. Ella escribio

X+2y +V(X—2y)> =x+2y +x—2y = 2x

y, por lo tanto, obtuvo el valor 2x = 2(2) = 4. ¢Es correcta su respuesta?

www. FreelLibros.com



56 CAPITULO 7 EXPONENTES

SOLUCION

Haciendo x = 2,y = 4 en la expresion dada se obtiene
X+2y +V(x—2y2 =2+2(4)+V(2-82?=2+8+V36=2+8+6=16.

La alumna cometi la equivocacion de escribir V/(x — 2y)2 = x —2y, lo cual es vélido Gnicamente si x = 2y. Si x
=2y, V(x — 2y)> = 2y — x. En todos los casos, V/(x — 2y)? = |x —2y|. La simplificacién correcta debi6 ser x +
2y + 2y — x = 4y, lo cual da como resultado 16 cuando y = 4.

Problemas propuestos

Evalle

719 @) 3 e 497 ) g3 m) X —y°’lx -y
b) 209° ) @ H* j) a’pd) 3 n) x-x¥
3y\* 3yt —1/5(1\~1/2 2/3 \A4/3
c) (j) ) 223y Ky —3(=1)7"°(4) 0) 3y“*-y
d) 473 h) (16)%/* ) (10%)° p) (4-10%)(3-1075)(6-10%
23 . 2—2 ) 24 + 2/3 + -1/6 4—1/2 2/3b—1/6 —3/2
720 @) S5 o553 ) ) (Xz 13/4) 9 w7 a—1/3 72/3C 572
21.20.2 [0 +y)?] 82/3a-1/3p /3¢
1054 . 10 . 10v+L (102)—3(103)1/6 -8 34 -1/4
b) 10v+1. 102+ ) V10 - (10%) /2 h)< 54 )
3Y2.3-2/3 NP L[ fa?Vbs
C) 3172 .33 f) [(x 23 i) =TI
721 a) V2728 +523.5183 g) x¥2+4x1 -5 cuando x=4
0
b) 4@) r2to1et e h) y?2+3yt—2y" cuando y=1/8
c) 8% +372 f%(lo)o i) 647%/3.1654.20. (V3)*
-2/3 -5/6
2/3 0 1/2 S Va-a a
d 27 3(3x)° + 25 7 + gy
e) 82/3 . 1673/4 . 20 _ 872/3
2ov2n
fy V(x—2)2 cuando x=—6 k) (\/7?-90) (2yn+2)1
722 a) 25°+0.25Y2 — 813 .471/2 4 0.027'/3 f) (64)"2/° —3(150)° + 12(2) 2
1 3
b) g — 3 +(3) + (27) P - 1% 9 (0125)2F +—=
372 +5(2)° ./ 32
c) 343 h) zm
0 -1 3 4
0 30x +24x i x_s N (60000)3(0.00 002) :
x—2/3 1002(72 000 000)(0.0002)
2+271 0 432
e) z +(-8)° -4

cada una de las expresiones siguientes:

8—2/3 (_ 8)2/3
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PROBLEMAS PROPUESTOS

(2 +3x + )3~ 1(5 — x) 2] — (5 — )M?[(x2 + 3x + 4)"2/3(2x + 3)/3]

723 @) 02 T 3T 47 x=1
(9x% — 5y)/4(2x) — x?[£ (9%? — 5y)~3/*4(18X)]
=2 =4
b) (9x2 — 5y)1/2 X=4a oy
o ®FVPBK-DTE - & - DT
(x + 1)+
d) x—1+Vx2+2x+1
e) 3x—2y— VAx2 —4xy +y?
SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS
4x5 . 1 1
719 a) 81 d) 1/64 Q) 3y ) 207 m) = p) 7200
_8x3 i 5y
b) —8x e) 1622 h) 2 k) 3/2 n) x
3
c) % f) y/2 i)1/2 )1 0) 3y?
9 4 6 ﬂ i _ al/4ps/ee
720 a) 2 b) 1/10 ¢)1 d)y1 e) 10 f) x Q) 8t h) I i) g
16 7 1 1 89 . L2 V2
7.21 a)g b)E c) 4 d 11 e)21 f)zl g) 4 h)f i) 18 j)5 k)y—2
4 46 13 1 26 1 .
722 a) 08 b) 3 c) I d) 34 e % f) 16 9) T h) 2 i) 150
1
723 a) -3
7
b) 8
0 7—X
6(x — D)2 (x + 1)°/°
d) 2x  si x> -1, -2 si x=-1
e) xX—y si x>y, 5x — 3y Si X<y
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8 RADICALES

8.1 EXPRESIONES CON RADICALES

Un radical es una expresion de la forma Va que representa la raiz enésima principal de a. El entero positivo n es el
indice u orden del radical y el nimero a es el subradical. El indice no se suele escribir sin = 2.

Asi, por ejemplo, ¥5, V7x® — 2y?, V/x + 10 son radicales de indices 3, 4, 2 y subradicales 5, 7x* — 2y2, x + 10,
respectivamente.

8.2 LEYESDE LOS RADICALES

Las leyes de los radicales son las mismas que las correspondientes a las potencias, ya que Va = a%/". A continuacion
se exponen las leyes utilizadas con més frecuencia. Nota: Si n es par, se supone a, b = 0.

A. (Va)'=a

EJEMPLOS 8.1 (7/6)3 =6, (VA2 +y2)* =x +y2

B. Vab=vVaVb

EJEMPLOS 8.2 /54 =V/27.2 =\/27 V2 =302, &5 =V’ VA

gzvz b+ 0
EJEMPLOS 8.3 \S/E:ﬁ:ﬂy \7(7“)2:%”1)3: X+12
32 V32 2 y-2° VYy-2¢ (/-2

D. vam = (Va)"
EJEMPLOS 8.4 V/(27)* = (V27)* =3* =81
E. Vva= Va

EJEMPLOS 85 \/\5=15 /2 =12  \/x =%

8.3 SIMPLIFICACION DE RADICALES
La forma de un radical puede cambiarse de las formas siguientes:

58
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8.4 OPERACIONES CON RADICALES 59

a) Sacando de la raiz las potencias enésimas de la cantidad subradical.

EJEMPLOS 8.6
V32 =V23(4) =V/23 . V4 =2V/4
V8x8yT = V(4x4y8)(2xy) = VaxdyS v2xy = 2x%y° V2xy

b) Reduciendo el indice del radical.

EJEMPLOS 8.7 V64 = V/2° = 26/4 = 232 = \/2° = /8 = 2V/2 donde el indice se reduce de 4 a 2. V25x¢ = V/(5x%)2 =
(5x%)%/° = (5x3)® = V/5x3 = xV/'5, donde el indice se reduce de 6 a 3.
Nota. V/(—4)? = V16 = 2. Es incorrecto escribir V(—4)> = (—4)* = (—4)2 = V-4

¢) Racionalizando el denominador en el subradical.
EJEMPLO 8.8 Racionalice el denominador de \3/?2.

Se multiplica el numerador y denominador del subradical (9/2) por un nimero que transforme al denominador en una
potencia enésima perfecta (en este caso, n = 3) y se saca dicho denominador de la raiz. El nimero, en este caso, es 22. Por

lo tanto,
f_gg 22\ 923 /36
2 V2\22) "V 23 T 2

4 7a3y2
EJEMPLO 8.9 Racionalice el denominador de v/ gp5,3-

Para transformar 8b®x® en una cuarta potencia perfecta, se multiplica el numerador y el denominador por 2b?, con lo
cual,
JfTady2  .[Tady2 2b2x \/14a3y2b2x _ V14a%y2b2x
8b6x3  V 80Sx3 2b2x 16b8x4 2h2x

Se dice que un radical se encuentra en su forma mas simple si:

a) Se han sacado de la raiz todas las potencias enésimas perfectas,
b) El indice de la raiz es el menor posible,
c) Se haracionalizado el denominador, es decir, cuando no existan fracciones en el subradical.

8.4 OPERACIONES CON RADICALES

Dos 0 més radicales son semejantes cuando, reducidos a su forma mas simple, tienen el mismo indice y el mismo
subradical. -
Por lo tanto, V32, V1/2 y V8 son semejantes ya que,

V32 = Vi6-2 = 412, \/}/;;Jj y =~ VB=Vi.2=2V2

Todos los subradicales son 2 y todos los indices son 2. Sin embargo, V¥32'y ¥2 no son semejantes, ya que V32 =
V8 -4 =2Va.

Para sumar algebraicamente dos 0 més radicales se reducen a su forma méas simple y se combinan los términos
con radicales semejantes. Por lo tanto:

V?z—VT/z—\/§:4VE—¥—2VQ= <4_;_z>w:‘;v.
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60 CAPITULO 8 RADICALES

Cuando se multiplican dos radicales, seleccione el procedimiento a utilizar con base en la consideracion de si los
indices de los radicales son los mismos o no.

a) Para multiplicar dos o mas radicales del mismo indice se aplica la propiedad B:
Va Vb = Vab.
EJEMPLOS 8.10 (2V¥/4)(3V16) =2-3V4 V16 =6V64 =6-4 = 24
(3Vx2y)(¥iy2) = 3V (x2y)(xy2) = 3Vxy® = 3x¥ixy?

b) Para multiplicar radicales de indices distintos conviene utilizar exponentes fraccionarios y aplicar las leyes de los
exponentes.

EJEMPLOS 8.11 V/5V2 =51/3.21/2 = 52/6.23/6 = (52. 23)1/6 = (25. 8)/6 = /200.
VAaV2 =\/22\/2 = 22/3 . p1/2 = 24/6 . 23/6 = 27/6 = /7 = 2\/2

Cuando se dividen dos radicales, seleccione el procedimiento a utilizar con base en la consideracidn de si los indices
de los radicales son los mismos o no.

a) Para dividir dos radicales del mismo indice se aplica la ley C,

vVa  ,fa

Vb Vb

y simplifique.

EJEMPLO 8.12

%zﬁ;ﬁégsﬁg@
v3 V3 V3 32 VY3 3

También se puede racionalizar directamente el denominador como sigue.

V5 V5 V3 /5.3 V45

Vs V3V Ve 3

b) Para dividir dos radicales de indices distintos conviene utilizar exponentes fraccionarios y aplicar las leyes de los
exponentes.

EJEMPLOS 8.13

%:6”2:62/“::/6’:436%
V2 22U 21A N2 V2

Va N2 2B e V2
Ve vz ARt

8.5 RACIONALIZACION DE DENOMINADORES FORMADOS POR BINOMIOS

Los binomios irracionales Va + Vb 'y Va — Vb se denominan conjugados entre si. Por lo tanto, 2V/3 + V2y 2V3
— V2 estan conjugados. La propiedad de éstos conjugados que los vuelve interesantes es el hecho de que son la
suma y la diferencia de los mismos dos términos, por lo que su producto es la diferencia de los cuadrados de dichos
términos. De aqui que, (Va + Vb)(Va — Vb) = (Va)? — Vb)’ = (a — h).

Para racionalizar una fraccion cuyo denominador es un binomio con radicales de indice 2, multiplique el
numerador y el denominador por el conjugado.
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PROBLEMAS RESUELTOS 61

EJEMPLO 8.14

5 5 2V3-V2 52V3-V2) 2v3-V2
2V3+V2 2V3+V2 2v3-v2 o 12-2 2

Si el denominador de una fraccién es Va + Vb multiplique el numerador y el denominador de la fraccién por
Va? — Vab + Vb? para obtener un denominador de a + b. Si el denominador original tiene la forma Va — Vb,
multiplique el numerador y el denominador de la fraccion por Va2 + Vab + Vb2 y obtenga como denominador a — b.
(Consulte la seccidn 4.2 acerca de las reglas de los productos especiales).

EJEMPLO 8.15

3 3(V25+2V5+4)  3(V25+2V5 +4)
V5—2 (V5—2)(V25+2V5+4) (¥5)3 — (2)°

_3(V25+2V5+4) 3(VE+2VE+A) oo e,
5-8 -3
Problemas resueltos
Reduccion de una expresién radical a su forma mas simple
81 a) Vi8=V9.2=1V32.2=3/2 d) V648 =V8.27-3=V23.33.3=6V3
b) V80 =V8-10=V23.10 =2V10 e) aVob4cd = aV32bic? - ¢ = 3ab’c\Ve

c) 5V243 =5V27.9 =5V3%.9 =15V/9 f) V343 =V73 =736 =712 =17
g) V8la? = ¥/3%a2 = 3%/6a2/6 = 32/331/3 = ¥/9a  Observe que a > 0. Consulte el inciso k)
h) V64x7y—6 = V43x6 . xy—6 = 4x2y—2V/x = L;XZZW
i) V(72)" = (72)"/5 = (8- 9)"/5 = (23. 32)4/5 = p12/5 . 38/5
= (22.2%/5)(3- 3%/5) = 22.3V/22 . 33 = 12V/108
i) (7V4ab)? = 49(4ab)?*® = 49V/16a2b? = 98V/2a2h?
k) 2aVa®+6a+ 9 = 2aV(a + 3)2 = 2a(a + 3). Se recuerda al estudiante que V(a + 3)? es un niimero

positivo o cero; de aqui que V(a + 3)> = a + 3 solosia + 3 = 0. Si los valores de a son tales que a +
3 < 0 estan incluidos, debe escribir V(a + 3)? = [a + 3|.
) + —
) x—25 _ (Vx 5)(Vx 5) _ K5
VX +5 VX +5
m) V12x4 — 36x2y2 + 27y4 = V3(4x4 — 12x2y2 + 9y4) = V3(2x2 — 3y2)? = (2x2 — 3y2) V3
Observe que esto es valido solo si 2x? = 3y?. Consulte el inciso k) mas atras.
n) 1n/aannCSn+1dn+2 — (aannC3n+ldn+2)1/n — abzcacl/nddz/n = ah2c3d m/_zcd
0) VV256=V16=V8.2=2V2
p) VV6ab? = [(6ab%)]/* = (6ab?)t/12 = V6ah?

q) V729 Vad = V729232 = (3%a%/2)!/5 = 312/1053/10 = 31/'9a3

Transformacion de un radical

8.2 Exprese como radicales de orden 12 :

a) V5 =543 = 5412 — {50 = /625
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62 CAPITULO 8 RADICALES

b) Vab = (ab)/2 = (ab)®/12 = ¥ (ab)® = ¥/ashe
) Txn = x/6 = x2/12 — {7 y2n

8.3  Exprese en términos de radicales del menor orden posible:
a) V9=9U=(3)=32=13
b) Vexdys = ¥ (2xy2)® = (2xy?)¥/12 = (2xy?)/* = V/2xy?
c) Va2+2ab+h2=V(@+b?=(a+b?®=(@+b)*=Va+b

8.4 Transforme en radicales enteros, es decir, en radicales de coeficiente 1:
a) 6V3=1V36-3=1108
b) 4x2Vy?2 = V/(4x2)3y2 = V/64x5y?

242y _ of(2x\* 2y _ o16xt 2y 4323
) vy V) TV TV e
yV x y) x ytoox y
a—b ja+b _[(a—b)? a+tb [a—b
a+bVa—-b V@+h? a-b Va+b

d)

8.5  Determine cual es el mayor de los siguientes nimeros irracionales:

a) V2,v3 b) V5 V1l  ¢) 2V5 3V2

SOLUCION
a) \/2 _ 21/3 _ 24/12 _ (24)1/12 _ (16)1/12 \73 — 31/4 — 33/12 — (33)1/12 — (27)1/12.
Puesto que (27)%12 > (16)1/12, /3 > /2.

b) V5 =5Y2=5%6 = (5316 = (125)1/6; V11 = (1) = (11)/® = (1196 = (121)Y/5.
Puesto que 125 > 121, V5 > V11.

c) 2V5=V22.5=V20; 3V2=1V32.2=1V18.
De aqui que 2V5 > 3V2.

8.6 Racionalice el denominador

o i

3 _ 3 Ver_ 3Ve? _3V36 Lz

\/6 V6 V62 V6.62 6 2
7:i.i/3:3'62/3 3Ve? }\/36
\3/6 61/3 62/3 6l 6

Jy@2x)?* (8x%)
o Y —ax ax P \/83 = \/83
XVax 220 TN @F oY T
a—b a+b_ [a?2-b? 1 —
= 2 _ Q2
9 \/a+b \/a+b a+b V(atby avp V&b

4xy? Axy?  V(2xy2)?  Axy?V/(2xy?)? s P
= : = = 2V/ax2y* = 2yV/4x2
Voxy2  V2xy? ¥(2xy?)? 2xy? = 2V

Otro método:
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PROBLEMAS RESUELTOS 63

Sumay resta de radicales similares
87 a) VI8+V50-V72=V9.2+V25.2-V36-2=3V2+5V2-6V2=(3+5-6)V2=2V2
b) 2V27—4V12=2V9.3-4V4.3=2.3V/3-4.2V3=6V3-8V3=-2V3

) 4\/75+3\/4/3—ZV48=4.5V3+3\/S—2.4\/3= <2o+3-2—8>\/3=14\/3

d) \7432—V250+V1/32=€/63-2—\3/53-2+32155 <6 5+ >V2— V2
e) V3+V8l—V27+5V3=V3+V¥27-3-V9.3+5V3
=V3+3V3-3V/3+5V3=-2V3+8V3

f) 2aV27x3y + 3bV8x3y — 6c V—x3y = 6axVy + 6bxVy + 6cx¥y = 6x(a + b + c)Vy

9 \[M\[ \[‘2\/ ’+4\/ \/246

:<§+4.4_)\/6=\/6

\/5 3 5 2
h) 7 o1 —V16 = / V1 0 — V/(0.16)(10)

= fwo +3V10 — 0.4V10 = 3.1V10

) \[ \[ \/ab_z\/i \/7 \/L;b Vab

2 Vab S vab + 4 va = (2_j+:b)vab= <251_:;H1>\/ab

Multiplicacion de radicales

88 a) (2V7)@BV5) =(2-3)V7-5=6V35

b) (3V2)(5V6)(8V4) = (3-5-8)V2.6-4 = 120¥48 = 240V6
) (V18x2)(V2x) = V36x3 = xV36
d) Vab-1c5 - ¥a3b3c—1 = Vath2ct = Vazbe? = acVb
e) V3. V2 =312.21/3 = 3%6.22/6 = V/33.22 = ¥/108
f) (\3/@{)(\4/%) _ (\a/ﬁ)(\zyﬂ) _ (71/3 . 21/3)(73/4 . 21/4) _ (74/12 . 24/12)(79/12 . 23/12)

= 7(7Y12 . 2712y = 7%/7 .27 = 7 V896
g) (—V5¥x)® = 55/2x6/3 = 53x2 = 125x2
h) (V4 x 10-6)(V8.1 x 10%)(V0.0016) = (V4 x 10-6)(V81 x 102)(V16 x 10-4)

= (2x1073)(9x10)(4 x1072) = 72x 104 = 0.0072
i) (V6 +V3)(V6—2V3)=V6V6+ V3V6 + (V6)(—2V3) + (V3)(—2V3)
=6+V18—-2V18-2.3=-V18 = —3V2
) (VB +V2)2 = (VB2 +2(VE)(V2) + (V2)2 =5 +2V10 +2 = 7 + 2V10
k) (7V5 —4V3)2 = (7V5)2 — 2(7V5)(4V3) + (4V3)?
=72.5-2.7-4V15+42.3 = 245 — 5615 + 48 = 293 — 5615
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64 CAPITULO 8 RADICALES

) (V3+1)(V3—-1)=(V3)2-(1)Q2=3-1=2
m) (2V3—-V5)(2V3+V5) =(2V3)? - (V52 =4.3-5=12-5=7
n) (2V5-3V2)@2V5+3V2) =(2V5?2 - (3V2)2=4.-5-9.2=20—18 =2
0) 2+V3)(2-V3)=4-V9
p) (BV2+2V4)(3V2 —2V4) = (3V2)2 — (2V4)? =18 — 4¥16 = 18 — 8¥/2
q) (3V2—4V5)(2V3 +3V6) = (3V2)(2V3) — (4V5)(2V3) + (3V2)(3V6) — (4V5)(3V6)
=6V6—8V15+9V12 — 12V30 = 6 V6 — 8V15 + 18V3 — 12V30
N (VXx+y—2)(VX+y+2)=x+y—22
5) 2Vx—1—xV2)BVx—1+2xV2) =6(x — 1) — 3xV2(x — 1) + 4x V2(x — 1) — 4x?
= 6(x — 1) + X V2(x — 1) — 4x?

89 a) (V2+V3+V5)(V2+V3—V5)

=[(V2 + V3) + V5][(V2 + V3) — V5]
=(V2+V3)2 - (V52 =2+2V6+3-5=2V6

b) (2V3+3V2+1)(2V3-3V2-1)=[2V3+(3V2 + 1)][2V3 — (3V2 + 1)]
=@2V3)?-(BV2+1P2=12—-(9-2+6V2+1)=—-7-6V2

c) (V2 +V3+ VB2 =(V2)2+ (V3)2 + (V5)2 +2(V2)(V3) + 2(V3)(V5) + 2(V2)(V5)

=2+3+5+2V6+2V15+2V10 = 10 + 2V6 + 2V15 + 2V10
d) (\/6 +3V3). (\/6—3V3) = V(6+3V3)(6-3V3)=V36-9.3=19=3
e) (Va+b—Va—b) =a+b—-2V(a+b)(a—b)+a—b=2a—2Va2—b?

Division de radicales, racionalizacion de denominadores

8.10 a) 10v6 _ 10\/2’: 2V3

5V2 5

2¥30 2430 2.,
b) L:‘LLVG

35 3V5 3

3/,2.,2 2,2

C) %\/Xiy :ﬁsﬂ:g\yxy
y ¥xy yVxy vy

d) \@:\/2:\/2.3:\/6:1\@
V3 V3 V33 Vo9 3
ﬂz_f_sz 9 .18 1.

© 93 V3 V3o Var 3V18
L1616 1,

f \A‘\/z'ls_ 3 V16

) V3+4V2-5V8 _V3+4V2-5V8 V2 _V6+4.2-5 16 _ 612
’ V2 V2 V2o 2 T2
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0)

P)

PROBLEMAS PROPUESTOS

3 3 VE— V2 _3(V5-V2)
VE+vV2 VB+V2 \BE-\V2 5-2
1+V2 1+V2 1+V2 1+2V2+2
1-V2 1-V2 1+V2  1-2

1 1 (x+V;2 y2) — (X — VX2 — y?) _ 2Vx2 —
X— VR —y2 X+ V2—y2  (x— VR —y2)(x + VK2 —y?) y?
3V3 _3V3 V4 _3(3%/%)4¥%) _3%/3%. 42
av2 4v2 V4~ 4vs 8
Vx—1—Vx+1 Wx—1—W+1 (x—1)—-2Vx-1)(x+1)+x+1)
VX—1+Vx+1 Vx—1- Vk+1 (x—1)—(x+1)

X + Vx X+Vx  L4+x—Vx 2+ Vx x4+ Vx
T+VX+x 14X+ VX 1+x— VX (1+x)2—x 1+x+x2

1 1
V3 +V/4 VB +aiB
1 x2—xy+y? x2—xy+y2 323 _ 3183413 4 423 /9 _~¥/12+2V2

=V5-V2

= —(3+2V2)

=7V432

=Vx2 -1

Sea x = 3%%, y = 4'/3, Entonces

X+y X2 —xy+y2 X$BHys (BUR)E @R 7
1 1(Vx2 + ¥xy + Vy2) VX2 +Vxy + V2

Vx—Vy (=T +VyD)  x—y

m+n  m+n)m—Vmn+Vn2) _ (m+n)(Vm? - Vmn+Vn?)

Vm+¥n  (Ym+Vn)(¥Vm?2 — ¥mn +V/n?) (m +n)

=Vm2 — ¥mn + Vn?

Problemas propuestos

Demuestre que

8.11

8.12

a)
b)
c)
d)

€)

f)
)
h)
a)
b)
c)

V72 = 6V2 ) vah = Ve
Va7 =3V D 14v2/7 = 214
3V20 = 6V5
, - ) 3V2/3=V18
c V50a? = 2aV2  Suponiendo que a > 0)
3a:/3 3. .

m) =/ == 2
g\/75a3b2 =5a%V3a ) 4V2a 8\/1261
4 o — n _1
- Vogazb? = 28V/2b ) w5 =5 Vo
V640 = 4¥/10 n) 60V4/45 = 8V5
V/88x3y825 = 2xy%z V1122 0) 3V4/9 = V6
V27 + V48 — V12 =5V3 d) 5V2—3V50+7V288 = 74V2
5V8-3V18=V2 e) V1ea®—48a?b =4aVa—3b (a>0)

2V150 —4V54 +6V48 =24 3—2 6  f) 3V16a® +8Va3/4 = 10aV2
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8.13

8.14

CAPITULO 8 RADICALES

9)
h)

i)
)
a)

b)

c)

d)

€)

f)
9)
h)

i)

)

K

a)

b)

c)

d)

e)

f)

9)

h)

W128 = 2V/2 k) (x+1)V16x2 — 4x¥/x2/4 = 2/ 2x?

V/xn+ly2n-1z30 = xy273/x Jy [) 2V54—6Vv2/3—196 =0

3V/9 — 2¢/27 = /3 m) 4Viy+- 3 5oy =Y E3
\7X2y2 X

61/8a%/3 — 2V/24ab? + a\/54a = (7a — 4b)\6a ab >0

(3V8)(6V5) = 36V10 ) VB—2V7VB+2V7 =6
VA8X5 V/3x3 = 12x4 m) 4+2\/§=2+\/2
V2vV/32=4 n) 6_SVI8:2—V2
V2(V2 +V18) = 8 0) %—\/; V2
G+V)E-V2) =23 D) 8+2VE=1+2%
(V) + Vo) = —y g B2 v

6
(2V3 —V6)(3V3 + 3V6) = 9V2

(3V2—2V3)(4V2 +3V3) =6 + 16

(V2 —V3)2 + (V2 + V3?2 =10
(2Va+5Va—b)(Va+Va—b)=7a—5b+7Va2 —ab
(V3 +V5+VN(V3+ V6 —VT7) =1+2V15

3 o D) 743/0 /A q
2VE 2 > 0) p V2 _vave Veds
V3x V3 3 3
avb _ Vab ) V20-VI8 1.0 1o
bva b V12 3 2
\/§+7VZ:1+1\@ 9 1 _VT+2
V2 2 V7-2 3
V6—-V10-V12 V3-1V5-16 5 5 -
= ) ——=-(3-V2
Vi V3 TSV A
JOVZ 1o 2 -
- = 2 — A4 —
\/; 4V 36my m = 2V3
6a - sV3 3 sV3
=av/18 n _ =427
V12 ) Va—-1 2 2
V/3a7hbc5  ab 2V3—1
= —-Vac! 0 -~ ~-=5V3-8
V24a?bc 2 VR
A B ) ) 1—Vx+1_ 2Vx+1-x-2
ay2 oy Y PhoTy Vx+1 X
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OPERACIONES CON
NUMEROS COMPLEJOS

9.1 NUMEROS COMPLEJOS

La unidad de los niimeros imaginarios es V' —1'y se representa por la letra i. Muchas de las leyes de los nimeros
reales son vélidas también para los nimeros imaginarios.

Por lo tanto, V—4 = V(4)(-1) = 2V -1 = 2i, V-18 = V18(—1) = V18 V—1 = 3V?2i. Asimismo, como
i=V-1setienequei’=—1,i¥=i2-i=(-1i=ii'=(@{=(-12=1=i"i=1-i=iydemanera
similar para cualquier potencia entera de i.

Nota. Se debe tener sumo cuidado al aplicar algunas de las leyes de los nimeros reales. Por ejemplo, se puede
pensar que

V—4V-4 =\(=4)(—4) = V16 = 4, lo cual es incorrecto.

Para evitar tales dificultades, se expresara siempre V —m, donde m es un nlmero positivo, como Vmi; y se utilizara
i2 = —1 siempre que aparezca. Por lo tanto,

V—4V—4 = (2i)(2i) = 4i> = —4, lo cual es correcto.

Un niimero complejo es una expresion de la forma a + bi, donde a y b son niimeros reales e i = V—1. En el
namero complejo a + bi, a se llama la parte real y bi la parte imaginaria. Cuando a = 0, el nimero complejo se
llama imaginario puro. Si b = 0, el nimero complejo se reduce al nimero real a. Por consiguiente, en los nimeros
complejos estan incluidos todos los nimeros reales y todos los imaginarios puros.

Dos nimeros complejos a + bi y ¢ + di son iguales si y sélo sia = cy b = d. Por consiguiente, a + bi = 0 si
ysblosia=0yb=0.Sic+di =3, entoncesc = 3,d =0.

El conjugado de un nimero complejo a + bi es a — bi y reciprocamente. Por lo tanto, 5 — 3iy 5 + 3i estan
conjugados.

9.2 REPRESENTACION GRAFICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Con la ayuda de los ejes coordenados rectangulares, el nimero complejo x + yi se representa como, 0 corresponde
al punto cuyas coordenadas son (x, y). Consulte la figura 9-1.
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68 CAPITULO 9 OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

Y
3+4i
-~ .
-2+3i
. 4
2i-¢
X"1‘_‘~r3%%0 %%}j%X
~2i ¢
—1-4i 2—-4i
LI (]
Y
Figura 9-1

Para representar el nimero complejo 3 + 4i, recorra 3 unidades a lo largo del eje X'X hacia la derecha del punto
Oy, después, 4 unidades hacia arriba.

Para representar el nimero —2 + 3i, recorra 2 unidades a lo largo del eje X'X hacia la izquierda del punto O y,
después 3 unidades hacia arriba.

Para representar el nimero —1 — 4i, recorra 1 unidad a lo largo del eje X'X hacia la derecha del punto O y
después 4 unidades hacia abajo.

Para representar el nimero 2 — 4i, recorra 2 unidades a lo largo del eje X’'X hacia la derecha del punto O, y
después 4 unidades hacia abajo.

Los nimeros imaginarios puros (como 2i y -2i) se representan por medio de puntos sobre la linea Y'Y. Los
numeros reales (como el 4 y —3) se representan por medio de puntos sobre la linea X'X.

9.3 OPERACIONES ALGEBRAICAS CON NUMEROS COMPLEJOS
Para sumar dos nimeros complejos se adicionan, por un lado, las partes reales y, por otro, las imaginarias. Por lo
tanto,

(@ + bi) + (c +di) = (a +¢) + (b + d)i
(5 +4i) + (3 +2i) = (5 +3) + (4 + 2)i =8 +6i
(-6 +2i) + (4 —5i) = (-6 +4) + (2 — 5)i = —2 — 3i.

Para restar dos nimeros complejos se sustraen, por un lado, las partes reales y, por otro, las imaginarias. Por lo
tanto,

(a + bi) — (c +di) = (a—c) + (b — d)i
(3+2i)— (5—3i) = (3—5) + (2 +3)i = —2 +5i
Cl+i)—(-3+2)=(C1+3)+@-2i=2—i

Para multiplicar dos nimeros complejos se efectla la operacion como si se tratase de dos binomios sustituyendo
i2 por —1. Por lo tanto,

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac — bd) + (ad + bc)i

(5 + 3i)(2 — 2i) = 10 — 10i + 6i — 6i2 = 10 — 4i — 6(—1) = 16 — 4i.
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Para dividir dos nimeros complejos se multiplican el numerador y denominador de la fraccion por el conjugado
del denominador, sustituyendo i® por —1. Por lo tanto,

2+i _ 2+i 3+4i_6+8i +3i +4i7 _2+1li 2+11i
3—4i 3—4i 3+4i  9-—16i2 25 25 25

Problemas resueltos

9.1 Exprese los nimeros siguientes en términos de i.
a) V-25=V(25)(-1) = V25 V-1 =5j
b) 3V—36 =3V36V—1=3-6-i = 18i
) —4V-8l=-4V81V-1=—-4.9.i=—36i

d /-= \[\/_1_ 3'_@
8. 21 16 21 1
€) \/ \/10 S-2.5i-3. *'_é' 0 10 1072

f) V—12 — V=3 = V12i — V3i = 2V3i - V3i = V3i

g) 3V-50+5V=18 — 6 V=200 = 15V2i + 15V2i — 60V2i = —30V?2i
h) —2+ Vo4 =—-2+Vai=—-2+2i

i) 6— V—50=6— V50i =6—5V2i

i) V8+ V—8=18+V8i =2V2+2V2i

0 S0+ VI8 = L (10 +5V8) — 2 + Vi

) m e vTIm) - va+avE) = V2 2V

/_8 +V_— _ H
v 82\/ 8 _ 2+22\/§|:_1+\/Ei

m)

9.2 Represente las operaciones indicadas algebraica y graficamente:

a) (2 + 6i)+ (5+ 3i), b) (—4 + 2i) (3 + 5i).
g
P
7+9i Yi
P
P, —4+2i
2+6i
0O x
P,
5+3i P
-7-3i
-3-5i
(0] X P
Figura 9-2 Figura 9-3
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CAPITULO 9 OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS

SOLUCION

a)

b)

9.3

9.4

Algebraicamente: (2 + 6i) + (5 + 3i) =7 + 9i

Graficamente: Represente los dos nimeros complejos por medio de los puntos P1 y P2 respectivamente como
se muestra en la figura 9-2. Conecte dichos puntos con el origen O y complete el paralelogramo que tiene como lados
adyacentes OP1y OP2. El vértice P (punto 7 + 9i) representa la suma de los dos nimeros complejos dados.
Algebraicamente: (—4 + 2i) - (3 + 5i) = —7 — 3i

Gréaficamente: (—4 + 2i) — (3 + 5i) = (—4 + 2i) + (=3 — 5i). Ahora se procede a sumar (—4 + 2i) con (—3
— 5i).

Represente los dos nimeros complejos (—4 + 2i) y (—3 — 5i) por medio de los puntos P1 y P2 respectivamente,
como se muestra en la figura 9-3. Una los puntos P1y P2 con el origen O y complete el paralelogramo que tiene a OP1
y OP2 como lados adyacentes. El vértice P (punto —7 — 3i) representa la resta (—4 + 2i) — (3 + 5i).

Efectle las operaciones indicadas y simplifique.

a) 65-2i))+(@®+3i)=11+i
by (6+3i)—(4—2i)=6+3i—4+2i =2+5i
c) 5-3i)—(-2+5))=5-3i+2—5i=7—8i
o (33 (-heki) =3t (BalySe
2 8 4 4 2 4 \8 4) 4 8
e) (a+bi)+ (a—bi)=2a
f) (a+bi)— (a— bi) =a+hi —a + bi = 2bi
g) (5— V—125)— (4 — V=20) = (5 — 5V5i) — (4 — 2V5i) =1 — 3V5i

a) V-2V=32 = (V2i)(V32i) = 2V32i® = Vbe4(-1) = -8

b) —3V=5V=20 = —3(V5i)(V20i) = —3(V5V20)i2 = —3V100(—1) = 30
0) (4i)(-3i) = —12i2 =12

d) (6i)* =36i> = —36

e) (2V-1)° = (2i)® = 8i® = 8i(i?) = —8i

f) 3i(i +2) = 3i2 + 6i = —3 + 6i

g) B-2)@+i)=3-4+3-i— (24— (2)i =12 +3i —8i +2 =14 —5i
h)y (5—3i)(i+2)=5i+10—3i*—6i =5i +10+3 —6i =13 —|i

i) (5+3i)? =52 +2(5)3i + (3i)? = 25 + 30i + 92 = 16 + 30i

i) (2— D)3+ 2i)(1 — 4i) = (6 + 4i — 3i — 212)(1 — 4i) = (8 + i)(1 — 4i)
=8 32i +i— 42 =12 — 3li

s (22 (2 oD (24

D L+i)P=1+3i+32+¥=1+3i—3—i=-2+2i

m) (3 —2i)* = 33 + 3(3%)(-2i) + 3(3)(—2i)? + (—2i)?
= 27 + 3(9)(—2i) + 3(3)(4i?) — 8i® = 27 — 54i — 36 + 8i = —9 — 46i

n) (3 +2i)® =33 +3(3)(2i) + 3(3)(2i)? + (2i)°
= 27 + 54i + 36i% + 8i® = 27 + 54i — 36 — 8i = —9 + 46i

0) (L+2i)* =[(1+2i)%% = (L +4i +4i%? = (-3 +4i)> =9 — 24i + 16> = -7 — 24i
p) 1+ =[1+0)7 =1 -2 +i?)* = (-2i)* = 16i* = 16

N =
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1+i 140 3+i 3+3i+i+i2 2+4i
3—i 3—i3+i 32—z 10

0 1) -t

9 2V3+V2i _ 2V3+V2i 3V2+4V3i _ (2V3 + V2i)(3V2 +4V3i)
3V2—4V3i 3V2—4V3i 3V2 +4V3i (3V2)? — (4V3)%i

_ 6V6+8V0i +3V4i +4V6i2 2V6+30i V6 5.

4
18 + 48 66 33 11

95 a)

2.
+oi
5

all =

Problemas propuestos

9.6 Exprese en funcion de i

a) 2V—49 d) 4V-1/8 9) _4+2\/_—4 i) 4V-81-3V-36 +4V25

b) —4V—64 €) 3V=25-5V-100  h) % (12 — V—288) ) 3V12-3V-12
c) 6V—-1/9 f) 2V=72 +3V=32

9.7 Represente las expresiones dadas algebraica y graficamente.

Q) (3+2i)+ (2 +3i) €) (4—3i)— (=2 +i)
b) (2 i)+ (~4 + 5i) d) 2 +2i)— (2 —i)

9.8 Efectle cada una de las operaciones indicadas y simplifique.

a) (3 +4i)+(—1—6i) 9) (2i)* m) (3 — 4i)?
b) (=2 +5i)— (3 2i) h) GV-3)° n) (L +i)2 +2i)3 — i)
c) (g—%i>—<—%+%i> ) 5i2 i) ¢) (i—1)°
d) B+ V-8 —(2-V-32) N @+iE2-i) p) (2 +3i)
e) V-3V-12 K) (=3 + 4i)(—3 — 4i) Q) @ —i)
f) (—iV2)(iV2) i) (2 —5i)(3 + 2i) 1) (i +2)°
2 — 5i 3-V2i P2+ i+t
99 A I 9 \/2i P
-1 1 3 26 _j
b 35 12 T1+a N 1
3V2 +2V3i 5 10 2T
9 e ava N3 st ars I)(1+2i>

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

96 a) 14i c¢) 2i e) —35i g) —2+i i) 18i + 20
b) —32i d) V2i  f) 24V2i h)—2-2V2i ) 6V3—6V3i
9.7 a) 5+ biyfig.9-4 c) 6 — 4iyfig.9-6

b) —2 + 4iyfig. 9-5 d) 3iy fig. 9-7
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a) 2-2i
by —-5+7i
c) 1—i

b) —>—i

” : 4rsia b
4+ —4+5; i
: <2+4i
tara ) T
1/ 342 AN
g IR
1 I 2%
Figura 9-4 Figura 9-5
Y, Y,
T P
+ 3i
1 —242i
1 2+i
R e VY L e =\ G
Oe2-i  * 0 x
1L 43
1 6-ai
Figura 9-6 Figura 9-7
d) 1+6V2i g) 16 i) 5 m) —7 — 24i
e) —6 h) —27/64 k) 25 n) 4+12i
f) 2 i) 5+ 10i N 16 — 11i 0) 2+2i
1 2 . 32 26, . .
Z+Z - +
0 ¢ 5\/é| ©) &gl g) 0 i) 3+4i
3. 5 1 2. :
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ECUACIONES
EN GENERAL

10.1 ECUACIONES

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones que se denominan miembros de la misma.

Una ecuacion que solo se verifique para ciertos valores de las letras (0 incdgnitas) recibe el nombre de ecuacion
condicional o, simplemente, ecuacion.

Una ecuacion que se verifique para todos los valores permitidos de sus literales (o incognitas) recibe el nombre
de identidad. Valores permitidos son aquellos para los que estan definidos los miembros de la ecuacion.

EJEMPLO 10.1 x + 5 = 8 es valida s6lo para x = 3; es una ecuacion condicional.
EJEMPLO 10.2 x*> —y* = (x — y)(x + y) es vélida para todos los valores de x e y; es una identidad.

EJEMPLO 10.3

1,1 x5
X—2 x—3 (XxX—2)(x—23)

se verifica para todos los valores excepto para los no permitidos x = 2, x = 3; para estos valores, la operacion se
reduce a una divisién entre cero, la cual carece de sentido. Como la ecuacion se verifica para todos los valores
permitidos de X, es una identidad.

El simbolo = es a menudo utilizado en identidades en lugar de =.

Las soluciones de una ecuacién condicional son los valores de las incognitas que transforman la ecuacion en
una identidad, es decir, se igualan ambos miembros. Las soluciones satisfacen a la ecuacién. Si la ecuacién sélo
contiene una incognita, las soluciones se denominan raices de la ecuacion. Resolver una ecuacion es hallar todas sus
soluciones.

Por lo tanto, x = 2 es unaraiz o solucion de la ecuacion 2x + 3 = 7, ya que sustituyendo x = 2 en ésta, se obtiene
2(2) + 3 = 7 y ambos elementos son iguales, es decir, la ecuacion se satisface. De manera similar, tres (0 muchas)
solucionesde2x +y=4son:x=0,y=4;x=1,y=2;x=5,y = —6.

10.2 OPERACIONES UTILIZADAS EN LA TRANSFORMACION DE ECUACIONES
A. Si se suman miembro a miembro varias igualdades, se obtiene otra igualdad.
Por lo tanto, si x — y = z, se puede sumar y a ambos miembros y obtener x =y + z.

B. Si se restan miembro a miembro varias igualdades se obtiene otra igualdad.
Por lo tanto, si x + 2 = 5, se puede restar 2 a ambos miembros con lo que se obtiene x = 3.
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74 CAPITULO 10 ECUACIONES EN GENERAL

Nota: Como consecuencia de Ay B se deduce que para trasponer un término de una ecuacion de un miembro
a otro no hay mas que cambiarlo de signo. Asi si 3x + 2y — 5= x — 3y + 2, entonces, 3Xx — X + 2y + 3y =5
+202x+ 5y =17.
C. Si se multiplican miembro a miembro varias igualdades se obtiene otra igualdad.
Por lo tanto, si se multiplican por 4 los dos miembros de la igualdad % y = 2x? se obtiene y = 8x%
Anélogamente, si los dos miembros de 2 C = F — 32 se multiplican por ? se obtiene C = 3(F — 32).
D. Si se dividen miembro a miembro varias igualdades se obtiene otra igualdad, siempre que no si divida entre
cero.
Por lo tanto, si se dividen los dos miembros de la igualdad —4x = —12 por —4, se obtiene x = 3.
De manera similar, en la igualdad E = RI se pueden dividir los dos miembros entre R # 0, obteniéndose
| = E/R.
E. Sise elevan al mismo exponente los dos miembros de una igualdad, se obtiene otra igualdad.
Por lo tanto, si T = 27V1/g, entonces T2 = (2 V1/g)? = 474 /q.
F.  Sise extrae la raiz enésima de los dos miembros de una igualdad se obtiene otra igualdad. Asi,

sirt="" entonces r=""
47’ 47

G. Los reciprocos de una igualdad son iguales, siempre y cuando el reciproco no sea cero.
Por lo tanto, 1/x = 1/3, cuando x = 3. De la misma forma,

.1 R;+Rp RiR2
Si — = entonces R = .
R R]_Rg Rl + R2

A menudo, las operaciones A-F se llaman axiomas de igualdad.

10.3 ECUACIONES EQUIVALENTES

Son las que tienen las mismas soluciones.

Por ejemplo, x — 2 = 0y 2x = 4 tienen la solucion comln x = 2y, por lo tanto, son equivalentes. Sin embargo,
x —2 = 0y x* — 2x = 0 no son equivalentes, ya que x> — 2x = 0 tiene, ademas, la solucién x = 0.

Las operaciones anteriores aplicadas a la transformacion de ecuaciones no dan lugar, en todos los casos, a
ecuaciones equivalentes a las originales. La aplicacién de estas operaciones puede conducir a ecuaciones derivadas
que tengan distintas soluciones que la ecuacidn original.

Si se llega a una ecuacion con mas soluciones que la original, las soluciones nuevas se denominan extrafias y la
ecuacion derivada se llama redundante respecto a la original. Si se llega a una ecuacion con menos soluciones que
la original, la ecuacion derivada recibe el nombre de defectuosa respecto a la original.

Las operaciones A y B siempre conducen a ecuaciones equivalentes. Sin embargo, C y E pueden dar lugar a
ecuaciones redundantes y soluciones extrafias y D y F a ecuaciones defectuosas.

104 FORMULAS

Una férmula es una ecuacién que expresa un hecho general, una regla o un principio.

Por ejemplo, la formula de geometria A = 7rr? expresa el area A de un circulo en funcidn de su radio r.

En fisica, la férmula's = 1 gt*, donde g tiene un valor aproximado de 32.2 pies/s® proporciona la relacion entre
la distancia s, en pies, que recorre un cuerpo que cae libremente partiendo del reposo, y el tiempo t en segundos, que
emplea en el movimiento.

Resolver una férmula respecto a una de las literales que figuran en ella es efectuar las mismas operaciones en
ambos miembros de la misma hasta que aparezca la letra deseada aislada en uno de ellos, pero no en el otro.

Por lo tanto, si F = ma, se puede dividir entre m obteniéndose a = F/m, con lo cual queda despejada a en
funcién de F y de m. Como comprobacidn, si se sustituye a = F/m en la ecuacion original se obtiene F = m(F/m),
que es una identidad.
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10.5 ECUACIONES CON POLINOMIOS

Un monomio consiste en un determinado nimero de incognitas x, y, z,... que tiene la forma ax® y* z" --- donde los
exponentes p, g, r,... son nimeros enteros y positivos, o cero, y el coeficiente a es independiente de las incdgnitas.
La suma de los exponentes, p + g + r + --- se denomina grado del término con respecto a las incégnitas x, y, z,...

EJEMPLOS 10.4  3x°Z%, 1 x*, 6 son monomios.
3x’2°esdegrado2enx,3enz, yde5enxyz
% x* es de cuarto grado. 6 es de grado cero.
4y/x = 4yx~' no es entero en x; 3x Vyz® no es racional en y.

Si al hablar del grado no se especifica a qué incognitas se refiere, se sobrentiende que es respecto a todas las que
figuran en el término.

Un polinomio de varias incognitas consta de términos, cada uno de los cuales es racional y entero. El grado de
la expresidon es dado por el correspondiente al término de mayor grado.

EJEMPLO 10.5 3x%‘z + xy’z® — 8x + 3 es un polinomio de grado 3enx,4eny,5enz, 7enxyy,7enyyz 6enxy
zy8enx,yyz.

Una ecuacion polinomial es una igualdad de dos polinomios. El grado de dicha ecuacidn es el mismo que el del
término de mayor grado presente en la ecuacion.

EJEMPLO 10.6 xyz*> + 3xz = 2x% + 3z%esdegrado3enx, leny,2enz, 4enxyy, 3enyyz,3enxyzydenx,yyz.

En una ecuacion se pueden reducir los términos semejantes. Por ejemplo, 4x%y + x?z — xy? = 4x% + z se puede
escribir en la forma x%z — xy* = z.

Una ecuacion se llama lineal si es de primer grado, y cuadratica si es de segundo grado. De manera similar, las
palabras cUbica, cuarto y quinto se refieren a ecuaciones de tercer, cuarto y quinto grado, respectivamente.

EJEMPLOS 10.7 2x + 3y =7z es una ecuacion lineal enx,yy z.
X2 — 4xy + 5y? =10 es una ecuacion cuadréaticaen x y y.
x® + 3x? — 4x — 6 = 0 es una ecuacion cubica en x.

Una ecuacion polinomial de grado n respecto a la incégnita x puede escribirse como,
n n—1 n—2 —
ax"+ax" " +ax" "+ .-+a_x+a =0 a #0

0

siendo a,, a,, ..., &, constantes y n es un entero positivo.
Como casos especiales tenemos los siguientes:

ax+a=0 o ax+b=0 es de grado 1 (ecuacion lineal),

0
axX’+ax+a,=0 o aX’+bx+c=0  esdegrado 2 (ecuacion cuadratica),
ax’ +ax*+ax+a, =0 es de grado 3 (ecuacion clbica),
ax'+tax’+ax*+ax+a,=0 es de grado 4 (ecuacion de cuarto grado).

Problemas resueltos
10.1 Determine cuéles de las expresiones siguientes son ecuaciones condicionales y cuales son identidades:

a) 3x— (x+4)=2(x—2),2x — 4 = 2x 4; identidad.
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b) (x—1)(x+1)=(x—1)x*—1=x*— 2x + 1; ecuacion condicional.
c) (y—3)P+32y—3)=y(y+1) —yy*—6y+9+6y—9=y>+y—yy> =y identidad.
d) x+3y—5=2(x+2y) + 3,x + 3y — 5= 2x + 4y + 3; ecuacion condicional.

10.2  \erifique si la solucién o soluciones indicadas satisfacen las ecuaciones siguientes:

a) §+§:10;x=12. %+%:10,5+4:10,yx= 12 es una solucion.

X2 + 6x 22 +6(2) 16 L
b =35 _ 2" x = = —1. I e A _2 —= X = 2 es una solucion.
) —— IX—2;Xx=2,X 1 572 3(2) — 2, 7 4,y
(-1° +6(-1) _ -5 _ _ ”
g =3(-1) -2, = 5,y x = —1 es unasolucién.

) ¥—xy+y=19x=-2,y=3x=4y=2+V7;x=2y=—1
x=—-2,y=3:(—2)? (—2°®+32=19,19 = 19,y x = —2,y = 3 es una solucidn.
X=48,y=2+ VT8 —42+VTI+(2+V7)?=19,16 -8 —4V7 + (4 +4V7 +7)=19,19 =
19,y x = 4,y = 2 + V7 es una solucién.
x=2,y=-1.2> =2(-1) + (—1)*=19,7 =19,y x = 2,y = —1 no es una solucidn.

10.3  Utilice los axiomas de igualdad para resolver cada una de las ecuaciones siguientes:

a) 2x+3)=3x—-1),2x+6=3x—3:
Trasponiendo términos: 2x — 3x = —6 — 3, — x = —9: Multiplicando por —1: x = 9:
Comprobacidon: 2(9 + 3) = 3(9 — 1), 24 = 24:

X X
Z4+2=1
b) 3+5

Multiplicando por 6: 2x + x = 6, 3x = 6: Dividiendo entre 3: x = 2:
Comprobacion: 2/3 +2/6 =1,1 = 1:

c) 3y—2y—1)=4(y+2),3y—2y+2=4y+8y+2=4y +8:
Transponiendo: y — 4y = 8 — 2, 3y = 6. Dividiendo entre —3:y = 6/(—3) = —2.
Comprobacién: 3(—=2) —2(-2—-1)=4(-2+ 2),0=0.

d) 2X—3 _M=5 Multiplicando porx — 1,2x — 3 =4x —50x — 1.
x—1 x—1
Comprobacion: Sustituyendo x = 1 en la ecuacién dada se obtiene —1/0 = —1/0. Como la division

entre cero carece de sentido, la ecuacién dada no tiene solucion.
Observe que

2x—3 4x-5

i) 1 x_1 y i) 2x—3=4x-5

no son ecuaciones equivalentes. Cuando i) se multiplican por x — 1 se presenta una solucién extrafia
x = 1y laecuacion ii) es redundante respecto a la i).

e) X(x —3)=2(x — 3). Dividiendo ambos miembros entre x — 3 proporciona la solucién x = 2.
Ahorabien, x — 3 = 0 0 x = 3 también es solucién de la ecuacidn dada pero se ha perdido al dividir. Las
raices buscadas son x = 2y x = 3.

La ecuacion x = 2 es defectuosa respecto a la dada.
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f) Vx+ 2= -1 Elevando al cuadrado los dos miembros,x + 2 =10 x = —1.
Comprobacidn: Sustituyendo x = —1 en la ecuacion dada, V1= -101= —1, 1locual es falso.
Por lo tanto x = —1 es una solucién extrafia. La ecuacion dada no tiene solucion.

g) V2x —4=6. Elevando al cuadrado los dos miembros, 2x — 4 = 36, es decir, x = 20.
Comprobacion: Si x = 20, V2(20) — 4 = 6 0 V36 = 6 lo cual es valido.
De aqui que x = 20 es una solucion. En este caso no se han introducido raices extrafias.

10.4 Despejar, en las formulas siguientes, las incognitas que se indican.

a) E = IR. Despejar R. Dividiendo los dos miembros entre | # 0, se obtiene R = E/I.

b) s =yt + 3at’, despejar a.
Transponiendo, ; at* = s — y,t. Multiplicando por 2, at’ = 2(s — v,t).
Dividiendo entre t2 # 0,

a= 2(8 - Vot).
t2
C) % = % + % despejar p. Transponiendo,
1.1 1 _g9g-f
p f g fq
Calculando los reciprocos,
fq .
p= a_f suponiendo q # f)

d) T=27Vl/g parag.  Elevando al cuadrado los dos miembros,

_ 4l
a

T2

Multiplicando por g, gT? = 44l. Dividiendo entre T? # 0, g = 4?l/T2

10.5 Hallar el valor de la incégnita que se indica conocidos los valores de las restantes.

a) F=2C+32F=68encuentreC. 68 =23C+32,36=2C,C =35(36) = 20.
Otro método: 2C = F — 32, C = 3(F — 32) = 3(68 — 32) = 3(36) = 20.
1 1 1 1 1 1 1 1 1 5-2 1

b) ==—+_—,R=6,R =15 treRy, —=—F-—, —=--——="_"=""R,=10.
) R R TR L encuentrerz. 515 "R, R, 6 15 30 10 2
Otro método:
1_1 1 _R-R . _ RRi _6(15
R, R Ri RR;' 2"R,—R 15-6 '
4 4 2881
V=_md  V=288m trer. 288w = a3, 3 =220 — 218, = 6.
c) 3771‘ T, encuentre r T 37-rr r 473 r

Otro método:

v —dms, =Y =V 82887 _ o516 — 6.
A7 A7 dar
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10.6
a)
b)
c)
d)
10.7
SOLUCION
a)
b)
10.8

CAPITULO 10 ECUACIONES EN GENERAL

Determine el grado de las ecuaciones siguientes respecto a las incognitas que se indican.

2%+ xy —3=0:Xy;XyV.
Grado2enx,leny, 2enxyy.

3Xy? —4yz+ 65X — 3y =x*+ 2: X, Z,YYZ X, Y, Y Z.
Grado4enx,lenz, 3enyyzdenx,yyz.

X2 = 3 . X; XY Z; X z

vtz YZ; X, Y,y Z

La ecuacion, escrita de esta forma, no es una ecuacion con polinomios. Sin embargo, se puede trans-
formar en dicho tipo si se multiplica por y + z, para obtener x3(y + z) = 3 0 X% + x’z = 3. La ecuacion

que se dedujo es racional entera de segundo grado en x, de tercero en xy z y de tercero tambiénenx,yy z.
VX +3=Xx+Vyyxyy.

Igualmente, esta ecuacion se puede transformar en polinomio elevando al cuadrado sus dos miem-
bros. Por lo tanto, se obtiene x + 3 = x* + 2xy + Y2, que es de segundo grado en y y de segundo también
enxey.

Hay que tener en cuenta, sin embargo, que las ecuaciones no son equivalentes, ya que x* + 2xy + y?
=x + 3incluyetantoaVx +3=x+ycomoa— VX +3=x+Yy.

Hallar los valores de x para los cuales a) x> = 81, b) (x — 1) = 4.

Como nada se dice sobre si debe ser positivo 0 negativo, se tendran que considerar las dos posibilidades.
Extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros de la ecuacion se obtiene Vx? = V81 = 9. Ahora bien, VX’
representa un ndimero positivo (o cero) si x es real. Por consiguiente, Vx? = x si x es positivo, mientras que
\/‘)%2 = —X si X es negativo. En resumen, cuando se escribe Vx? se debe considerar que es igual a x (si x >
0) 0 —x (si x < 0). Por ejemplo, la ecuacion VX2 =9 equivalea x =9 0a —x = 9 (es decir, x = —9). Las
dos soluciones se representan por x = %9,

(x—1P%=4,*(x—1)=20(x—1) = *+2,ylasdos raicessonx = 3y x = —1.

Encuentre el error cometido en el razonamiento siguiente.

a)
b)
c)
d)
€)
f

9)
h)

Seax =y: X=Yy

Se multiplican los dos miembros por x: X2 = Xy

Se resta y? a ambos miembros: X2 —y=xy—y?
Se escribe el resultado en la forma siguiente: (X — y)(X +y) = y(X —y)
Se dividen los dos miembros entre x — y: X+y=y

Se sustituye x por su igual, y: y+y=y

De aqui resulta: 2y =y
Dividiendo entre y: 2=1

SOLUCION No hay nada que objetar a las operaciones efectuadas en a), b), ¢) y d).

Sin embargo, en e) se divide entre x — y y esto no es valido, ya que, por hipétesis, el divisor es igual a cero. Como la

division entre cero carece de sentido, todo lo que se haga a partir de €) es falso.

10.9

Demuestre que V2 es un nimero irracional, es decir, un nimero que no se puede representar por el cociente
de dos enteros.

SOLUCION Suponga que V2 = p/q siendo p y q dos enteros que no tengan més divisores comunes que la unidad, *+1,
es decir, p/q es una fraccion irreductible. Elevando al cuadrado los dos miembros se obtiene p?/q? = 2, 0 sea p* = 2¢°
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Como 2qg? es un miembro par, p* serd par y p también (si p fuera impar, p? también lo seria); por tanto, p = 2k, donde k un
ndmero entero, Asf pues, p°> = 2q° también se puede escribir en la forma (2k)> = 2¢? o sea g°> = 2k? en consecuencia,
g Yy g% también son nimeros pares. Pero si p y g son ambos pares, deberan tener el divisor comin 2, en contra de la
hipétesis hecha de que solo admitian como divisores comunes a la unidad, =1. Por consiguiente, V2 es irracional.

10.10

10.11

10.12

10.13

10.14

Problemas propuestos

Determine cudles de las expresiones siguientes son ecuaciones y cuales son identidades:

a) 2X+3—-(2-—x)=4x—-1 f) x=3)0@+3x+9) =x3-27
b) (y—1?+@y+17°=(2y)*+6 9) X2 N X 2
c) 2{x+4-3(2x—1)}=3@-3x)+2—x 4 12
d) (x+2y)(x —2y) — (x—2y)* +4y(2y —x) =0 h) (& —y?)? + (@29)* = («* +y?)?
9x% — 4y?
T =2+
e) X2y 2x + 3y
Compruebe si la solucion o soluciones indicadas satisfacen las ecuaciones.
y2 —_4 1 1 1
=2y —1'vy= 4+ = tx =
a) - y—-1,y=3 e)x > x_1 % 3
b) x2—3x=4;—-1,—4 f) ¥ +y2—5y-5=0; + V5 —1
C) V3ax—2-Vx+2=4;342 g) X¥—2y=3y);x=4y=2,x=1y=-1
d x*-6x2+11x—6=0;1,23 h) (x +Y)? + (x —y)? = 2(x? + y?); cualquier valor de x, y

Aplique los axiomas de la igualdad para resolver las ecuaciones siguientes. Compruebe las soluciones obtenidas.

a) 5(x—4)=2(x+1)—7 e)%:% h) ¥2x—3+1=0

22 ) Va—2=4 i) (v +1)? = 16

0 %; _3 Q) VZXF1+5=0 j) (2x+ 12 +(2x—1)? = 34
x+1 x-1

) T1Tx2

Despejar la incognita que se indica en las formulas siguientes:

2) P1V1=P2V2;T2 d) w? =v2+2as;a
T1 TZ
by t= . ¢ ) T=2 Tk
g’ ’ R
1 n
¢) m=,V2a? +2b? ¢ fis=5Ra+(n-1dJd

Hallar el valor de la incégnita que se indica conocidos los valores de las restantes.

a) v =\vp +at; encuentre a siv =20, vy =30,t=5.

b) S =g (a +d); encuentre d si S = 570, n = 20, a = 40.
1 1 1
C¢) - =-—+—; encuentre qsif=230,p=10.
A
1 .
d Fs= > mv2; encuentre v si F = 100, s = 5, m = 2.5.

e) f=

! C; encontrar C con cuatro cifras decimales sif = 1000, L = 4 - 1078,
T
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10.15 Determine el grado de las ecuaciones siguientes respecto a las incognitas que se indican:

a) x¥®*—-3x+2=0:x

b) X +xy+3y* =6 Xy, xyy

) 2xy® — 3%y +4Axy = 2 X y; XY Y

d) Xy +yz+x2+2X =y Xy, LXY LYY LXY, Y2

10.16 Clasificar las ecuaciones siguientes (transformandolas si es preciso) segln sean lineales, cuadraticas, de tercero,
cuarto o quinto orden respecto a todas las incognitas que figuran en ellas.

a) 2*+3*—-x-5=0 e) VW +y2 —1=x+y
— 2x+y

b) x—-2y=4 f)x—Sy_

¢) 22 +3xy +y> =10 9) 3y — 4y +2=2(y - 3)’

d) *y—2xyz=4+y° h) (z+1)%(z—2) =0

10.17 Laecuacion V(x + 4)* = x + 4, ¢es una identidad? Explique la respuesta.

10.18 Demuestre que V3 es irracional.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

10.10 a) Ecuacion condicional d) Identidad g) Ecuacién condicional
b) Ecuacion condicional e) Ecuacién condicional h) Identidad
c) Identidad f) Identidad
10.11 a) y = 3essolucion. e) x = 3essolucion.
b) x = —1essolucién,x = —4noloes. f) y=* V5, —1 son todas soluciones.
c) x = 34essolucion, x = 2no lo es. g) x=4,y=2;x=1,y = —1essolucion.
d) x =1, 2, 3son todas soluciones. h) La ecuacion es una identidad; luego todos los valores de x y

y son soluciones.

1012 a) x=5 ¢) y=1/2 e) no tiene solucién g) no tiene solucién i) y=3,-5
by y=4 d) x=3 f) x=6 hy x=1 ) x==%x2
_ PszTl _ 5 7 > _ 4772m
1013 a) T, VA C) ¢==*=V2a?+2b2—4m e) k T2
2 2
12 _ V=g :28—2an
b) s=3gt d) a 7% f) d "= 1)

10.14 a) a= -2 b) d=17 c) g=-15 d)v==*20 e) C=0.0063
1015 a) 3 b) 2,4,4 c) 3,3,4 d) 1,4,2,3,4,4

10.16 a) cuartogrado c) cuadratica e) cuadratica g) cuadratica
b) lineal d) de quinto grado f) lineal h) de tercer grado

10.17 V(X + 42 =x + 4s6losix +4=0; V(x + 42 = —(x + 4)six + 4 = 0.
La ecuacion dada no es una identidad

10.18 Suponga V3 = p/q donde p y g son enteros que no tienen factor comiin excepto *1. Elevando al cuadrado, se
obtiene p?/g®> = 3 0 p? = 3¢? Por lo que p? es un maltiplo de 30 p = 3k donde k es unentero (Ssip =3k + 1 0
p = 3k + 2, entonces, p? no es un miltiplo de 3). Por lo tanto, p? = 3¢? se convierte (3k)> = 3g%y g = 3k Puesto
que g* es un maltiplo de 3, g es un maltiplo de 3. Sin embargo, si tanto p como ¢ son maltiplos de 3, entonces tiene
como factor com(in 3. Esto contradice el supuesto que ambos no tienen factor comin excepto *1. De aqui que V3
es irracional.
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RAZON, PROPORCION
Y PROPORCIONALIDAD

11.1 RAZON

La razén de dos nimeros a y b se escribe a : by es el cociente o fraccién a/b, siempre y cuando b # 0.
Asipues,a:b=a/b,b#0.Sia=b#0,larazébnesl:101/1= 1.

EJEMPLOS 11.1

1. Larazénde4a6=4:6=ﬂ=g.
6 3
24 2/3 5 ) 3y 5x 20x
2. Si2=22-2 3.6 L= =
35 45 6 4 T3ya 3y

11.2 PROPORCION

Una proporcion es una igualdad entre dos razones. Por ejemplo, a:b = c:d, 0 a/b = c/d es una proporcién en la
que a 'y d se llaman extremos y b y ¢ se llaman medios, mientras que d se llama la cuarta proporcional de a, b y c.
En la proporciéna: b = b: c, c es latercera proporcional entre ay b, y b es la media proporcional entre ay c.
Las proporciones son ecuaciones que pueden transformarse utilizando ciertos procedimientos aplicables a las
ecuaciones. Algunas de estas ecuaciones transformadas se utilizan a menudo y se llaman leyes de la proporcionalidad.
Sia/b = c/d, entonces

a b a—-b c¢—d

1 = 3. == 5 - ~ == =
ad = bc c T d b q

o b_d 4, 3tb_c+d g, atb_c+d

a ¢ b d a—b c¢c—d

11.3 VARIACION

En la literatura de material cientifico es comuin encontrar enunciados como “La presién de un gas encerrado varia en
proporcion directa con la temperatura”. Este enunciado asi como otros similares poseen significados matematicos

81
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precisos y representan un tipo especifico de funcion llamada funcion de variacion. Los tres tipos generales de
funciones de variacion son directas, inversas y conjuntas.

1. Sixvaria directamente cony, entonces x = ky 0 x/y = k, donde k se llama la constante de proporcionalidad o la
constante de variacion.

Si x varia directamente con y?, entonces x = ky?.

Si x varia inversamente con y, entonces x = k/y.

Si x varia inversamente con y?, entonces x = k/y?.

Si x varia conjuntamente con y y z, entonces X = kyz.

Si x varia directamente con y? e inversamente con z, entonces x = ky?/z.

o gk wn

La constante k puede determinarse si se conoce un conjunto de valores de las variables.

11.4 PRECIO UNITARIO

Cuando se va de compras, uno encuentra que muchos productos se venden en tamafios distintos. Para comparar
precios, es necesario calcular el precio por unidad de medida de cada uno de los tamafios en los que se ofrece el
articulo.

EJEMPLOS 11.2 ;Cuél es el precio unitario de cada articulo?

a) Un frasco de 3 onzas de olivos que cuesta $0.87.

x¢ _ lonza 87
87¢ 3 onzas

=29 29¢ por onza

b) Una caja de cereal de 12 onzas que cuesta $1.32

x¢ lonza 132
1326 ~ 12 0nzas X = ST 11 11¢ por onza

EJEMPLOS 11.3 (Cuadl es el precio unitario de cada articulo expresado con una cifra decimal?
a) Una lata de atin de 6.5 onzas que cuesta $1.09

x¢ 1 onza 109
109¢ ~ 6.5 onzas X = 65 16.8 16.8¢ por onza

b) Una lata de salmén de 14 onzas que cuesta $1.95

x¢ 1 onza 195
105¢ — 14 onzas X = SV 13.9 13.9¢ por onza

11.5 MEJOR COMPRA

Para determinar la mejor compra, se compara el precio unitario de cada uno de los tamafios del articulo y el tamafio
con el precio unitario menor representa la mejor compra. Al realizar este proceso, se hacen dos suposiciones —que
un tamafio mayor no representa un desperdicio y que el comprador puede pagar el precio total de los diferentes
tamafios del articulo—. EI precio unitario es a menudo redondeado a la primera cifra decimal cuando se trata de
encontrar la mejor compra.
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EJEMPLO 11.4 ;Cudl es la mejor compra en una botella de aceite vegetal si un galon cuesta $5.99, una pinta cuesta
89¢ y 24 onzas cuestan $1.29?

ac 1 onza 599

509¢  128onzas © 128 47 poronza
b¢ 1 onza 89
89¢ 16onzas 0 16 6  56¢poronza

c¢  lonza c— 129 _
129¢ 24 onzas 24

5.4 5.4¢ por onza

La mejor compra es un galén de aceite vegetal que cuesta $5.99.

Problemas resueltos
Razon y proporcién
11.1  Exprese las razones siguientes por medio de una fraccion simplificada.

% 3 xy? y
a . =" == b D c 232y =20 7
) 96:128 28" 1 )3.4 349 ) xy?: X .

d) (xy2 —x2y): (x —y)? = xy? — X%y _xyly—x) _ Xy

xX—yP? (=X y-x

11.2  Encuentre la raz6n entre las cantidades siguientes:

a) 6 librasa 12 onzas
Se suelen expresar las cantidades en las mismas unidades
Entonces, la razén de 96 onzasy 12 onzases 96 : 12 = 8 : 1.

b) 3cuartos a 2 galones
Larazon es 3 cuartos y 8 cuartos0 3 : 8

c) 3yardas cuadradas a 6 pies cuadrados
Puesto que 1 yarda cuadrada = 9 pies cuadrados, la razon es 27 pies? :
6 pies? =9: 2.

11.3  Encuentre el valor de x en las proporciones siguientes:

3—x 2 1
— : + = : = _ = —,
a) B3—x):(x+1)=2:1, 11 y X 3
X+3 3x-—-2
b) (x+3):10 = (3x—2):8§, R y X =2.
] _ ) x—1 2x—-4 2 _
c) Xx—1):(x+1)=2x—4):(x +4), 1 x¥a" —5x =0,

1
X(x—5)=0 vy x=0,5.

11.4  Encuentre la cuarta proporcional de los conjuntos de nimeros siguientes. En cada caso, sea x la cuarta pro-

porcional.
2
a) 2,3,6. Aqui 2:3=6: X, gzg y X =
25
b) 4,-510. Aqui4:-5=10:x vy X=—=
2b
c) a%ab,2. Aquia’:ab=2:x, a’x=2ab y x=—
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11.5 Encuentre la tercera proporcional de los pares de nlimeros siguientes. Sea, en cada caso, x la tercera propor-

cional.
a) 2,3. Aqui2:3=3:x vy X =9/2.

8 . 8 8. R
b) —2,5. Aqui —2.§—3.x y x_—g.

11.6  Encuentre la media proporcional entre 2 'y 8.

SOLUCION  Sea x la media proporcional. Por lo tanto, 2 : x = x: 8, X2 = 16 y x = #4,

11.7  Un segmento de 30 pulgadas se divide en dos partes cuyas longitudes estan en razén de 2 : 3. Encuentre las
longitudes de ambos segmentos.

SOLUCION  Sean las longitudes pedidas x y 30 — x. Por lo tanto,

x 2
30—x 3

y x=12in,, 30 —x =18in.

11.8  Lasedades actuales de dos hermanos son 5y 8 afios respectivamente. ¢ Al cabo de cuantos afios (x) sus edades
estaran en razén de 3 : 4?

SOLUCION Las edades al cabo de x afios son 5 + xy 8 + x.
Porlotanto, 5+ x):(8+x) =3:4,45+x) =38+ x)yx =4

11.9 Divida 253 en cuatro partes proporcionalesa 2, 5, 7, 9.

SOLUCION  Sean las cuatro partes 2k, 5k, 7k, 9k
Entonces 2k + 5k + 7k + 9k = 253 y k = 11. Por lo tanto, las cuatro partes son 22, 55, 77, 99.

11.10 Six:y:z=2:-5:4yx-3y +z= 63, encuentre X, y, z.

SOLUCION Seanx = 2k, y = —5k, z = 4k.
Sustituyendo estos valores en x — 3y + z = 63 se obtiene 2k — 3(—5k) + 4k = 63 donde k = 3.
Luegox =2k =6, y = —5k = =15,z = 4k = 12.

Variacion

11.11 Escriba una ecuacién para cada uno de los enunciados siguientes empleando k como constante de proporcio-
nalidad.

a) La circunferencia C de un circulo cambia proporcionalmente a su diametro d. Resp. C = kd.

b) El periodo T de la oscilacién de un péndulo simple en un lugar determinado es proporcional a la raiz
cuadrada de su longitud I.  Resp. T = kVI.
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c) La energia radiante E emitida en la unidad de tiempo y por unidad de &rea por un radiador perfecto es
proporcional a la cuarta potencia de su temperatura absoluta T. Resp. E = kT *.

d) El calor H en calorias que se genera en un conductor con resistencia R ohms por el que circula una
corriente de intensidad | amperes es conjuntamente proporcional al cuadrado de la intensidad, a la resis-
tencia del conductor y al tiempo t durante el cual pasa la corriente. Resp. H = KI°Rt.

e) Laintensidad I de la onda sonora es conjuntamente proporcional al cuadrado de la frecuencia n, al cua-
drado de su amplitud r, a la velocidad del sonido v y a la densidad d del medio en el que se propaga.
Resp. | = kn?r?vd.

f) Lafuerza de atraccion F entre dos masas m, y m, es directamente proporcional al producto de ambas e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia r entre ellas. Resp. F = km,m_/r*

g) Atemperatura constante, el volumen V de una masa dada de un gas perfecto es inversamente proporcio-
nal a la presion p a la cual esta sometida. Resp. V = k/p.

h) Laresultante F de un sistema de fuerzas aplicadas a un sélido le comunica una aceleracion a directamen-
te proporcional a dicha resultante e inversamente proporcional a la masa m del sélido en cuestion.
Resp. a = kF/m.

La energia cinética E de un cuerpo es proporcional a su peso W y al cuadrado de su velocidad ». Un cuerpo
de 8 libras que se mueve a 4 pies por segundo posee una energia cinética de 2 pies por libra. Encuentre la
energia cinética de un camion de 3 toneladas (6 000 libras) a una velocidad de 60 millas/hora (88 pies por
segundo).

SOLUCION

E 2 1
Para encontrar k; E = kW? 0 K= — =_° — —

La presion p de una masa dada de un gas perfecto es inversamente proporcional al volumen V que ocupa
y directamente proporcional a la temperatura absoluta T. ;A qué presion se deben someter pies cibicos de
helio a 1 atmosfera de presion y 253 grados de temperatura para que se reduzcan a 50 metros cubicos a una
temperatura de 313 grados absolutos?

SOLUCION

R _ pv _ 1(100) 100
Para encontrar k: p = kV ) k= T = 953 ~ 53

100T _ 100 (313

La presion pedida es: p = 253V 253\ 50

) = 2.47 atmosferas.

Otro método: Se designara por 1y 2 las condiciones inicial y final del gas, respectivamente.

_ Vi paVe PVi _ P2Ve 1(100) _ p2(50) y P, = 2.47 atm.

Entonces: k , ,
T, T, T, T, 253 313

Sabiendo que 8 hombres tardan 12 dias en poner a punto 16 maquinas, encuentre el nimero de dias que em-
plearan 15 hombres en poner a punto 50 maquinas.

SOLUCION EI nimero de dfas (x) varia directamente con el nimero de maquinas (y) e inversamente con el
nimero de hombres (z).

ky xz 12(8)
L = =20 =2V
uego X S donde k y 16
. . . . 6y 6(50
De aqui que el nimero de dias que se precisan es x = o % = 20 dias
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Precio unitario y mejor compra

11.15 ¢Cual es el precio unitario de 12 naranjas que cuestan $0.99?
SOLUCION

x¢ 1 naranja 99 .
S Ak ol =22-82 2
99¢ 12 naranjas X 12 8.25 8.25¢ por naranja

11.16 (Cual es el precio unitario de las bolsas para basura si 20 bolsas cuestan $2.50?

SOLUCION

x¢ 1 bolsa 250
2206 — 20 bolsas X = 20 12.5 12.5¢ por bolsa

11.17 ¢Cual es la mejor compra de 7 latas de sopa que cuestan $2.25 y 3 latas del mismo producto que cuestan
$0.95?

SOLUCION

a¢ 1 lata 225
= a

=321 32.1¢ por lata

225¢ 7 latas 7
b¢ 1 lata 95
95¢ ~ 3 Tatas b= 3 - 31.7 31.7¢ por lata

La mejor compra es 3 latas que cuesten $0.95.

11.18 ¢Cual es la mejor compra cuando de un paquete de 3 onzas de queso crema que cuesta $0.43 y un paquete de
8 onzas del mismo producto que cuesta $0.87?

SOLUCION
ac 1 onza 43
43¢ ~ 3 onzas a= 3 - 14.3 14.3¢ por onza
bt 1 onza 87
87¢ — Bonzas b= 5" 10.9 10.9¢ por onza

La mejor compra es un paquete de 8 onzas de queso crema que cuesta $0.87.

Problemas propuestos

11.19 Exprese las razones siguientes por medio de una fraccion simplificada:
a) 40:64 b) 4/5:8/3 c) x*:3xy* d) (a% + ab? : (a%® + a’b?
11.20 Encuentre la razén entre las cantidades siguientes:

a) 20 yardas a 40 pies c) 2 pies cuadrados a 96 pulgadas cuadradas
b) 8 pintas a5 cuartos d) 6 galones a 30 pintas

11.21 Encuentre el valor de x en las proporciones siguientes:

a) (x+3):(x 2)=3:2 c) x+1):4=(xx+6):2x
by x+4):1=(@2 x):2 d (2x+1):(x+1)=5x:(x+4)
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Encuentre la cuarta proporcional de los conjuntos de nimeros siguientes:
a) 3,4,12 b) —2,5,6 c) ab,c d m+2,m-23

Encuentre la tercera proporcional de los pares de nimeros siguientes:

a) 35 b) —2,4 ¢) ab d) abVab

Calcule la media proporcional de los pares de numeros siguientes:

a) 3,27 b) —4,-8 c) 3V2 y 6V2 d m+2 y m+1
Si(x+y) :(x-y)=5:2,calculex:y.

Encuentre dos nimeros sabiendo que estan en la razén 3 : 4 y que suméandoles 4 unidades su razén se convierte en
4:5.

Un segmento de 120 pulgadas se divide en tres partes cuyas longitudes son directamente proporcionales a los na-
meros 3, 4, 5. Halle las longitudes de cada una de ellas.

Six:y:z=4:-3:2y2x+ 4y -3z = 20, encuentre x, y, z.

a) Sixes directamente proporcional ay y parax = 8,y = 5, encuentre y cuando x = 20.
b) Si x es directamente proporcional a y?y para x = 4, y = 3, encuentre x cuando y = 6.
c) Sixes directamente proporcional ay parax = 8,y = 3, encuentre y cuando x = 2.

La distancia recorrida por un cuerpo que cae libremente, partiendo del reposo, es directamente proporcional al
cuadrado del tiempo de descenso. Sabiendo que un cuerpo que cae desde 144 pies en 3 segundos, ;qué distancia
habréa caido en 10 segundos?

La fuerza ejercida por el viento sobre la vela de un barco es directamente proporcional al area de la vela y al cua-
drado de la velocidad del viento. Sabiendo que la fuerza ejercida sobre 1 pie cuadrado de vela cuando la velocidad
del viento es de 15 millas por hora vale una libra. Encuentre la fuerza que se ejercera cuando la velocidad del viento
es de 45 millas por hora en una vela de 20 yardas cuadradas de area.

Si dos hombres pueden transportar 6 acres de tierra en 4 horas, ;cuantos hombres se necesitan para transportar 18
acres en 8 horas?

¢Cual es el precio unitario de cada articulo redondeado a centenas?

a) Una lata de 1.36 litros de jugo de frutas que cuesta $1.09
b) Un frasco de 283 gramos de mermelada que cuesta $0.79
¢) Unfrasco de 10.4 onzas de crema facial que cuesta $3.73
d) Una docena de latas de chicharos que cuesta $4.20

e) 25 libras de semillas de pasto que cuesta $27.75

f) 3 donas que cuestan $0.49

¢Cual es la mejor compra?

a) 100 pastillas de aspirina a $1.75 o 200 pastillas de aspirina a $2.69

b) Un frasco de 6 onzas de mantequillas de nuez a $0.85 0 uno de 12 onzas a $1.59

¢) Una botella de 14 onzas de antiséptico bucal a $1.15 o una de 20 onzas a $1.69

d) Un frasco de 9 onzas con mostaza a $0.35 o0 uno de 24 onzas a $0.89

e) Una caja de galletas de 454 gramos a $1.05 o una de 340 gramos a $0.93

f) Una botella de 0.94 litros de suavizante para ropa a $0.99 o una de 2.76 litros a $2.65

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

11.19
11.20

a) 5/8 b) 3/10 c) x/3y d) 1/ab
a) 3:2 b) 4:5 c) 3:1 d 8:5
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a) 12 b)) -2 ¢ 4-3 d) 2 -2/3

a) 16 b) —15 ¢) bc/a d) 3(m—2)/(m+2)
a) 25/3 b) -8 ¢ b/a d)1

a) *+9 by +4V2 ¢) *6 d) =Vm’+3m+2
713

12,16

30, 40, 50 in.

~8,6, —4

a 12 b) 16 ¢ 12

1600 ft

1620 1b

3 hombres

a) 80.1¢ por litro c) 35.9¢ por onza e) 111¢ por libra

b) 0.3¢ por gramo d) 35¢ por lata f) 16.3¢ por dona

a) 200 aspirinas por $2.69 c) botella de 14 onzas por $1.15

b) frasco de 12 onzas por $1.59 d) frasco de 24 onzas por 89¢
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FUNCIONES Y GRAFICAS

12.1 VARIABLES

Una variable es un simbolo al que se le puede asignar un conjunto de valores. Una constante es un simbolo al que
solo se le puede asignar un valor.

Para representar las variables se emplean las letras finales del alfabeto, X, y, z, u, v, y w y para las constantes se
emplean las primeras, a, b, c.

12.2 RELACIONES

Una relacion es un conjunto de pares ordenados. Una relacion se especifica por medio de una ecuacion, una regla
0 una tabla. Al conjunto de los primeros componentes de los pares ordenados se le conoce como dominio de la
relacién. Al conjunto de los segundos componentes se le Ilama rango de la relacién. En este capitulo, se consideraran
solamente relaciones que tengan conjuntos de nimeros reales como su dominio y su rango.

EJEMPLO 12.1 ;Cudl es el dominio y el rango de la relacion {(1, 3), (2, 6), (3, 9), (4, 12)}?

dominio = {1, 2, 3, 4} rango = {3, 6, 9, 12}

12.3 FUNCIONES
Una funcion es una relacion tal que cada elemento del dominio tiene su par con un solo elemento del rango.

EJEMPLOS 12.2 ;Qué relaciones son funciones?

a) {(1,2),(23) (34,495}

funcién — cada primer elemento tiene su par con un segundo elemento exactamente.

b) {(1.2),(13),(28), (3 9}

no es una funcién — 1 tiene como pares 2y 3.

©) {(1.3),(2,3),(4,3), (9 3)}

funcion — cada primer elemento tiene su par con un segundo elemento exactamente.

A menudo, las funciones y las relaciones se expresan como ecuaciones. Cuando no se especifica el dominio, se
determina el subconjunto mas grande de nimeros reales para los que se define la ecuacion y ése es el dominio. Una
vez que el dominio se ha determinado, se define el rango encontrando el valor de la ecuacion para cada uno de los
valores del dominio. La variable asociada con el dominio se llama independiente y la variable asociada con el rango
se llama dependiente. En las ecuaciones con variables x y y, en general se supone que x es la variable independiente
y y la variable dependiente.

89
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90 CAPITULO 12 FUNCIONES Y GRAFICAS

EJEMPLO 12.3 ;Cuél es el dominio y el rango de y = x* + 2?

El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales puesto que el cuadrado de cada nimero real es otro nimero real
y ese nimero real més 2, sigue siendo un ndmero real. Dominio = {todos los nimeros reales}

El rango es el conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales a 2, puesto que el cuadrado de un ndmero real
es al menos cero y cuando se suma un 2 a cada valor se tienen los nimeros reales que son al menos 2. Rango = {todos los
nameros reales = 2}

EJEMPLO 12.4 (Cuél es el dominioyelrangodey = 1/(x — 3)?

La ecuacion no esta definida cuando x = 3, por lo que el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales que no
son iguales a 3. Dominio = {numeros reales # 3}.

Una fraccién puede ser cero solamente cuando el numerador pueda ser cero. Puesto que el numerador de esta fraccion
es siempre 1, la fraccién nunca puede ser igual a cero. Por lo tanto, el rango es el conjunto de todos los nimeros reales
diferentes a cero. Rango = {nlmeros reales # 0}.

124 NOTACION FUNCIONAL

La notaciony = f(x), que se lee “y igual a f de x”, es utilizada para representar que y es una funcién de x. Segln esta
notacion, f(a) significa el valor de la variable dependiente y cuando x = a (siempre que dicho valor exista).

Asi pues, y = x> — 5x + 2 se puede escribir f(x) = x* — 5x + 2. Por lo tanto, f(2), que es el valor de f(x) oy
cuando x = 2, es f(2) = 22 — 5(2) + 2 = —4. De manera analoga, f (—1) = (—1)*—5(-1) + 2 =8.

En la notacién funcional se puede emplear una letra cualquiera; esto es, g(x), h(x), F(x), etc., representan,
asimismo, funciones de x.

12.5 SISTEMAS DE COORDENADAS RECTANGULARES
Un sistema de coordenadas rectangulares se utiliza para representar una grafica de la relacién entre dos variables.

Sean X’X 'y Y'Y dos rectas perpendiculares entre si que se cortan en el punto O, como se indica en la figura
12-1.

Y
11 4 I
3+
2o 'P(3,2)
5
| | | ~—12 { | | : | ]
VI T B B S A
S
A
111 -4 v
Yl
Figura 12-1

La recta X'X, denominada eje x, se sitia normalmente en posicién horizontal.
Larecta Y'Y, denominada eje y, se sitia normalmente en posicion vertical.
El punto O recibe el nombre de origen del sistema.
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Empleando una unidad de longitud adecuada se pueden situar sobre el eje X, a la derecha e izquierda del origen

O, los puntos 1, 2, 3, 4, ...,y —1, =2, =3, —4, ..., sin mas que ir tomando, sucesivamente, dicha unidad de
longitud. En la figura hemos tomado arbitrariamente OX como semieje positivo; esto es lo mas corriente, aunque no
obligatorio.

Asimismo, hemos tomado OY como semieje positivo. Es también normal utilizar la misma unidad de longitud
sobre ambos ejes, aunque tampoco es obligatorio.

Los ejes x y y dividen el plano en 4 regiones o cuadrantes, denominados I, Il, 11 y IV, como se indica en la
figura.

Sea P un punto cualquiera del plano xy. Trazando desde P las perpendiculares a los ejes x y y, los valores de x y
y de los puntos de interseccidn de dichas perpendiculares con los ejes determinan, respectivamente, la coordenada x
(abscisa) y la coordenada y (ordenada) del punto P. Estas coordenadas se representan por el simbolo (x, y).

Reciprocamente, dadas las coordenadas de un punto, se puede situar éste en el plano xy.

Por ejemplo, las coordenadas del punto P de la figura 12-1 son (3, 2). El punto cuyas coordenadas son (—2, —3)
es Q.

La gréfica de una funcién y = f(x) es el lugar geométrico de los puntos (x, y) que satisfacen la ecuacion y =
f(x).

12.6  FUNCION DE DOS VARIABLES

Se dice que una variable z es funcién de las variables x y y si existe una relacion tal que a cada par de valores de xy y
le corresponde uno o mas valores de z. En este caso, X y y son variables independientes, y z es la variable dependiente
o funcion.

La notacion funcional que se utilizaesz = f (x, y), que se lee “z igual a f de x y y”. Entonces, f (a, b) representa
el valor de z cuando x = ay y = b, siempre que la funcién esté definida para dichos valores.

Por lo tanto, si f(X,y) = x> + xy*> — 2x, tendremos f (2,3) =23+ 2-3*—-2-3 = 20.

De igual forma se definirian las funciones de mas de dos variables.

12.7 SIMETRIA

Cuando el lado izquierdo de una gréafica es la imagen espejo del derecho, se dice que la gréfica es simétrica respecto
al eje y (vea la figura 12-2). Esta simetria se presenta debido a que para cualquier valor de x, tanto x como —x da
como resultado el mismo valor de y, esto es f(x) = f(—Xx). La ecuacién puede o no ser funcion de y en términos de Xx.

Algunas graficas tienen una mitad inferior que es la imagen espejo de la superior, por lo que se dice que estas
graficas son simétricas respecto al eje x. La simetria respecto al eje x se presenta cuando para cada valor de y, tan-
to y como —y, da como resultado el mismo valor de x (vea la figura 12-3). En estos casos, no se tiene una funcion
paray en términos de x.

Si sustituyendo —x por X y —Yy por y en una ecuacién se genera una ecuacién equivalente, se dice que la grafica
es simétrica respecto al origen (vea la figura 12-4). Estas ecuaciones representan relaciones que no siempre son
funciones.

yf_ Y
S A0 W R JCAY 1)
BTN DS NI SN
—x O__ ¥ X T 1 1 T T IO-—_ T T I T T X
4 oy
T -+ (x,—)’)
Figura 12-2 Figura 12-3 Figura 12-4
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La simetria puede utilizarse para facilitar el bosquejo de las graficas de relaciones y funciones. Una vez que se
determinan el tipo de simetria, si existe, y la forma de la mitad de la grafica, se puede dibujar la otra mitad utilizando
la simetria. La mayor parte de las graficas no son simétricas respecto al eje y, eje x o al origen. Sin embargo, muchas
graficas utilizadas con frecuencia presentan una de estas simetrias y su uso para graficar la relacion simplifica el
proceso de graficacion.

EJEMPLO 12.5 Pruebe la simetria de larelaciény = 1/x.

Sustituyendo —x por x, se obtiene y = —1/x, por lo que la gréfica no es simétrica respecto al eje .

Sustituyendo —y por y, se obtiene —y = 1/x, por lo que la grafica no es simétrica respecto al eje x.

Sustituyendo —x por x y —y por y, se obtiene —y = —1/x que es equivalente a y = 1/x, por lo que la gréfica es
simétrica respecto al origen.

12.8 DESPLAZAMIENTOS

La gréfica de y = f(x) se desplaza hacia arriba sumando una constante positiva a cada valor de y en la gréfica.
Se desplaza hacia abajo sumando una constante negativa a cada valor de y en la grafica de y = f(x). Por lo tanto,
la grafica de y = f(X) + b es distinta a la grafica de y = f(x) por un desplazamiento vertical de |b| unidades. El
desplazamiento es hacia arriba si b > 0 y hacia abajo si b < 0.

EJEMPLOS 12.6 ¢En qué forma difieren las graficas dey = x> + 2y y = x2 — 3 de la gréficay = x*?

La grafica de y = x? se desplaza dos unidades hacia arriba para obtener la grafica de y = x*> + 2 (vea las figuras
12-5ay b).

La grafica de y = x? se desplaza 3 unidades hacia abajo para obtener la grafica de y = x> — 3 (vea las figuras
12-5ayc).

ay=x b)y =x%+ 2 y=x*—3
Figura 12-5

La gréficade y = f (x) se desplaza a la derecha cuando se resta un nimero positivo de cada valor de x. Se desplaza
hacia la izquierda si se resta un nimero negativo de cada valor de x. Por ende, la grafica de y = f (x — a) difiere de la
grafica de y = f (x) por un desplazamiento horizontal de |a| unidades. EIl desplazamiento es hacia la derecha sia > 0y
hacia la izquierda si a < 0.

EJEMPLOS 12.7 ¢En qué forma difieren las graficasy = (x + 1)’y y = (x — 2)? de la graficay = x*?
La grafica de y = x? se desplaza una unidad hacia la izquierda para obtener una grafica de y = (x + 1)? puesto que x
+ 1 =x— (—1) (vea las figuras 12-6a y b).
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La gréfica de y = x* se desplaza 2 unidades hacia la derecha para obtener la grafica de y = (x — 2)? (vea las figuras
12-6ay c).

gx)’
51
2 0L 5 x
_.2-__
a)y=x b)y = (x + 1)? oy=(x—2)y

Figura 12-6

129 ESCALAMIENTO

Si cada valor de y se multiplica por un nimero positivo mayor a 1, la rapidez de cambio de y aumenta respecto a
la rapidez de cambio de los valores de y en'y = f(x). Sin embargo, si cada valor de y se multiplica por un nimero
positivo entre 0y 1, la rapidez de cambio de los valores de y disminuye respecto a la rapidez de cambio de los valores
deyeny = f(x). Por ende, la grafica de y = cf(x), donde ¢ es un nimero positivo, difiere de la gréficade y = f(x)
por la rapidez de cambio eny. Si ¢ > 1, la rapidez de cambio de y aumenta y si 0 < ¢ < 1, la rapidez de cambio en
y disminuye.

La gréfica de y = f(x) se refleja con respecto al eje x cuando cada valor de y se multiplica por un nimero
negativo. Por lo tanto, la grafica de y = cf(x), donde ¢ < 0, es el reflejo de y = |c| f(X) con respecto al eje x.

EJEMPLOS 12.8 (En qué forma difieren las graficas dey = —|x|, y = 3|x| y y = %Jx| de la gréficade y = [x|?

La gréfica de y = |x| se refleja respecto al eje x resultando y = — x| (vea las figuras 12-7a 'y b).

La grafica de y = |x| tiene el valor de y multiplicado por 3 para cada valor de x para obtener la grafica de y = 3|x| (vea
las figuras 12-7ay c).

La grafica de y = |x| tiene el valor de y multiplicado por % para cada valor de x para obtener la grafica de y = % |x|
(vea las figuras 12-7 a) y d).

12.10 UTILIZACION DE LA CALCULADORA GRAFICA

En el estudio de las calculadoras gréficas la informacion que se proporcionard seré general, aunque se haya utilizado
una calculadora gréfica Texas Instruments T1-84 para verificar los procedimientos generales. La mayor parte de las
calculadoras gréficas funcionan de forma muy parecida, sin embargo, usted necesita utilizar el manual de instrucciones
de su calculadora con fin de ver como efectuar estas operaciones para ese modelo en particular.

Una calculadora gréfica le permite graficar funciones de manera sencilla. El punto clave para hacer graficas
consiste en configurar la ventana de graficacion adecuadamente. Para hacer lo anterior, usted necesita el dominio de
la funcion con el fin de fijar los valores maximo y minimo de x y el rango para fijar los valores maximo y minimo
de y. Cuando el dominio o el rango representan un intervalo grande, puede ser necesario utilizar la escalade x oy
para hacer la grafica mas pequefia, aumentando el tamafio de las unidades a lo largo de cualquiera de los ejes. En
ocasiones, puede ser necesario observar la gréfica en partes de su dominio o rango para ver la gréfica en realidad.

Para comparar las graficas dey = x%, y = x¥* + 2y y = x2 — 3 en una calculadora gréfica, usted debe ingresar
cada funcion en el meniy =. Seany, = x°,y, = X + 2y y, = X’ — 3. Apague las funciones y, y y, y configure la
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ventana de graficacion en modo estandar. Cuando usted presiona la tecla grafica, podra observar una grafica parecida
a la que se muestra en la figura 12-5a. Apague la funcion y, y encienda la funcion y,, luego presione la tecla grafica.
La grafica que se despliega se muestra en la figura 12-5b. Ahora apague la funcion y, y encienda la funcion y,.
Presione la tecla grafica y podra observar la grafica de la figura 12-5¢. Cuando usted enciende las funciones y,y, y
y, y presiona la tecla grafica, podra observar las tres funciones graficadas sobre los mismos ejes (vea la figura 12-8).
La gréfica de y, = x* + 2 estd 2 unidades arriba de la gréfica de y, = x*, mientras que la gréfica de y, = X — 3 se
encuentra a 3 unidades por debajo de la grafica de y,.

YA YA
104 104
8+ 8T
61 61
44 44
2+ 24
e G et
a2 2100 1 2 3 x -3 -2 2 3 X
24 24
4 a4l
64 6L
i 8+
~10+ -10+
a)y = Ixi b)y=—Ixl
YA YA
10+ 10+
81 8-
61 61
4 4t
21 2+
S S e e
32 a0 1 2 3 0x 372 10F 1 2 3 %
24 24
—4+ 44+
—6-+ ~64
g+ 54
-10 -10+
c)y =3l d) y =3l
Figura 12-7

De la misma forma, usted puede comparar la graficadey, = f(x) yy, = f(x) + b para cualquier funcion f(x).
Observe que cuando b > 0, la grafica de y, esta b unidades por encima de la grafica de y,. Cuando b < 0, la grafica
de y, es |b| unidades por debajo de la grafica de y,.

Considere las graficas dey = x4,y = (x + 1)’y y = (x — 2)% Para comparar éstas graficas utilizando una
calculadora, se necesita fijary, = x*, y, = (x + 1)’y y, = (x — 2)2. Utilizando la ventana estandar y graficando las
tres funciones al mismo tiempo, se puede observar que y, = (x + 1)° se encuentra una unidad a la izquierda de la
grafica de y, = x% Asimismo, la grafica de Y, = (X — 2)* se encuentra a dos unidades a la derecha de la gréfica de y,
(vea la figura 12-9).
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En general, para comparar las graficas dey, = f (x) y y, = f (x — @) para todas las funciones f(x), se observa
que la graficadey, = f (x — a) se encuentra a a unidades a la derecha de y, = f(x) cuando a > 0. Cuando a <0, la
grafica de y, es |a| unidades a la izquierda de y,.

Figura 12-9

EJEMPLO 12.9 Grafique x? + y?> = 9.

Para graficar x> + y? = 9 en una calculadora, primero se despeja y en la ecuacion obteniéndose y = +V9 — x2 Sea
y, = +V9 — X'y y* = —V9 — ¥, grafiquense ambas en los mismos ejes coordenados. Si se utiliza la ventana estandar,
se obtiene una versién distorsionada de esta grafica debido a que la escala en el eje y no es igual a la escala en el eje x.
Mediante la multiplicacién por el factor 0.67 (para la T1-84), se puede ajustar el intervalo de y y asi obtener una version
mas precisa de la gréfica. Por lo tanto, utilizando el dominio [—10, 10] y el rango de [—6.7, 6.7], se obtiene la grafica de
un circulo (vea la figura 12-10).

Figura 12-10
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Problemas resueltos

12.1 Exprese el area A de un cuadrado en funcién de su a) lado x, b) perimetro P y c) diagonal D (vea la figura

12-11).
SOLUCION
a) A=x?
D
X
x
Figura 12-11
3 P o, (PN P2
b) P—4xox—Z.PorIotantoA—x _<Z> oA—l—G.
c) D=Vx2+x —xVZox=L2 PorlotantoA—xZ—(D)ZOA—D2
V2 V2 2

12.2 Exprese a) el area A, b) el perimetro P y ¢) la diagonal D de un rectangulo en funcidn de sus lados x y y. (\Vea
la figura 12-12.)

SOLUCION
a) A =xy, b) P=2x+2y, c) D=Vx2+y2

Figura 12-12 Figura 12-13

12.3  Exprese a) la altura h'y b) el area A de un triangulo equilatero en funcién de sus lados. (Vea la figura 12-13.)

SOLUCION
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12.4 EléreaS de una superficie esférica es S = 47rr?, y su volumen V = gwrS. Exprese a) r en funciénde Sy de V,
b) V en funcién de Sy c) S en funcién de V.

SOLUCION

a) DeS = 4r? se obtiene

De V = imr® se obtiene

b) Sustituyendo

enV = Z7r’ se obtiene

c) Sustituyendo

en S = 4arr? se obtiene

3[(3V)? s|OV2 4m
= i 2 Ty 2.
S 477\/(477) 477\/16 oy 367V
12,5 Dada la funcidony = 3x? — 4x + 1, encuentre los valores de y correspondientesax = —2, —1, 0, 1, 2.

SOLUCION

Parax=—2,y=3(—2%—-4(-2)+1=21,parax=—-1,y=3(-1>—-4(-1) +1=8;parax =0,y = 3
(0 —4(0)+1=1;parax=1y=3(1)>—4(1) +1=0;parax =2,y = 3(2)* — 4 (2) + 1 = 5. Estos valores
de x y y figuran en la tabla siguiente:

X -2 -1 0 1 2
y 21 8 1 0 5
12.6 Amplie la tabla de valores del problema 12.5 calculando los valores de y correspondientes a x = —3/2,
-1/2,1/2,3/2.
SOLUCION

Parax = —3/2,y = 3(—3/2)* — 4(—3/2) + 1 = 13 ¥%; etc. En la tabla siguiente se resumen los resultados.

X -2 —
y 21

=
w

ENTRE LN
©

w

R[N IS
=
|

EN[E

o

[EEN

Alw

ol
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12.7 Mencione el dominio y rango de cada relacién
a) y=3-x b) y=x+1 ) y=Vx+2 d) y=vx
SOLUCION
a) Dominio = {todos los nimeros reales} Puesto que todos los nimeros reales pueden elevarse al cuadrado,
3 — x? esta definido para todos los nlimeros reales.
Rango = {todos los nimeros reales = 3} Puesto que x es positivo para todos los nimeros reales,
3 — x?no excede 3.
b) Dominio = {todos los niimeros reales} Puesto que todos los nimeros reales pueden elevarse al cubo, x> + 1
esta definido para todos los nimeros reales.
Rango = {todos los ntimeros reales} Puesto que x* funciona para todos los ntimeros reales, x® + 1 tam-
bién funciona para todos los nimeros reales.
¢) Dominio = {todos los nimeros reales = —23} Puesto que la raiz cuadrada da como resultado nimeros reales
solamente con nameros reales positivos, x debe ser al menos —2.
Rango = {todos los nimeros reales = 0} Puesto que se desea la raiz cuadrada principal, los valores seran
nlmeros positivos.
d) Dominio = {todos los nimeros reales} Puesto que la raiz cibica da como resultado un ndmero real para todos
los nimeros reales, x puede ser cualquier nimero real.
Rango = {todos los nimeros reales} Puesto que cualquier nimero real puede ser la raiz cubica de un
numero real, se obtienen todos los nimeros reales.
12.8  (En cudl de las ecuaciones siguientes y es una funcion de x?
a) y=3x c) xy=1 g) y=Vix
b) y?*=x d y=2x+5 f) y®=8x
SOLUCION
a) Funcion Para cada valor de x, 3x* da exactamente como resultado un valor.
b) No es una funcion Parax = 4,y puede ser 2 0 —2.
¢) Funcidén y = 1/x. Para cada nimero real diferente de cero 1/x da exactamente un valor.
d) Funcion Para cada valor de x, 2x + 5 da como resultado exactamente un valor.
e) Funcién Para cada valor de x = 0, V/4x da como resultado la raiz cuadrada principal.
f) Funcién Para cada nimero real, 8x es un nimero real y cada nimero real tiene exactamente
una raiz clbica real.
12.9 Si f(x) = x* — 5x — 2, encuentre f(—2), f(—3/2), f(—1), f(0), f(1), f(2).
SOLUCION
f(-=2)=(-2°*-5(-2)—2=0 f(0)=0*-50)—2=—2
f(—3/2) = (—3/2)* — 5(—3/2) — 2 = 17/8 f)=1*-51)-2=—6
f(-1)=(-1)>*-5(-1)—-2=2 fQ=22-502)—2=—4
Se pueden presentar estos valores en una tabla
X -2 | =3/2| -1 0 1 2
f) | 0 | 17/8| 2 -2 | -6 | -4
: 3 + 2t
1210 SiF(t) = 1 , encuentre F (—2), F (x), F (—x).

t—
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SOLUCION
2P +2(-2) -8-4
F(—2) = )_2+_§ ) _ =
X3 + 2x
Fe) = x—1
(=P +2(—x) X —2x ¥ +2x
M= = -1 ~ x+1
12.11 DadaR(x) = (3x — 1)/(4x + 2), encuentre
x—1 R(x +h) — R(X)
a) R<x+ 2), p ROy rRreo
SOLUCION
x—1 2x—5
2 R<X—1>=3<x+2>_1=(x+2>:2x—5
X+2 4 x—1 49 6x 6x
X+2 X+2
Rx+h)—R(x) 1 _1/3(x+h)—1 3x-1
b) h _H{R(”h)_R(X)}_H<4(x+h)+2_4x+2)
1 /[3(x +h) — 1][4x + 2] — [3x — 1][4(x + h) + 2]\ _ 5
_H< [4(x + h) + 2][4x + 2] >_2(2x+2h+1)(2x+1)
<3x—1>_
3x—1\  \4x+2 5% -5 x-1
© R[R(X)]:R(4x+2>_ (3x71) T2k 4x
4 +2
4x + 2

12.12 Si F(x,y) = x® — 3xy + y? encuentre

F(x, y +Kk) — F(x, y)

a) F(2,3), b) F(-3,0), ¢ %

SOLUCION

Q) F2,3) =22-32)@3)+32=-1
b) F(=3,0) =(—3)*—3(-3)(0) + 0% = —27
) F(x, y +K) —F(xy) _x®—3x(y +k) +(y + k) — [* = 3xy +y*] _
k k

—3x+2y +k

12.13 Grafique los puntos siguientes en un sistema coordenado rectangular: (2, 1), (4, 3), (=2, 4), (—4, 2),

(—4, —2), (=5/2, —9/2), (4, —3), (2, —V2).

SOLUCION

Consulte la figura 12-14.

12.14 Daday = 2x — 1, obtenga los valores de y correspondientesax = —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3y grafique los puntos
(%, y) asi obtenidos.
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Tt

y
(-2,4) e o I
3T e (4,3) T
*(—4,2) 2+ T
14+ (2, 1) T
5 o4 3 o2 4,101 2 3 4 s5x o * . J\OE' L
*(—4,-2) 2T (2,-V2 T
(=5/2,-9/2) o T ¥
_5——
1 P(1,-9)
Figura 12-14 Figura 12-15 Figura 12-16
SOLUCION

La tabla siguiente lista los valores de y correspondientes a los valores dados de x.

X -3 | -2 -1 0 1 2 3
y -7 -5] -3 | -1 1 3 5

Los puntos (—3, —7), (—2, —5), (-1, —3), (0, —1), (1, 1), (2, 3), (3, 5) se encuentran graficados como se muestra
en la figura 12-15.

Observe que todos los puntos que satisfacen y = 2x — 1 se encuentran sobre una linea recta. En general la
graficade y = ax + b, donde a y b son constantes, es una linea recta; de aqui quey = ax + b para f(xX) = ax + b
se llama funcion lineal. Puesto que dos puntos determinan una linea recta, sélo es necesario graficar dos puntos y
la linea que los conecta.

Obtenga la gréafica de la funcion definida pory = x* — 2x — 8 0 f(x) = x> — 2x — 8.

SOLUCION

La tabla siguiente proporciona los valores de y o f(x) para varios valores de x.

X 4| 3| -2| -1 0 1 2 3 4 5 6
yof(x) | 16 | 7 0| -5]-8|-9|-8|-5]0 7 | 16

Por lo tanto, los puntos siguientes caen sobre la gréfica: (—4, 16), (=3, 7), (=2, 0), (—1, —5), etc.

Para graficar estos puntos es conveniente utilizar diferentes escalas sobre los ejes X y y, como se muestra en
la figura 12-16. Los puntos marcados con X se sumaron con los que se obtuvieron a fin de obtener un panorama
mMAs preciso.

La curva obtenida de esta forma se le conoce como parébola. Al punto mas bajo P, llamado punto minimo,
es el vértice de la parabola.

Grafique la funcion definida pory = 3 — 2x — x4

SOLUCION
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La curva obtenida es una parabola, como se muestra en la figura 12-17. El punto Q(—1, 4), el vértice de la paréa-
bola, es un punto maximo. En general, y = ax? + bx + ¢ representa una parabola cuyo vértice es un maximo o un
minimo dependiendo de si a es — 0 +, respectivamente. La funcién f(x) = ax* + bx + ¢ es a menudo llamada
funcion cuadratica.

12.17 Obténgase la graficadey = x® + 2x* — 7x — 3.

SOLUCION

La grafica se muestra en la figura 12-18. Los puntos marcados con X no estan listados en la tabla; éstos se sumaron
a fin de mejorar la precision de la grafica.

El punto A se llama punto méaximo relativo; no es el punto mas alto de toda la curva, sin embargo, los puntos en
cualquiera de los lados estan mas abajo. El punto B se llama punto minimo relativo. El calculo permite determinar
dichos puntos méximo y minimo relativos.

o147 g
4 (;\ e A
[ — 40)%\\;/ o
+ v
Figura 12-17 Figura 12-18

12.18 Obtenga la grafica de x* + y* = 36.

SOLUCION

Se puede escribir y> = 36 — x>0y = *V 36 — X% Note que x debe tener un valor entre —6 'y +6 si y va a repre-
sentar un ndmero real.

X -6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

y 0 +V11 | =V20 | =V27 | =V32 | +V35 | 6 | +V35 | +V32 | V27 | #V20 | =V11 | 0

Los puntos a graficar son (—6, 0), (—5, V11), (=5, —V11), (—4, V20), (—4, —V/20), etc.

La figura 12-19 muestra la grafica, un circulo de radio 6.

En general, la gréfica de x* + y? = a® es un circulo con su centro en el origen y de radio a.

Se debe observar que si las unidades no se hubieran considerado como las mismas sobre los ejes x y y, la
grafica no hubiera tenido la forma de un circulo.
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Figura 12-19

12.19 Determine si la gréfica es simétrica con respecto al eje y, al eje x o al origen.

a) y=4x c) xy’=1 e y=x
b) x* +y* =8 d x=y+1 f) y=Vx
SOLUCION
a)  Origen Puesto que —y = 4(—X) equivale ay = 4x.
b) Ejey Puesto que (—x)? + y* = 8 equivale ax* + y* = 8.
Eje x Puesto que X* + (—y)? = 8 equivale a x* + y> = 8.
Origen Puesto que (—x)? + (—y)’ = 8 equivale ax’ +y’ = 8.
c) Ejex Puesto que x(—Yy)? = 1 equivale a xy? = 1.
d) Ejex Puesto que x = (—y)? + 1 equivale ax = y? + 1.
e) Origen Puesto que (—y) = (—x)® equivale ay = x°.
f) Ninguno

12.20 Utilice la graficay = x® para graficary = x* + 1.

SOLUCION

La grafica de y = x® se muestra en la figura 12-20. La gréaficade y = x® + 1 es la grafica de y = X3, desplazada una
unidad hacia arriba. Dicha grafica se muestra en la figura 12-21.

6+ 6

4T 4

a5 P
bttt - e
S 2 1234 x T 5 _120» L2 3 s 5 X

-4+ -4

-6+ 6

-8+ g+

-0+ _1o4

Figura 12-20 Figura 12-21
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¥ Y,
54 5+
at 4t
34 3
2 2
BN [EN
1 | 1 ] ! il } | 1 1 1 i | | 1 | 1 il |
TS a4 -‘1[0__ 1 2 3 a4 s * A 4173_ 1 2 3 4 5 X
2 2+
34 NS
-4t -4t
54 54
Figura 12-22 Figura 12-23

12.21 Utilice la grafica de y = |x| para graficary = |x + 2|.

SOLUCION
La grafica de y = |x| se muestra en la figura 12-22. La gréfica de y = |x+2| es la gréafica de y = |x| desplazada 2
unidades a la izquierda, puesto que |x + 2| = |x — (—2)| y se muestra en la figura 12-23.

12.22 Utilice la grafica de y = x? para graficar y = —x°.

SOLUCION

La gréafica de y = x? se muestra en la figura 12-24. La grafica de y = —x?es la grafica de y = x? reflejada con respeto
al eje x y se muestra en la figura 12-25.

b2 Y.
104 1o+
8+ 8

6T o1
4+ 4+

754737271_?“‘12r3jt§" S5 4 5%
l
i
a4
ot
Figura 12-24 Figura 12-25

12.23 Un hombre tiene 40 pies de alambre para cercar un jardin rectangular. La cerca se utilizara solamente en tres
lados del jardin, su casa sera el cuarto lado. Determine el &rea maxima que puede cercar.

SOLUCION

Sea x = longitud de cada uno de los dos lados con cerca del rectangulo; por lo tanto, 40 — 2x = longitud del tercer
lado de la cerca.
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El 4rea A del jardin es A = x(40 — 2x) = 40x — 2x°. Se trata de hallar el valor maximo de A. Se hace una tabla
de valores y se representa graficamente la funcion. Es facil de ver que los valores de x deben estar comprendidos
entre 0 y 20 pies para que A sea positivo.

0 5 8 10 12 15 20
A 0 150 192 200 192 150 0

A partir de la gréfica de la figura 12-26, las coordenadas del méximo P de la curva son (10 200), con lo cual las
dimensiones del jardin han de ser 10 pies y 20 pies y su area resulta de 200 pies®.

A

300—

Casa 250

200

” x 150
100—

50

40 - 2x

0 5 10 15 20 25 x

Figura 12-26

Las dimensiones de una placa rectangular de estafio son 12 por 18 pulgadas. Con ella se desea construir un
cajon sin tapa cortando en sus esquinas unos cuadrados y doblando los lados. Calcule el lado de los cuadrados
que se deben cortar para que el cajén que resulte sea de volumen maximo.

SOLUCION

Sea x el lado del cuadrado que se ha de cortar en cada esquina. EI volumen V del cajon que asi resulta es V =
x(12 — 2x)(18 — 2x). Es facil de ver que x debe estar comprendido entre 0 y 6 pulgadas para que se pueda realizar
(consulte la figura 12-27).

0o | 1 | 2 | 20| 3 |3 | 4| 5|6

Vv 0 | 160 | 224 | 2273 | 216 | 1927 | 160 | 80 0

A partir de la grafica se deduce que el valor de x que corresponde al méximo valor de V esta comprendido entre 2
y 2.5 pulgadas. Graficando mas puntos, se puede observar que es de aproximadamente 2.4 pulgadas.

Todos los problemas de este tipo y los analogos al 12.23 se pueden resolver mas facilmente y de forma exacta,
utilizando métodos del calculo.

250
200
150
100

50

0] 1 2 3 4 5 6 X

Figura 12-27
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12.25 Se desea fabricar un bote cilindrico de 200 pulgadas cubicas. Calcule las dimensiones que debe tener para

12.26

12.27

emplear la menor cantidad posible de material.

SOLUCION

Sean x y y el radio y la altura, respectivamente, del cilindro.

El 4rea de las bases superior e inferior es 7%, y el de la superficie lateral, 2a7xy; por consiguiente, el area total
esS = 2wx% + 2arxy.

El volumen del cilindro es 7x?y, luego 7x% = 200y y = 200/7x2. Por lo tanto,

S =2m + 277_)((200) 0 400

2 8227TX2+7.
X X

En la figura 12-28 se muestra una tabla de valores y la grafica de S respecto a x. Se toma el valor de = de 3.14
aproximadamente.

X 1 2 3 3.2 3.5 4 4.5 5 6 7 8
S 406 225 190 189 191 200 216 237 293 365 452

A partir de la gréfica de la figura 12-28, se puede deducir que el minimo S = 189 pulgadas? se presenta cuando x =
3.2 pulgadas aproximadamente; y a partir de y = 200/7x? se tiene y = 6.2 pulgadas, aproximadamente.

S
T 4001—
M— 350 }—
300
250—
y 200
150
LemT TS ~ 100—

S~ 7 N

0 1 2 3

-
A%
=)
~
oo
=

Figura 12-28
Encuentre de forma aproximada los valores de x para los cuales x* + 2x> — 7x — 3 = 0.

SOLUCION

Considere y = x® + 2x> — 7x — 3. Se deben encontrar valores de x para los cuales y = 0.

A partir de la graficade y = x* + 2x*> — 7x — 3, que se muestra en la figura 12-28 se puede deducir que exis-
ten tres valores reales de x para los cuales y = 0 (los valores de x donde la curva intersecta al eje x). Estos valores
sonx = —3.7, x = —0.4 y x = 2.1 aproximadamente. Se pueden obtener valores més exactos utilizando técnicas
avanzadas.

La tabla siguiente representa la poblacion (en millones de habitantes) de Estados Unidos en los afios 1840,
1850, ..., 1950. Represente estos datos graficamente.

Afio 1840 | 1850 | 1860 | 1870 | 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950

Poblacion

. 171 | 232 | 314 | 398 | 50.2 | 629 | 76.0 | 92.0 | 105.7 | 122.8 | 131.7 | 150.7
(en millones)
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SOLUCION
Consulte la grafica 12-29.

w160
3
'§14O
~ 120
O ~
EQIOO
‘J’,C
w2 8o
S E 60
S
.g‘u)
= 20
&g N NS AU AN A A AN NN N N
g 8 8 8 8 8 8 € 8 8 ¢ 8
® ® X ® X BT X A = = 2
Afio
Figura 12-29

[ Y NSO IO RO EN I R
O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 |/

Figura 12-30

12.28 El tiempo T (en segundos) empleado por un péndulo de longitud I (en centimetros) en efectuar una oscilacion
completa viene dado por las siguientes observaciones obtenidas en un laboratorio de fisica experimental.
Represente graficamente T en funcion de |.

| 16.2 | 22.2 | 33.8 | 42.0 | 53.4 | 66.7 | 74.5 | 86.6 [100.0

T [081|09|117|130|147 165|174 187|201

SOLUCION

Los puntos estan conectados por una curva pareja (figura 12-30) como normalmente se hace en ciencias e inge-
nieria.

Problemas propuestos

12.29 Las longitudes de los puntos de un rectangulo son x y 2x. Exprese el area A del rectangulo en funcién de a) el lado
X, b) el perimetro P, c) la diagonal D.

12.30 Exprese el area S de un circulo en funcién de a) el radio r, b) el diametro d, c) la circunferencia C.
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12.32

12.33

12.34

12.35

12.36

12.37

12.38

12.39

12.40

12.41

12.42

12.43

12.44

12.45
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Exprese el area A de un triangulo isosceles en funcion de x y y, siendo x la longitud de los lados iguales y y la del
tercer lado.

La longitud de la arista de un cubo es x. Exprese a) x en funcion del volumen V del cubo, b) la superficie S del cubo
en funcién de x, ¢) el volumen V en funcién de la superficie S.

Dada la funciony = 5 + 3x — 2x?, encuentre los valores de y correspondientesax = —3, —2, -1, 0,1, 2, 3.

Amplie la tabla de valores del problema 12.33 hallando los valores de y correspondientes a x = —5/2, —3/2,
—-1/2,1/2,3/2,5/2.

Establezca el dominio y el rango de cada ecuacion

a)y=—-2x+3 d) y=5-—2x° g) y=v1-2x

2 X
—y2 _ =< =
b) y=x"—5 ey X+ 6 hy x+1
)y=x-4 f)y=Vx-5 i)y=§1r
¢Para cudles relaciones y es funcién de x?
ay=x*+2 d)y=x*-5 g9) x =]y
b) x=y%+2 e) X! +y?> =5 hy y=vx+1

c)x=y>+4 fl)y=+V-7 i) y=v5+x
Si f(x) = 2x*> + 6x — 1, encuentre f(—3), f(—2), f(0), f(1/2), f(3).

uz—2

T uu, encuentre a) F(1), b) F(2), c) F(x), d) F(—x).

Si F(u) =

. x—1
Si G(x) = 1 encuentre
X G(x +h) — G(x) )
a) G(m) b) — c) G(x*+1).
Si F(x, y) = 2x* + 4xy — y?, encuentre a) F(1, 2), b) F(—2, —3), c)F(x+1,y—1).

Represente, en un sistema de coordenadas rectangulares, los puntos siguientes:

a) (1,3), b (21, 0o (-1/2, —2), d) (=3,2/3), e (-V3 3).

Siy = 3x + 2, a) obtenga los valores de y correspondientes ax = —2, —1, 0, 1, 2 y b) represente los puntos (X, y)
obtenidos.

Determine si la grafica de cada relacion es simétrica con respecto al eje y, al eje x o al origen.

a) y=2x*+3 d y=3 9) Yy =x+2
b) y=(x—3)° e) y=—5x° hy y=3x—1
) y=-9—x ) y=72+4 i) y=5x

Establezca de qué forma la grafica de la primera ecuacion se relaciona con la de la segunda.

a) y=-xyy=x' f) y=K+1yy=I
b) y=3xyy=x 9 y=Kx+5yy=[
c) y=x2+10yy=x? hy y=—-xyy=x
d) y=x-1°yy=x ) y=x/6yy=x
e) y=xX—-T7yy=x ) y=(x+8?yy=x

Represente las funciones a) f(x) = 1 — 2x, b) f(X) = x2 — 4x + 3,¢) f(X) = 4 — 3x — X%
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12.46

12.47

12.48

12.49

12.50

12.51

12.52

12.53

12.54

12.55

CAPITULO 12 FUNCIONES Y GRAFICAS
Represente y = x* — 6x2 + 11X — 6.
Represente a) x> + y> = 16, b) x*> + 4y? = 16.

Se dispone de 120 pies de alambrada para cercar dos jardines rectangulares iguales, A y B, como se muestra en la
figura 12-31. Sabiendo que no es necesario proteger los lados que limitan con la casa, determine el area maxima de
los jardines que se puede cercar.

Encuentre el area del rectdngulo més largo que se puede inscribir en un triangulo rectdngulo de catetos 6 y 8 pul-
gadas, respectivamente. (Consulte la figura 12-32).

Casa
Z 7
6"
A B
le >
| s 8" )|
Figura 12-31 Figura 12-32

Obtenga los maximos y minimos relativos de la funcién f(x) = 2x* — 15x* + 36x — 23.
A partir de la graficay = x® — 7x + 6 obtenga las raices de la ecuacion x* — 7x + 6 = 0.
Demuestre que la ecuacion x* — x> + 2x — 3 = 0 sdlo tiene una raiz real.

Demuestre que x* — x>+ 1= 0 no tiene raices reales.

El porcentaje de trabajadores agricolas en Estados Unidos en los afios 1860, 1870, ..., 1950 viene dado en la tabla
siguiente. Represente estos datos graficamente.

Ao 1860 | 1870 | 1880 | 1890 | 1900 | 1910 | 1920 | 1930 | 1940 | 1950

% de trabajadores

agricolas 589 | 53.0 | 494 | 426 | 375 | 310 | 270 | 214 | 180 | 1238

El tiempo total empleado para detener un automdvil desde el momento en que el conductor se da cuenta de un
peligro, se compone del tiempo de reaccion (tiempo transcurrido desde el apercibimiento hasta que acciona el
pedal del freno) y del tiempo de frenado (tiempo que tarda el coche en detenerse desde que se presiona el pedal
correspondiente). La tabla que figura a continuacion relaciona la distancia d (pies) que recorre hasta detenerse un
automavil que marcha a una velocidad v (millas por hora) en el instante en que se da cuenta del peligro. Represente
graficamente d en funcion de v.

Velocidad v (millas/hora) 20 30 40 50 60 70

Distancia de frenado d (en pies) | 94 90 138 206 292 396

www. FreelLibros.com



PROBLEMAS PROPUESTOS

109

12.56 Los tiempos t que tarda un objeto en caer libremente partiendo del reposo desde distintas alturas h vienen dados en
la tabla siguiente:

a)

<)

Tiempo t (en segundos)

Altura h (pies)

16

64

144 256 400 576

Represente graficamente h en funcidn de t.

Encuentre el tiempo que tardara un objeto en caer libremente, partiendo del reposo, desde una altura de 48 pies

y de 300 pies.

Encuentre la distancia que recorre un objeto que cae libremente, partiendo del reposo, durante un tiempo de

3.6 seg.

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

12.29

12.30

12.31

12.32

12.33

12.34

12.35

12.36

1237 f(-3)=—1,

p? 2D?
= 2 = = —
A =2x5 A 18’2 A 52
md C
A = 72 A=_" A=_"_
e 4 i
A=INZyra =INaa—y2
2 4
x=VV, S=6x S M NS
' ’ 216 36

X -3 -2 -1 0 1 2 3

y -22 | -9 0 5 6 3 —4

X —5/2 -3/2 -2 12 3/2 5/2

y -15 —4 3 6 5 0
a) Dominio = {todos los nimeros reales}; rango = {todos los nimeros reales}
b) Dominio = {todos los nimeros reales}; rango = {todos los nimeros reales =—5}
¢) Dominio = {todos los nimeros reales}; rango = {todos los nimeros reales}
d) Dominio = {todos los nimeros reales}; rango = {todos los nimeros reales < 5}
e) Dominio = {todos los nimeros reales # —6}; rango = {todos los nimeros reales # 0}
f) Dominio = {todos los nimeros reales = 5}; rango = {todos los nimeros reales = 0}
g) Dominio = {todos los nimeros reales}; rango = {todos los nimeros reales}
h) Dominio = {todos los nimeros reales #—1}; rango = {todos los nimeros reales # 1}
i) Dominio = {todos los nimeros reales # 0}; rango = {todos los nimeros reales # 0}
a) Funcion d) Funcién g) No es una funcion
b) Funcidén e) No es una funcion h) Funcidén
¢) No es una funcion f) No es una funcion i) Funcion

1238 a) -2, b)0O,

f(=2) = =5,

f(0) = -1,
X2+ 2x

X2 — 2x

c)

1+x’

d)

f(1/2)=5/2, f(3) =35

1-x
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12.39

12.40

12.41

12.42

12.43

12.44

CAPITULO 12 FUNCIONES Y GRAFICAS

a)

a)

-1 b 2 o x?
2x+1' G+ +h+1)

6, b) 23

Consulte la figura 12-33

a)

a)
b)
c)

a)
b)
<)
d)
€)

—4,-1,2,5,8 b) Consulte la figura 12-34
Yy
s
(X4 -— o4
de *Y T
P e o R S S
ce
-5+
Figura 12-33
Ejey d) Ejey
Origen e) Origen
Ninguno f) Ejey

Reflejado respecto al eje x

La coordenada y aumenta tres veces mas rapido
Desplazado 10 unidades hacia arriba
Desplazado una unidad hacia la derecha
Desplazado siete unidades hacia abajo

Figura 12-35

x24+2

C) 2X+4xy —y*+6y—3

T T T T T
-10 -8 -6 -4 -2» 2 4 6 8 10°%

Figura 12-34

g) Ejex
h) Ninguno
i) Origen

Desplazado una unidad hacia arriba
Desplazado cinco unidades hacia la izquierda
Reflejado respecto al eje x

y aumenta con una rapidez de 1/6
Desplazado 8 unidades hacia la izquierda

Figura 12-36
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12.45 a) Consulte la figura 12-35. b) Consulte la figura 12-36. c) Consulte la figura 12-37.
12.46 Consulte la figura 12-38.

12.47 a) Consulte la figura 12-39. b) Consulte la figura 12-40.

12.48 1200 pies?

12.49 12 pulgadas®

12.50 EI méaximo de f(x) es 5 (en x = 2); el minimo de f(x) es 4(en x = 3).

Y Y
10-- o+
8+ s
6+ o

10~

Figura 12-37 Figura 12-38
YA
T YA

51

| T //
B > — —
) \’_04 5 x
51 —
5L
Figura 12-39 Figura 12-40
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YA
20

16+

12+

81
12+
-161

20

Figura 12-41

Porcentaje de trabajadores agricolas
T

! | | ] L

~104-

Figura 12-42

1860

1870 1880 1890 1900 1910 1920 1930

1940 1950

NS SN SO S

|

Afio
Figura 12-43
6501
600}—
500 — ssol
450~ 500 |-
— 400(— 450~
w
2 w
£ 3501 = 400
o} ~—
-‘% 3004 < 350~
c >
[ =2 300
& 2501~ <
® 250
= 2004
S 200~
S 150
2 150
O ool
100~
50—
0 50—
N SO N L]
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Velocidad v (millas/hora)

Figura 12-44
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12.51

12.52

12.53

12.54

12.55

12.56

Las raicessonx = —3,x = 1,x = 2.
Consulte la figura 12-41.
Consulte la figura 12-42.
Consulte la figura 12-43.
Consulte la figura 12-44

a) Consulte la figura 12-45; b) 1.7 seg., 4.3 seg. c) 207 pies
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ECUACIONES LINEALES
CON UNA INCOGNITA

13.1 ECUACIONES LINEALES

Una ecuacion lineal con una incégnita es de la forma ax + b = 0, donde a # 0y b son constantes. La solucion viene

dada por x = —b/a.

Cuandounaecuacion lineal noestaenlaformaax + b = 0, se simplificalaecuacion multiplicando cada término por
el Minimo Comun Denominador (MCD) de todas las fracciones de la ecuacion, quitando los paréntesis o combinando
los términos semejantes. En algunas ecuaciones se pueden realizar més de uno de estos procedimientos.

EJEMPLO 13.1 Despeje x en la ecuacion x + 8 —2(x + 1) = 3x — 6.

X+8—-2x+1)=3x—6
X+8—-2x—2=3x—6

—X+6=3x—6
—X+6—-3x=3x—6—3x
—4x+6 = —6
—4x+6—-6=-6-6
—4x = 12
—4x 12
v R—y
X =3
Compruebe:
3+8-2(3+1)?3(3)—6
11-2(4)?9-6
11 -873
3=3

13.2 ECUACIONES CON VARIABLES

Primero quite los paréntesis.

Ahora combine los términos semejantes.

Coloque los términos que contengan a la incdgnita en un lado de
la ecuacion, restando 3x de cada lado de la misma.

Reste 6 de cada lado de la ecuacion para obtener el término con
la incdgnita de un solo lado de la ecuacion.

Por ultimo, divida cada lado de la ecuacion por el coeficiente de
la incognita, el cual es —4.

A continuacion verifique esta respuesta sustituyendo en la ecua-
cion original.

El signo de interrogacion indica que no se sabe con seguridad si
las dos cantidades son iguales.

La solucién se comprueba.

La mayoria de las ecuaciones con variables que se presentan son formulas. A menudo, se desea utilizar una formula
para determinar un valor aparte del estdndar. Para hacer lo anterior, se consideran todas las variables excepto la de
interés como constantes y se despeja la variable de interés de la ecuacion.

114
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EJEMPLO 13.2  Despeje p = 2(I+ w) para I.

p=2(+w) Primero quite los paréntesis.
p=2+2w Reste 2w de cada lado de la ecuacion.
p—2w =2l Divida entre 2, el coeficiente de .
(p—2w)/2 =1 Reescriba la ecuacion.
I=(p—2w)/2 Ahora se cuenta con una férmula que puede utilizarse para de-
terminar .

13.3 PROBLEMAS CON ENUNCIADO

Para resolver problemas con enunciado, el primer paso consiste en decidir lo que se va a buscar. El siguiente paso
es traducir las condiciones especificadas en el problema en una ecuacién o establecer una férmula que exprese las
condiciones del problema. La solucion de la ecuacidn es el siguiente paso.

EJEMPLO 13.3 Si el perimetro de un rectangulo es de 68 metros y su longitud es 14 metros mas que su ancho, ;cudles
son las dimensiones del rectangulo?
Seaw = nimero de metros de ancho y w + 14 = nimero de metros de largo.

2[(w + 14) + w]= 68
2w + 28 + 2w = 68

4w + 28 = 68
4w = 40
w =10
w+14 =24

El rectangulo tiene un largo de 24 metros y un ancho de 10 metros.

EJEMPLO 13.4 Lasuma de dos nimeros es —4 y su diferencia 6. ¢Cudles son los nimeros?
Sea n = el nimero mas pequefio y n + 6 = el nimero mas grande.

n+(n+6)=—-4
n+tn+6=-4

2n+6=—-4
2n=-10
n=-5
n+6=1

Los dos numeros son =5y 1.

EJEMPLO 13.5 Si una bomba puede llenar una alberca en 16 horas y dos pueden llenarla en 6 horas, ¢qué tan rapido
podra la segunda bomba llenar la alberca?
Sea h = el nimero de horas que le lleva a la segunda bomba llenar la alberca.

1 1.1
h 16 6
1 1 1
son(t+ L) =)
48 + 3h = 8h
48 = 5h
96=h

A la segunda bomba le toma 9.6 horas (0 9 horas 36 minutos) llenar la alberca.
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EJEMPLO 13.6 (Cuantos litros de alcohol puro debe agregarse a 15 litros de una solucién con 60% de alcohol para
obtener 80% de solucion alcohdlica?
Sea n = el nimero de litros de alcohol puro a agregarse.

n +0.60(15) = 0.80(n + 15) (La suma de la cantidad de alcohol en cada cantidad es igual a la cantidad de
alcohol en la mezcla).

n+9=08n+12
0.2n =3
n=15

Se deben agregar quince litros de alcohol puro.

Problemas resueltos
13.1 Resuelva las ecuaciones siguientes.

a x+1=5x=5-1x=4
Comprobacion: Coloque x = 4 en la ecuacion original y obtenga 4 + 1? 5,5 = 5.
b) 3x—7=14,3x=14+7,3x=21,x = 7.
Comprobacién: 3(7) —7? 14, 14 = 14,
C) 3x+2=6x—4,3x—6x=—-4—2,—3x=—6,x =2.
d) x+3x—2)=2X—4,x+3x—6=2Xx—4,4x—2x=6—-4,2x=2,x =
g) X—2=T7—-2%3+2x=7+2,5x=9,x=9/5.
f) 2t+3)=5t—-1)—7(t—3),2t+6=5t—5—-7t+21,4t=10,t=10/4 =5/2.
9) X +4(x—-2)=x—5+3(2x—1),3x+4x—-8=x—-5+6x—3,7x-8=T7x—8
Esta es una identidad y es valida para todos los valores de x.
X—3 2x+4

h) T—T,S(X—S)=2(2x+4),5x—15=4x+8,x=23.

) 3+2[y—(y+2)]=2[y+@y—1]3+2[y—2y—2]=2[y+3y—1]
3+2y—4dy—4=2y+6y—2, —2y—1=8y—2,—-10y = -1,y = 1/10.

) +3%2=(5-2°-5¢+6s+9=s>—4s+4—56s+4s=-9—1,s=—1.
X—2 Xx—4

k) — === Xx—2)Xx+4)=(x—4)(x+2), x> +2x—8 =x*> — 2x — =0,x=0.
) T2 X+4,(x DX +4) =X—-4)(X+2),x +2x—8=x"—2x—8,4x=0,x=0
0-2_0-4
o 0-2,0-4 11
Comprobacion: 052 0% 1 1
Xx+1 3x-—-2
I == - (x+ +1)=(x+ — 244X 4+1 =3 +4x — =—4.
) 2 x+1’(X DEx+1D)=x+2)(Bx—2),3x* +4x+1=3x"+4x—-401 4
No existe valor de x que satisfaga esta ecuacion.
5 5 o
m) ™ + v 6. Multiplicando por 2x, 5(2) +5 = 12x, 12x = 15, x =5/4.
+3 5 1 - .
n) XW + 1 7 Multiplicando por 2x(x — 1) el MCD de las fracciones,

X+3)(x—1) +52x) =x(x—1), x> +2x—3+10x=x*>—x, 13x=3, x=3/13.
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2 4 16 . B -
0) —3 X143 2_9 Multiplicando por (x —3)(x +3) 0 x* — 9,
2x+3)—4(x—3) =16, 2x+6—-4x+12=16, —-2x=-2, x=1:
0) 11 1 1 (y+3) -y _(y+5-(y+2) 3 _ 3
y y+3 y+2 y+5  y(y+3) (y+2)(y+5 " y(y+3) (y+2)(y+5)
(y+2)(y+5 =y(y+3), y>+7y+10=y?>+3y, 4y=-10,y=—5/2:
) 3 2 _ 9 o 3 2 _ 9
Ve 2 _x—12 22 +3x Xx—4) (2x+3)(x—4) x@x+3)
Multiplicando por x(x — 4)(2x + 3), el MCD de las fracciones
32x+3)—2x=9(x—4), 6x+9—-2x=9x—36, 45=5x, x=0.
Despeje x.
a) 2Xx—4p =3x+2p, 2x — 3x = 2p +4p, —x = 6p, X = —6p.
b) ax+a="bx+b ax—bx =b—a, x(a—b) =b—a,x:gz—lsiempreycuando a# b
Sia = b la ecuacion es una identidad y es valida para todos los valores de x.
—4b —4d  4b +4d .
+4d = - — = —4b — = = .
c) 2cx +4d = 3ax — 4b, 2cx — 3ax 4b — 4d, x 5 —3a  3a_2c siempre y cuando 3a # 2c
Si 3a = 2c no existe solucién al menos que d = —b, en cuyo caso la ecuacién original es una identidad.
+ + 2 _a?
d) 3Xb a_ y, 3ax + a’ = 4bx + b?, 3ax — 4bx =b? — &% x = :?a — Zb (siempre y cuando 3a # 4b).

Exprese cada enunciado en términos de simbolos algebraicos.

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9

h)

)

El doble de un nimero més uno.

Sea x = el nimero. Entonces 2x = doble del niamero y el doble del nimero mas uno es = 2x + 1.

El quintuplo de un nimero menos tres.

Sea x = el ndmero. El quintuplo del nimero menos tres es = 5x — 3.

Dos nameros cuya suma es 100.

Si x = uno de los nimeros, entonces 100 — x = al otro ndmero.

Tres enteros consecutivos (por ejemplo, 5, 6, 7).

Si x es el menor de los enteros, entonces (x + 1) y (x + 2) seran los otros dos.

Dos nameros cuya diferencia sea 10.

Sea x = el nimero mas pequefio; entonces (x + 10) = nimero mayor.

El exceso de 100 sobre el triple de un nimero.

Sea x = al nimero dado. El exceso de 100 sobre 3x es (100 — 3x).

Un ndmero impar.

Sea x = un numero cualquiera. Entonces 2x es siempre un nimero par, y (2x + 1) es un entero impar.
Cuatro enteros impares consecutivos (por ejemplo, 1, 3,5,7; 17, 19, 21, 23).

La diferencia entre dos enteros impares consecutivos es 2.

Sea 2x + 1 = el entero impar mas pequefio. Los nimeros pedidos seran 2x + 1, 2x + 3,2x + 5, 2x + 7.
El nimero de centavos en x nimero de délares.

Como 1 dolar = 100 centavos, x délares = 100x centavos.

La edad de Juan es el doble que la de Leticia y la de ésta es el triple que la de Fernando. Exprese cada
una de estas edades en funcidn de una de ellas.

www. FreelLibros.com



118

13.4

13.5

13.6

13.7

13.8

CAPITULO 13 ECUACIONES LINEALES CON UNA INCOGNITA

Sea x = edad de Fernando. La de Leticia serd 3x y la de Juan 2(3x) = 6x.
Otro método: Seay = edad de Juan; la de Leticia serd 3y, y la de Fernando, (y) = &Y.
k) Los tres angulos A, B y C de un tridngulo sabiendo que A es igual al doble de C méas 10°.
Sea C = x°; entonces A = (2x + 10)°. Como A + B + C = 180° B = 180° — (A + C) = (170 - 3x)°.
1) Eltiempo invertido por un mavil en recorrer una distancia de x millas a una velocidad de 20 millas/hr.
Distancia = velocidad = tiempo. Por lo tanto,

distancia _  xmillas  x

tiempo = = =—n~h.
velocidad 20 millas/h 20

m) El perimetro y el area de un rectangulo, uno de cuyos lados es 4 pies de largo que el otro.
Sea x = longitud del lado menor, entonces (2x + 4) pies = longitud del lado mayor. El perimetro = 2(x)
+ 2(2x + 4) = (6x + 8) pies, y el area = x(2x + 4) pies2

n) La fraccion cuyo denominador es igual a 4 veces del denominador menos tres unidades.
Sea x = denominador; el numerador serd = 4x — 3. La fraccién es (4x — 3)/x.

0) Elndmero de cuartos de alcohol de un recipiente que contiene x galones de una mezcla al 40% de alcohol
en volumen.
En x galones de mezcla habra 0.40x galones de alcohol o 4(0.40x) = 1.6x cuartos de alcohol.

La suma de dos nimeros es 21 y un nimero es dos veces el otro. Encuentre los nimeros.

SOLUCION

Sean x y 2x los nimeros pedidos. En estas condiciones, x + 2x = 21, 0 sea X = 7; por lo tanto, los nimeros pedidos
sonx =7y2x =14,
Comprobacion: 7 + 14 = 21y 14 = 2(7).

Encuentre un ndmero sabiendo que si se multiplica por cuatro y se le resta diez se obtiene 14.

SOLUCION

Sea x = el nimero buscado. Por lo tanto, 4x — 10 = 14, 4x = 24 y x = 6.
Comprobacion: Cuatro veces 6 menos diez es 4(6) — 10 = 14.

La suma de tres enteros consecutivos es 24. Encuentre los enteros.

SOLUCION

Sean los tres ndmeros consecutivos x, X + 1, x + 2. Por lo tanto, x + (x + 1) + (X + 2) = 24 0 x = 7; por lo tanto
los nimeros son 7,8y 9.

Encuentre dos nimeros sabiendo que su suma es 37 y que si se divide el mayor entre el menor, el cociente
vale 3y el residuo 5.

SOLUCION

Sea X = nmero menor, 37 — x = el nimero mayor.

nimero mayor 5 37 — X 5
=3+

Se tendra —_— = —_— 0 .
nlimero menor nlimero menor X X

Despejando, 37 —x = 3x + 5, 4x = 32, x = 8. Los numeros buscados son 8 y 29.

La edad de una persona es 41 afios y la de su hijo es 9. Encuentre al cabo de cuantos afios la edad del padre
triplicar la del hijo.
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SOLUCION
Sea x = el nimero de afios buscado.

La edad del padre después de x afios = 3(edad del hijo después de x afios)
41 + x = 3(9 + x), por lo tanto, x = 7 afios

Hace 10 afios, la edad de Carlos era cuatro veces mayor que la de Javier y, hoy en dia, es solamente del doble.
Encuentre las edades actuales de ambos.

SOLUCION

Sea x = la edad de Javier; sera 2x = edad actual de Carlos

Edad de Carlos hace diez afios = 4(edad de Javier hace diez afios)
2x — 10 = 4(x - 10), por lo tanto x = 15 afios

Luego, la edad actual de Javier es x = 15 afios y la edad actual de Carlos es 2x = 30 afios.
Comprobacion: Hace diez afios Javier tenia 5 y Carlos 20, es decir, la edad de Carlos era cuatro veces mayor
que la de Javier.

Pablo tiene 50 monedas de 5y 10 centavos cuya suma es de $3.50. ;Cuantas monedas de 5 centavos tiene?

SOLUCION

Sea x = nimero de monedas de 5 centavos; por lo tanto, 50 — x = nimero de monedas de 10 centavos.

cantidad de monedas de 5 centavos + cantidad de monedas de 10 centavos = 350 centavos.

13.11

13.12

5x centavos + 10(50 — x) centavos = 350 centavos de los cuales x = 30 mone-
das de 5 centavos.

En una bolsa hay monedas de 5, 10 y 25 centavos que suman $1.85. Hay dos veces mas monedas de 10 cen-
tavos que monedas de 25 centavos y el nimero de monedas de 5 centavos es dos veces menor que el doble
del ndmero de monedas de 10 centavos. Determine el nimero de monedas de cada tipo.

SOLUCION

Sea x = nimero de monedas de 25 centavos; entonces 2x = nimero de monedas de 10 centavos y 2(2x) — 2 =
4x — 2 = numero de monedas de 5 centavos.

cantidad de monedas de 25 centavos + cantidad de monedas de 5 centavos = 185 centavos.
25(x) centavos + 10(2x) centavos + 5(4x — 2) centavos = 185 centavos; por lo tanto x = 3.

De aqui que x = 3 monedas de 25 centavos, 2x = 6 monedas de 10 centavos y 4x — 2 = 10 monedas de 5 centa-
VOs.

Comprobacion: 3 monedas de 25 centavos = 75 centavos, 6 monedas de 10 centavos = 60 centavos, 10 mo-
nedas de 5 centavos = 50 centavos y su sumaes = $ 1.85.

El digito de las decenas de un cierto nimero de dos cifras excede al de unidades en 4 y es 1 menos que dos
veces la cifra de las unidades. Encuentre el nimero de dos cifras.

SOLUCION

Sea x = cifras de las unidades; por ende, x + 4 = digito de las decenas.
Puesto que la cifra de las decenas = 2 (cifra de las unidades) — 1, se tiene que x + 4 = 2(x) -1 o x = 5.
Por lo tanto, x = 5, x + 4 = 9, y el nimero pedido es 95.
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Encuentre el nimero de dos cifras sabiendo que la suma de éstas es 12 y que si se invierten el nimero que
resulta es igual a 4/7 del primitivo.

SOLUCION

Sea x = cifra de las unidades; 12 — x = cifra de las decenas.

NUmero original = 10(12 — x) + x; invirtiendo el orden de las cifras resulta el nimero = 10x + (12 - x).
Ahora bien, como

NUmero nuevo = 4/7 (ndmero original), se tendrd 10x + (12 —x) = 4/7 [10(12 - x) + x]
Despejando x de esta ecuacion resulta x = 4, 12 —x = 8 y el nimero pedido es 84.

Una persona posee una inversion de $4 000 de los cuales cierta parte esta a 5% y el resto a 3% de interés. El
ingreso total por afio de estas inversiones es de $168. ;Cuanto habra invertido esta persona en cada tasa de
interés?

SOLUCION

Sea X = cantidad invertida a 5%; $4 000 — x = cantidad invertida a 3%.

Interés de la inversion al 5% + interés de la inversion al 3% = $168.
0.05x + 0.03 (4 000 —x) = 168

Despejando, x = $2 400 a 5%, $4 000 — x = $1 600 a 3%.

¢ Qué cantidad debera recibir un empleado como sueldo sabiendo que debera recibir $500 después de habér-
sele deducido 30% en impuestos?

SOLUCION

Sea x = sueldo

Por lo tanto sueldo — impuestos = $500

0 x—0.30x = $500 y x = $714.29.

¢A qué precio debera asignarle un vendedor a un sofa que cuesta $120 para que pueda ofrecerse con un des-
cuento de 20% sobre el precio sefialado y todavia obtener una ganancia de 25% sobre el precio de venta?

SOLUCION

Sea x = precio marcado del articulo; el precio de venta = x — 0.20x = 0.80x.
Como la ganancia = 25% del precio de venta, el costo serd = 75% del precio de venta. Por lo tanto, Sea x =
precio marcado; por lo tanto, el precio de venta = x — 0.20x = 0.80x.

Puesto que la ganancia = 25% del precio de venta, el costo = 75% del precio de venta. Por ende, Costo = 0.75

(precio de venta)
$120 = 0.75 (0.8x), $120 = 0.6x y X = $200.

Cuando cada uno de los lados de un cuadrado aumenta en 4 pies, el area aumenta en 64 pies cuadrados. De-
termine las dimensiones del cuadrado original.

SOLUCION

Sea x = lado del cuadrado; x + 4 = lado del nuevo cuadrado

Area nueva = area primitiva + 64
(X +4)?=x>+64  dedondex = 6 pies.
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Un cateto de un triangulo rectangulo mide 20 pulgadas y la hipotenusa es 10 pulgadas mayor que el otro
cateto. Encuentre las longitudes de los lados desconocidos.

SOLUCION

Sea x = longitud del cateto desconocido; x + 10 = longitud de la hipotenusa.

Cuadrado de la hipotenusa = suma de los cuadrados de los catetos
(x + 10)2 = x>+ (20)>  de donde x = 15 pulgadas

Los lados pedidos son x = 15 pulgadas y x + 10 = 25 pulgadas.

La temperatura en grados Fahrenheit = 9/5(temperatura en grados Celsius) + 32. ;A qué temperatura ambas
escalas tienen el mismo valor?

SOLUCION

Sea x = temperatura buscada = temperatura Fahrenheit = temperatura Celsius.
Por lo tanto x = 9/5x + 32 0 x = —40°. Por ende, —40 °F = —40 °C.

Encuentre el nimero de libras (Ib) de dulces que se deben tomar de dos ingredientes cuyos precios son 45y
85 centavos/ libra, respectivamente, para obtener un producto de 40 libras a un precio de 60 centavos/libra.

SOLUCION

Sea x = masa del dulce de 45 centavos; 40 — x = masa del dulce de 85 centavos.

Valor del dulce de 45 centavos/libra + valor del dulce de 85 centavos/libra = valor de la mezcla
0 X(45 centavos) + (40 — x)(85 centavos) = 40(60 centavos).

Despejando, x = 25 libras del dulce de 45 centavos/libra; 40 — x = 15 libras del dulce de 85 centavos/libra.

Un tanque contiene 20 litros de una mezcla de alcohol y agua a 40% de alcohol en volumen. ;Qué porcion de
la mezcla se debe quitar y reemplazar por un volumen igual de agua a fin de que la solucion resultante sea
de 25% de alcohol en volumen?

SOLUCION

Sea x = volumen que se extrae de la solucion a 40%.

Volumen de alcohol en la solucidn final = volumen de alcohol en 20 galones de solucidn a 25%.
Es decir, 0.40(20 — x) = 0.25(20) de donde, x = 7.5 galones

¢Qué masa de agua se debe evaporar a partir de 40 libras de una solucién salina a 20% para obtener una
mezcla a 50%? Los porcentajes estan expresados en masa.

SOLUCION

Sea X = masa de agua que se debe evaporar

Masa de sal en la solucién a 20% = masa de sal en la solucién a 50%
Es decir, 0.20(40 libras) = 0.50(40 libras — x) de donde x = 24 libras.

¢Cuantos cuartos de una solucién de alcohol a 60% se deben adicionar a 40 cuartos de una solucion de al-

cohol a 20% con el fin de obtener una mezcla a 30% de alcohol? Todos los porcentajes estan expresados en
volumen.
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SOLUCION

Sea x = numero de cuartos de alcohol a 60% que se adicionaran.

Alcohol en la solucion a 60%+ alcohol en la solucién a 20% = alcohol en la solucién a 30%
Es decir, 0.60x + 0.20(40) = 0.30(x + 40) de donde x = 13 cuartos.

Dos minerales de manganeso (Mn) contienen 40 y 25% de dicho metal, respectivamente. Calcule las tone-
ladas de cada uno de ellos que se deben mezclar para obtener 100 toneladas de mineral con una riqueza de
35%. Todos los porcentajes son en peso.

SOLUCION

Sea x = peso necesario de mineral de 40%; 100 — x = peso necesario de mineral de 25%.

Mn de 40% + Mn de 25% = Mn total en las 100 toneladas
0.40x  + 0.25(100 - x) = 0.35 (100)

De esta ecuacion resulta x = 66 toneladas de mineral de 40% y 100 — x = 33 toneladas del mineral de 25%.

Dos automoviles A y B, cuyas velocidades medias son de 30 y 40 millas/h, respectivamente, distan 280
millas. Encuentre a qué hora se encontraran sabiendo que a las 3:00 p.m. empiezan a moverse el uno hacia
el otro.

SOLUCION
Seat = tiempo, en horas, que tardan en encontrarse. Distancia = velocidad X tiempo.

Distancia recorrida por A + distancia recorrida por B = 280 millas
30t + 40t =280 dedondet=4h

Se encuentran a las 7:00 p.m. a una distancia 30t = 120 millas de la posicidn inicial de A, o bien a una distancia de
40t = 160 millas de la correspondiente a B.

Dos automoviles, A y B parten del mismo punto y recorren un trayecto rectilineo con velocidades medias de
30 y 50 millas/hr. respectivamente. Sabiendo que B parte 3 hrs. después que A, encuentre a) el tiempo y b)
la distancia recorrida, hasta que se encuentran.

SOLUCION
Seanty (t - 3) el tiempo, en horas, que A y B viajan hasta que se encuentran.
a) Distancia en millas = velocidad media (millas/h) X tiempo (h). Cuando se encuentren,

Distancia recorrida por A = distancia recorrida por B
30t = 50(t - 3) a partir de lo cual t = 73 horas.

Por lo tanto, A viaja durante t = 71 horas y B viaja (t — 3) = 43 horas.
b) Distancia = 30t = 30(73) = 225 millas, o bien distancia = 50(t — 3) = 50(43 ) = 225 millas.

Dos automéviles Ay B recorren una pista circular de una milla de longitud en 6 y 10 minutos, respectivamen-
te. Suponiendo que parten en el mismo instante y lugar, encuentre al cabo de cuénto tiempo se encontraran si
se mueven alrededor de la pista a) en la misma direccion, b) en direcciones opuestas.

SOLUCION

Seat = el tiempo pedido en minutos.

a) Seencontraran cuando A recorra 1 milla mas que B. Las velocidades de Ay B son 1/6 y 1/10 millas/minuto,
respectivamente. Por tanto, de la expresion distancia = velocidad X tiempo, resulta:

Distancia recorrida por A — distancia recorrida por B = 1 milla
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1 1 .
6t - 1—0t =1 dedonde t =15 minutos.

b) Distancia recorrida por A + distancia recorrida por B = 1 milla

1 1 .
— J,- _ = = / .
6t 10t 1 dedonde t=15/4 minutos

13.28 La velocidad en aguas de reposo de un bote es de 25 millas/hora. Sabiendo que cuando avanza contra
corriente recorre 4.2 millas en el mismo tiempo que recorre a favor de ella 5.8 millas, calcule la velocidad
de la corriente.

SOLUCION

Sea v = velocidad de la corriente. Tiempo = distancia/velocidad

Tiempo contra la corriente = tiempo a favor de la corriente
4.2 mi 5.8 mi

(25 — V) milhr (25 + v) mi/hr

y v=4milhr.

13.29 Un obrero A puede realizar un trabajo en 3 dias y otro B lo puede hacer en 6 dias. Encuentre el tiempo que
tardaran en realizar dicho trabajo los dos juntos.
SOLUCION

Sea n = nimero de dias que tardan trabajando Ay B.
En 1 dia, A realiza 1/3 del trabajo y B hace 1/6 del mismo. Trabajando juntos realizaran 1/n en 1 dia.

+

Sl

de donde n = 2 dias.

Wl =
ol =

Otro método. En n dias, Ay B realizan el trabajo completo

1 1 . . .
”(g + 6) =1 trabajo completo. Despejando, n = 2 dias.

13.30 Tres grifos llenan un deposito en 20, 30 y 60 minutos, respectivamente. Calcule el tiempo que tarda en lle-
narse dicho deposito cuando se utilizan los tres grifos simultdneamente.

SOLUCION
Seat = tiempo necesario en minutos.

En 1 minuto, los tres grifos juntos llenaran (5 + 35 + &) del depésito. Por lo tanto, en t minutos llenaran

1 1 1 . . _ .
t(ﬁ + 30 + %> =1 deposito completo.  Despejando, t = 10 minutos.

13.31 Actuando juntos los operarios A 'y B realizan un trabajo en 6 dias. El operario A trabaja dos veces mas de prisa
que B. Calcule el nimero de dias que tardaran en realizar dicho trabajo trabajando cada uno por separado.

SOLUCION

Sea n, 2n = nlmero de dias que necesitan A y B, respectivamente, trabajando por separado.
En 1 dias, A realiza 1/n del trabajo y B hace 1/2n del mismo. Como en 6 dias completan el trabajo, se tendra
que:

6(% + %) = trabajo completo.  Despejando, n = 9 dias, 2 n = 18 dias.
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La velocidad a que trabaja A es tres veces mayor que la de B. Los operarios A y B empiezan a trabajar juntos
durante 4 horas, al cabo de las cuales A se retira y continda solo B, que termina el trabajo en 2 horas. Encuen-
tre el tiempo que tardara B en realizar todo el trabajo si actuara él solo.

SOLUCION

Sean t, 3t = tiempos, en horas, que tardarian A y B, respectivamente, trabajando solos.
En 1 hora, A realiza 1/t del trabajo y B hace 1/3t del mismo. Por lo tanto,

1 1 1 . .
4({ + ﬁ) + 2<¥> =1 trabajo completo. Despejando, 3t = 22 horas.

Un empleado cobra $18 diarios cuando acude al trabajo y cuando no lo hace sufre una penalizacion de $3.
Sabiendo que al cabo de 40 dias la cantidad que percibié fue de $531, ;cuéantos dias falt6 al trabajo?

SOLUCION

Sea x = nimero de dias que falté al trabajo; 40 — x = nimero de dias que trabajo.

Cantidad ganada — cantidad descontada = $531
0 $18(40-x) — 3x =$531 y x = 9dias falt6 al trabajo.

Problemas propuestos

Resuelva las ecuaciones siguientes.

a) 3x—2=7 h) (2x +1)7 = (x — 1)* + 3x(x + 2)
b) y+3(y—4)=4 pS_4_1
z 5z 10
€) 4x—3=5-2x
L 2X+1 x—4
—_3_ _ = — + - =
d) x—3—2(6—2x) = 2(2x - 5) )+ 178
2t—9 3t+4 5 5 2 2
e) = k) - = -
3 2 y—1 y+1 y—-2 y+3
f 2X+3:x71 D 7 N 2 _ 4
2x—4 x+1 X2—4 x2-3x+2 x2+x-2

g) (x—3)2+(x+1)? =(x—2)? + (x + 3)?

Despeje la incognita que se indica.

a) 2(x —p) =3(6p —x):x d) X—a_x-c

b) 2by —2a =ay —4b:y X— x—d

0 2x—a_2x—b_X &) i+i_}.
b a ay by ¢y

Represente las expresiones siguientes por medio de simbolos algebraicos.

a) Cinco veces un cierto nimero mas dos.

b) Dos veces un cierto nimero menos seis.

¢) Dos numeros cuya diferencia sea 25.

d) Los cuadrados de tres enteros consecutivos.

e) El exceso del quintuplo de un cierto nimero sobre 40.

f) El cuadrado de un entero impar cualquiera.

g) Elexceso del cuadrado de un nimero sobre el doble del mismo.
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El nimero de pintas de x galones

La diferencia entre los cuadrados de dos enteros pares consecutivos.

Carlos es seis afios mayor que Javier, y éste tiene la mitad de afios que Pablo. Exprese sus edades en funcion
de una sola de ellas.

Los tres angulos A, By C de un triangulo ABC si el angulo A excede en 20 al doble del angulo B.

El perimetro y el area de un rectangulo si uno de los lados es 3 pies mas pequefio que el triple del otro.

La fraccion cuyo denominador es igual al cuadrado del numerador més cuatro.

La cantidad de sal en un deposito que contiene x cuartos de agua si la concentracion es de 2 libras de sal por
galon.

Encuentre un nimero sabiendo que su mitad es igual a su sexta parte mas 10.

Encuentre dos nimeros cuya diferencia es 20 y su suma 48.

Encuentre dos enteros pares consecutivos sabiendo que el doble del menor excede al mayor en 18.

Encuentre dos nimeros sabiendo que su suma es 36 y que al dividir el mayor por el menor el cociente es 2 y
el resto 3.

Encuentre los enteros impares consecutivos sabiendo que la diferencia de sus cuadrados es igual a 64.
Encuentre tres nimeros cuya suma es 54 sabiendo que el primero es igual al doble del segundo més 4y que
el tercero es igual al doble del primero.

Un padre tiene 24 afios mas que su hijo. Determine sus edades actuales sabiendo que dentro de 8 afios la
edad del padre es el doble que la del hijo.

Leticia tiene quince afios mas que su hermana Begofia. Hace seis afios la edad de Leticia era seis veces la de
Begofia. Calcule sus edades actuales.

La edad actual de Juan es el doble de la de Fernando. Hace cinco afios Juan era tres veces mayor que Fernando.
Encuentre sus edades actuales.

Una bolsa contiene $3.05 en monedas de 5 y 10 centavos. Sabiendo que hay 19 monedas més de 5 que
de 25, encuentre el nimero de monedas de cada clase.

Ricardo tiene dos veces mas monedas de 10 que de 25 centavos y la suma de todas es de $6.75. ;Cuantas
monedas tiene?

Las entradas de un teatro valen 60 centavos para adultos y 25 para nifios. Sabiendo que asistieron 280 personas
y que la recaudacion fue de $140. ;Cuéantos nifios asistieron a la funcién?

Encuentre un nimero de dos cifras sabiendo que la suma se éstas es igual a 1/7 del nimero y que la cifra
de las decenas excede en 3 a la correspondiente de las unidades.

Encuentre un nimero de dos cifras sabiendo que la suma de éstas es igual a 10 y que, si se invierten, el nimero
que resulta es una unidad menor que el ndmero original.

Encuentre un nimero de dos cifras sabiendo que la de las decenas es igual a 1/3 de la correspondiente de las
unidades y que, si se invierten, el nimero que resulta es igual al doble del primitivo mas la suma de las cifras
de éste més 2 unidades.

Un comerciante adquiere una mercancia a $72. Encontrar el precio a que la debe poner en venta para que,
haciendo un descuento de 10% sobre éste, gane en la operacion 20% sobre el precio de venta.

Un empleado cobra $20 diarios cuando acude al trabajo y cuando no lo hace le descuentan $5. Sabiendo que
al cabo de 25 dias la cantidad de dinero que recibe es de $450, encuentre el nimero de dias que acudi6 al
trabajo.

En cierta fabrica trabajan 400 empleados entre hombres y mujeres. Cada hombre percibe, diariamente, $16 y
cada mujer, $12. Calcule el nimero de mujeres empleadas sabiendo que la némina diaria del personal asciende
a $5 720.

Una persona tiene invertidas $450, una parte a 2% Y la otra a 3% de interés simple. Sabiendo que los intereses
que percibe anualmente ascienden a $11, encuentre las cantidades que tiene colocadas a los referidos tipos de
interés.

Una persona ha invertido $2 000 a 7% y $5 000 a 4% de interés simple. Encuentre la cantidad que debe colo-
car a 6% para que el total invertido le resulte a un interés de 5%.

Encuentre las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su perimetro es igual a 110 pies y que su longitud
es 5 pies mas pequefia que el doble de su altura.
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13.43

13.44

13.45

CAPITULO 13 ECUACIONES LINEALES CON UNA INCOGNITA

b)

c)

d)

€)

a)

b)
c)
d)

e)

f)

9)

a)

b)

d)

e)

f)

9)

b)

c)

Encuentre las dimensiones de una puerta rectangular sabiendo que su altura es 8 pies mayor que su anchura y
que, si se aumentan sus dimensiones en 2 pies, el area se incrementa en 60 pies®.

El 4rea de un cuadrado excede a la de un rectangulo en 3 pulgadas®. Encuentre el lado del cuadrado sabiendo
que la anchura del rectangulo es 3 pulgadas mas pequefia que el lado del cuadrado, y que la altura de aquel es
4 pulgadas mayor que éste.

El perimetro de un triangulo rectangulo es igual a 40 pulgadas. Sabiendo que uno de los catetos mide 15 pul-
gadas, encuentre la longitud de los otros dos lados.

La longitud de una piscina es igual al doble de su anchura. Determine sus dimensiones sabiendo que su con-
torno tiene 4 pies de anchura y un area de 784 pies®.

Mezclando un aceite de 28 centavos/cuarto con otro de 33 centavos/cuarto se quieren obtener 45 cuartos de
un producto al precio de 30 centavos/cuarto. Calcule las cantidades que se deben tomar de cada uno de los
tipos de aceite.

Encuentre la masa de agua que se debe afiadir a 50 libras de una solucion de acido sulfirico a 36% para obte-
ner una solucion a 20%. Los porcentajes son valores en masa.

Calcule el nimero de cuartos de alcohol puro que se deben afiadir a 10 cuartos de una solucion a 15% para
obtener una solucién de alcohol a 25%. Los porcentajes son valores de volumen.

Se dispone de 60 galones de una solucion de glicerina y agua a 50%. Encuentre el volumen de agua que se
debe afadir para reducir la concentracion de glicerina al 12%. Los porcentajes son valores de volumen.

El radiador de un jeep tiene una capacidad de 4 galones. Se encuentra lleno de una solucion anticongelante
de agua y glicerina a 10%. Encuentre el nimero de galones de solucion que deben reemplazar por igual de
glicerina para que la solucion resultante sea de 25%. Los porcentajes son valores en volumen.

Se tienen 1 000 cuartos de leche con 4% de nata. Determine cuantos cuartos de leche, con un contenido en
nata de 23% se deben separar de los anteriores para obtener una leche cuyo porcentaje de nata sea de 3%. Los
porcentajes son valores en volumen.

Se dispone de 10 toneladas de un carbon con un contenido de azufre de 2.5%, y de otros dos tipos de carbén
cuyos contenidos en azufre son 0.8 y 1.10%, respectivamente. Encuentre las cantidades de estos ultimos que
se deben mezclar con las 10 toneladas del primero para obtener 20 toneladas de carbdn con un contenido de
azufre de 1.7%.

Dos motoristas, a una distancia uno del otro de 225 millas, empiezan a moverse a las 4. 30 pm en sentido con-
trario. Sabiendo que sus velocidades medias son de 40 y 45 millas/hora, calcule a qué hora se encontraran.
Dos aviones parten del mismo lugar y a la misma hora volando en direcciones opuestas. La velocidad de
uno de ellos es 40 millas/hr mayor que la del otro. Sabiendo que al cabo de 5 horas se encuentran a 2 000
millas de distancia, encuentre sus velocidades medias.

Encuentre la velocidad a la que debe viajar un motorista A para alcanzar a otro B que marcha a una velocidad
de 20 millas/hr, sabiendo que A, partiendo 2 hr después que B, desea alcanzarlo en 4 horas.

Un motorista parte de una ciudad A a las 2:00 p m. y viaja hacia la ciudad B a una velocidad de 30 millas/hora.
Después de permanecer en B durante 1 hora, regresa por el mismo camino a una velocidad de 40 millas/hr y
llega a A a las 6:30 p.m. Encuentre la distancia entre Ay B.

Un automovilista recorre una distancia de 265 millas. Durante la primera parte del viaje marcha a una ve-
locidad de 40 millas/hr y el resto lo hace a 35 millas/hr. Sabiendo que la duracién del viaje fue de 7 horas,
encuentre el tiempo que estuvo marchando a la velocidad de 40 millas/hr.

La velocidad de una canoa, en aguas en reposo, es de 8 millas/hr. Sabiendo que recorre 20 millas a favor de la
corriente en el mismo tiempo que recorre 12 millas en contra de ella, encuentre la velocidad de la corriente.
La velocidad de un avion, en aire en reposo, es de 120 millas/hr. Cuando marcha en favor del viento recorre
una cierta distancia en 4 horas, pero cuando va en contra de él recorre solamente los 3/5 de la misma en igual
tiempo. Encuentre la velocidad del viento.

Un granjero puede trabajar un cierto terreno a una velocidad tres veces mayor que la de su hijo. Trabajando
juntos invierten 6 horas en realizar la labor. Encuentre el tiempo que tardarian en realizarlo trabajando por
separado.

Un pintor puede realizar un trabajo en 6 horas y su ayudante puede hacerlo en 10 horas. El pintor comienza a
trabajar y al cabo de 2 horas se incorpora al trabajo su ayudante. Encuentre el tiempo que tardaran en comple-
tar el trabajo en cuestion.

Un grupo de operarios puede realizar un trabajo en 8 dias. Después de que este grupo ha estado trabajando 3
dias, se incorpora un segundo grupo y, juntos, terminan el trabajo en otros 3 dias mas. Encuentre el tiempo que
tardaria en realizar dicho trabajo el segundo grupo trabajando por si solo.
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d) Dos grifos llenan un depdsito en 10 y 15 minutos, respectivamente. Los dos grifos anteriores y un tercero,
actuando todos simultaneamente, llenan el dep6sito en 4 minutos. Encuentre el tiempo que tardaria en llenarse
el depdsito empleando solamente el tercer grifo.

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

13.34 a) x=3 d x=5 g) x=-1/2 i) x=1/4
b) y=4 e) t=-6 h) todos los valores de x (identidad) ky y=5
c) x=4/3 f) x=1/11 i) z=22 ) x=-1
a+b bc — ad ac + bc
13.35 = =2 " i = =" =
a) x=4p ' c) X > sia# b d) x I— e) b
b) y=-2 sia+# 2b
1336 a) 5x +2 j) Edad de Javier x, Edad de Carlos x + 6, Edad de Pablo 2x
b) 2x—6 k) B=x° A+ (2x + 20)°,C + (160 — 3x)°
c) x+25x I) Un lado es x, el lado adyacente es 3x — 3.
d X3 (x+ 172 (x + 2)?° Perimetro + 8x — 6, area = 3x®> — 3x
X
9) 5x — 402 m) m
f) (2x + 1)* donde x = entero
g) x2—2x n) glibras de sal
h) 8x

i) (2x + 2)*> — (2x)% x = entero
1337 a) 30 h) 34,14 c) 20,22 d) 2511 e)1517 f) 16,6,32
13.38 a) Padre 40, hijo 16 b) Leticia 24, Begofia 9 c) Juan 20, Fernando 10

13.39 a) monedas de 10 centavos, monedas de 5 centavos b) monedas de 25 centavos, monedas de 10 centavos
¢) 200 adultos, 80 nifios

1340 a) 63 b) 37 c) 26
1341 a) $100 b) 23dias c) 170 mujeres d) $200 a 3%, $250 a 2% e) $1000
13.42 a) ancho 20 pies, altura 35 pies d) otro cateto 8 pies, hipotenusa 17 pies

b) ancho 10 pies, altura 18 pies e) 30 pies por 60 pies

¢) 9 pulgadas

13.43 a) 18 cuartos de 33¢, 27 cuartos de 28¢ e) 2/3 galones

b) 401b f) 50 cuartos
c) 4/3 cuartos g) 6.7 toneladas de 0.80%, 3.3 toneladas de 1.10%
d) 190 galones

13.44 a) 7:30 p.m. c) 60 millas/hora e) 4hora g) 30 millas/hora
b) 180, 220 millasfhora d) 60 millas f) 2 millas/hora

1345 a) Papa8hr hijo24hr b) 2ihr c) 12dias d) 12 minutos
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1 4 ECUACIONES
DE RECTAS

14.1 PENDIENTE DE UNA RECTA

La ecuacién ax + by = c, siendo a y b diferentes de cero y a, b y ¢ nimeros reales, es la forma estandar (o general)
de la ecuacion de una recta.
La pendiente de una recta es la razon del cambio en y comparada con el cambio en x.

cambioeny

Pendiente = —————
cambio en x

Si (X, Y,) ¥ (X, Y,) son dos puntos sobre una recta y m es la pendiente de la recta, entonces

— Y1
m= 2791 donde X, # X;.
X2 — X1

EJEMPLO 14.1 (Cual es la pendiente de la recta que pasa por los puntos (5, —8) y (6, 2)?

moY2=y1i_2-(-8 _10_ .

La pendiente de la recta que pasa por los dos puntos (5, —8) y (6, 2) es —10.

EJEMPLO 14.2 (Cual es la pendiente de la recta expresada por la ecuacion 3x — 4y = 12?

Primero es necesario encontrar los dos puntos que satisfacen la ecuacion de la recta 3x — 4y = 12. Si x = 0, entonces
3(0) — 4y = 12y y = —3. Por ende, un punto es (0, —3). Si x = —4, entonces 3(—4) — 4y = 12 yy = —6. Por lo que,
(—4, —6) es otro punto que se encuentra sobre la recta.

moYe=yi_—3-(-6)_3
X2 — X1 0—(—4) 4

La pendiente de la recta 3x 4y = 12 es 3/4.

En el ejemplo 14.1, la pendiente de la recta es negativa. Esto significa que, conforme se observa la gréfica de la
recta de izquierda a derecha, a medida que x aumenta y disminuye (consulte la figura 14-1). En el ejemplo 14.2, la
pendiente es positiva, lo que significa que conforme x aumenta y también lo hace (consulte la figura 14-2).

La recta horizontal y = k, donde k es una constante, tiene una pendiente igual a cero, ya que todos los valores
dey son los mismos, y, —y, = 0.

128
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14.2 RECTAS PARARELAS Y PERPENDICULARES 129

YA YA

Figura 14-1 Figura 14-2

La recta vertical x = k, donde k es una constante, no tiene pendiente, es decir, ésta no se encuentra definida, ya
que todos los valores de x son los mismos, x, — x, = 0y la division entre cero no esta definida.

14.2 RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES
Dos rectas no verticales son paralelas si y sélo si sus pendientes son iguales.
EJEMPLO 14.3 Demuestre que la figura PQRS que tiene como Vvértices a los puntos P(0, —2), Q(—2, 3), R(3, 5) y S(5,

0) es un paralelogramo. o o
El cuadrilatero PQRS es un paralelogramo si PQ y RS son paralelas y PS y QR son también paralelos entre si.

o 3-(-2)_5_ 5 e (mey - 0—5 _ 5

pendiente (PQ) = ——"=—=—7 y pendiente (RS)= - — =7
o 0-(-2) 2 ionte (OR) = > —3  _2

pendiente (PS) = 5-0 & y  pendiente (QR) = 3-(-2) 5

Puesto que las rectas PQ y RS tienen la misma pendiente, éstas son paralelas y ya que las rectas PS y QR también tienen
la misma pendiente, son paralelas también. Por lo tanto, los lados opuestos de PQRS son paralelos, ya que PQRS es un
paralelogramo.

EJEMPLO 14.4 Demuestre que los puntos A(0, 4), B(2, 3) y C(4, 2) son colineales, esto es, ambos se encuentran en la
misma recta.

Los puntos A, B 'y C son colineales si las pendientes de las rectas que forman cualquier par de estos puntos son las
mismas.

w

pendiente (AB) = $-4__

~0 y pendiente BC) = — = —

N
N -

Las rectas AB y BC tiene la misma pendiente y comparten un punto en comun, B, por lo que dichas rectas forman la misma
rectas. Por lo tanto, los puntos A, B y C son colineales.

Dos rectas no verticales son perpendiculares si y sélo si el producto de sus pendientes es igual a —1. Se dice que
la pendiente de una recta es reciproca y de signo contrario respecto a la pendiente de la otra recta.
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130 CAPITULO 14 ECUACIONES DE RECTAS

EJEMPLO 14.5 Demuestre que la recta que pasa a través de los puntos A(3, 3) y B(6, —3) es perpendicular a la recta
que pasa por los puntos C(4, 2) y D(8, 4).

. _3_ — . 4-2 2 1
pendiente (AB) = # = —6 =-2 y  pendiente CD) = —— =- =

Puesto que (—2)(1/2) = —1, las rectas AB y CD son perpendiculares.

143 FORMA PENDIENTE-ORDENADAAL ORIGEN DE LA ECUACION DE UNA RECTA

Si una recta tiene una pendiente m y una ordenada al origen y igual a (0, b), entonces para cualquier punto (X, y),
donde x # 0, sobre la recta se tiene

La forma pendiente-ordenada al origen de la ecuacion de una recta con pendiente m y ordenada al origen b es
y =mx + b.

EJEMPLO 14.6 Encuentre la pendiente y la ordenada al origen de la recta 3x + 2y = 12.
Se despeja y en la ecuacion 3x + 2y = 12 para obtener y = —3x + 6. La pendiente de la recta es —3 y la ordenada al
origen es 6.

EJEMPLO 14.7 Encuentre la ecuacion de la recta cuya pendiente es —4 y tiene como ordenada al origen 6.
La pendiente de la recta es —4, por lo que m = —4 vy la ordenada al origen es 6, asi que b = 6. Sustituyendo en la
formay = mx + b, se obtiene y = —4x + 6 como ecuacion de la recta.

144 FORMA PUNTO-PENDIENTE DE LA ECUACION DE UNA RECTA

Si una recta tiene como pendiente m y pasa por el punto (x,, y,), entonces para cualquier punto (x, y) sobre dicha
recta, se tienequem = (y — y,)/(Xx — X)yy —y, = m(x — x,).
La forma punto-pendiente de la ecuacion de unarectaesy —y, = m(x — x,).

EJEMPLO 14.8 Escriba la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1, —2) y tiene una pendiente de —2/3.

Puesto que (x,, y,) = (1, —2) y m = —2/3, se sustituyen estos valores eny — y, = m(x — x,) para obtener asi y + 2
= —2/3(x — 1). Simplificando se obtiene 3(y + 2) = —2(x — 1), y por ultimo, 2x + 3y = —4.

La ecuacion de la recta que pasa por (1, —2) con una pendiente de —2/3 es 2x + 3y = —4.

145 FORMA DE DOS PUNTOS DE LA ECUACION DE UNA RECTA

Si la recta pasa por los puntos (x, y,) ¥ (X, ¥,), ésta tendra como pendiente m = (y, — y,)/(X, — X,) si X, # X,.
Sustituyendo los valores en la ecuaciony —y, = m(x — x,), se obtiene

Yo—Y1
X2 — X1

y—y1 = (X = x1).

La forma de los dos puntos de la ecuacién de la recta es

_Y2e—V1,. .
y yl—r_xl(x X1)  Si Xo# Xq.

Si x, = x,, se obtiene al recta vertical x = x,. Siy, =y,, se obtiene la recta horizontal y =y, .
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EJEMPLO 14.9 Escriba la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (3, 6) y (—4, 4).
Sea (x,,y,) = (3,6) y (x,, ¥,) = (—4, 4) y sustitdyalos en

_Y2—V1,
Y=y = T K
4—6
y—6—_4_3(x—3)
~7(y - 6) = —2(x — 3)
—T7y=42=-2x=6
2Xx— 7y = —36

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos (3, 6) y (—4, 4) es 2x — 7y = —36.

14.6 FORMA DE INTERSECCION DE LA ECUACION DE UNA RECTA
Si una recta intercepta el eje x en a y al eje y en b, significa que pasa por los puntos (a, 0) y (0, b). La ecuacion de
la recta es,

:O—b
a—0

y—b (x—0) sia# 0,

que se puede simplificar como bx + ay = ab. Si tanto a como b son diferentes de cero, se obtiene x/a + y/b = 1.
Si una recta intercepta al eje xen ay al eje y en b y tanto a como b son diferentes de cero, la ecuacion de la recta
es,

(o
I
=

Q| X

EJEMPLO 14.10 Encuentre las intercepciones de la recta 4x — 3y = 12.
Se divide la ecuacion 4x — 3y = 12 entre 12 a fin de obtener,

Yy
+ =1
—4 1

w| x

La interceptacion con el eje x es 3y con el eje y es —4 para la recta 4x — 3y = 12.

EJEMPLO 14.11 Escriba la ecuacién de la recta que intercepta al eje xen 2 y al ejey en 5.
Setiene que a = 2 y b = 5 para la ecuacién

X,y
S+l=1
a b
. . X oy
Sustituyendo se tiene 3 + 5= 1.
Simplificando se tiene 5x + 2y =10

La recta que intercepta al eje xen 2 y al eje y en 5 es 5x + 2y = 10.

Problemas resueltos

14.1 ;Cual es la pendiente de la recta que pasa por cada par de puntos siguientes?

a 41)y@e6 b G9Yy(T4 o (-4Dy(-43) d(-32y(22
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14.2

14.3

14.4

CAPITULO 14 ECUACIONES DE RECTAS

SOLUCION

6—-1 5 .
a m= =43 La pendiente de larectaes 5/3

4-9 5 .
by m= 73— "2 La pendiente de la rectaes —5/4

3-1 2 . . ..

c) m= 7 " =0 La pendiente no esta definida para esta recta.
d m= 2=z 0. 0 La pendiente de larectaes 0

2-(-3) 5 P :

Determine si la recta que pasa por lo puntos Ay B es paralela, perpendicular o ninguna de las opciones ante-
riores a la recta que pasa por los puntos C y D.

a) A 4),B(3,8),C(5, 1),y D(4, —3)
b) A(2, —3), B(~4,5), C(0, —1), y D(—4, —4)
c) A(L 9), B(4,0), C(0, 6),y D(5, 3)

d) A8, —1),B(2, 3), C(5, 1), y D2, —1)

SOLUCION
_ . 8—-4 4 o —3-1 -4
a) pendiente (AB) = 32 1" 4; pendiente (CD) = e 4
Puesto que las pendientes son iguales, las rectas AB y CD son paralelas.
5-(-3) 8 ~4—-(-1) -3 _3

4 . o
= —__: D) = =_-==
7 - 3 pendiente (CD) -0 il

Puesto que (—4/3)(3/4) = —1, las rectas AB y CD son perpendiculares.
o 0-9 -9 . o 3-6 3
c) pendiente (AB) = -1 3 ° —3;  pendiente (CD) = 5-0- 5
Puesto que las pendientes no son iguales y su producto no es —1, las rectas AB y CD no son paralelas ni perpen-
diculares.

b) pendiente (AB) =

3-(-1)_ 4 2 o —1-1 -2 2
-8 6 3 pendiente (CD) = —— = — ==

Puesto que las pendientes no son iguales y su producto no es —1, las rectas AB y CD no son paralelas ni perpen-
diculares.

d) pendiente (AB) =

Determine si los tres puntos dados son colineales o no.

a) (0! 3)! (1! 1)! y (21 _1) b) (1! 5)! (_21 _1)! Yy (_31 _4)

SOLUCION
1-3 -2 -1-1 =2
) Mm=15 7= "2 Y M5 =g=-2

Puesto que la recta que pasa por los puntos (0, 3) y (1, 1) y la que pasa por (1, 1) y (2, —1) tienen la misma pen-
diente, los puntos (0, 3), (1, 1) y (2, —1) son colineales.

Puesto que la pendiente de la recta que pasa por (1, 5) y (=2, —1) y la que pasa por (=2, —1) y (=3, —4) son
diferentes, los puntos (1, 5), (—2, —1) y (—3, —4) no son colineales.

Escriba la ecuacion de la recta que tiene como pendiente m y que intercepta al eje y en b.

a) m=-2/3,b=26 b) m=-3,b=—-4 c) m=0,b=38 d m=3b=0
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SOLUCION

a) y=mx+b=-2/3x +6 2x + 3y = 18
b) y=mx+b=—-3x24 X+y=—4
C) y=mx+b=0x+8 y=28

d y=mx+b=3x+0 AXx—y=0

Escriba la ecuacion de la recta que pasa por el punto P y tiene una pendiente m.

a) P(2,5,m=4 b) P1L4,m=0 ¢ P(-1,-6,m=14 d) P@2 —-3),m=—3/7

SOLUCION

Se utiliza la formulay —y, = m(x — x,).

a) y—-5=4x-2) 4x —y=3
by y=4=0(x-1) y=4

c) y—(—6)=1/4(x—(-1) X — 4y = 23
d y—(=3)=-317x—-2) X+ 7y=-15

Escriba la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py Q.

a) P(1, —4),0(2,3) c) P(—=1,4),Q(3,4) e) P(7,1),Q(8,3)
b) P(6, _1)1 Q(O, 2) d) P(l, 5)! Q(_2l 3) f) P(4, _1)1 Q(4l 3)

SOLUCION
3—(—4)

a) y—-3= 51 (x—2) y—3=7(x—-2) x—y=11
b) y,gzzo‘f_el)(xfo) y—2=-1/2x x+2y =4
) y—4=%(x—3) y—4=0(x—3) y=4

d) y—3=_2__1(x—(—2)) y—3=2/3(x+2) 2x — 3y = —13
&) y_3=2:7;(x_8) y—3=2(x—8) 2%y =13

f) Puesto que los puntos Py Q tienen el mismo valor de x, la pendiente no esta definida. Sin embargo, la recta
que pasa por P y Q debe tener como coordenada x a 4 en todos sus puntos. Por lo tanto, la rectaes x = 4.

Escriba la ecuacion de la recta que intercepta al eje xen —3 y al eje y en 4.

SOLUCION

oI

asf

Il
[N

X oy
R - _
3+4 1 4x — 3y 12

@ | X

Escriba la ecuacion de la recta que pasa por el punto (—5, 6) y que es paralela a la recta 3x — 4y = 5.

SOLUCION

Escriba la ecuacién 3x — 4y = 5 en la forma pendiente-ordenada al origen a fin de identificar su pendiente, y =
3/4x — 5/4. Puesto que la forma esy = mx + b, m = 3/4. Las rectas paralelas tienen la misma pendiente, por lo
que la recta que se desea tiene una pendiente de 3/4.

Ahora que se tiene la pendiente y un punto por el que pasa la recta, se puede escribir la ecuacion mediante la
forma punto-pendiente: y —y, = m(x — x,). Sustituyendo se obtiene y — 6 =3/4 (x+5). Simplificando se obtiene
4y — 24 = 3x + 15y, por altimo, 3x — 4y = —39. La ecuacion que se desea es 3x — 4y = —39.
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134 CAPITULO 14 ECUACIONES DE RECTAS

14.9 Escriba la ecuacién de la recta que pasa por el punto (4, 6) y es perpendicular a la recta 2x — y = 8.

SOLUCION

En la forma pendiente-ordenada al origen, la recta dada esy = 2x — 8. La pendiente de la recta es 2, por lo que la
pendiente de la recta perpendicular es el reciproco y de signo contrario de 2, es decir —1/2. Se desea escribir la
ecuacion de la recta con pendiente de —1/2 y que pase por el punto (4, 6). Por lo tanto, y — 6 = —I1/2(x — 4), por
loque2y — 12 = —x + 4, por ultimo, x + 2y = 16. La recta que se busca es x + 2y = 16.

Problemas propuestos

14.10 ¢Cudl es la pendiente de la recta que pasa a través de cada uno de los pares de puntos siguientes?

a) (-1,2), (4, -3) 0) (54,05 -2 e) (—1,5),(-2,3)
b) 3,4) (=4 —3) d (=53),(23) f) (7.3, -3)

14.11 Determine si la recta que pasa por los puntos Py Q es paralela, perpendicular o ninguna de las opciones anteriores
a la recta que pasa por los puntos Ry S.

a) P(4,2),0Q(8,3),R(—2,8),yS(, —4)
b) P(0, —5), Q(15, 0), R(1, 2), y S(0, 5)
c) P(—7,8),Q(8, —7),R(—8,10),y S(6, —4)
14.12 Determine una constante k real tal que las rectas AB y CD sean 1) paralelas y 2) perpendiculares.

a) A(2 1),B(6,3),C(4,k),yD(3, 1)
b) A(1,Kk),B(2, 3),C(1,7),y D3, 6)
c) A(9,4),B(k, 10), C(11, — 2),y D(-2,4)
d) A(1,2),B(4,0),Ck,2),yD(1, —-3)
14.13 Determine si los tres puntos proporcionados son colineales o no.
a) (=3,1),(-11,-1),y(-15-2) b)) (1,1).,(42).,y(23)
14.14 Escriba la ecuacion de la recta que tiene como pendiente m y como ordenada al origen b.

-2 e) m=-12b=3

a) m=-3,b=4 c) m=2/3,b=
b =0 f) m=-5/6,b=1/6

b) m=0,b=-3 d) m=4
14.15 Escriba la ecuacion de la recta que pasa por el punto P y tiene como pendiente m.

a) P(=52),m=-1 c) P4, -1),m=2/3 e) P(2,6),m= -5
b) P(—4,-3),m=4 d) P(0,4),m= —4/3 f) P(=1,6),m=0

14.16 Escriba la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P y Q.

a) P(1,2),Q(24) d) P(10, 2), Q(5, 2) 9) P(-1,3),Q(0,6)

b) P(1.6, 3),Q(0.3,1.4) e) P(3,6),Q(—3,8) h) P(0,0), Q(—3, 6)

c) P(0.7,3),Q(0.7, —3) f) P(—4,2),Q(2,4%)
14.17 Escriba la ecuacion de la recta que intercepta al eje x en la coordenada a 'y al eje y en la b.

a) a=-2,b=-2 b) a=6,b=-3 c) a=-12,b=4 d a=6,b=1/3
14.18 Escriba la ecuacion de la recta que pasa por el punto P y es paralela a la recta I.

a) P(2,—4),rectal:y=4x—6 c) P(—1,—1),rectal:4x +5y =5
b) P(1,0),rectal:y=3x +1 d) P(3,5),rectal: 3x — 2y = 18
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14.19 Escriba la ecuacidn de la recta que pasa por el punto P y es perpendicular a la recta I.

a) P(2, —1),rectal: x = 4y c) P@,1),rectal:3x —2y =14
b) P(0, 6), rectal: 2x + 3y =5 d) P(1, —2),rectal:4x +y =7

14.20 Determine si el tridngulo cuyos vértices son A, B'y C es un triangulo rectangulo.

a) A4, 0),B(7,-7),yC(2 —5) ©) A 1),B(3, —1),yC(, —2)
b) A(5,8), B(—2, 1),y C(2, —3) d) A(-6,3),B(3, —5),y C(~1,5)

14.21 Demuestre por medio de pendientes que las diagonales PQ y QS de un cuadrilatero PQRS son perpendiculares.
a) P(0, 0), Q(5, 0), R(8, 4), y S(3, 4) b) P(23,0), Q(6,23), R(7, 5), y S(3, 3)

14.22 Demuestre que los puntos P, Q, Ry S son los vértices del paralelogramo PQRS.
a) P(5,0),Q(8 2),R(6,5),yS(3,3 b) P(—9 0),Q(—10, —6), R(4, 8), y S(5, 14)

14.23 Escriba la ecuacion de la recta que pasa por el punto (7, 3) y es paralela al eje x.

14.24 Escriba la ecuacion de la recta horizontal que pasa por el punto (—2, —3).

14.25 Escriba la ecuacidn de la recta vertical que pasa por el punto (2, 4).

14.26 Escriba la ecuacion de la recta que pasa por (5, 8) y es perpendicular al eje x.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

1410 a) -1 b) 1 €) no esta definida d 0 e) 2 f) 26

14.11 a) perpendicular, pendientes 1/4y —4 c) paralela, pendientes —1y —1
b) perpendicular, pendientes 1/3y —3 d) ninguna, pendientes —5/3y —1

1412 a) (1)32(2) -1 ¢) (1)—-4 (2)153/13
b) (1)772(2)1 d) (1) —13/2 (2) 13/3

1413 a) sim=1/4 b) no: las pendientes no son iguales

1414 a) y=—-3x+4 c) 2x—3y =6 e) X+2y=6
by y=-3 d) y=4x f) 5x+6y=1
1415 a) x+y=-3 c) 2x—3y=11 e) 5x+y=16
b) 4x—-y=-13 d) 4x+3y=12 f y==6
1416 a) y=2x c) 10x=7 e) x+3y=21 g) 3x—y=-6
b) 80x —65y=—67 d) y=2 f) x—3y=-10 h) y=—2x
1417 a) x+y=-2 b) x—2y=6 c) 8&—y=-4 d x+18y=6
1418 a) y=4x—12 b) y=3x—3 c) 4x+5y=-9 d 3x—2y=-1
1419 a) 4x+y=7 b) 3x—-2y=-12 c) 2x+3y=5 d x—4y=9
1420 a) siAC L BC b) siAB L BC c) siAB L BC d) siAC L BC

14,21 a) si: las pendientes son 1/2y —2 b) si: las pendientes son 1/2y —2

www. FreelLibros.com



136

14.22
14.23
14.24
14.25

14.26

CAPITULO 14 ECUACIONES DE RECTAS

a) si:PQ|IRSyQR|SP

b) si:PQIIRSyQRIISP
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SISTEMAS DE
ECUACIONES LINEALES
SIMULTANEAS

15.1 SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES

Una ecuacién lineal con dos incognitas x y y es de la forma ax + by = ¢, donde a, b y ¢ son constantes y a, b son
diferentes de cero. Considerando dos ecuaciones de este tipo

aix + bly =C1
arx + bzy =Cy

se dice que hay un sistema de ecuaciones lineales simultaneas con dos incognitas o un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas. Todo par de valores de x y y que satisfagan ambas ecuaciones simultdneamente recibe el
nombre de solucién del sistema.

Por ejemplo, la solucidn del sistemax +y =7y x-y = 3es (5, 2).

A continuacion se estudian tres métodos para la resolucion de dichos sistemas de ecuaciones lineales.

A. Maétodo de suma o resta. Si fuere necesario, multiplique las ecuaciones dadas por nimeros tales que hagan que
los coeficientes de una de las incognitas en las ecuaciones resultantes sean numéricamente iguales. Si los signos
de los coeficientes iguales son diferentes, sume las ecuaciones resultantes; si son iguales, réstelas. Por ejemplo,

1) 2x—y=4
(2) X+ 2y = -3
Para eliminar y, multiplique (1) por (2 y sume la ecuacion resultante con la (2), y obtendra,
2x(1):4x—-2y=8
(2 x+2y=-3
Suma: 5x =5 0 x=1.

Sustituyendo x = 1 en (1) se obtiene 2—-y = 40y = —2. Por lo tanto, la solucion simultanea de (1) y (2) es
1,2).
Comprobacidn: Asigne el valor x = 1,y = —2 en la ecuacion (2) para obtener 1 +2(—2) ? -3, —3 = —3.

137

www. FreelLibros.com



138 CAPITULO 15 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

B. Método de sustitucion. Encuentre el valor de una de las incdgnitas en cualquiera de las ecuaciones dadas y
sustituya este valor en la otra ecuacion.

Por ejemplo, considere el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2) anteriores. A partir de (1) se obtiene
y = 2x— 4y se sustituye este valor en la ecuacion (2) con el fin de obtener x + 2(2x—4) = —3, lo cual se reduce
ax = 1. A continuacidn se sustituye el valor x = 1 en cualquiera de las dos ecuaciones originales para obtener
y = —2. Lasolucion es (1, -2).

C. Método grafico. Consiste en realizar la grafica de ambas ecuaciones para obtener las dos lineas rectas. La
solucion la proporcionan las coordenadas (x, y) del punto de interseccion de éstas lineas. La figura 15-1 muestra
que la solucion simultanea de (1) 2x -y =4y (2) x + 2y = =3 esx = 1,y = -2, la cual se puede escribir
también como (1, —2).

Si las lineas son paralelas, el sistema de ecuaciones es incompatible, es decir, no tiene solucion. Por ejemplo, (3)
X +y =2y (4) 2x + 2y = 8 son incompatibles, como se muestra en la figura 15-2. Observe que si la ecuacién (3)
se multiplica por 2, se obtiene 2x + 2y = 4 que, evidentemente, es incompatible con (4).

Las ecuaciones dependientes estan representadas por una misma recta. Por consiguiente, todos los puntos de la
recta constituyen una solucion y, en definitiva, el sistema tendra infinitas soluciones. Por ejemplo, (5) x +y =1y
(6) 4x + 4y = 4 son ecuaciones dependientes como se muestra en la figura 15-3. Observe que si (5) se multiplica
por 4 es resultado es (6).

/“ a,-2) i

Ecuaciones compatibles Ecuaciones incompatibles Ecuaciones dependientes
1) 2x—y=14 1) x+y=2 1) x+y=1
2) x+2y=-3 (2) 2x+2y =38 (2 4x+4y=14
Figura 15-1 Figura 15-2 Figura 15-3

15.2 SISTEMAS DE TRES ECUACIONES LINEALES

Un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas se resuelve mediante la eliminacién de una incégnita de
cualquier par de ecuaciones y, después, eliminando la misma incdgnita de cualquier otro par de ecuaciones.

Las ecuaciones lineales con tres incdégnitas representan planos y es factible que representen dos o mas planos
paralelos, los cuales serian incompatibles y no tendrian solucion. Los tres planos podrian coincidir o intersecarse
formando una linea comun y ser dependientes. Los tres planos podrian intersectarse en un solo punto, por ejemplo
en el caso de un techo y dos paredes que formen la esquina de una habitacidn y ser compatibles.

Las ecuaciones lineales con tres incégnitas X, y y z son de la forma ax + by+ cz = d, donde a, b, ¢ y d son
numeros reales y a, b y ¢ no pueden ser iguales a cero simultineamente. Si se consideran tres ecuaciones que
cumplan con lo anterior,

aix + bly +ciz=d;
aX + by +cz =dp
agx +bgy 4+ c3z = ds
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y se encuentra un valor (X, y, z) que satisfaga a las tres ecuaciones, se dice que se tiene una solucién simultanea al
sistema de ecuaciones.

EJEMPLO 15.1 Resuelva el sistema de ecuaciones 2x + 5y + 4z =4,x + 4y +3z=1,yx —3y — 2z = 5.

(1) 2x+5y+4z=14
() x+4y+3z=1
(B) x—3y—-2z=5

En primera instancia se procederd a eliminar x de (1) y (2) y de (2) y (3).

2x+5y+4z= 4 X+4y+3z= 1
—2X—8y — 6z = -2 —X+3y+2z=-5
(4) —3y—-2z= 2 (5) 7y +5z2=—4

A continuacién se elimina z de las ecuaciones (4) y (5).

—15y — 10z = 10
14y + 10z = -8
6) -y =2

Luego se despejay en (6) y se obtieney = —2.
Sustituyendo en (4) o (5), se despeja z.

@) —3-2)—-2=2

+6—-22=2
—271=—-4
z2=2

Sustituyendo en (1), (2) o (3), se despeja x.

(@) 2x +5(-2) +4(2) = 4

2x—10+8=4
2x—2=4

2x =6

X=3

La solucion del sistema de ecuaciones es (3, —2, 2).
Se comprueba la respuesta sustituyendo el punto (3,—2,2) en las ecuaciones (1), (2) y (3).

(1) 2(3)+5(-2) +4(2) 24 () 3+4(-2)+3(2) 71 () 3-3(-2)—2(2)?5
6— 10 + 8 24 3-8 +6 21 3+6 -4 2?5
4=4 1=1 5=5

Asi, el valor (3, —2, 2) se verifica en cada una de las tres ecuaciones originales por lo que es la solucién al
problema.
Problemas resueltos

Resuelva los sistemas siguientes:

151 (1) 2x—y=4
2) x+y=5

SOLUCION Sumando (1) y (2) se obtiene 3x = 9, x = 3.
Sustituyendo x = 3 en (1) 0 en (2) se obtieney = 2. La solucionesx = 3,y = 20 (3, 2).
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Otro método: A partir de (1) se obtiene y = 2x — 4 y sustituyendo este valor en la ecuacion (2) se llega a
X+ 2x—-4 =5,3x =9, x = 3. Sustituyendo x = 3 en (1) o en (2) se obtiene y = 2.

Comprobacion: 2x—-y =23)-2=4yx+y=3+2 =5,

Solucion grafica. La representacion de una ecuacidn lineal es una linea recta. Como una recta queda determi-
nada por dos puntos, basta con representar dos puntos de cada ecuacién. Sin embargo, para obtener una precision
mayor se pueden representar tres puntos de cada recta.

X -1 0 1
Para2x —y = 4:

y —6 —4 -2

X -1 0 1
Parax +y =5:

y 6 5 4

Figura 15-4

152 (1) 5x+2y=3
(2) 2x+3y= -1

SOLUCION Para eliminar y, se multiplica (1) por 3y (2) por 2 y se restan los resultados.

3x(1): 15x+6y= 9
2x(2): 4x+6y=-2

Resta: 11x =11 0 X =1

Sustituyendo x = 1 en (1) o en (2) se obtiene y = —1. La solucién del sistema es (1,—1).

153 (1) 2x+3y=3
(2) 6y 6x=1

SOLUCION Reordenando (2),

(1) 2x+3y=3
(2) —6x +6y =1
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15.5

15.6

15.7
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Para eliminar x, se multiplica (1) por 3 y se suma el resultado con (2) obteniendo

3x (1): 6x+9y = 9
(2: —-6x+6y= 1

15y =10 0 y =2/3.

Sustituyendo y = 2/3 en (1) 0 en (2) se obtiene x = 1/2. La solucién es (1/2, 2/3).

(1) 5y =3 —2x
(2 3x+2y+1

SOLUCION  Se aplica el método de sustitucion

A partir de (1), y =

Sustituyendo el valor en (2) se obtiene

3x:2<3_52X>+1 o x=1%

19
Luego y = 3-2x _3-2(11/19) 7
5 5 19
la solucion es Hr
y 19'19)
Xx—2 y+1
1. —+2——=2
3 6
x+3 2y-1
2. ———~—=1
4 2

SOLUCION Para quitar denominadores, se multiplica (1) por 6 y (2) por 4 y simplificando se obtiene

(1) 2x+y =15
(21) x—4y=-1

Despejando, se obtiene

x—59 _u la solucion es ¥ 17
o' Y79 Y 9'9)

(1) x—3y=2a
(2) 2x +y + 5a
SOLUCION  Para eliminar x, se multiplica (1) por 2 y se resta (2); por lo tanto, y = a/7.

Para eliminar y, se multiplica (2) por 3y se suma con (1); por lo tanto, x = 17a /7.

La solucién es 17a a
7°'7)

1) 3u+2v=T7r+s
(2) 2u—v=3s

Se despejan uy v en funciondery s.
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15.8

15.9

15.10

15.11
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SOLUCION Para eliminar v, se multiplica (2) por 2 y se suma con (1); luego 7u = 7r + 7soseau =r + s.
Para eliminar u, se multiplica (1) por 2, (2) por —3, y se suman los resultados; luego v = 2r —s.
Lasoluciénes (r + s, 2r —s).

(1) ax + by = 2a* — 3b?
(2) x+2y=2a—6b

SOLUCION  Se multiplica (2) por ay se resta de (1); se tendra by — 2ay = 6ab — 3b? y(b — 2a) = 3b(2a — b),

_3bQa—b) _—3pbb—-2a) . _ B
y= b—2a  b_2a 3b siempre que b — 2a # 0.

Anélogamente, se obtiene x = 2a siempre que b —2a # 0.
Comprobacién: (1) a(2a) + b(—3b) = 2a? — 3b%,  (2) 2a + 2(—3b) = 2a — 6h.
Nota: Sib—2a = 00b = 2a, las ecuaciones dadas se transforman en

(1) ax + 2ay = —10a?
(21) x+2y =-10a

que son dependientes, ya que (1,) se deduce de (2,) multiplicandola por a. Por lo tanto, si b = 2a, el sistema tiene
infinitas soluciones, es decir, todos los valores de x y y satisfacen a x + 2y = —10a.

Encuentre dos nimeros cuya suma sea 28 y su diferencia 12.

SOLUCION Sean x y y los dos niimeros que se solicitan. Por lo tanto, (1) x + y =28y (2) x -y = 12
Sumando (1) y (2) se obtiene 2x = 40, x = 20. Restando (2) de (1) se obtiene 2y = 16, y =8.
Nota: Este problema también se puede resolver empleando s6lo una incdgnita. Sean los nimeros ny 28 — n.
Setendrdn-—(28-n) =12, 0sean =20y 28 -n = 8.

Encuentre una fraccion sabiendo que si el numerador se aumenta en 2 y el denominador en 1 se obtiene 1/2,
y que si el numerador se aumenta en 1y el denominador se disminuye en 2, se obtiene 3/5.

SOLUCION Sea x = numerador, y = denominador y x/y = la fraccion solicitada. Se tendra que

x+2 1 x+1 3

M 1=, 0 Hy="3 ¥y @ 5

yF1 2 0 5x—3y=-11.

Del sistema formado por (1) y (2) resultax = 2,y = 7. La fraccion pedida es 2/7.

Hace dos afios un padre era 6 veces mayor que su hijo. Encuentre sus edades actuales sabiendo que dentro de
18 afios la edad del padre sera el doble que la del hijo.

SOLUCION Seax = edad actual del padre, y = edad actual del hijo.

Ecuacion para la condicion de hace 2 afios: 1) (x—2)=6(y — 2).
Ecuacion para la condicién dentro de 18 afios: (2) (x + 18) = 2(y + 18).

Resolviendo el sistema formado por (1) y (2) se obtiene x = 32,y = 7.
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15.12 Encuentre el nimero de 2 cifras que satisfaga las 2 condiciones siguientes: (1) el cuadruplo de la cifra de las
unidades es igual al doble de la correspondiente a las decenas menos 6, (2) el nimero es igual al triple del que
se obtiene invirtiendo sus cifras menos 9.

SOLUCION Seat = cifra de las decenas y u = cifra de las unidades.
El nimero solicitado = 10t + u; invirtiendo las cifras, el nuevo nimero = 10u + t. Luego

(1) 4u=2t—6 y  (2) 10t+u=3(10u+t)—9.

Resolviendo el sistema formado por (1) y (2),t = 7, u = 2, el nimero solicitado es 72.

15.13 Cinco mesas y cuatro sillas cuestan $115; tres mesas y cuatro sillas cuestan $70. Encuentre el precio de cada
mesa y de cada silla.

SOLUCION Sea x = precio de una mesa, y = precio de una silla. Por lo tanto,

(1) 5x+8y =$115 y  (2) 3x +5y = $70.

Resuelva (1) y (2) simultdneamente y obtenga x = $15, y = $5.

15.14 Un comerciante liquida sus existencias de camisas y corbatas por $1 000; las primeras las vende a razon de
$10 el conjunto de 3 camisas y las segundas a $2 cada una. Si hubiera vendido solamente la mitad de las
camisas y las dos terceras partes de las corbatas, hubiera recaudado en total $600. ; Cuantas unidades vendid
de cada uno de los articulos citados?

SOLUCION Seas = nimero de camisas vendidas, t = nimero de corbatas vendidas. Por lo tanto,

10 10 /1 2
s+2t= —(Zs) +2(=t) = 600.
(1) 5s+2t=1000 y 3 (Zs) 2(3t> 600

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por (1) y (2), s = 120, t = 300.

15.15 Un inversionista ha colocado un cierto capital a 4% una parte y a 5% la otra recibiendo anualmente un interés
de $1 100. Si las hubiera invertido al revés, recibiria al afio $50 mas en concepto de intereses. Encuentre la
cantidad de dinero que ha invertido.

SOLUCION Sea x = cantidad invertida a 4%, y = cantidad a 5%. Por lo tanto,

(1) 0.04x +0.05y =1100 vy (2) 0.05x + 0.04y = 1 150.

Resolviendo el sistema formado por (1) y (2), x = $15 000, y = $10 000, y su suma es de $25 000.

15.16 Un deposito A contiene 10 litros de agua y 5 litros de alcohol puro. Otro depdsito B contiene 12 litros de agua
y 3 litros de alcohol. Encuentre el nimero de litros que se debe extraer de cada depdsito para conseguir una
solucién de 8 litros que contenga 25% en volumen de alcohol.
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15.17

15.18

15.19

CAPITULO 15 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

SOLUCION En 8 galones de la solucién que se quiere obtener habréa 0.25(8) = 2 gal de alcohol.
Sean x, y = volimenes extraidos de los depoésitos A y B, respectivamente; en estas condiciones se obtiene la
primera ecuacion de la forma (1) x +y = 8.

- - 5 1 _ 1
Fraccion de alcohol en el depdsito A = 3 yenelB = 743 &

10+5

Por lo tanto, en x galones de A habra x/3 galones de alcohol, y en y galones de B habra y/5 galones de alcohol;
luego, (2) x/3 + y/5 = 2.

Resolviendo el sistema formado por (1) y (2) resulta x = 3 galones, y = 5 galones.

Otro método: utilizando s6lo una incdgnita. Sea x = volumen extraido del depdsito A; 8 — x = volumen ex-
traido del B.
Entonces, 3 x + 1 (8 — x) = 2, de donde x = 3 galones, 8 —x = 5 galones.

Cierta aleacidon contiene 20% de cobre y 5% de estafio. Encuentre el nimero de libras de cobre y estafio que
se deben mezclar con 100 libras de la aleacién dada para obtener una aleacion que contenga 30% de cobre y
10% de estafio. Los porcentajes son valores en masa.

SOLUCION Sean x, y = niimero de libras de cobre y de estafio que se han de alear, respectivamente.
En 100 libras de la aleacién dada hay 20 libras de cobre y 5 libras de estafio. Luego, en la nueva aleacion,

libras de cobre 20 +x

Fraccion de cobre = osea (1) 0.30 =

~ libras de aleacion 100 + X +y

. - libras de estafio 5+y
F de estafio = — — 0sea 2) 010 =——"—.
raceion de estano libras de la aleacion @) 100 +x +y

La solucién del sistema formado por (1) y (2) es x = 1.75 libras de cobre, y = 7.5 libras de estafio.

Encuentre la velocidad de una barca, en aguas en reposo, y la velocidad de la corriente del rio, sabiendo que
emplea 2 horas en navegar 9 millas en favor de la corriente y 6 horas en recorrer dicha distancia en sentido
contrario.

SOLUCION Sea x = velocidad en agua en reposo, y = velocidad de la corriente

En favor de la corriente: 2 hr X (x + y)mi/hr = 9 mi 0 () 2x +2y =09.
En contra de la corriente: 6 hr X (x — y)mi/hr = 9 mi 0 (2)6x — 6y = 9.

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por (1) y (2), x = 3 millas/hr, y = 3/2 millas/hr.

Dos particulas se mueven a diferentes velocidades, pero constantes, alrededor de una circunferencia de 276
pies de longitud. Encuentre sus velocidades sabiendo que si parten del mismo punto e instante en sentido
contrario se cruzan cada 6 segundos, y si lo hacen en las mismas condiciones pero en el mismo sentido, se
cruzan cada 23 segundos.

SOLUCION Sean x, y = sus velocidades respectivas en pies/seg.

Sentido opuesto: 6 seg X (X + y) pie/seg = 276 0 sea (1) 6x + 6y = 276.
Mismo sentido: 23 seg X (X — y) pie/seg = 276 0 sea (2) 23x — 23y = 276.

Resolviendo el sistema formado por (1) y (2), x = 29 pies/seg., y =17 pies/seg.
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15.20 Latemperatura en la escala Fahrenheit = m(temperatura en la escala centigrada) + n, es decir, F = mC + n,
siendo m y n constantes. A la presién de 1 atm, la temperatura de ebullicion del agua es 212 °F, o bien
100 °C, y el punto de congelacién del agua es 32 °F, 0 bien 0 °C. a) Deduzca los valores de my n. b) Encuentre la
temperatura de laescala Fahrenheit que corresponde a —273 °C (lamenor temperatura que se puede conseguir).
SOLUCION
a) (1) 212 =m(100) +n y (2) 32 = m(0) + n. Resolviendo, m = 9/5, n = 32.
b) F=2=C+32= 2= (-273) + 32 = 4914 + 32 = —459 °F, con aproximaci6n al grado entero mas
cercano
Resuelva los sistemas de ecuaciones siguientes:
1521 (1) 2x—y+z=3
2 x+3y—2z=11
(3) 3 x—2y+4z=1
SOLUCION Para eliminar y entre (1) y (2), multiplique (1) por 3 y sume el resultado a (2) obteniendo asf,
(1) 7x+z = 20.
Para eliminar y entre (2) y (3), multiplique (2) por 2, (3) por 3 y sume los resultados para obtener,
(21) 11x + 8z = 25.
Despejando (1,) y (2,) simultaneamente, se obtiene x = 3, z = —1. Sustituyendo estos valores en cualquiera
de las ecuaciones proporcionadas, se obtieney = 2.
Por lo tanto, la solucién es (3, 2,—1).
y z x y z 1 X y z 23
1522 (1) - +=—-=2, 2) -+ —-=- ) -—=+-=—
()24 ()4326()2436
SOLUCION Para quitar denominadores, se multiplican las ecuaciones por 12 y se obtiene el sistema,
(11) 4x +6y —3z =24
(21) 3x+4y—62=2
(31) 6x—3y +4z =46
Para eliminar x entre (1,) y (2,) multiplique (1,) por 3, (2,) por —4 y sume los resultados con el fin de ob-
tener,
(12) 2y + 15z = 64.
Para eliminar x entre (2,) y (3,), multiplique (2,) por 2 y reste (3,) a fin de obtener,
(2,) 11y — 16z = —42.
La solucion del sistema formado por (1,) y (2,) esy = 2, z = 4. Sustituyendo estos valores de y y z en una de
las ecuaciones dadas, se obtiene x = 6.
Asi pues, la solucion del sistema formado por las tres ecuaciones dadas es (6, 2, 4).
2 2 2 31 3 1 3
15.23 (1) fffff =0, 2 7+ +7—1 B) -——=—- =3
y 2 y Xy z
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15.24

15.25

15.26

CAPITULO 15 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

SOLUCION

. 1
Haciendo - = U, w

1 —
z
las ecuaciones dadas se transforman en

1) u—2v—2w =0
(2) 2u+3v+w=1
(31) 3u—v—3w=3

del que se obtieneu = =2, v =3, w = —4,

1 1 1
Por lo tanto, ;:—2 0 x=-1/2, §:3 o y=1/3, E:—4 0o z=-1/4
Lasolucién es (—1/2, 1/3, —1/4).
Comprobacion: (1) oz 2 =0, (2 L+i+ 1 1, @3) 313 =3.

12 1/3 —1/a 12 1/3 —1/4

(1) 3x+y—z=4, 2) x+y+4z=3, (3) 9x + 5y + 10z = 8.

SOLUCION  Restando (2) de (1), se obtiene (1,) 2x -5z = 1.

Multiplicando (2) por 5y restando (3) se obtiene (2,) — 4x + 10z = 7.

Ahora bien, (1,) y (2,) son incompatibles, ya que al multiplicar (1,) por —2 resulta —4x + 10z = —2 que es
incompatible con (2,). Ello significa que el sistema dado es incompatible y que, por consiguiente, no tiene solu-
cién.

Los obreros A y B trabajando juntos pueden realizar una tarea en 4 dias; B y C juntos pueden hacerlo en 3
diasy Ay C en 2.4 dias. Encuentre el tiempo que tardaria cada obrero en realizar dicha tarea actuando inde-
pendientemente.

SOLUCION Sean a, b, ¢ = los dias que precisan cada uno para efectuar solos el trabajo, respectivamente. Se
tendra que 1/a, 1/b, 1/c = fraccién del trabajo completo que cada uno realiza en 1 dia, respectivamente. Luego,

11

1 1 1 1
Matp~a @pt* 24

Ol

1 1
== ~+
7 ®7

ol

Resolviendo el sistema formado por (1), (2) y (3), se obtiene a = 6, b = 12, ¢ = 4 dias.

Problemas propuestos

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones por los métodos que se indican.

a) gi J_r Sy:; Resolver (1) por el método de reduccion, (2) por el de sustitucion
3X—y=-6 - . .
b) X +3y =7 Resolver (1) graficamente, (2) por el método de reduccion
c) gi J_r g i 52 Resolver (1) graficamente, (2) por el método de reduccion, 3) por el de sustitucion.
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15.28

15.29

15.30

15.31

15.32
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Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones por uno de los métodos.

a)

b)

d)

2x — 5y =10 2x — 3y =9t
€)
X +3y =7 4x —y =8t
2y —x=1 f 2X+y+1=0
2X+y = X—-2y+5=0
Xy
37578 9) 2u—v=-5 Encuentre uy v en funciéndery's
X ¥y_ 4, 3u+2v="7r—14s '
6 2
2/x+1)y =7
2Xx—1 y+2
+——=4 — a2 4 p?
3 4 N Jax—by=a+b i
ﬂ_X—yzg i) 2bx — ay = 2b2 + 3ab — &2 Encuentre x y y en funcion de ay b.
2 3

Indique cudles de los sistemas siguientes son 1) compatibles, 2) indeterminados, 3) incompatibles.

a)

b)

©)
d)

b)

a)

b)

c)

X+3y=4 x=2y+3 2x—y=1
{2x—y:1 ©) iX—Zy/3:1 €) iZy—x:l
{2x—y=5 d) {(x+3)/4=(2y—1)/6 f) {(x+2)/4—(y—2)/12 =5/4
2y =7 +4x x—4y =2 y=3&-7

Encuentre dos nimeros sabiendo que si uno de ellos se suma con el doble del otro se obtiene 21, y que si este
Gltimo se suma con el doble del primero resulta 18.

Encuentre una fraccion sabiendo que si se aumentan el numerador y el denominador en 3 unidades se obtiene
2/3, y que si ambos se disminuyen en 2 unidades resulta %.

Encuentre dos nimeros sabiendo que el doble de su suma es igual al triple de su diferencia mas 8, y que su
semisuma es igual a su diferencia mas 1.

Encuentre dos nimeros sabiendo que si se divide el mayor por el menor da un cociente 6 y un resto también
6, y que si se divide el quintuplo del menor por el mayor, el cociente es 2 y el resto 3.

Hace seis afios, Agustin era 4 veces mayor que Pablo. Encuentre sus edades actuales sabiendo que dentro de
4 afios sélo sera dos veces mayor que Pablo.

A es 11 veces mayor que B. Dentro de cierto nimero de afios, A serd 5 veces mayor que B y, 5 afios mas tarde
sera 3 veces mayor que B. Encuentre sus edades actuales.

Encuentre el nimero de cifras sabiendo que el triple de la cifra de las decenas es igual al cuadruplo de la co-
rrespondiente a las unidades mas 2, y que la diferencia entre el nimero dado y el obtenido al invertir sus cifras
es igual al doble de la suma de éstas menos 2.

Encuentre un nimero de 2 cifras sabiendo que si se divide por el nimero obtenido al invertir sus cifras el
cociente es 2 y el resto 7, y si se divide por la suma de sus cifras el cociente es 7 y el resto 6.

Dos libras de café y 3 kg de mantequilla cuestan $4.20. Al cabo de 1 mes, el precio del café ha subido 10% y el
de la mantequilla 20% de forma que la adquisicién de los productos anteriores cuesta ahora $4.86. Determine
el precio original de cada uno de los productos.

Si se mezclan 3 galones de aceite del tipo A con 7 galones del tipo B el precio de la mezcla es de 43 centa-
vos/galon. Sin embargo, si se mezclan 3 litros del aceite A con 2 litros del B el precio de la mezcla es de 46
centavos/galén. Encuentre el precio del galén de cada uno de los tipos de aceite.

Un inversionista tiene colocado parte de su capital a 3% y el resto a 5% de interés simple, percibiendo anual-
mente $116 de intereses. Si aumenta en 25% el dinero que tiene a 3% y en 40% el que tiene a 5%, sus intereses
anuales aumentan en $41. Calcule el dinero que tiene invertido a cada uno de los tipos de interés.
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15.33

15.34

15.35

15.36

15.37

15.38

CAPITULO 15 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES SIMULTANEAS

a)

b)

c)

d)

a)

b)

©)

Un dep6sito A contiene 32 galones de una solucion de alcohol a 25% en volumen. Otro depdsito B contiene 50
galones de solucidn de alcohol a 40% en volumen. Encuentre el volumen que se extrae de cada uno de ellos
para formar 40 galones de solucion de alcohol a 30% en volumen.

Un depdsito A contiene 40 galones de una solucién salina con una cantidad de sal de 80 libras. Otro depdsito
B tiene 120 galones de una solucidn con 60 libras de sal disuelta. Encuentre el volumen que se debe extraer
de cada uno de ellos para formar 30 galones de solucidn cuya concentracion sea de 1.5 libras/galon.

Una aleacion contiene 10% de zinc y 20% de cobre. Encuentre el nimero de libras de zinc y cobre que se
deben alear con 100 libras de la aleacién dada, para obtener otra aleacién con 20% de zinc y 24% de cobre.
Los tantos por ciento son en masa.

Una aleacién, cuya masa es de 600 libras, esta compuesta por 100 libras de cobre y 50 libras de estafio. Otra
aleacion de 1 000 libras, esta compuesta de 300 libras de cobre y 150 libras de estafio. Encuentre las masas
de cobre y de estafio que se deben mezclar con las dos aleaciones dadas para obtener una tercera aleacion con
32% de cobre y 28% de estafio. Los porcentajes son valores en masa.

Determine la velocidad de una motora, en aguas en reposo, y la velocidad de la corriente de un rio, sabiendo
que tarda 3 horas en recorrer una distancia de 45 millas aguas arriba, y 2 hr en recorrer 50 millas aguas abajo.

Encuentre las velocidades, en millas por hora, de dos automdviles sabiendo que se mueven, partiendo en el
mismo instante y del mismo lugar, alrededor de una pista circular de 1 km de longitud, y que cuando se mue-
ven en direcciones opuestas se cruzan cada 18 segundos, mientras que cuando lo hacen en la misma direccion
se cruzan cada 90 segundos.

Un pasajero, situado en la parte frontal de un tren A, observa que otro tren B de 330 pies de longitud tarda 33

segundos en pasar por delante de él cuando ambos trenes marchan en la misma direccién, mientras que cuando
lo hacen en direcciones contrarias tarda solamente 3 segundos. Calcule las velocidades de ambos trenes.

Resuelva los sistemas de ecuaciones siguientes:

a)

b)

1 1 1
2X—y +2z=-8 §+X—z=7 i+,+E:5
X+2y—3z2=9 i % , ) g :
3X—y—4z=3 o) {X_F,Z_ g d {-—--—=- =-11

4 2 2 Xy z
X_¥Y_r_4 3 2 1
x=y—-2z |6 4 3 - —4+-—==-6
y 6 4 3 x Ty T2
2y =x+3z+1
z2=2y—2x—-3

Indique cudles de los sistemas siguientes son 1) compatibles, 2) indeterminados, 3) incompatibles.

a)

X+ty—z=2 2xXx—y+z=1 X+y+2z=3
x—3y+2z=1 b) x+2y—3z=-2 c) 13Xx—-y+z=1
3X—5y+3z=4 3X—4y+52=1 2x+3y—4z=38

Encuentre 3 nimeros sabiendo que el primero es igual al segundo més la mitad del tercero, que la suma del segundo
y el tercero es igual al primero mas 1, y que si se resta el segundo de la suma del primero con el tercero el resultado

es 5.

Encuentre un nimero de 3 cifras sabiendo que si se divide por el nimero que resulta al invertir sus cifras el cociente
esigual a 2 y el resto 25, que la cifra de las decenas es igual a la suma de la cifra de las centenas y la correspon-
diente a las unidades menos 1, y que si se resta la cifra de las unidades de la cifra de las decenas se obtiene el doble
de la cifra de las centenas.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

15.26

15.27

a)
a)
b)
©)

x=2y=-1 b) x=-1y=3 ) x=1/2,y=3/2
x=5/2,y=1 d x=5y=2 g) u=r—2s,v=2r+s
Xx=3,y=2 e) x=3t/2,y=2t h) x=1/2,y=1/3
Xx=6,y=10 fl x=-1y=1 i) x=a+bhb,y=a—bsia®#2b’
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15.34
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15.36
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a) Compatible, c) Indeterminado e) Compatible,
b) Incompatible, d) Incompatible, f) Indeterminado.
a) 58 b) 7/12 c) 7,3 d) 16,7
a) Pablo 11 afios, Agustin 26 afios a) Atiene 22 afios, B tiene 2 afios
a) 64 b) 83
a) Café 90 centavos/libra, mantequilla 80 centavos/libra
b) Tipo A 50 centavos/galdn, Tipo B 40 centavos/galdn,
c) $1 200 a 3%, $1 600 a 5%.
a) 26 2/3 galones de A b) 20 galones de A c) 150 libras de zinc d) 400 libras de cobre
13 1/3 galones de B 10 galones de B 100 libras de cobre 500 Ib libras de estafio
a) Motor a 20 millas/hr, corriente 5 millas/hr - b) 120 mi/hr, 80 mi/hr - ¢) 60 pies/segundo, 50 pies/segundo
a) x=-1y=2z2=-2 c) x=6,y=4,z=-3
b) x=0,y=2,z=1 d x=1/2,y=-1/3,2=1/6
a) Indeterminado b) Incompatible c) Compatible
4,2,3
371
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ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADO
CON UNA INCOGNITA

16.1 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Una ecuacion cuadratica en x es de la forma ax® + bx + ¢ =0, siendo a, b y ¢ constantes y a # 0.

Por lo tanto, x> — 6x + 5=0,2x* + x — 6 = 0, x* + 3x = 0, y 3x* — 5 = 0 son ecuaciones de segundo grado
con una incgnita. Las dos Gltimas ecuaciones se pueden dividir entre 2y 3, respectivamente, obteniéndose x* + 2x —
3=0yx*— 2 =0, siendo en ambos casos el coeficiente de x igual a 1.

Una ecuacion cuadratica incompleta es aquellaen laque b = 0 o ¢ = 0, por ejemplo, 4x> —5 =0, 7x*> — 2x =
0,y3x2=0.

Resolver una ecuacién cuadratica ax* + bx + ¢ = 0 es encontrar los valores de x que satisfacen la ecuacidn.
Dichos valores de x se llaman ceros o raices de la ecuacion.

Por ejemplo, la ecuacion x> — 5x + 6 = 0 se satisface con las raices x = 2 y x = 3. Por ende, x = 2y X = 3 son
ceros 0 raices de la ecuacion.

16.2 METODOS DE RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

A. Ecuaciones cuadréticas puras
EJEMPLOS 16.1 Despeje x en las ecuaciones de segundo grado.
a) X¥*—4=0 b)) 2¢—-21=0 ¢ x¥+9=0
a) x*—4=0.Entoncesx’? =4,x = +2,y lasraices son x = 2, —2.
b) 2x2— 21 = 0. Entonces x2 = 21/2y las raices son x = =1/21/2 = *2 V42.
¢) x2+9=0.Entonces X’ = —9y las raices son x = +V—9 = *+3i:
B. Por descomposicion en factores
EJEMPLOS 16.2 Despeje x en las ecuaciones de segundo grado.
a) 7x*—5x=0 b) ¥*—5x+6=0 c) 3x¥+2x—5=0 d X*—4x+4=0

a) 7x? — 5x = 0 puede escribirse como x(7x — 5) = 0. Puesto que el producto de dos factores es cero, se iguala cada
uno a 0y se resuelven las ecuaciones lineales. x = 00 7x—=5 = 0. Por lo que x = 0 y x = 5/7 son las raices de la
ecuacion.

150
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b) x* —5x + 6 = 0 se puede escribir en la forma (x — 3)(x — 2) = 0. Puesto que el producto es igual a 0, se iguala
cada factor a 0 y se resuelven las ecuaciones lineales, x -3 =00x—-2 = 0. Porloque x = 3y x = 2 son las
raices de la ecuacion.

c) 3x*+ 2x — 5 = 0 puede escribirse como (3x + 5)(x —1) = 0. Por lo tanto, 3x + 5 =00x -1 = 0y las raices
de la ecuacién son x = —5/3y x = 1.

d) x2— 4x + 4 = 0 puede escribirse como (x — 2)(x — 2) = 0. Por lo tanto, x — 2 = 0y la ecuacion tiene una doble
raizenx = 2.

Formando el cuadrado perfecto

EJEMPLO 16.3 Resuelvax? — 6x — 2 = 0.
Se escribe en un miembro los términos con la incognita y se pasa el término independiente al otro miembro.
X2 — 6x = 2.
Sumando 9 a ambos miembros el primero se transforma en un cuadrado perfecto, es decir,
X¥—-6x+9=2+9 o (x — 3)? = 11.
De donde x — 3 = =V11y las raices son x = 3 = V11.

Nota: Para aplicar este método 1) el coeficiente de x debe ser 1 y 2) el nimero que hay que sumar a los dos
miembros ha de ser el cuadrado de la mitad del coeficiente de x.

EJEMPLO 16.4 Resuelva3x? —5x + 1 = 0.

Dividiendo entre 3= 3

2
Sumando [}<—§ﬂ § a los dos miembros,

2\73)| " 36
2 2, 4»_ 1,25 13 L_5)_13
3" 73 33 36 6) 36
5_.VE 5.E
6~ 6 y 6~ 6

Aplicando la formula general.
Las soluciones de la ecuacion de segundo grado ax® + bx + ¢ = 0 vienen dadas por la férmula,

—b + Vb2 —4ac

X =
2a

en la que b? — 4ac recibe el nombre de discriminante de la ecuacién cuadrética.
Para deducir esta formula, consulte el problema 16.5

EJEMPLO 16.5 Resuelva 3x?> — 5x + 1 = 0. En este caso, a = 3, b = —5, ¢ = 1, por tanto,

X

como en el ejemplo 16.4.

_—(5) =V (=57 —4@3)(1) _5* V13
2(3) 6
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EJEMPLO 16.6 Resuelva 4x* — 6x + 3 = 0.
Enestecasoa =4,b=—6yc = 3.

Lo —COFVER—4@A)E) 6+ V12 _6+2i 3 _23*iV3)

2(4) 8 8 8

3xiV3
4

X

E. Solucion gréfica
Las raices o soluciones reales de ax? + bx + ¢ = 0 son los valores de x que corresponden ay = 0 en la grafica de
la parédbolay = ax? + bx + c. Esto es, las soluciones son las abscisas de los puntos en los que la parabola corta
al eje x. Si la curva no corta al eje x, las raices son imaginarias.

16.3 SUMAY PRODUCTO DE LAS RAICES

Lasuma Sy el producto P de las raices de la ecuacion de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 estan dadas por S = —b/a
y P =cla.

Porende, en 2x*> + 7x—6 = Ose tienequea=2,b=7,c = —6porloqueS= —7/2yP = —6/2 = —3.

Por consiguiente la ecuacion cuadrética cuyas raices son r, y r, estan dadas por x> - Sx + P = 0 donde S = r,
+r,y P = r,r,. Por lo tanto, la ecuacién cuadratica cuyas raicesson x = 2y x = —5esx’ - (2 -5)x + 2(=5) = 0
ox*+3x-10=0.

16.4 NATURALEZA DE LAS RAICES

El caracter de las raices de la ecuacion de segundo grado ax? + bx + ¢ = 0 esta determinado por el valor del
discriminante b? — 4ac. Cuando las raices involucran a la unidad imaginaria i, se dice que las raices no son reales.
Suponiendo que a, b y ¢ son nimeros reales, entonces

1. Sib? — 4ac > 0, las raices son reales y distintas,
Si b? — 4ac = 0, las raices son reales e iguales,
3. Sib?— 4ac <0, las raices no son reales.

N

Suponiendo que a, b y ¢ son nimeros racionales, entonces

Si b? — 4ac es un cuadrado perfecto # 0, las raices son reales, racionales y distintas.

Si b? — 4ac = 0, las raices son reales, racionales e iguales,

Si b? — 4ac > 0, pero no es un cuadrado perfecto, las raices son reales, irracionales y distintas.
Si b® — 4ac < 0, las raices no son reales.

Eal A o

Por lo tanto, la ecuacion 2x2 + 7x — 6 = 0, que tiene un discriminante discriminant b? — 4ac = 72 — 4(2)(—6) = 97,
tiene raices reales, irracionales y distintas.

16.5 ECUACIONES CON RADICALES

Una ecuacion radical tiene una o0 mas incognitas bajo el signo de una raiz (radical).

Por lo tanto, Vx + 3 —Vx = 1y ¥x = Vly — 4 son ecuaciones con radicales.

Para resolver una ecuacion irracional, se despeja uno de los radicales, aislandolo en un miembro de la ecuacion,
y se pasan todos los demas términos al otro miembro. Elevando ambos miembros de la ecuacién a una potencia
igual al indice del radical, desaparecera dicha raiz. Este proceso se continda hasta que se hayan eliminado todos los
radicales presentes.
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EJEMPLO 16.7 ResuelvaVx —3 — Vx =1

Trasponiendo términos, Vx +3 = Vx + 1.

Elevando al cuadrado, x +3 =x +2Vx +1 0 Vx =1.

Por Gltimo, elevando al cuadrado los dos miembros de V'x = 1 se obtiene x = 1.
Comprobacién: V1 +3 — \/I?l, 2—-1=1.

Es muy importante comprobar los valores obtenidos ya que al aplicar este método se introducen a menudo
soluciones extrafias a la ecuacién que habra que rechazar.

16.6 ECUACIONES DE TIPO CUADRATICO

Una ecuacion de tipo cuadratico es de la forma az* + bz" + ¢ = 0, siendo a # 0, b, ¢ y n # 0 constantes y z una
funcion de x. Haciendo el cambio de variable z" = u, la ecuacién se transforma en au? + bu + ¢ = 0, que es una
ecuacion de segundo grado en la variable u. Con los valores obtenidos de u se pueden obtener los correspondientes
de z y, a partir de estos, hallar los de x.

EJEMPLO 16.8 Resuelva x* — 3x?> — 10 = 0.

Haciendo el cambio de variable u = x? y sustituyendo u? —3u—10 =0

Factorizando (uU=5Uu-2)=0
Despejando u u=5o0u=-2
Sustituyendo x> = u x2=50x=-2
Despejando x x=*V50x==*iV2

EJEMPLO 16.9 Resuelva (2x — 1)2 — 7(2x — 1) + 12 = 0.
Haciendo el cambio de variable u = 2x — y sustituyendo u? +7u+12 =0

Factorizando uU+4Hu+3)=0
Despejando u u=-4ou=-3
Sustituyendo 2x — 1 = u 2x—1=-402x—1=-3
Despejando x X=-3/20x=-1

Problemas resueltos
16.1 Resuelva

a) x2—16=0. Entonces x* = 16, x = * 4.
b) 42 -9=0. Entonces 4t2 =9, t2 =9/4,t = = 3/2.

c) 3—x*=2+1.  Entonces3x2 =2, x? =2/3, x =+ V2/3=+16.
d #2+9=0. Entonces X’ = —9/4,x =+ V—9/4 = =3j,

2_
e) 2))(( 31:X+3+%- EntOﬂCESZXZ_l:(X+3)(X_3)+17’2X2_1:X2_9+17,

x> =9,yx==*3,

Comprobacién: Si el valor x = 3 se sustituye en la ecuacién original, se tiene una division entre
cero, la cual no esta permitida. De aqui que x = 3 no es una solucion.
2(-32% -1 17 17 17

33 ?—3+3+_3_3 0 _—6—_—6yx:—3esunasolucién.

Six = -3,

16.2  Resuelva por factorizacion
a) x2+5x—6=0, x+6)(x—1) =0, x=-6,1.
b) t?=4t, t?—4t=0, t{t—4)=0, t=0,4.
c) x®+3x =28, X2 +3x —28 =0, x+7)(x—4) =0, x=-74.
d) 5x—2x* =2, 2X° —5x +2 =0, (2x—1(x—2) =0, x=1/2,2.

www. FreelLibros.com



154 CAPITULO 16 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

5
e ="
t—1 t—4 4

At—4) +4(t—1) =5(t—1)(t—4), 5t2—33t+40=0, (t—5)(5t—8)=0, t=58/5

! 1 ! Multiplicando por 4(t — 1)(t — 4),

y 3p 2 2
= = — _ = + — = = _
f) 2 6y _5p 6y- —5py —6p* =0,  (By +2p)2y—3p) =0, y=-2p/3,3p/2
16.3  ¢Qué término se debe sumar a las siguientes expresiones para transformarlas en un trinomio cuadrado per-
fecto?
a) x*—2x.  Sumar [3(coeficiente de x)]2: [%(—2)]2: 1. Comprobacion: x2 — 2x + 1 = (x — 1)°.

b) x?+4x.  Sumar [}(coeficiente de x)]2: [%(4)]22 4. Comprobacion: x? + 4x + 4 = (x + 2)°.

5 1/5\1° 25 5 25 5\°
2+ =) == ionuw+-u+—=(u+=).
c) u 4u Sumar [2(4)} ol Comprobacién: u 4u &l <u 8)

d) x*+px2  Sumar[4p)]’=p?/4.  Comprobacion: x* + px2 + p2/4 = (2 + p/2)2.

16.4  Resuelva completando el cuadrado

a) xX*—6x+8=0. Entoncesx’ —6x=-8  x*—6x+9=-8+9, (x—3?=1.
Deaquique x—3= =1, x=3=* 1,ylasraicessonx =4y x = 2.
Comprobacion: Para x =4, 4% —6(4) +8?0, 0=0. Parax =2, 2°—-6(2)+8?0, 0=.0

2 2 2
b) t*=4-3t.  Entoncest? + 3t =4, t2+3t+(2>=4+<3>, <t+3>=25.

2 2 4
5 3 5
D 1 +—-=*_ t=—-=£ = | 1 t=1, —4.
e aqui que t 5 > 5% 5 y las raices son ,
8 5 8 N> 5 [(4)\? N 1
24+8x+5=0. Ent 24 -x=-—2= 2r-x+(=)==-Z+(= +-) ==,
c) 3x*+8x+5=0 ntonces x 3x 3 X 3x <3) 3 <3) (x 3) 9
4 1 1
De aqui que +=-=*_ =——* - las raices son x = —1, —5/3.
gui que x 3 3 X 3% 3 y | X /

d x*+4x+1=0. Entonces x* +4x=—-1, x>+4x+4=3,  (x+2)?2=3.
Deaquique x+2==V3  ylasraicessonx = —2 + V3.
Comprobacién: Parax = —2 + V3, (-2 +V3)? +4(—2+V3)+1=(4—4V3+3)—8+4V3+1=0.
Parax = —2 — V3, (<2—V3)2+4(—2—V3)+1=(4+4V3+3)—8—-4V3+1=0.

6x  [3)\° 3\? 3\* 16
e) 5x° —6x+5=0. Ent 52 —6x= -5 X ——+ (=) =—-1+(= — ) =—-=
) 5x X ntonces 5x X , X 5 (5) <5> (x 5) e

Deaquique x—3/5=+*V-16/25, y las raices son x = = +

4.
+ 1
5

gl w

16.5 Resuelva la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0, a # 0, por el método de completar un cuadrado.

SOLUCION
I . , b ¢C , b c
Dividiendo los dos miembrosentrea x*+—-x+-=0 0 X+ —X=—-.
a a a a
1/b\1* b2 b b2 c b2 b?—dac
mando|=(=)| =-—al miembr Xt Xt o=t — = :
Sumando [2(a>] 122 a los dos miembros, a 122 a1z 122
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( b)z b? — 4ac b Vb2 — 4ac —b + Vb2 — 4ac
Entonces(x +—) = , X+—=+x—""" y X=—
2a 432 2a 2a 2a
Resuelva aplicando la férmula general
a) xX*—-3x+2=0. Enestecasoa = 1, b = —3, ¢ = 2. Entonces
X_—bi Vb2 —dac  —(-3) = V(-3)2—-4(1)(2) 3=*1 o (=1 2
2a 2(1) 2 t

b) 4t> +12t+9 =0. Eneste casoa =4, b = 12, ¢ = 9. Entonces

_—123V (12)° - 4@4)(9) _-12+*0_ 3 3 )
t= 2(4) - 8 =73 y t= —5 es una raiz doble.

c) 9x* +18x —17 =0. Enestecasoa =9, b = 18, c = —17. Entonces
Lo 18 V(18)2 —4(9)(-17) —18+ V0936 18+ 6V26 —3 * V26

2(9) 18 18 3

d 6u@—u)=7. Entoncesu? —12u+7 =0y

(12 = V1P —4(6)(7) 12+ V24 12+ 2\/6_1+ V6.
u= 2(6) I T R

Resuelva graficamente: a) 2x*> + 3x — 5 =0, b) 4x*—12x +9 =0, c) 4x* —4x+5=0.

SOLUCION

a) y=2¢+3x—-5

Lagraficadey = 2x2 + 3x — 5indicacuandoy = 0,x =1y —2.5
Luego las raices de 2x2 + 3x — 5 = 0son x = 1, —2.5 (consulte la figura 16-1a).

b) y=4x*—12x+9

La grafica de y = 4x?> — 12x + 9 es tangente al eje x en x = 1.5, es decir, cuando y = 0,x = 1.5.
Por lo tanto, 4x2 — 12x + 9 = 0O tiene dos raices iguales x = 1.5 (consulte la figura 16-1b).

b) y=4x*—-12x+9

La gréaficade y = 4x2 — 4x + 5 no corta al eje x, es decir, no hay un valor real de x para el cual y = 0.
Luego las raices de 4x2 — 4x + 5 = 0 son imaginarias (consulte la figura 16-1c).
(Aplicando la férmula general, las raices son x = 1 + i).
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Raices no reales

c)

Raices reales distintas Raices reales iguales

b)
Figura 16-1

a)

16.8 Demuestre que la suma Sy el producto P de las raices de la ecuacion cuadratica ax* + bx + ¢ = 0 son
S= —b/ayP = cla
SOLUCION
Aplicando la formula general, las raices son
—b + Vb2 — 4ac —b — Vb2 —4ac
2a 2a '
La suma de las raices es
El producto de las raices es
b —b+Vb2—4ac —b— Vb?—4ac _ (~b)* - (b* - 4ac) _c
2a 2a 432 a
16.9 Sin resolver las ecuaciones, encontrar la suma Sy el producto P de las raices.
a) xX>—-7x+6=0. Aquia=1b=-7,¢=6; entoncesS:—Sz?, P =§=6.
b) 2x> +6x—3=0. Aquia=2, b=6, c=—3;entoncesS = —g: -3, P =_73.
c) x+3x+5=0. Escribala como 3x? + x + 5 = 0. Entonces S = —%, P= g
d) 3x?-5x=0. Agquia =3,b=—-5,¢c =0; entonces S = g P=0.
e) 2x>+3=0. Aquia=2,b=0,c=3;entoncesS =0, P=g.
f) mnx? +(m? +n?)x + mn = 0. Entonces S = — m’ + nz, =My
mn mn
g) 0.3x* —0.01x+4=0. Entonces S = —% = % = 04—3 = ?
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16.10 Encuentre el discriminante b*> — 4ac de las ecuaciones siguientes y determine el caracter de sus raices.
a) x¥*—8x+12=0. b? — 4ac = (—8)* — 4(1)(12) = 16; las raices son reales, racionales, distintas.
b) 3y*+2y—4=0. b? — 4ac = 52; las raices son reales, irracionales, distintas.
c) 2¢—x+4=0. b? — 4ac = —31; las raices son imaginarias conjugadas.
dy 422-12z+9=0. b? — 4ac = 0; las raices son reales, racionales, iguales.
) 2X—4x*=1 0 4x*—-2x+1=0. b? — 4ac = —12; las raices son imaginarias conjugadas.

16.11

16.12

f) V2x2—4V3x+4V2=0. Los coeficientes son reales pero no racionales.
b? — 4ac = 16; las raices son reales y distintas.

Encuentre la ecuacion cuadratica de coeficientes enteros cuyas raices son las indicadas. (S = suma de raices,

P = producto de raices).

a) 1,2
Método 1. S=1+2=3,P=2;deaquiquex’* —3x + 2 =0.
Método 2. (x — 1) y (x — 2) deben ser factores de la expresion cuadratica.
Entonces (x — 1)(x —2) =00x* —3x +2=0.
b) 3,2
Método 1. S=—-1,P=—6;deaquiquex* + x — 6 = 0.
Método 2. [x — (=3)]y (x — 2) son factores de la expresion cuadratica.
Entonces (x + 3)(x —2) =00x*+x — 6 =0.

4 3 11 4 11 4
C S —— = [ p—— i 2 _TTy = 2 _ — =0.
)3, = S 15,P = de aqui que X =X & 0 o 15x*—-11x—12=0
d) 2+V2,2-V2

Métodol. S=4,P =2+ V2)@2 - V2) =2;deaquiquex’ —4x +2=0.

Meétodo 2. [x — (2 + V2)]y[x — (2 — V2)] son factores de la expresion cuadrética.
Entonces [x — (2 + V2)][x — 2 — V2)] =[(x — 2) — V2][(x — 2) + V2] = 0,

x—22—2=00x"—4x+2=0.
Método 3.  Puestox =2 +V2,x — 2= + V2. Elevando al cuadrado, (x — 2)> = 20 x? — 4x +2
e) —3+2i,-3-2i

Método1l. S= —6,P = (-3 + 2i)(—3 — 2i) = 13; de aqui que x* + 6x + 13 = 0.

Meétodo 2. [x — (=3 + 2i)]y[x — (=3 — 2i) son factores de la expresion cuadratica.
Entonces [(x + 3) — 2iJ[((x + 3) + 2i]=0,(x +3)>’+4=00x>+ 6x + 13 =0.

Encuentre el valor de las constante p en las ecuaciones para que se satisfaga la condicién que se indica.

a) 2x2 — px + 4 = 0 tenga una raiz igual a —3.
Puesto que x = —3 es una raiz, debe satisfacer a la ecuacion dada.
Entonces 2(—3)2 — p(—3) +4=0yp = —22/3:

b) (p + 2)x2 + 5x + 2p = 0 el producto de sus raices sea igual a 2/3.
El producto de las raices es

2p 2p 2
m ; Entonces m 3

= y p=1.
c) 2px2+ px + 2x = x2 + 7p + 1 la suma de sus raices sea igual a —4/3:
Escribiendo la ecuacion de la forma (2p — 1)x* + (p + 2)x — (7p + 1) = 0.
La suma de las raices es
p+2 4
— =—= =2.
»-1_ 3 Y P

d) 3x*+ (p + 1) + 24 = 0 una de las raices sea el doble de la otra. Sean las raices r, 2r.
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16.13

16.14

16.15

CAPITULO 16 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

El producto de las raices es r(2r) = 8; Puestoque >’ = 4yr = = 2,
Lasuma de las raices es 3r = (—p + 1)/3. Sustituyendo r = 2y r = —2 en esta ecuacion se obtiene
p = —19y p = 17 respectivamente.
a) 2x2 —12x + p + 2 = 0 la diferencia entre sus raices sea igual a 2.
Sean las raices r, s; entonces (1) r — s = 2. La suma de las raices es 6; entonces (2) r + s = 6. La
solucion del sistema formado por (1) y (2) esr = 4,s = 2.
Sustituyendo x = 2 0 X = 4 en la ecuacion dada y se obtiene p = 14.

Encuentre las raices de las ecuaciones cuadraticas siguientes de forma que se cumpla la condicidn que se
indica.

a) (2k + 2)x*> + (4 — 4k)x + k — 2 = 0 tiene raices que son reciprocos una de otra.
Sean ry 1/r las raices, su producto sera 1.

—~ =1, dedonde k = —4.

El | i
producto de las raices es K12

Se hace k = —4 en la ecuacion dada; con lo cual 3x* — 10x + 3 = 0y las raices son 1/3, 3.

b) kx> — (1 + k)x + 3k + 2 = 0 la suma de sus raices sea igual al doble de su producto.
Suma de raices = 2(producto de raices); se tendra

- -
1 k:2<3k 2) y k:—g.

k k 5

Se sustituye k = —3/5 en la ecuacion dada; con lo cual 3x* + 2x — 1 = 0y las raices son —1, 1/3.

c) (x + k)? =2 — 3k tenga raices iguales.
Escriba la ecuacién como x*> + 2kx + (k* + 3k — 2) = 0,donde a = 1,b = 2k, ¢ = k? + 3k - 2.
Las rafces son iguales si el discriminante (b*> — 4ac) = 0.
Entonces, a partir de b? — 4ac = (2k)? — 4(1)(k? + 3k — 2) = 0, se obtiene k = 2/3.
Sustituyendo k = 2/3 en la ecuacién dada y resolviendo se obtiene la raiz doble —2/3.

Resuelva

a) V2x+1=3. Elevando al cuadrado, 2x + 1 =9y x = 4.
Comprobacién. V2(4) +1?3,3 = 3.
b) VBE+2x=x+1. Elevando al cuadrado, 5 + 2x = x> + 2x + 1, X2 = 4y x = *2.
Comprobacion. Parax =2, V5+2(2)?2+ 103 = 3.
Parax = =2, V56 +2(-2)? -2+ 10 V1=-1 que no es cierto, ya que
V1 =1
Asi pues x = 2 es la Gnica solucion; x = —2 es una raiz extrafia.
c) V3 5=x—-1 Elevando al cuadrado, 3x —5=x*—2x+ 1,x¥* = 5x + 6 =0y x = 3, 2.
Comprobacién. Parax =3,V3(3) 5p?3 102 =2 Parax=2 V3(@2) -5p?2 1ol=1.
Por lo tanto ambas x = 3 y x = 2 son soluciones de la ecuacién dada.
d V&—x+6—-2=0.SetendrdaV"* —x+6=2,x—x+6=8x2—x—2=0yx=2, —1.
Comprobacién. Parax =2V22—2+6—-2?2002 —2=0.
Parax = —1,V(-1)?—(-1) +6 — 2?2002 -2 =0.

Resuelva

a) Vx+1-Vx=1 Trasponiendo términos, (1) V2x + 1 = Vx + 1.
Elevando al cuadrado ambos miembros de (1), 2x + 1 = x + 2Vx + 10 (2) x = 2VX.
Elevando al cuadrado (2), x? = 4x; entonces x(x — 4) =0y x =0, 4.

Comprobacién. Parax=0,V2(0) +1—V0?1,1=1Parax=4,V2(4) +1—-V421,1=1.

b) V4x —1+4 V2x+ 3 =1. Trasponiendo términos, (1) V4x — 1 =1 — V2x + 3.
Elevando al cuadrado (1), 4x —1=1—-2V2x+ 3+ 2x +30(2) 2V2x + 3 =5 — 2x.
Elevando al cuadrado (2), 4(2x + 3) = 25 — 20x + 4x% 4x*> — 28x + 13 =0y x = 1/2,13/2.
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Comprobacion. Parax = 1/2, VA(1/2) — 1 + V2(1/2) + 3?1 0sea 3 = 1 que no es valido.
Parax = 13/2, V4(13/2) — 1 + V2(13/2) + 3?1 0sea9 = 1 que no es valido.
De aqui que x = 1/2 y x = 13/2 son raices extrafias; la ecuacion no tiene solucion.

¢) VVX+ 16 — VX = 2. Elevando al cuadrado, Vx + 16 — Vx = 4 0sea (1) Vx + 16 = Vx + 4.

Elevando al cuadrado (1), x + 16 = x + 8 VX + 16, 8 Vx = 0, y x = 0 es una solucion.

16.16 Resuelva

a) VXZ+6x=x+ V2x.
Elevando al cuadrado, X2 + 6x = X% + 2x V2x + 2x, 2xV2x = 4x, x(V2x — 2) = 0.
Luegox = O; yapartirde V2x — 2 =0, V2x = 2, 2x = 4, x = 2.
Tanto x = 0y x = 2 satisfacen a las ecuaciones dadas.
b) \/x_—\i/_ =1. Multiplicando por Vx se obtiene (1) x —2 = V.
X

Elevando al cuadrado (1), X2 —4x +4 =x,x* = 5x+4=0,(x — 1)(x —4) =0,y x =1, 4.
Solamente x = 4 satisface a la ecuacion dada; x = 1 es extrafia.

16.17 Resuelva la ecuacion x> — 6x — Vx? — 6x — 3 = 5.

SOLUCION Seax? — 6x = u; entoncesu — Vu—3=50(1) Vu—3=u—5.
Elevando al cuadrado (1), u —3 =u?—10u + 25, > — 1lu + 28 =0,yu = 7, 4.
Puesto que solamente u = 7 satisface (1), sustituya u = 7 en x> — 6x = u y obtenga

X2 —6x—7=0, x—7)(x+1)=0, y x=7,-1

Tanto x = 7 como x = —1 satisfacen la ecuacion original y, por lo tanto, son la solucion.
Nota: Si se escribe la ecuacion dada como Vx* — 6x — 3 = x> — 6x — 5y se elevan al cuadrado ambos miem-
bros de la ecuacidn, la ecuacién resultante de cuarto grado resulta dificil de resolver.

16.18 Resuelva la ecuacion

4 —x
Vx2 — 8x + 32

3
:

SOLUCION Elevando al cuadrado,

16 —-8x+x> 9
X2 —8x+32 25

luego, 25(16 — 8x + x?) = 9(x* — 8x + 32), x> — 8x + 7 = 0,y x = 7, 1. La Gnica solucion es x = 1; rechazar x
= 7, yaque es una solucion extrafa.

16.19 Resuelva

a) x*—10x*+9=0. Seax* = u; entoncesu? —10u+9=0yu=1,09.
Parau=1,x*=1yx==*1,Parau=9,x*=9yx = *3.
Las cuatro soluciones son x = =1, +3; que satisfacen la ecuacién dada.

b) 2x*+x*—1=0. Seax* = u; entonces 2u* +u —1=0yu =1 —1.
Siu=1x=1lyx==*1V2isiu=—-1,x=—1lyx = =i
Las cuatro soluciones son x = t% V2, *i.
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) Vx=Vx—2=0. SeaVx=u;entoncesu?’—u—2=0yu=2, 1.
Siu=2Vx=2 y x = 2* = 16. Puesto que Vx es positiva, no puede ser igual a —1.
De aqui que x = 16 es la Unica solucidn de la ecuacién dada.

1\2 1
d) 2<x+> —7(x+>+5=0.
X X
1
Seax+§=u; entonces 2u? —7u+5=0yu =5/2, 1.

Para u =

1 5
x+;=§,2x2—5x+2=0yx=2,%.

P oNlo

1 -
Para u = x+;=1,x2—x+1=0yx=%t%\/§.

Las cuatro soluciones sonx = 2, 3, 1+ $V3i.

g) IX+2)*+17(x+2)2—2=0. Sea(x +2)?=u;entonces9u’> + 17u—2=0yu=1/9, —2.
Si(x+2)%2=1/9,(x+2°=9,(x +2)=*x3yx=1, —5.
Si(x+2)2=-2(x+2?%=—L (x+2) == V2iyx=—-2=V2i
Las cuatro soluciones son x = 1, —5, —2 i% V2i.

16.20 Encuentre los valores de x que satisfacen las ecuaciones siguientes:

) 16< 11)4 25()(:(L1>2+9 =0

2
Sea (xil) =u; entonces 16u? —25u+9 =0yu =1, 9/16.

2
X X
Siu=1, =1 0 — =1
( + 1) x+1
., X

La ecuacion =1

X +
- -7 -2z X

no tiene solucion; la ecuacion — =1

Xx+1

tiene como solucion x = —1/2.

Siu=9/16,
x \°_ 9 x _ .38
(x+ 1) =16 0 v i 21 por lo que x =3, —3/7.

Las soluciones solicitadas son x = —=1/2, —3/7, 3.

b) (xX*+ 3x+2)?—8(x*+3x) =4. Seax?+ 3x = u;entonces (U +2)>  —8u=4yu=0,4.
Siu=0,x*+3x=0yx=0,—-3;siu=4,x*+3x=4yx=—4,1.
Las soluciones son x = —4, =3, 0, 1.

16.21 Encuentre dos numeros positivos sabiendo que uno de ellos es igual al triple del otro mas 5y que el producto
de ambos es igual a 68.

SOLUCION Sea x = nimero menor; serd 3x + 5 = nlimero mayor.
Luego x(3x + 5) = 68, 3x? + 5x — 68 =0, (3x + 17)(x — 4) = 0,y x = 4, —17/3.
Se rechaza —17/3 ya que el enunciado establece que los nimeros sean positivos.
Los nimeros buscados son x = 4y 3x + 5 = 17.

www. FreelLibros.com



16.22

16.23

16.24

16.25

16.26

PROBLEMAS RESUELTOS 161
Encuentre un nimero sabiendo que la suma del triple del mismo con el doble de su reciproco es igual a 5.

SOLUCION Sea x = el nimeroy 1/x = su reciproco.
Setendraque 3x + 2(1/X) =5,3x* = 5x +2=0,(3x — 2)(x — 1) =0,y x =1, 2/3.
Comprobacion: Parax =1, 3(1) + 2(1/1) = 5; parax = 2/3, 3(2/3) + 2(3/2) = 5.

Encuentre las dimensiones de un rectangulo cuyo perimetro es de 50 pies y su area es 150 pies cuadrados.

SOLUCION Suma de los cuatro lados = 50 pies; luego suma de los dos lados adyacentes = 25 pies (consulte la
figura 16-2). Sea x y 25 — x las longitudes de 2 lados adyacentes.

El 4rea es x(25 — x) = 150: luego, X — 25x + 150 = 0, (x — 10)(x — 15) = 0, y x = 10, 15.

Por tanto, 25 — x = 15, 10; y las dimensiones del rectangulo son 10 pies por 15 pies.

La hipotenusa de un triangulo rectdngulo es igual a 34 pulgadas. Encuentre las longitudes de los catetos sa-
biendo que uno de ellos es 14 pulgadas mayor que el otro.

SOLUCION Sean xy x + 14 las longitudes de los catetos (consulte la figura 16-3)
Se tendra x*> + (x + 14)* = (34)?, x> + 14x — 480 = 0, (x + 30)(x — 16) = 0,y x = —30, 16.
Como x = —30 no tiene sentido fisico, se tendra que x = 16 pulgadas y x + 14 = 30 pulgadas.

vy 15
25-x 2 d
x+ 14 ! x|
15062 |x 12
X
Figura 16-2 Figura 16-3 Figura 16-4

Las dimensiones exteriores de un marco de fotografia son 12 por 15 pulgadas. Sabiendo que el ancho perma-
nece constante, encuentre su valor a) cuando la superficie de la fotografia es de 88 pulgadas cuadradas y b)
cuando dicha superficie vale 100 pulgadas cuadradas.

SOLUCION Sea x = anchura del cuadro; las dimensiones del cuadro son (15 — 2x), (12 — 2x) (consulte la figura

16-4).

a) Area del cuadro = (15 — 2x)(12 — 2x) = 88; luego 2x> — 27x + 46 = 0, (x — 2)(2x — 23) = 0,y x = 2,
113. Es evidente que la anchura no puede ser 111 pulgadas. Luego la anchura del marco es de 2 pulgadas.

Comprobacion: El area de del cuadro es (15 — 4)(12 — 4) = 88 pulgadas cuadradas.
b) Eneste caso (15 — 2x)(12 — 2x) = 100, 2x? — 27x + 40 = 0y, aplicando la férmula general,

—b + Vb% — 4ac _ 27 = V409
2a 4

X =

osea x =11.8, 1.7 (aproximadamente).
Se rechaza x = 11.8 pulgadas, ya que no puede ser la anchura. La anchura solicitada es 1.7 pulgadas.
Un piloto realiza un vuelo de 600 millas. Sabiendo que si aumenta la velocidad en 40 millas/hora podria

recorrer dicha distancia empleando 30 minutos menos. Encuentre la velocidad promedio.
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CAPITULO 16 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

SOLUCION Sea x = velocidad media real en millas/hora

distancia en millas
velocidad en millas/hora’

Tiempo en horas =

Tiempo para volar 600 millas a x millas/hora — tiempo para volar 600 millas a (x + 40) millas/hora = : hr.
Luego —_— =

Resolviendo, se obtiene la velocidad x = 200 millas/hora.

Un comerciante compra determinado ndmero de camisas por $180 y las vende todas menos 6 con una ga-
nancia de $2 en cada camisa. Sabiendo que con el dinero recaudado en la venta podria haber comprado 30
camisas mas que antes, calcule el precio de cada camisa.

SOLUCION Sea x = costo de la camisa en ddlares; 180/x = nlimero de camisas que compro.
1 1
Luego <% — 6) x+2) = x(% + 30).

Despejando, x = $3 por camisa.

Dos operarios A y B juntos, realizan una tarea en 10 dias. Trabajando por separado, A tardaria 5 dias mas que
B. Encuentre el ndmero de dias que tardarian en hacer la tarea trabajando cada uno por si solo.

SOLUCION Seann,n — 5 = nimero de dias que tardarian A y B, respectivamente, en efectuar la tarea trabajan-
do individualmente.
En 1 dia, A realiza 1/n y B hace 1/(n — 5) de la tarea. Por lo tanto, en 10 dias trabajando juntos,

1 1
10{ = +——=) =1 trabaj leto.
(n n—5> rabajo completo

Luego, 10(2n —5) =n(n —5),n* —25n + 50 =0,y

0 _ 25+ V625 — 200

=228, 2.2.
5 )

Rechazando n = 2.2, la solucién es n = 22.8 dias, n —5 = 17.8 dias.

Se lanza verticalmente hacia arriba un objeto con una velocidad inicial de v, pies/segundo y su distancias en
pies al punto de lanzamiento viene dada, en funcién del tiempo, t en segundos, por la férmulas = v t — 16t
Suponiendo que el objeto se lanza con una velocidad inicial de 128 pies/segundo, ¢, en cuénto tiempo estara
a 100 pies por arriba del punto de proyeccion?

SOLUCION

32 V624
8

s =vgt — 16t%, 100 = 128t — 16t?, 4t> —32t+25=0, y t= =7.12,0.88.

Ent = 0.88 segundos, s = 100 pies y el objeto esta ascendiendo; ent = 7.12 segundos, s = 100 pies y el ob-
jeto esta descendiendo. Lo anterior se puede observar en la grafica de s en funcion de t (consulte la figura 16-5).
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16.34

16.35

16.36

PROBLEMAS PROPUESTOS

250
200
g 150
= 100
50
, | l | | | | I
o 1 2 3 4 s 6 7 8
t (segundos)
Figura 16-5

Problemas propuestos

Resuelva las ecuaciones siguientes.

a) x2—40=9 L:il 1—2x:x—2 B 2X _ 5 -
9 6= x 3% "1 M X = 1 x+1
b) 2x>—-400=0 »
yo oy 1 1 1
) —=—-+2 ) ————— ==
c) x2+36=9— 2 3 6 Y %x—1 x+1 4
Resuelva las ecuaciones siguientes por el método de descomposicién en factores.
a) x2—Tx=-12 d) 2x% +2 = 5x g)i= 4a i) 2X*1+X+2 _10
2a Xx+2a x+2 2x—-1 3
b) X*+x=6 e) X2 =9x—2
1 1 1 . 2c—3y y 2
¢) X2 =5x+24 flax-s¢=-12 MWz-75%7 V¢ 3-¢"3

Resuelva las ecuaciones siguientes completando el cuadrado perfecto.

a) X*+4x-5=0 c) 22 =x+1 g) 42 =12x -7 g) 2x? + 3a? = 7ax

b) x(x—3)=4 d) 3x%2 —2 =5x f) 6y> =19y — 15 h) 12x —9x?> =5

Resuelva las ecuaciones siguientes aplicando la férmula general.

a) x>—-5x=6 d) 162 —8x+1=0 9 5X2—2p2:E
X 3
b) x*—6=x e) x(bx—4)=2
2x+3  3x-2
) 3-2x=8  f) N +6x=—4 ) =1 32
Resuelva graficamente las ecuaciones siguientes:
a) 2¢+x—3=0 c) ¥ —2x=2 g) 6x2—7x—5=0

b) 4x> —8x+4 =0 d) 2x% +2 =3x f) 2x2 +8x+3=0
Calcule, sin resolver las ecuaciones, la suma Sy el producto P de las raices de las ecuaciones siguientes:

a) 2%+3x+1=0 d) 22 +6x—5=0  g) 2x* +5kx +3k? =0

b) x—x%=2 e) 32 —4=0 h) 0.2x2 —01x +0.03 = 0
c) 2x(x+3) =1 f) 42 +3x =0 i) V2x2 —V3x+1=0

Encuentre el discriminante b2 — 4ac y determine el caracter de las raices.

a) 22X —7x+4=0 C) x—x2 =4 e) 2x* =5+ 3x g) 1+2x=2x*=0
b) 3x? =5x—2 d) x@x +3) =5 ) 4xV3 =4x2 +3 h) 3x +25/3x = 10
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CAPITULO 16 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

Encuentre una ecuacion cuadratica de coeficientes enteros (si es posible) cuyas raices sean las indicadas.

a)
b)

c)

2,-3 d) —2,-5 g) —1+i,—1—i ) V3—V2 V3+V2
-3,0 e) —1/3,1/2 hy —2—V6,—2+V6 k) a+bi,a—bi a,b enteros
8,-4  f)2+V3,2-V3 i 2+gi,2—gi ) %ﬁ,m;\/ﬁ m, n enteros

Calcule el valor de la constante p en las ecuaciones siguientes para que se satisfaga la condicion que se indica.

a)
b)
©)
d)
€)
f)

px? — x + 5 — 3p = 0 tenga una raiz igual a 2.

(2p + 1)x* + px + p = 4( px + 2) la suma de sus raices sea igual a su producto.
3x% + p(x — 2) + 1 = 0 tenga raices reciprocas.

4x* —8x + 2p — 1 = 0 una de las raices sea igual al triple de la otra.

4x* — 20x + p? — 4 = 0 una raiz sea igual a la otra mas 2.

x? = 5x 3p + 3 ladiferencia entre sus raices sea igual a 11.

Encuentre las raices de las ecuaciones siguientes de forma que se cumpla la condicién que se indica.

a)
b)
c)
d)
€)

2px? — 4px + 5p = 3x2 + x — 8 el producto de sus raices sea igual al doble de su suma.
x2 — 3(x — p) — 2 = 0 una raiz sea igual al doble de la otra menos 3.

p(x* + 3x — 9) = x — x? una raiz sea igual y de signo contrario.

(m + 3)x% + 2m(x + 1) 4+ 3 = 0 una raiz sea igual a la mitad del reciproco de la otra.
(2m + 1)x* — 4mx = 1 — 3m las raices sean iguales.

Resuelva las ecuaciones.

a)
b)
<)
d)

a)
b)
)

V@ —x+2=2 e) Vax+7=Vx+2 ) V- V2x+1=2-x
V2x—2=x-1 f)yVaxe—7—-x=3 ) Vax—10+Vx+9=2
Vax +1 =3 —3x g) V2+x—4+V10—-3x=0 k) V2x+8+V2x+5=V8x+25
2 U T:=0  h) VK- VAx—3=_— ) V1= Vx+1
Viax -3
Resuelva las ecuaciones.

X* —13x2 +36 =0 e) (x2—6x)2 —2(x*—6x) =35 hy Vx +2—-Vx+2=6
X =32 -10=0 f)x2+x=7V +x+2—-12 i) x*-7x%2-8=0
44 —17x2+4=0 1\? 7 1 L x2+2 8

g) <x+;) —§<x+;)=2 J) T+m=6

d)
a)

b)
<)

d)
a)

b)

X3 _Bx 28 +4=0

Encuentre dos nimeros sabiendo que la suma de sus cuadrados es 34 y que uno de ellos es igual al doble del
otro menos 1.

Encuentre tres nimeros consecutivos sabiendo que la suma de sus cuadrados es igual a 110.

Encuentre dos nmeros positivos sabiendo que su diferencia es igual a 3 y que la suma de sus reciprocos
es1/2.

Encuentre un nimero sabiendo que es igual al doble de su raiz cuadrada mas 3.

Calcule las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su longitud es igual al triple de su altura, y que si se
disminuye en 1 pie la altura y se aumenta en 3 pies la longitud, el area vale 72 pies cuadrados.

El perimetro de un triangulo rectangulo es 60 pulgadas y su hipotenusa vale 25 pulgadas. Encuentre las longi-
tudes de los otros dos lados.
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16.45 a)
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c)

16.46 a)

b)

16.47 a)

b)

PROBLEMAS PROPUESTOS 165

Un cuadro de 8 por 12 pulgadas se coloca en un marco de ancho constante. Encuentre dicha anchura sabiendo
que el area del cuadro es igual a la del marco.

Para formar una caja abierta de 60 pulgadas cuadradas de base a partir de una placa rectangular de estafio de
9 x 12 pulgadas se cortan de sus esquinas unas piezas cuadradas y se doblan después las aristas. Encuentre la
longitud del lado del cuadrado que se corta en cada esquina.

Encuentre el nimero de dos cifras sabiendo que la cifra de las decenas es igual al doble de la cifra de las uni-
dades, y que si se multiplica dicho nimero por la suma de sus cifras se obtiene 63.

Encuentre un nimero de dos cifras sabiendo que la cifra de las decenas excede en 3 a la cifra de las unidades,
y que el nimero es igual a la suma de los cuadrados de sus cifras menos 4.

Dos personas parten del mismo punto y al mismo tiempo dirigiéndose por dos caminos perpendiculares.
Sabiendo que la velocidad de una de ellas es de 4 millas/hora mas que la de la otra, y que al cabo de 2 horas
distan 40 millas, encuentre sus velocidades.

Encuentre la velocidad de un motorista sabiendo que si la aumenta en 10 millas/hr recorreria 120 millas en 36
minutos.

La velocidad de una canoa, en aguas en reposo, es de 12 millas/hora. Sabiendo que recorre 36 millas aguas
abajo y regresa al punto de partida en un tiempo de 8 horas, encuentre la velocidad de la corriente del rio.

Un comerciante compra un determinado nimero de abrigos por un total de $720. Encuentre el nimero de abri-
gos que compro sabiendo que al venderlas a $40 cada una obtiene una ganancia igual al dinero que le costaron
8 de ellas.

Un tendero compro6 un determinado nimero de latas de maiz en $14.40. Posteriormente, el precio de dicho
articulo sufre un aumento de 2 centésimas por unidad, con lo cual, por el mismo dinero le dan 24 latas de maiz
menos que la vez anterior. Encuentre el nimero de latas de maiz que inicialmente compré vy el precio de cada
una de ellas.

El operario B tarda 6 horas mas que el A en efectuar el ensamblado de una maquina. Encuentre cuanto tiempo
tardarian en realizarlo cada uno de ellos sabiendo que, juntos, invierten 4 horas en terminarlo.

Por medio de un grifo A se llena un dep6sito en 4 horas. Por medio de otro B se llena en 3 horas més que em-
pleando los dos grifos A y B simultdneamente. Encuentre en cuanto tiempo se llena utilizando sélo el grifo B.

16.48 Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba. La distancia s (en pies) del punto de partida en funcion del tiempo
t(segundos) viene dada por s = 64t — 16t2.

a)
b)

Encuentre en cuénto tiempo el objeto esta a una distancia de 40 pies.
Determine si el objeto llega a alcanzar una altura de 80 pies.

c) Encuentre la maxima altura que alcanza.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

16.30 a)
b)

1631 a)
b)
16.32 a)
b)

16.33 a)
b)

X=+7 (€) x=*3i e) y=*2V3 g) x==*3/2
x=%210V2 (d) x==8 fyx==1 h)y x=*2
3,4 c) 8,-3 e) 1/3,2/3 g) 2a, —4a i)1,-7
2,-3 d) 2,1/2 f) 2,-6/5 h) 2, -8 i) 2¢/5, 4c/5
1,-5 c) 1,-1/2 3+ 12 f) 3/2,5/3 N2,
4, -1 d) 2,—1/3 3 9) 3a a/2 )37 3
6,—1 2,-4/3 + 1+ 4
c) / e)2_\/1_4 H 1+iV3 . @,_@ h)6_\/4_2
3,-2 d)1/4,1/4 5 5 3" 5 3
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166 CAPITULO 16 ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

16.34 a) x = —3/2yx = 1(consulte la figura 16-6).
b) Doble raiz de x = 1 (consulte la figura 16-7).
¢) Raices realesentre —1y 0y entre 2'y 3 (consulte la figura 16-8).
d) No hay raices reales (consulte la figura 16-9).

YA

Figura 16-6 Figura 16-7
b/ ¥
5+ s\
5 \0/ 5 x 5o 5
-5+ -5
Figura 16-8 Figura 16-9

e) Raices reales entre —1y 0y entre 1y 2 (consulte figura 16-10).
f) Raices reales entre —4y —3y entre —1y 0 (consulte figura 16-11).
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1635 a) S=-3/2P=1/2 d) S=-3,P=-5/2  g) S=-5k/2, P =3Kk%2

by S=1,P=2 e) S=0,P=-4/3 h) S=0.5,P =0.15
c) S=-3,P=-1/2 f) S=-3/4,P=0 i) S=%\/€,P:% 2
16.36 a) 17; reales, irracionales, distintas e) 49; reales, racionales, distintas
b) 1, reales, racionales, distintas f) 0; reales, iguales
€) —7;imaginarias g) —4;imaginarias
d) 89; reales, irracionales, distintas h)  0; reales, racionales, iguales
16.37 a) x*+x—6=0 g) 6x2—x—1=0 i) 4x> —16x +25 =0
b) x2+3x=0 f) 2 —4x+1=0 j) no es posible (x2 — 2V3x + 1 = 0)
c) X¥*—4x—-32=0 g) ¥ +2x+2=0 k) X2 —2ax+a?+b*>=0
d x*+7x+10=0 h) 2 +4x—-2=0 1) 4x2 —4mx+m? —n=0

16.38 a) p= -3 b) p=-4 c) p=-1 d p=2 e) p==5 f) p=-7

e

Figura 16-8 Figura 16-9

1639 a) 3,6 Db)1,2 ¢ =*3/2 d) 1U2=*i/2

e)Sim = —1, lasraicesson 2,2; sim = 1/2, las raicesson1/2,1/2.

16.40 a) 2,-1 c) 4/9 e) 91 g) =2 i) 3/2 k) -2
b) 1,3 d) —4,2 f) 8, -2 h)y 1 j) no tiene solucion 1) 5/4

1641 a) *2, =3 d) +1,+1/8 g) 2+V3, —1/4+ iV15/4 D1xi2+V2
by +V5 +iV2 ) 7,5 *1 h) 79

¢) 2, *1/2 f)1,-2 (-1=V93)/2 i) 4

1642 a) 530-27/5,-11/5 b) 56,70-7,-6,-5 c) 3,6 d) 9
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16.45
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16.47
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a)
a)
a)
a)
a)

a)

5, 15 pies b) 15, 20 pulgadas c) 2 pulgadas d) 1.3 pulgadas
21 b) 85

12, 16 millas/hora b) 40 millas/hora c) 6 millas/hora

24 b) 144, 10¢

A, 6 horas; B, 12 hr b) 5.3 horas aproximadamente

0.78 y 3.22 segundos después de la proyeccién b) No c) 64 pies
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SECCIONES CONICAS

17.1 ECUACIONES GENERALES DE SEGUNDO GRADO

La forma general de una ecuacion de segundo grado con dos incognitas x y y es

ax* +bxy +cy?+dx+ey+f=0 )

siendo a, b, ¢, d, e, f constantes dadas y a, b y c diferentes de cero.

Por ejemplo, 3x? + 5xy = 2, x> — xy + y* + 2x + 3y = 0, y* = 4x, Xy = 4 son ecuaciones cuadraticas en x y y.
La grafica de la ecuacion 1), si a, b, ¢, d, e y f son reales, depende del valor del discriminante b? — 4ac.

Si b? — 4ac < 0, la gréfica es, en general, una elipse. Sin embargo, si b = 0y a = ¢ la grafica puede ser una
circunferencia, un punto o no existir.

Si b? — 4ac, 0, la gréfica es una parabola, dos rectas paralelas coincidentes o no existe. Las lineas paralelas o
coincidentes y las situaciones no existentes se llaman casos degenerados.

Si b® — 4ac = 0, la grafica es una hipérbola o dos rectas que se cortan. Este Ultimo caso se llama caso
degenerado.

Estas figuras resultan al seccionar un cono recto circular por un plano, razon por la cual reciben el nombre de

secciones cénicas.

EJEMPLOS 17.1 Identifique el tipo de seccidn cénica descrito por cada ecuacion

a)
b)

a)
b)
0)
d)
e)
f)

X2 + xy =6 c) 2 —y*=7 e) 3x*+3y’—4x+3y+10=0
X2 + 5xy — 4y =10 d 3x+2%2=14 f) y¥»+4x+3y+4=0

a=1b=1c=0 b®—-4dac=1-4<0

Por lo que la figura es una elipse o un caso degenerado.
a=1b=5c=4 b*—4ac=25+16>0

Por lo que la figura es una hipérbola o un caso degenerado.
a=2b=0c=1 b —4ac=0+8>0

Por lo que la figura es una hipérbola o un caso degenerado.
a=3b=0c=2 b’ —4ac=0-24<0

Por lo que la figura es una elipse o un caso degenerado.
a=3b=0,c=3 b —4ac=0-36<0

Por lo que la figura es un circulo o un caso degenerado puestoquea =cyb = 0.
a=0b=0c=1 b*’—4ac=0-0=0

Por lo que la figura es una parabola o un caso degenerado.

169
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17.2 SECCIONES CONICAS

Cada una de las secciones conicas es el lugar (conjunto) geométrico de todos los puntos en un plano que cumplen
con un determinado conjunto de condiciones. El conjunto de puntos puede describirse mediante una ecuacion.
Cuando el lugar geométrico esta en el origen, la figura se llama seccién cénica centrada. La ecuacion general que se
utiliza para describir una seccién conica se llama ecuacion estandar, la cual puede tener mas de una forma para una
seccidn conica. Las secciones cdnicas son el circulo, la parabola, la elipse y la hipérbola. Se consideraran solamente
secciones conicas en las que b = 0, por lo tanto, que tienen una ecuacion cuadratica general de la forma Ax? + Cy? +
Dx + Ey + F = 0. Es necesario el uso de la trigonometria para analizar a fondo las ecuaciones cuadraticas generales
enlas que b # 0.

17.3 CIRCULOS

El circulo es el lugar geométrico de todos los puntos en un plano que se encuentran a una distancia constante respecto
a un punto fijo sobre el mismo plano. El punto fijo es el centro del circulo y la distancia constante es el radio del
circulo.

Cuando el centro del circulo es el origen (0,0) y el radio es r, la forma estandar de la ecuacion de un circulo es
x? + y* = r% Si el centro del circulo es el punto (h, k) y el radio es r, la forma estandar de la ecuacion del circulo
es (x — h)> + (y — k)> = r2. Si r* = 0, se tiene el caso degenerado de un solo punto que a menudo se llama circu-
lo punto. Si r? < 0, se tiene el caso degenerado no existente, que a menudo se llama circulo imaginario, ya que el
radio tendria que ser un nimero imaginario.

La gréfica del circulo (x — 2)*> + (y + 3)*> = 9 tiene su centro en (2, —3) y su radio es 3 (consulte la figura
17-1).

Figura 17-1

EJEMPLOS 17.2 Determine el centro y el radio para cada circulo.

a) xXX+y*=5 h) x*+y>=28 c) (x+2?2+(y—43?=81

a) C(0,0),r=V5

b) C(0,0),r=V28=V4V7=2V7

) (x+2P2+(y—4)?2?=81 talque (x— (=2 +(y—4>=9 C(—2,4),r=9
EJEMPLOS 17.3 Escriba la ecuacion de cada circulo en la forma estandar.

a) XX+y —8x+12y—48=0 b) X*+y? —4x+6y+100=0
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a) X*+y?—8x+12y—48=0
(x2 — 8x) + (y* + 12y) = 48 ordenando los términos
(x* —8x + 16) + (y* + 12y + 36) =48 + 16 + 36 completando el cuadrado paraxyy
(x — 4)*> + (y + 6)> = 100 forma estandar (1)

b) x¥*+y?—4x+6y+100=0

(x* — 4x) + (y* + 6y) = 100
(F—4x+4)+(y*+6y+9) =100+4+9
(x—2°+(y+3) =87

ordenando los términos
completando el cuadrado paraxyy
forma estandar (2)

171

Nota: En (1) r> = 100, por lo que se tiene un circulo, sin embargo, en (2) r* = —87 por lo que se tiene el caso dege-
nerado.

EJEMPLO 17.4 Escriba la ecuacion del circulo que pasa a través de los puntos P(2, —1), Q(—3, 0) y R(Z, 4).
Sustituyendo los puntos P, Q y R en la formula general de circulo, x> + y? + Dx + Ey + F = 0, se obtiene un sistema
de tres ecuaciones lineales.

para P(2, —1) 22+ (-1)’+2D-E+F=0 entonces (1) 2D-E+F=-5
para Q(—3, 0) (-3 +0°-3D+0E+F=0 entonces (2) -3D+F=-9
para R(1, 4) 1?+4+D+4E+F=0 entonces (3) D+4E+F=-17

Eliminando F de (1) y (2) y de (1) y (3), se obtiene,

(45D -E=4 y (5D —5E=12

Resolviendo (4) y (5) se obtiene D = 1/3y E = —7/3 y sustituyendo D y E en (1) se obtiene F = —8.
La ecuacion del circuloesx? + y* +1/3x — 7/3y —8=0 0 3x*+ 3y’ +x— 7y — 24 =0.

17.4 PARABOLAS

Una parabola es el lugar geométrico de todos los puntos sobre un plano que equidistante de una linea fija llamada
directriz y de un punto fijo llamado foco.

Las parabolas céntricas tienen su vértice en el origen, el foco sobre uno de los ejes y la directriz paralela al
otro eje. Se denota la distancia del foco al vértice por |p|. La distancia de la directriz al vértice también es |p|. Las
ecuaciones de las parabolas centrales son (1) y (2).

(2) x* = 4py

En (1) el foco se encuentra sobre el eje x y la directriz es paralela al otro eje. Si p es positiva, la curva abre hacia la
derecha y si p es negativa, la curva abre hacia la izquierda (consulte la figura 17-2). En (2) el foco esta sobre el eje
y y la directriz es paralela el eje x. Si p es positiva, la curva abre hacia arriba y si p es negativa, la curva abre hacia
abajo (véase la figura 17-3).

La linea que pasa a través del vértice y el foco es el eje de la parabola y la grafica es simétrica respecto a esta
linea.

Dy =4py vy

yi 4
y
xX=-p x==p
v F(p.0) N v
(0,0 " x Ap.0y J0.0 X
v
a) p>0 y:=4px b) p<0
Figura 17-2
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¥ YA
y=-r
FO, p)
V|(0.0)
v[(0,0) X
y=-p F(O, p)e
a) p>0 xX2=4dpy b) p<0
Figura 17-3

Las parabolas con vértice en el punto (h, k) y con el eje y la directriz paralela al eje x y al eje y tienen las formas
estandares que se listan en (3) y (4),

G —Kk*=4dpx—h) y (@) Kx—h)?=4p(y—k

En (3) el foco es F(h + p, k), la directrizes x = h—p, y el eje es y = k (consulte la figura 17-4). Sin embargo, en (4)
el foco es F(h, k + p), ladirectrizesy = k—p, y el eje es x = h (consulte la figura 17-5).

Y y

x=h-p \ x=h-p
Vi k) eF(h+p, k)
Flh+p,k
kyp )>V(h,k)

]

o x / 0 X

a) p>0 (y-k)?=4p(x-h) b) p<O
Figura 17-4
Yy, y
J=k-p
V(h, k)
*
) % 0 *
F(h, k +p)
Vih, &)
y=k-p
a) p>0 (x—h?=4p(y—k) b) p<0

Figura 17-5
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EJEMPLOS 17.5 Determine el vértice, el foco, la directriz y el eje de cada parabola.

a) y¥Y=-8 b)) x¥*=6y ¢ (y—3°=5(x+7) d (x—17°= 4y +4)

a) y?= —8x:vértice (h,k) = (0, 0), 4p = —8, por lo que p = —2, foco (p, 0) = (—2, 0), y ladirectrizes x = —p, por lo que

Xx=(=2)=2elejeesy=0

b) x* = 6y: vértice (h, k) = (0, 0), 4p = 6, por lo que p = 3/2, foco (0, p) = (0, 3/2), y la directriz esy = —p, por lo que
y= 3/2,elejeesy =0

c) (y—3)*=5(x+ 7): vértice (h,k) = (-7, 3),4p =5, por loque p = 5/4, foco (h + p,k) = (=7 + 5/4,3) = (—23/4,
3),y ladirectrizesx =h — p,porloquex = =7 — 5/4 = —33/4,ejey =k, porloquey = 3

d) (x — 1)> = —4(y + 4): vértice (h, k) = (1, —4),4p = —4, porloque p = —1, foco (h, k + p) = (1, —4 + (—1)) =
(1, =5), y ladirectrizesy =k — p,porloquey = —4 — (—=1) = —3,elejeesx = h,porloquex = 1

EJEMPLOS 17.6 Escriba la ecuacion de la pardbola con las caracteristicas dadas.
a) veértice (4, 6) y el foco (4, 8) b) foco (3,5)y ladirectrizy =3

a) Puesto que el vértice (4, 6) y el foco (4, 8) se encuentran sobre la linea x = 4 (consulte la figura 17-4), se tiene una
parabola de la forma (x — h)? = 4p(y — k):
Puesto que el vértice es (4, 6), se tieneh =4y k = 6.
El focoes (h, k + p), porloquek + p=8y6 + p =8, porloquep = 2.
La ecuacion de la parabola es (x — 4)> = 8(y — 6):

b) Puesto que la directriz esy = 3 (consulte la figura 17-5), la parabola tiene la forma (x — h)? = 4p(y — k).
El foco (3, 5) se encuentra 2 unidades por arriba de la directrizy = 3, por lo que p > 0. La distancia del foco a la
directriz es 2|p|, por loque 2p =2y p = 1.
El focoes (h,p + k), porloqueh =3yk + p=>5.Puestoquep = 1,k = 4.
La ecuacion de la pardbola es (x — 3)* = 4(y — 4):

EJEMPLOS 17.7 Escriba la ecuacion en forma estandar de las parabolas siguientes.
a) xX*—4x—12y —32=0 b) y"+3x—6y=0

a) X*—4x—12y—32=0

X2 — 4x =12y + 32 reordenando términos
X2 —4x + 4 =12y + 32 +4 completando el cuadrado respecto a x
(x —2)>=12y + 36 factorizando el lado derecho de la ecuacion
(x — 2 =12(y + 3) forma estandar
b) y¥*+3x—6y=0
y> — By = 3x reordenando términos
Yy —6y+9=3x+9 completando el cuadrado respecto a y
(y—3?%=3»x—23) forma estandar
17.5 ELIPSES

Una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos sobre un plano tales que la suma de las distancias respecto a
dos puntos fijos, los focos, a cualquier punto del lugar geométrico es constante.

Las elipses centrales tienen su centro en el origen, sus vértices y focos se encuentran sobre uno de los ejes y los
covértices se encuentran sobre el otro vértice. Se denotara la distancia desde un vértice al centro con la letra a, la
distancia desde un covértice al centro con la letra b, y la distancia desde un foco al centro por la letra c. En una elipse,
los valores a, b y ¢ se relacionan mediante la ecuacion a?> = b* + ¢?y a > b. Al segmento de linea entre los vértices,
eje mayor y al segmento de linea entre los covértices, eje menor.

Las formas estandar de las elipses centrales son:

2 2
1) %+§=1 y 2 L+% -1
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El denominador de mayor valor es siempre a* para una elipse. Si el numerador para a? es x*, entonces el eje mayor
coincide con el eje x. En (1), los vértices tiene coordenadas V(a, 0) y V'(—a, 0), los focos tienen coordenadas F(c, 0)
y F'(—c, 0), y los covértices tienen coordenadas B(0, b) y B'(0, —b) (véase la figura 17-6). Si el numerador de a? es
y?, entonces el eje mayor coincide con el gje y. En (2), los vértices se encuentran en V(0,a) y V'(0 — a), los focos se
encuentran en F(0, ¢) y F'(0, —c), y los covértices se encuentran en B(b, 0) y B’(—b, 0) (consulte la figura 17-7).

Si el centro de una elipse es C(h, k), entonces las formas estandar de las elipses son:

(v —K?  (x—hy

a2 b2 =1

g Mk

2 b 1y 4)

En (3), el eje mayor es paralelo al eje x y el eje menor al y. Los focos tienen coordenadas F(h + ¢, k) y F'(h —c,
k), los vértices se encuentran en V(h + a, k) y V'(h — a, k), y los covértices se encuentran en B(h, k + b) y B/(h,
k — b)(consulte la figura 17-8). En (4), el eje mayor es paralelo al eje y y el menor es paralelo al x.

B(0, b)

(-a, 0)v@A mwa, 0)

¥

F(c, 0)

B'(0, ~b)

2y
;+? =1

Figura 17-6

(=b, 0)B’

=Y

Figura 17-7
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Los focos se encuentran en F(h, k + ¢) y F'(h, k —c), los vértices tienen coordenadas V(h, k + a) y V'(h, k- a),
y los covértices se encuentran en B(h + b, k) y B’(h — b, k) (consulte la figura 17-9).

EJEMPLOS 17.8 Determine el centro, los focos, los vértices y los covértices de las elipses siguientes:

a)

b)

a)

c)

(x—87

225
(x +1)?
100

(y—4)?%
289 =1
(y—2?% _
o1

}’A}

B(h, k+ b)

V'(h -k, a) V(h+a, k)

B'(h, k+b)

O
ot

e

+ 1

a? b?
Figura 17-8
i Vih, k +a)
(h=b, k)8’ Bh+b, k)
Vi(h, k~a)
o x

O=kP (x=hP_
e =1

Figura 17-9
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b)

c)

d)

EJE
a)
b)

a)

b)

CAPITULO 17 SECCIONES CONICAS

Puesto que a? es el denominador con mayor valor, a®> = 25y b*> = 9, por lo que a = 5y b = 3. A partir de a> = b? +
c?, se obtiene 25 = 9 + c?y ¢ = 4. El centro esta en (0, 0). Los vértices estan en (a, 0) y (—a, 0), por lo que V (5, 0)
y V'(=5, 0). Los focos se encuentran en (c, 0) y (—c, 0), por lo que F(4, 0) y F(—4, 0). Los covértices se encuentran
en (0, b) y (0, —b), por lo que B (0, 3) y B'(0, —3).

a?=10yb? =3, por lo quea = V10, b = V3, y puesto que a®> = b? + ¢% ¢ = V7.
Ya que y? se encuentra sobre el denominador de mayor valor, los vértices y los focos se encuentran sobre el eje
y. El centro es (0,0).

vértices (0, a) y (0, —a) V(0, V10), V'(0, — V10)
focos (0, ¢) y (0, —c) F(0, V7), F'(0, — V7)
covértices (b, 0) y (—b, 0)  B(V3,0), B'(—V3,0)

(y—4?  (x—3)° _
289 | 225 =1

a? =289y b? =225 porloquea=17yb = 15y a partir de a®> = b? + ¢ ¢ = 8. Puesto que (y — 4)? est sobre a?,
los vértices y focos se encuentran sobre una linea paralela al eje y.

centro (h, k) = (3, 4)

vértices (h,k +a)y (h,k — a) V(3, —1),V'(3, —13)
focos (h,k +¢)y (h,k —¢c) F(3,12), F'(3, —4)
covértices (h + b, k) y (h — b, k) B(18, 4), B'(—12, 4)

(17 G —2F _
100 64

a’ = 100, b?> = 64, por loque a = 10 y b = 8. A partir de a?> = b? + ¢?, se obtiene ¢ = 6. Puesto que (x + 1) se en-
cuentra sobre a2, los vértices y los focos se encuentran sobre una linea paralela al eje x.

1

centro (h, k) = (=1, 2)

vértices (h +a,k)y (h —a, k) V(9,2),V'(-11,2)
focos (h + ¢, k) y (h —c, k) F(5,2),F'(-7,2)
covértices (h, k + b)y (h, k —=b) B(—1, 10), B'(—1, —6)

MPLOS 17.9 Escriba la ecuacion de la elipse que tiene las caracteristicas que se proporcionan.
elipse central, focos en (4, 0) y vértices en (£5, 0)
centro en (0, 3), longitud del eje mayor de 12, focos en (0, 6) y (0, 0).

Una elipse central tiene su centro en el origen, por lo que (h, k) = (0, 0). Puesto que los vértices se encuentran sobre
el eje x y el centro esta en (0, 0), la forma de la elipse es,

2 2

X
a2

y

tiz=

1

A partir del vértice en (5, 0) y el centro en (0, 0), se obtiene a = 5.

A partir de un foco en (4, 0) y el centro en (0, 0), se obtiene ¢ = 4.

Puesto que a> = b? + ¢? 25 = b* + 16, por loque b> =9y b = 3.

. ) X2 yz
—+ =

La ecuacion de la elipse es %=1 1
Puesto que el centro se encuentra en (0, 3), h = 0y k = 3. Puesto que los focos se encuentran sobre el eje x, la forma
de la ecuacion de la elipse es,

(y—k? (x—hy? _
2 =1

Los focos son (h, k + ¢) y (h, k—c), porloque (0,6) = (h,k +¢c)y3+c=6yc=23.
La longitud del eje mayor es 12, por lo que se deduce que 2a = 12y a = 6.
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A partir de a> = b? + ¢?, se obtiene 36 = b* + 9y b* = 27.
-9, ¢ _,

L ion de la eli
a ecuacion de la elipse es %6 7

EJEMPLO 17.10 Escriba la ecuacion de la elipse 18x? 4+ 12y* — 144x + 48y + 120 = 0 en su forma estandar.

18x2 + 12y? — 144x + 48y + 120 = 0

(18x% — 144x) + (12y* + 48y) = —120 reordenando términos
18(x* — 8x) + 12(y* + 4y) = —120 factorizando para obtener x? y y?
18(x* — 8x + 16) + 12(y? + 4y + 4) = —120 + 18(16) + 12(4) completando el cuadradoenxyy
18(x — 4)* + 12(y + 2)* = 216 simplificando
o2 2

18(x — 4) + 12(y +2) =1 dividiendo entre 216

216 216

2 2

(x=4) + +2y _ 1 forma estandar

12 18

17.6 HIPERBOLAS

La hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos sobre un plano tal que para cualquier punto en dicho lugar se
cumple que la diferencia entre las distancias a dos puntos fijos, los focos, es constante.

Las hipérbolas centrales tienen su centro en el origen 'y sus vértices y focos sobre uno de los ejes siendo simétricas
respecto al otro eje. Las formas estandar de las ecuaciones de las hipérbolas centrales son:

XZ y2 y2 X2

e 2) -2 =1

2 2

La distancia del centro a un vértice se expresa por a y la distancia del centro a un foco se expresa por c. Para el
caso de una hipérbola, ¢ = a? + b? y b es un nimero positivo. El segmento de linea entre los vértices se llama eje
transversal. EI denominador de la fraccion positiva para la forma estandar es siempre a2,

En (1), el eje transversal VV' coincide con el eje y, los vértices son V(a, 0) y V' (—a, 0), y los focos se encuentran
en F(c, 0) y F'(—c, 0) (consulte la figura 17-10). En (2) el eje transversal VV'se encuentra sobre el eje y, los vértices
estdn en V(0, a) y V'(0, —a), y los focos estan en F(0, c) y F'(0, —c) (consulte la figura 17-11). Cuando las lineas
se dibujan a través de los puntos Ry C y los puntos Sy C, se tienen las asintotas de la hipérbola. La asintota es una
linea a la que la gréfica de la hipérbola se aproxima pero nunca alcanza.

Si el centro de la hipérbola se encuentra en (h, k), las formas estandar son (3) y (4):

(x—h? -k _, v-K? x—h?

3) a? b2 y 4) a2 b2

En (3) el gje transversal es paralelo al eje x, los vértices tiene coordenadas V(h + a, k) y V'(h —a, k), los focos tienen
coordenadas F(h + ¢, k) y F'(h —c, k), y los puntos R y S tiene coordenadas R(h + a, k + b) y S(h + a, k- b). Las
lineas que pasan por Ry Cy Sy C son las asintotas de la hipérbola (véase la figura 17-12). En la ecuacion 4) el eje
transversal es paralelo al eje y, los vértices se encuentran en V(h, k + a) y V'(h, k — a), los focos estan en F(h, k + ¢)
y F'(h, k—c) y los puntos R y S tienen las coordenadas R(h + b, k + @) y S(h—b, k + a) (véase la figura 17-13).

EJEMPLOS 17.11 Encuentre las coordenadas del centro, vértices y focos de las hipérbolas siguientes:

(x—4? (y—57 _

(y+5?2 (x+9)7°
) 9 16 B B

25 144

x+3? (y—47 _

225 64 1

1 b)

1 c)
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a)

b)

CAPITULO 17 SECCIONES CONICAS

Y4

$ F(0, ¢)

S(=b, Reb,
N ( “).C(o, 0) %0, a)' ©.
x 10, -a) x
$F(0, ~¢)
2 2 2 2
X_.X A
2 a& ¥
Figura 17-10 Figura 17-11

Y4
\ Rh+a, k+b)
[ 4

N
Ch-a, QY Vh+ak
h=c,kpF's "} . “Y o Fhto
Ch, k)

S(h+ark~b)

Fh, k+¢)
.
V(h k +a)
(h=bk+a)se OR(h+b,k+a)
C(h, k)e

ﬁl. k—a)
/ F'(h..k - c)\

E=hP_(y-k? 1
a? S

Figura 17-12

(x—47% (-5 _
9 6
Puesto que a*> = 9y b* =16, se tienequea =3y b = 4.
A partir de ¢ = a% + b?, se obtiene ¢ = 5.
El centro esta en (h, k) = (4, 5)
Los vértices estan en V(h + a, k) y V'(h —a, k)
Los focos estanen F(h + ¢, k) y F'(h-c, k)
(y+5° (x+9)° _
25 144
Puesto que a®> = 25y b* = 144,a=5y b = 12.
A partir de ¢® = a* + b?, se obtiene ¢ = 13.

1

V(7,5)yV'(1,5)

F(9,5) yF(—1,5)

7o \?

O =k? (x=hP_
g ol

Figura 17-13
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El centro esta en C(h, k) = (=9, —5)
Los vértices estan en V(h, k +a) y V'(h, k—a) V(=9,0)y V'(—9,—-10)

Los focos estdn en F(h, k + ¢) y F'(h, k—c¢) F(—9,8) y F'(—9,—18)
o G4,
225 64

Puesto que a? = 225y b® = 64, se obtienea = 15y b = 8.
A partir de ¢® = a% + b? se obtiene ¢ = 17.

El centro esta en C(h, k) = (—3,4)
Los vértices estanen V(h + a, k) y V'(h — a, k) V(12,4) y V'(—18,4)
Los focos estdn en F(h + ¢, k) y F'(h—c, k) F(14,4)y F'(—=20,4)

EJEMPLOS 17.12 Escriba la de la hipérbola que tiene las caracteristicas siguientes:

a) Los focos estan en (2, 5) y (—4, 5) y el eje transversal tiene una longitud de 4.
b) El centroestd en (1,—3), un foco en (1, 2) y el vértice en (1, 1).

a) Los focos se encuentran sobre la linea paralela al eje x, por lo que la forma es

x—h?  (y-K? _

a2 b2 .

El centro se encuentra a la mitad entre los focos, por lo que ¢ = 3y el centro estd en C(—1, 5).
El eje transversal une los vértices, por lo que su longitud es 2a, por lo tanto 2a =4y a = 2.
Puesto que ¢ = a®> + b’ c = 3ya = 2, por lo tanto, b* = 5.

La ecuacion de la hipérbola es:

x+17 (y-5P _

1
4 5

b) Ladistancia del vértice (1, 1) al centro (1, —3) es a, por ende, a = 4.
La distancia del foco (1, 2) al centro (1,—3) es c, por lo que ¢ = 5.
Puestoquec®=a’+ b, a=4yc=5b*=09.

179

Ya que el centro, el vértice y el foco se encuentran sobre una linea paralela al eje y, la hipérbola tiene la forma

v —k?> (x—h?_

a2 b2 .

El centroes (1, —3), porloqueh =1y k = —3.
La ecuacion de la hipérbola es

(y +3)? (X—l)z,1
6 9

EJEMPLOS 17.13 Escriba la ecuacion de cada hipérbola en la forma estandar.
a) 25x2 — 9y? — 100x — 72y — 269 =0 b) 4x*> — 9y* — 24x — 90y — 153 =0
a) 25x* — 9y* — 100x — 72y — 269 =0

(25x% — 100x) + (—9y? — 72y) = 269 reordenando los términos
25(x* — 4x) — 9(y* + 8y) = 269 factorizando para obtener x? y y?
25(x* — 4x + 4) — 9(y? + 8y + 16) = 269 + 25(4) — 9(16)  completando el cuadrado de xy y
25(x — 2)2 — 9(y + 4)* = 225 simplificando y dividiendo entre 225
2 2
c-2r by forma estandar
9 25
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b) 4x? — 9y? — 24x — 90y — 153 = 0

(4x2 — 24x) + (—9y* — 90y) = 153 reordenando los términos
4(x% — 6x) — 9(y* + 10y) = 153 factorizando para obtener x> y y?
4(x2 — 6x + 9) — 9(y* + 10y + 25) = 153 + 4(9) — 9(25) completando el cuadrado de x y y
4(x — 3)> — 9(y + 5)>= —36 simplificando y dividiendo entre —36
Y 2
x _93) _v J_r45) =1 simplificando los signos
2 2
b 25) _& _93) =1 forma estandar

17.7 GRAFICAS DE SECCIONES CONICAS CON CALCULADORA

Puesto que la mayoria de las secciones cénicas no son funciones, un paso importante consiste en despejar y de la
ecuacion en su forma estandar. Si y es igual a una expresion en x que contenga una cantidad =, sera necesario separar
la expresion en dos partes: y, = la expresion que utiliza la cantidad + y y, = la expresion que utiliza la cantidad —.
De otra forma, se expresay, = expresion. Grafique y, oy, y y, simultaneamente. Es probable que la ventana necesite
ajustarse a fin de corregir la distorsion provocada por el uso de escalas diferentes en el eje x y en el y como ocurre
con muchas ventanas estandar de las calculadoras gréaficas. Ajustando la escala y a un valor 0.67, a menudo corrige
dicha distorsion.

En el caso del circulo, la elipse y la hipérbola, a menudo es necesario fijar el centro de la ventana grafica en el
punto (h, k), el centro de la seccidn conica. Sin embargo, se puede visualizar mejor la parabola si el vértice (h, k) se
encuentra en un extremo de la ventana.

Problemas resueltos
17.1  Dibuje la grafica de las ecuaciones siguientes:
a) 4x* + 9y? = 36, b) 4x* — 9y? = 36, c) 4x + 9y* = 36:
SOLUCION

a) 4x2+9y? = 36, yzzg(9—xz), y:tg\/g—x?

Observe que y es real cuando 9 — x® = 0, es decir, cuando —3 =< x =< 3. De aqui que los valores de x mayores
a 3 0 menores que —3 quedan excluidos.

X -3 -2 -1 0 1 2 3
y 0 *+149 | £1.89 *2 +1.89 | £1.49 0

La grafica es una elipse con centro en el origen (vea la figura 17-14a).

.|
T

IQ
T
=Y
o4
[t
T 1T
i
¢°Jf
-

a) Elipse b) Hipérbola c) Pardbola

Figura 17-14

www. FreelLibros.com



PROBLEMAS RESUELTOS 181

4 2
b) 4x2—9y? =36, = 5 (x* —9), y = iévx2 -9

Siy va atener un valor real, observe que x no puede tener un valor entre —3y 3.

X 6 5 4 3 -3 —4 -5 —6
y +3.46 | £2.67| £1.76 0 0 *+1.76 | £2.67 | £3.46

La gréfica consiste de dos ramas y se llama hipérbola (vea figura 17-14b).

C) 4x+9y? =36, yzzg(Q—x), y:i%\/Q—x.

Observe que si x es mayor a 9, y es imaginario.

X -1 0 1 5 8 9
y +211 *2 +189 | =133 | £0.67 0

La gréfica es una parébola (vea la figura 17-14c).

17.2  Dibuje la gréfica de cada una de las ecuaciones siguientes:
a) xy=8, b) 2 —3xy+y’+x—2y —3=0, c) X*+y?—4x+8y+25=0.

SOLUCION

a) xy =8,y = 8/x. Observe que si x es cualquier nimero real excepto cero, y es real. La gréfica es una hipérbola
(vea la figura 17-15a).

1 1
X 4 2 1 5 -3 -1 -2 —4
y 2 4 8 16 —16 -8 —4 -2
y
. i il | T Il | } L
I T T T O*— T T T T X T
a) Hipérbola b) Dos lineas que se intersectan

Figura 17-15

b) 2x2 — 3xy + y? + x — 2y — 3 = 0. Escriba como y> — (3x + 2)y + (2x + x — 3) = 0y resuelva por
medio de la ecuacién de segundo grado para obtener

y_3x+2i Vx2+8x+16 (3x+2) * (x +4)
B 2 B 2

0 y=2x+3, y=x—-1
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c)

La ecuacion dada es equivalente a las dos ecuaciones lineales, como puede uno darse cuenta escribiendo las
ecuaciones dadas como (2x —y + 3)(x — y — 1) = 0. La gréfica consiste en dos lineas que se intersecan (vea
la figura 17-15b).

Escribala como y? + 8y + (x> — 4x + 25) = 0; despejando,

Yy ey o
y= 2 .

Puesto que X2 — 4x + 9 = x> — 4x + 4 + 5 = (x — 2)* + 5 es siempre positiva, la cantidad dentro
del signo radical es negativa. Por lo tanto, y es imaginaria para todos los valores reales de x y la gréfica no
existe.

Escriba cada una de las ecuaciones de circulos siguientes en su forma estandar y determine su centro y su radio.

a) X +y —8x+10y—4=0 b)) 4X°+4y’+28y+13=0
SOLUCION
a) X¥*+y"—8x+10y—4=0
(x*—8x+ 16) + (y* + 10y + 25) =4 + 16 + 25
(x —4)?+ (y+5)°=45 forma estandar
centro: C(4, —5) radio: r = V45 = 35
b) 4x*+4y*+ 28y +13=0

X2 +y2+7y=—13/4

X2+ (Y2 + 7y + 49/4) = —13/4 + 49/4

X+ (y+7/2°=9 forma estandar
centro: C(0, —7/2) radio: r = 3

Escriba la ecuacion de los circulos siguientes:

a)
b)

centro en el origen y pasa por el punto (2, 6)
los extremos del diametro estan en (=7, 2) y (5, 4)

SOLUCION

a)

b)

La forma estandar de un circulo con centro en el origen es x*> + y? = r2. Puesto que el circulo pasa por (2, 6),
se sustituye x = 2 y y = 6 para determinar r2. Por lo tanto, r* = 2% + 6% = 40. La forma estandar del circulo
es x* + y* = 40.

El centro de un circulo es el punto medio de su diametro. El punto medio M del segmento de linea que tiene
sus puntos extremos en (x,, y,) Y (X,, Y,) es,

(X1 tX2 Y1tY2
o (s )

Por lo tanto, el centro es,

—7+5 2+4 —2 6
c( 5 'T)_C<7’§)_C(*l’3)'

El radio de un circulo es la distancia desde el centro hasta el extremo del didmetro. La distancia, d, entre
dos puntos (x,, Y,) Y (X, y,) es d = V(x* — x)* + (y*> — y1)> Por lo tanto, la distancia desde el centro C(—1,
3)al punto (5,4)es r=V (5 — (-1))>+ (4 — 3> = V6 + 12 = V/37.

La ecuacidn del circuloes (x + 1) + (y — 3)* = 37.

Escriba la ecuacidn del circulo que pasa a través de los puntos (3, 2), (—1,4) y (2, 3).
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SOLUCION

La forma general de la ecuacion de un circulo es X2 + y2 + Dx + Ey + F = 0, por lo que se deben sustituir los
puntos dados en esta ecuacion con el fin de obtener un sistema de ecuacionesen D, Ey F.

Para (3, 2) 32+22+DB)+E@R)+F=0  entonces (1) 3D +2E+ F=—13
Para(—1,4) (-1°+4+D(-1)+E@) +F=0  entonces (2) -D+4E+F=-17
Para (2, 3) 22+ 32+D@R)+EQB)+F=0 entonces (3) 2D+3E+F=-13

SeeliminaF de (1) y (2) y de (1) y (3) y se obtiene
(4)4D —2E=4 y 5)D-E=0
Se resuelve el sistema formado por (4) y (5) obteniéndose D = 2y E = 2y se sustituyen en (1) con el fin de

obtener F = —23.
La ecuacion del circulo es x? + y? + 2x + 2y — 23 = 0.

Escribe la ecuacion de la parébola en su forma estandar y determine su vértice, foco, directriz y eje.

a) Y —4x+10y+13=0 b) 3x*+18x+1ly+5=0:

SOLUCION

a) y’—4x+10y+13=0
y? + 10y = 4x — 13 ordenando términos
y2 4+ 10y + 25 = 4x + 12 completando el cuadrado para 'y
(y + 52 =4(x + 3) forma estandar
vértice (h, k) = (=3, —5) 4p=4porlotantop=1
foco(h + p,k) = (-3 +1, =5) = (-2, —5)
directrizzx=h —p= -4 gje;y=k= -5

b) 3x*+18x+ 11ly+5=0
X2+ 6x = —11/3y — 5/3
X+ 6x + 9 = —11/3y + 22/3

(x + 3= —11/3(y — 2) forma estandar

vértice (h, k) = (—=3;+2) 4p=—-11/3p = —11/12
foco (h, k + p) = (-3, +2 + (—11/12)) = (-3, 13/12)

directriz=k — p= +2 — (—11/12) = 35/12 gje:x=h= -3

Escriba la ecuacion de la parébola con las caracteristicas siguientes:

a) veértice en el origen y directrizy = 2 b) vérticeen (—1,—3)y focoen (—3,—-3)

SOLUCION

a) Puesto que el vértice esta en el origen, se tiene la forma y? = 4px o x*> = 4py. Sin embargo, puesto que la di-
rectrizesy =2, la forma es x2 = 4py.
El vértice es (0, 0) y ladirectrizesy = k—p. Puesto quey = 2y k = 0, se tiene que p = —2.
La ecuacion de la parabola es x> = —8y.
b) El vértice es (—1,—3) y el foco esta en (—3,—3) y puesto que se encuentran sobre una linea paralela el eje x,
la forma estandar es (y — k)? = 4p(x — h).
A partir del vértice se obtieneh = —1y k = —3y puesto que el focoes (h + p,k), h+p= -3y -1
+ p = —3, se obtienep = —2.
Por lo tanto, la forma estandar de la parabola es (y + 3)> = —8(x + 1).

Escriba la ecuacion de la elipse en forma estandar y determine su centro, vértices, focos y covértices.

a) 64x* + 8ly* =64 b) 9x?+5y?+36x + 10y —4 =0
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SOLUCION
a) 64x2+ 81y’ =64
,  8ly? —
X2 + o 1 dividiendo entre 64
X2 y2
1 + Yo 1 dividiendo el numerador y el denominador entre 81
(ﬁ) forma estandar

b)

centro en el origen (0, 0) a®=1yb*=64/81,porloquea=1yb=28/9

En una elipse, a> = b® + ¢? por lo que 1 = 64/81 + ¢?y ¢* = 17/81, lo cual da como resultado ¢ =
V17/9.

Los vértices son (a, 0) y (—a, 0), por lo que V(1,0) y V'(—1, 0).

Los focos son (c, 0), y (¢, 0), por lo que F(V17/9, 0) y F'(—V17/9, 0).

Los covértices son (0, b) y (0, —b), por lo que B(0, 8/9) y BO(0, —8/9).

9x% + 5y® + 36x + 10y — 4 =0
9+ 4x +4)+5(y*+2y+1)=4+36+5
9(x + 2)* +5(y + 1)*=145
+ 2)? + 1)

% + % =1 forma estandar
centro (h, k) = (-2, —1) a?=9,b2=5porloquea=3yb="\V5

Puestoque a®> = b?> + ¢, > =4yc =2

Los vértices son (h, k + a) y (h, k — a), por lo que V(—2,2) y V'(—2, —4).

Los focos son (h, k + ¢) y (h, k — ¢), por loque F(—2,1) y F'(—=2, — 3).

Los covértices son (h + b, k) y (h — b, k) por lo que B(—2 + V5, —1) y B'(—2 — V5, —1).

Escriba la ecuacion de la elipse que tiene estas caracteristicas.

a)
b)

los focos son (1, 0) y (—1, 0) y la longitud del eje menor es V2.
los vértices se encuentranen (5, —1) y (=3, -1)yc = 3.

SOLUCION

a)

b)

El punto medio del segmento de linea entre los focos es el centro, por lo que éste es C(0, 0) y se tiene una
elipse centrada. La forma estandar es
2 2

AN | 0

v X
Y a2

+o=1
az b

Los focos son (c, 0) y (—c, 0) por lo que (c,0) = (1,0)yc = 1.

El eje menor tiene una longitud 2\/2, por lo que 2b = 22y b? = 2.
Paralaelipse, @®> = b? + c?ya?=1+2=3.

Puesto que los focos se encuentran sobre el eje x, la forma estandar es

La ecuacion de la elipse es,

2 2
X
i+y =

3 5 1.

El punto medio del segmento de linea entre los vértices es el centro, por lo que este es,

c(s—iE 7171):(L—D-

22

Se tiene una elipse con centro en (h, k), dondeh =1y k = —1.
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La forma estandar de la elipse es,

) PN V2 ) G el D

a2 b2 a2 b2 L

Los vértices son (h + a, k) y (h—a, k), por lo que (h + a, k) = (1 + a, —1) = (5, —1). Por lo tanto, 1 +
a=5ya=4.

Para la elipse, @ = b? + c? c tiene el valor de 3, y se puede deducir que el valor de a es 4. Por ende,
a?=4?= 16y c? = 32 =9, Por lo tanto, de a*> = b? + ¢?, se obtiene 16 = b? + 9y b> = 7.

Puesto que los veértices se encuentran sobre una linea paralela al eje x, la forma estandar es

(=7, =K _

2 b2 1.

La ecuacion de la elipse es

(=17, ¢+ 17 _

16 7 L

17.10 Escriba la ecuacidn en su forma estandar para cada una de las hipérbolas siguientes y determine el centro, los vér-
tices y los focos.

a) 16X — 9y +144=0 b) 9x* — 16y> + 90X + 64y + 17 = 0

SOLUCION

a) 16x2 —Qy2+144=0
16x* — 9y* = —144

XZ y2
-9 -16
2 2
)1/76 — TX =1 forma estandar

centro (h, k) = (0, 0) a®=16yb’=9,porlotantoa=4yb =3
Puesto que ¢® = a? + b? para una hipérbola, ¢? = 16 + 9 = 25y ¢ = 5.
Los focos son (0, ¢) y (0, ¢), por lo que F(0, 5) y F'(0, —5).
Los vértices son (0, a) y (0, —a), por lo que V(0, 4) y V'(0, —4)

b) 9x* — 16y* + 90x + 64y + 17 =0

9(x* + 10x + 25) — 16(y? — 4y + 4) = —17 + 225 — 64

9(x + 5)2 — 16(y — 2)? = 144

(x+5° (y-27

16 9

centro (h, k) = (=5, 2) a®>=16yb’=9,porloquea=4yb=3
Puestoquec®=a’+ b*,c?=16+9=25yc =5:
Los focos son (h + ¢, k) y (h — ¢, k), por lo que F(0, 2) y F'(—10, 2):
Los vértices son (h + a, k) y (h — a, k), por lo que V(—1,2) y V'(-9, 2).

=1 forma estandar

17.11 Escriba la ecuacidn de la hipérbola con las caracteristicas que se indican.

a) los vértices son (0, =2) y los focos son (0, =3)
b) los focos estan en (1, 2) y (—11, 2) y el eje transverso tiene una longitud de 4.

www. FreelLibros.com



186

17.12

17.13

17.14

17.15

17.16

CAPITULO 17 SECCIONES CONICAS

SOLUCION

a) Puesto que los vértices son (0, =2), el centro se encuentra en (0, 0), y puesto que se encuentran sobre una linea
vertical, la forma estandar es
2 2

ryoX_y

az b?
Los vértices se encuentran en (0, =a) por lo que a = 2y los focos estan en (0, =3), por lo que ¢ = 3.
Puesto que ¢c® = a% + b? 9 = 4 + b? por lo que b? = 5.
La ecuacion de la hipérbola es,

=1

N Y

X2
5

b) Puesto que los focos estan en (1, 2) y (—11, 2), se encuentran sobre una linea paralela al eje x, por lo que su
forma es,

x—h?  y—K? _

a2 b? 1

El punto medio del segmento de linea entre los focos (1, 2) y (—11, 2) es el centro, por lo que C(h, k) =
(=5, 2). Los focos estan en (h + ¢, k) y (h—c, k), por loque (h + ¢, k) = (1,2)y =5+ c =1, donde c =
6. El eje transversal tiene una longitud de 4 por lo que 2a = 4y a = 2. A partir de ¢> = a? + b?, se obtiene
36 =4+ b?ybh? =32

La ecuacion de la hipérbola es

(x +5)? (y72)2_l
4 32

Problemas propuestos

Grafique cada una de las ecuaciones siguientes:

a) X+ =9 e) y2=4x ) ¥+y —2x+2y+2=0

b) xy=—4 ) X¥+3y2—-1=0 D 2% —xy—y2—-Tx—2y+3=0
c) 4x*+y*=16 g X*+3xy+y> =16

d) x2—4y*=236 hy x¥*+4y=4

Escriba la ecuacion del circulo que tenga las caracteristicas siguientes:

a) centro (4,1)yradio3 c) pasapor(0,0),(—4,0)y (0, 6)
b) centro (5, —3) y radio 6 d) pasapor(2,3),(—1,7)y(1,5)

Escriba la ecuacion del circulo en su forma estandar y establezca su centro y su radio.

a) X2+ Yy +6x— 12y — 20 =0 ©) X +y +7x+3y—-10=0
b) x2+y?+ 12x — 4y — 5 =0 d 2 +2y*—-5x—9 +11=0

Escriba la ecuacion de la parabola que tiene las caracteristicas siguientes:

a) veértice (3,—2) ydirectrizx = — 5

b) vértice (3, 5) y foco (3, 10)

c) pasa por (5, 10), el vértice esta en el origen y su eje esta sobre el eje x.

d) vérticeen (5,4)yfocoen (2, 4)

Escriba la ecuacion de la parabola en su forma estandar y determine su vértice, foco, directriz y eje.

a) y?+4x — 8y +28=0 c) y*—24x+6y—15=0
b) x*—4x+ 8y + 36 =0 d 5% +20x—9y+47=0
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17.17 Escriba la ecuacidn de la elipse que tiene las caracteristicas siguientes:

a) veértices (+4, 0), focos (+2V/3, 0)

b) covértices (=3, 0), longitud del eje mayor 10

c) centro (—3, 2), vértice (2, 2), c = 4.

d) wvértices (3,2) y (3, —6), covértices (1, —=2) y (5, —2)

17.18 Escriba la ecuacion de la elipse en su forma estandar y determine el centro, vértices, focos y covértices.

a) 3X*+4y*—30x—8y+67=0 c) 9x®+ 8y® + 54x + 80y + 209 = 0
b) 16x% + 7y> — 64x + 28y — 20 =0 d) 4x2+5y2—24x — 10y +21 =0

17.19 Escriba las ecuaciones de la hipérbola que tiene las caracteristicas siguientes:
a) vértices (*=3,0), focos (+5,0)
b) vértices (0, =8), focos (0, =10)
c) focos (4,—1)y (4,5), la longitud del eje transversal es 2
d) wvértices(—1,-1)y(—-15),b=5

17.20 Escriba la ecuacidn de la hipérbola en su forma estandar y determine su centro, vértices y focos.

a) 4x*2 —5y? — 8x — 30y — 21 =0 c) 3 —y?—18x+ 10y —10=0
b) 5x* — 4y?> — 10x — 24y — 51 =0 d 43—y +8x+6y+11=0

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

17.12 a) circulo, figura 17-16 f) elipse, figura 17-21
b) hipérbola, figura 17-17 g) hipérbola, figura 17-22
c) elipse, figura 17-18 h) paréabola, figura 17-23
d) hipérbola, figura 17-19 i) unsolo punto, (1,—1)
e) parébola, figura 17-20 j) dos lineas que se intersecan, figura 17-24 (y = x—-3ey = —2x + 1)
1713 a) (x — 42+ (y — 1)*=9 c) X¥*+y*+4x—6y=0
b) (x—5?%+ (y+3)?=236 d XX+y?+1ly—y—32=0
Y by
|

‘\ ‘
T T T 3 T T T T T T T T T 7 T
-5 o / 5 X =5 o 5

-5+ -5

Figura 17-16 Figura 17-17
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y Ar Y
s+ 104
8__
. 6_...

1 - i L
T T T T T T T T T
5 X -10 -8 4 20 2 4

24

41

_6__
-8+

=51 -104

Figura 17-18 Figura 17-19

bJ

7

10

gpk

Il } Il b

1
T T T 1 T
-10 -8 -6 -4 20
_2—_

4+

-2 —1\\0__/1

—6- -1
—-8+ 4
=101+ ~
-

Figura 17-20 Figura 17-21

=

2_\ /\
| 4 | i i i R | Il l 1 | | | i

i l
T T T T T T T T T T T T T
20 -8 -6 aN20| 2 aNe_8 10X -5 o
2 \ .
-4 s

—6-1- 4+

-8 -+

-10+ -5+
Figura 17-22 Figura 17-23
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17.14

17.15

17.16

17.17

17.18

17.19

a)

<)
d)

a)
b)
<)

a)

b)

a)

b)

d)

a)

b)

PROBLEMAS PROPUESTOS

Figura 17-24

(x+3)2+(y—6)2=65  C(-3,6), r=V65
(x+6)2+(y—2?=45  C(6,2), r=3V5
(X+7/22 + (y + 3/2)2 =49/2,  C(-7/2,-3/2), r=7V2/2
(x — 5/4)2 + (y — 9/4)> =9/8,  C(5/4,9/4), r=3V2/4

(y + 2)* = 32(x — 3)

(y —4) = —4(x + 3),
(x — 2= —8(y + 4),

(y + 3)* = 24(x + 1),

(x +2)* =9y - 3)/5,

XZ y2

16
2

S

25

=1
4

2
A
9

(x—57 , ¢y~ 1
4 3

v+27 , (=2
16 7

(y+5)2+(x+3)2 _

1
9 8 ’
(x—37  (y—1)7°
+ =
5 4 L
XZ y2
22 =1
9 16
2 2
y: X
64 36 !

=1,

=1,

b) (x —3)>=20(y — 5) c) y*=20x d) (x—5)°=-12(y — 4)

V(=3,4), F(—4, 4), directriz: x = —2, ejes:y = 4

V(2, —4), F(2, —6), directriz:y = —2, ejes: x = 2

V(-1, —=3), F(5, —3), directriz: x = —7,ejes:y = —3
V(-2,3), F(—2, 69/20), directriz: y = 51/20, ejes: x = —2

) (X+3)2+(y72)2:
25 9

(y+2? (x—3)?

d) 6 4

1

1

centro (5, 1), vertices (7, 1) y (3, 1); focos (6, 1) y (4, 1),
covértices (5,1 + V3)y (5,1 — V3)

centro (2, —2), vértices (2, 2) y (2, —6); focos (2, 1) y (2, —5),
covértices (2 + V7, —2)y 2 — V7, —2)

centro ( 3, —5), vértices (3, —2) y (3, —8), focos (3, —4) y
(3, —6), covértices (—3 + 2V2, =5)y (—3—-2V2, —5)

centro (3, 1), vértices (3 + V5, 1)y (3 — V5, 1), focos (4, 1) y (2, 1),
covértices (3,3) y (3, —1)

V-27 (x—47 _

C) 1 3 1
A
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190 CAPITULO 17 SECCIONES CONICAS

17.20 a)
b)
c)
d)

(y +3)
4
(x—1)2
A
(x—3)
=2
(y—23)y
16

(x—17 _
S
=37 _
5
(y +5)?% _
AL
(x+1° _
S

1,

1

1,

1

centro (1, —3), vértices (1, —1) y (1, —5), focos (1, 0) y (1, —8)
centro (1, 3), vértices (—1, 3) y (3, 3), focos (4, 3) y (—2, 3)
centro (3, 5), vértices (5, —5) y (1, —5), focos (7, =5) y (—1, —5)

centro (—1, 3), vértices (—1, 7) y (—1, —1), focos (1,3 + 2V5p)y (1,3 — 2V5)
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SISTEMAS
DE ECUACIONES DE
SEGUNDO GRADO

18.1 SOLUCION GRAFICA

Las soluciones reales de dos ecuaciones de segundo grado con incdgnitas x y y son los valores de x y y correspondientes
a los puntos de interseccion de las graficas de las dos ecuaciones. Si las graficas no se intersectan, las soluciones
simultaneas son imaginarias.

18.2 SOLUCION ALBEGRAICA

A.

Una ecuacion lineal y una de segundo grado.
Resuelva la ecuacion lineal para encontrar las incdgnitas y sustityalas en la ecuacién de segundo grado.

EJEMPLO 18.1 Resuelva el sistema

Dx+y=7
2)x*+y*=25

Despejando y en 1), y = 7 — x. Sustituya este valor en 2) y obtenga x2 + (7 — x)> = 25, X2 — 7x + 12 = 0,
(X—=3)(x—4)=0,yx=3,4 Cuandox = 3,y =7-x = 4; cuando x = 4,y = 7 —x = 3. Por ende, las soluciones
simultaneas son (3, 4) y (4, 3).

Dos ecuaciones de la forma ax® + by® = ¢
Utilice los métodos de suma y resta.

EJEMPLO 18.2 Resuelva el sistema

W2 —y*=7
(2) 3% + 2y* = 14

Para eliminar y, multiplique (1) por 2 y sume el resultado con (2); por lo tanto
7x2 = 28, X2 =4 y X = *+2:
Ahorahagax =20x = —2en1)yobtengay = *=1.
191
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192 CAPITULO 18 SISTEMAS DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Las cuatro soluciones son:
2,1,  (=2,1); (-1 (=2,-))
C. Dos ecuaciones de la forma ax? + bxy + cy® = d.

EJEMPLO 18.3 Resuelva el sistema

Dx*+xy=6
(2) x? + 5xy — 4y* = 10

Método 1
Elimine el término constante en ambas ecuaciones. Multiplique (1) por 5, (2) por 3y réstelas; por ende

X2 —5Bxy +6y2=0,(x — 2y)(x — 3y) =0, x =2y y X = 3y.

Ahorahagax = 2y en (1) o (2) y obtengay®* = 1,y = *=1.

Cuandoy =1,x =2y = 2; cuandoy = —1, x = 2y = —2. Por lo tanto, las dos soluciones son: x = 2,y = 1, x
=-2,y=-1

Después, haga x = 3y en (1) o (2) y obtenga

2:} :+ﬁ
y 2 y== 2
Cuando
—\/75 X =3 —%
Y= =3y =—
cuando
__V2 _ 32
y=—% =7

Por lo tanto, las cuatro soluciones son:

(2,2); (-2, —-1);

22 22
Método 2
Sea y = mx en ambas ecuaciones.
6

: ) 2 _ 2 —=_ -
A partir de (1): x> + mx* = 6, X =T

. 10
A partir de (2): X2 + 5mx* — 4m*¢? = 10, X2 = TTem
Entonces,

6 10

1+m 1+5m—4m2
a partir de lacual m = 1, }; de aqui que y = x/2, y = x/3. La solucién continlia como en el caso del método 1.
D. Meétodos miscelaneos

1. Algunos sistemas de ecuaciones pueden resolverse reemplazandolos por sistemas equivalentes mas simples
(vea los problemas 18.8 a 18.10).
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18.1

18.2

18.3

PROBLEMAS RESUELTOS 193

Una ecuacion es simétrica respecto a x y y si al intercambiar dichas variables en la ecuacion, ésta no
cambia. Por lo tanto, X2 + y? — 3xy + 4x + 4y = 8 es simétrica respecto a X y y. Los sistemas de ecuaciones
simétricas a menudo pueden resolverse por las sustituciones x = u + v, y = u—v (consulte los problemas
18.11y 18.12).

Problemas resueltos

Resuelva gréficamente los sistemas siguientes:

a) x*+y?=25, b) x*+ 4y? = 16, c) X*+2y=9
X+ 2y =10 xy = 4 2% -3y =1
SOLUCION

Vea la figura 18-1.

(=3.9,-3.1) (3.9,-3.1)

a) x2+y?=25 circulo b) x*+4y*=16 elipse ¢) X*+2y=9 pardbola
X+2y=10 linea xy =4 hiperbola 2x* = 3y* =1 hipérbola
Figura 18-1

Resuelva los sistemas siguientes:

a) x+2y=4 b) 3x—-1+2y=0
y: —xy =7 -y +4=0
SOLUCION

a) Despejando x de la ecuacion lineal, se obtiene x = 4 — 2y. Sustituyendo en la ecuacién de segundo grado,
YV —y4—2y)=7,3y—4y—-7=0,(y+1)By—-7)=0yy=1,7/3.

Siy=-1,x=4-2y=6;siy=7/3,x=4-2y = -2/3.
Las soluciones son (6, —1) y (—2/3, 7/3).
b) Despejando y en las ecuaciones lineales, se obtiene y = 2 (1 — 3x). Sustituyendo la ecuacién de segundo
grado,

_ V922 _
W -BL-3F+4=0, xX*+2X+5=0 y x= 2 22(1) 40O _ gy

Six=-1+2i,y=3(1-3x) =3[1—-3(-1+2i)] =14 —6i) =2 —3i.
Six=-1-2i,y=3(1-3x) =1[1—3(-1 —2i)] = (4 +6i) =2 +3i.
Las soluciones son (—1 + 2i,2 — 3i) y (—1 —2i, 2 + 3i).

Resuelva el sistema: (1) 2x* — 3y* = 6, (2) 3x2 + 2y? = 35,
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194 CAPITULO 18 SISTEMAS DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

SOLUCION

Para eliminar y, multiplique (1) por 2, (2) por 3 y sume; por lo tanto, 13x*> = 117, x> = 9, x = *3.
Ahorahagax =30x = —3en1l)yobtengay = *£2.
La soluciones son: (3, 2); (—3, 2); (3, —2); (=3, —2).

18.4 Resuelva el sistema:

8 3 5 2
(1)Q—F=5, (2)x7+;?:38'
SOLUCION

. . 1 1 . .
Las ecuaciones son cuadraticas en Yy Sustituyendo u = ; yv= % se obtiene
8u2—3v¥ =5 y 5u°+2v* =38

Resolviendo simultaneamente, u> = 4,v* = 90 x?> = 1/4,y*> = 1/9; entonces, x = = 1/2,y = + 1/3.

La soluciones son:
11, 211 1 1 11
2'3)’ 2'3) 2" 3) 2" 3)

(1) 5x% + 4y* = 48
(2) x* + 2xy = 16

18.5 Resuelva el sistema

eliminando los términos constantes.

SOLUCION

Multiplique (2) por 3y reste el resultado de (1) a fin de obtener,

2x* — 6xy + 4y* = 0, X2 — 3xy + 2y =0, X—yY)X—2y)=0 y x=y, Xx=2y
@
3

Sustituyendo x = 2y en (1) 0 (2), setieney? = 2yy = =V2.
Las cuatro soluciones son:

<¥,¥): <_¥,_¥); @V2,V2);  (-2V2, -V2).

Sustituyendo x =yen1)02),setieney? =—yy =+ g V3.

18.6 Resuelva el sistema

(1)3x* —4xy =4

Qx> —2y?=2
utilizando la sustitucion y = mx.
SOLUCION
Hagay = mxen (1); entonces 3> —4mx>* =4 vy X2 = 3 —44m
2

3 ] 2 om2y? 2 °
Hagay = mx en (2); entonces x* — 2m?x* = 2 y X =1 T ome
2

=_° Im? —4dm+1=0, 2m — 1)2=0
3_4m 1-2m? ( ) y.m

Por lo tanto,

N =

Ahora sustituyay = mx = 1x en (1) o0 (2) y obtenga xX* = 4, x = *2.
Las soluciones son (2, 1) y (=2, —1).
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Resuelva el sistema: (1) X + y2 = 40,  (2) xy = 12.

SOLUCION
A partir de (2), y = 12/x; sustituyendo en (1), obtenemos

144

x2+72740, x*—40x> +144 =0, (X®*—-36)(x*—4) =0 y x==*86, +2.

Parax = 6,y = 12/x = *2; parax = 2,y = *6.

Las cuatro soluciones son: (6, 2); (—6, —2); (2, 6); (—2, —6).

Nota: La ecuacion (2) indica que aquellas soluciones en las que el producto xy es negativo (por ejemplo, x =
2,y = —6) son extrafias.

Resuelva el sistema: (1) X* + y* + 2x — y = 14, @ x*+y*+x—2y=09.

SOLUCION

Reste (2) de (1):x +y =50y = 52 x.
Sustituyay =5 —xen(1)0(2):2x> — 7x + 6 =0,(2x — 3)(x — 2) =0y x = 3/2, 2.
Las soluciones son (2, 7) y (2, 3)

Resuelva el sistema: (1) x* + y® = 35, (2) x + y = 5.

SOLUCION
Dividiendo (1) entre (2)

X +y? 35
X+y 5

y BV —xy+y?=1.

A partir de (2), y = 5 — X; sustituyendo en (3), se tiene
XX—x5-x)+(5-x?% =7, X2 —5x+6 =0, x—3)(x—-2)=0 y x=3,2
Las soluciones son (3, 2) y (2, 3)
Resuelva el sistema: (1) x* + 3xy + 2y* = 3, (2) x* + 5xy + 6y* = 15.
SOLUCION
Dividiendo (1) entre (2)

X2+3xy+2y2  (x+Y)(x+2y)  x+y 1

X2 +5xy +6y2 (X +3y)(x+2y) x+3y 5

A partir de x:g = % y = —2x. Sustituyendoy = —2xen (1) 0(2),x¥* =1yx = *+1.
X+ 3y

Las soluciones son (1, —2) y (-1, 2).

Resuelva el sistema: (1) X* + y? + 2x + 2y = 32, Q) x+y+ 2xy =22

SOLUCION

Las ecuaciones son simétricas con respecto a x y y puesto que al intercambiar x por y se obtiene la misma ecuacion.
Sustituyendox =u +vyy =u-ven (1) y (2), se obtiene,

@u+vi+2u=16 y @AHU—Vv +u=1L

Sumando (3) y (4), se obtiene 2u> + 3u — 27 =0, (U — 3)2u + 9) =0y u =3, —9/2.
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18.12

18.13

18.14

18.15

18.16

CAPITULO 18 SISTEMAS DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Cuandou =3,v*=1yv = +1;cuandou = —9/2,v?> = 19/4y v = +V19 =2. Por lo tanto las soluciones
de(@)y@)soniu=3,v=1Lu=3,v=—-1u=—-9/2,v=V19/2;u= —9=2,v= —-V19/2.
Entonces, puesto que X = u + v,y = u — v, las cuatro soluciones de (1) y (2) son:

—92\/1_9, —9—2\/1_9>; (—9—2\/1_9’ —9+2\/1_9>_

42 (@) (

Resuelva el sistema:

1 1 1
2 2 _ S R
(1) x= +ys =180, 2 < +y 7

SOLUCION
A partir de (2) se obtiene (3) 4x + 4y — xy = 0. Puesto que (1) y (3) son simétricas con respecto a x y y, sustituya
X=u+v,y=u-ven (1) y (3) para obtener

H¥E+vA=90 y 5)8u—uwr+vi=0:

Restando (5) de (4), se tieneu? —4u —45=0,(u—9U +5 =0yu=9, —5.

Cuandou =9,v= +3;cuandou = —5,v = +/65. Por lo tanto, las soluciones de (4) y (5) son:u = 9,v =
Ju=9,v= -3 u= —5,v:\/@;u: —5v= —/65.

De aqui que las cuatro soluciones de (1) y (2) son:

(12,6); (6,12); (—5 + V65, —5 — V65); (—5 — V65, —5 + V65):

La suma de dos nimeros es 25 y su producto 144. Encuentre los nimeros.

SOLUCION

Sean los nimeros sean x y y. Entonces (1) x +y = 25y (2) xy = 144.
Las soluciones simultineas de (1) y (2) sonx = 9,y = 16 y x = 16, y = 9. De aqui que los nimeros solicitados
(positivos) son 9y 16.

La diferencia de dos nimeros positivos es 3 y la suma de sus cuadrados es 65. Encuentre los nimeros.

SOLUCION

Sean los niimeros p, g. Por lo tanto, (1) p — q = 3y (2) p*> + ¢* = 65.
Las soluciones simultaneas de (1) y (2) sonp =7, =4y p = —4,q = —7. De aqui que los nimeros solici-
tados (positivos) son 7y 4.

Un rectangulo tiene un perimetro de 60 pies y un area de 216 pies cuadrados. Encuentre sus dimensiones.

SOLUCION

Sean las longitudes de los lados del rectangulo x y y. Entonces (1) 2x + 2y = 60y (2) xy = 216.
Resolviendo (1) y (2) simultaneamente, los lados solicitados tienen las dimensiones de 12 y 18 pies.

La hipotenusa de un triangulo rectangulo tiene 41 pies de longitud y el area del triangulo es de 180 pies cua-
drados. Encuentre las longitudes de los dos catetos.

SOLUCION

Sean los catetos de x y y pies de longitud. Por lo tanto, (1) x* + y* = (41)’ y (2) 3(xy) = 180.
Resolviendo (1) y (2) simultdneamente, se encuentra que la longitud de los catetos es de 9 y 40 pies.
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Problemas propuestos

18.17 Resuelva de manera grafica los sistemas de ecuaciones siguientes:

a)
b)

X2 +y2=20,3x —y=2 c)
X2+ 4y =25x* — y* =5

Y2 =X x>+ 2y = 24

d x*+1=4y,3x—2y=2

18.18 Resuelva los sistemas de ecuaciones siguientes de manera algebraica.

a)
b)
<)
d)
€)
f
9)

2 —y?=14,x—-y=1

Xy +x=24,y—-3x+4=0

Xy —10x=y,2 -y +x=0

4X + 5y = 6,xy = —2

2x* — y? =5,3x% + 4y* = 57

9/x*>+ 16/y? =5,18/x* — 12/y* = -1
X2 —xy=12,xy —y*=3

h)
i)
)
K)
1)

m)

n)

X2+ 3xy =18, x* — 5y =4

X2+ 2xy =16,3x* — 4xy + 2y’ =6
XX—xy+y =7x+y>=10

X2 — 3y? + 10y = 19, x2
X—y=9,x—y=3
XX -y =19, xy —xy*=6

1/ +1/y*=351/—1/xy+1/y*=7

— 3y +5x=9

197

18.19 El cuadrado de un cierto nimero excede en 16 a dos veces al cuadrado de otro nimero. Encuentre los niimeros si
la suma de sus cuadrados es 208.

18.20 La diagonal de un rectangulo es de 85 pies. Si el lado corto aumenta en 11 pies y el largo disminuye en 7 pies, la
longitud de la diagonal sigue siendo la misma. Encuentre las dimensiones del rectangulo original.

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

18.17 a)
b)

18.18 a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)

h)

(2, 4), (—0.8, —4.4) Consulte la figura 18-2
(37 2)1 (_31 2)! (37

—2), (=3, —2) Consulte la figura 18-3

c) (4,2), (4, —2) Consulte la figura 18-4
d) (1,0.5), (5, 6.5) Consulte la figura 18-5

(3, 2), (—5, —6) ) (2,3),(-2 -3
(3,5), (=2, —10) ) @3 (-1,
(2, 4), (—1/3,5/3) k) (—12, —5), (4, 3)
(-1,2),(5/2, —4/5) D -2, -1
(V7,3), V7, =3), (-=V7,3), (V7,=3) m) (-2, -3),(3, 2)
(3,2), (3, —2), (-3, 2), (-3, —2) n) (1/2,1/3), (1/3,1/2)
4,1), (—4, —1) e v

—7i . 7iV5
3,1), (-3, - 1), (3.\f ) (_3.\/3, T)

18.19 12,8; —12, —8;12, —8; —12,8

18. 20 40 pies, 75 pies

24

(0.8, -4.4) [

Figura 18-2

(_32)

=3),(3,1), (-3, 1)

3.2)

=

B-2)

Figura 18-3
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(1,0.5)

(5, 6.5)

y
5 v
(4.2)
5
X
-5 (0] 5
(4.-2) <
-3 o)
-5 4 !
Figura 18-4
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DESIGUALDADES

19.1 DEFINICIONES

Una desigualdad expresa que una cantidad real, o una expresién, es mayor o menor que otra.

SouhrwnE

A continuacidn se indica el significado de los signos de desigualdad.

a > b significa que “a es mayor que b” (0 a — b es un nimero positivo).
a < b significa que “a es menor que b” (0 a — b es un nimero negativo).
a = b significa “a es mayor o igual que b”

a = b significa “a es menor o igual que b”

0 < a < 2 significa “a es mayor que cero, pero menor que 2”

—2 = x < 2significa “x es mayor o igual que —2 pero menor que 2”.

Una desigualdad absoluta es aquella que se verifica para todos los valores reales de las letras que intervienen en

ella. Por ejemplo, (a — b)?> > —1 es cierta para todos los valores reales de a y b, ya que el cuadrado de todo ndimero
real es un nimero positivo o cero.

Una desigualdad condicional sélo es cierta para determinados valores de las variables involucradas. Por ejemplo,

X — 5> 3 sélo es verdad para x mayor que 8.

Las desigualdades a > b y ¢ > d tienen el mismo sentido. Las desigualdades a > b y x <y tienen sentidos

opuestos.

19.2 TEOREMAS DE LAS DESIGUALDADES

El sentido de una desigualdad no se modifica si a sus dos elementos se les suma o resta un mismo ndmero real.
Por consiguiente, para pasar un término de un miembro a otro de la desigualdad no hay méas que cambiarle el
signo.
Por ejemplo, sia > b, setienea+c>b+cya—c>b—-cya—b>0.
El sentido de una desigualdad no se altera si sus dos miembros son multiplicados o divididos por un mismo
namero real.
Por ejemplo, sia > byk > 0, se tiene
a_b
ka > kb y K > K

El sentido de una desigualdad se invierte cuando sus dos miembros son multiplicados o divididos por un mismo
ndmero negativo.
Por ejemplo, sia > byk < 0, se tiene

x|l T

a
ka < kb y K <
Sia > by a, b, nson positivos, se tiene " > b", peroa™ < b™.

199
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EJEMPLOS 19.1

1 1
. ; 3 3 -3 -3 <
5> 4;setiene5° > 4 0 125 > 64, pero5° < 4 0 125 64
i 1 1
16 > 9; se tiene 162 > 9*/2 ) 4 > 3, pero 1672 < 9712 0 1<%

5 Sia>byc>dsetiene(@a+c)>(+d).
6. Sia>b>0yc>d=>0,setieneac > bd.

19.3 DESIGUALDADES CON VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de una cantidad representa la distancia a la que se encuentra el valor de la expresién de cero en una
recta numérica. Por lo tanto, [x — a| = b, donde b > 0, significa que la cantidad x — a se encuentra b unidades de 0,
X — a estd a b unidades a la derecha de 0, 0 que x — a esta b unidades a la izquierda de 0. Cuando se dice que |x —
al > b, b > 0, entonces x — a se encuentra a una distancia de 0 mayor que b. Por lo tanto, x —a>box —a < —h.
De manera similar, si [x — a] < b, b > 0, entonces x — a se encuentra a una distancia de 0 menor que b. De aqui que,
X — a se encuentra entre b unidades por debajo de 0, —b y b unidades por arriba de 0.

EJEMPLOS 19.2 Despeje x en las desigualdades siguientes.
a) x—3>4 b k+4<7 c) x—5<-3 d [x—5>-5

a) |[x —3|>4,porlotantox — 3 >4 0x — 3 < —4. Por lo tanto, x > 7 0 x < —1. El intervalo de solucion es (—, —1)
U (7, »), (donde U representa la unidn de los dos intervalos).

b) |x+ 4| < 7,porende —7 <x + 4 < 7. Por lo tanto, —11 < x < 3. El intervalo de solucién es (—11, 3).

¢) |x — 5| < —3. Puesto que el valor absoluto de un niimero es siempre mayor o igual a cero, no existen valores para
los que el valor absoluto sea menor a —3. Por lo tanto, no existe solucién y se puede escribir & como intervalo de
solucion.

d) |x + 3] > —5. Puesto que el valor absoluto de un niimero es siempre al menos cero y mayor que —5. Por lo tanto, la
solucidn es todos los nimeros los reales, que se puede escribir como el intervalo de solucion (—oo, ©).

19.4 DESIGUALDADES DE GRADO SUPERIOR

La resolucion de desigualdades de orden superior es similar a la de ecuaciones de orden superior: siempre se debe
igualar la expresién a cero. Si f(x) > 0, entonces el interés es en los valores de x que generaran un producto y/o
cociente de factores positivo, mientras que si f(x) < 0, se deseard encontrar los valores de x que generaran un
producto y/o cociente que es negativo.

Si f(x) es una expresion de segundo grado solo se tienen dos factores a considerar y se puede hacer esto analizando
diferentes casos con base en los signos posibles de los dos factores que produciran el signo deseado para la expresion
(consulte los problemas 19.3 ¢) y 19.14). Cuando el nimero de factores en f(x) aumenta en uno, el nimero de casos
a considerar se duplica. Por ende, para una expresion con dos factores, existen cuatro casos, con 3 factores, 8 y con 4
factores, 16. En cada instancia, la mitad de los casos producird una expresion positiva y la otra mitad, una negativa.
Por lo tanto, este procedimiento de casos se convierte extremadamente largo muy rapidamente. Un procedimiento
alterno al método del caso es el diagrama de signos.

EJEMPLO 19.3 Resuelva la desigualdad x* + 15 < 8x.

La desigualdad x*> + 15 < 8x es equivalente a x> — 8x + 15 < 0y a (x — 3)(x — 5) < 0y es verdadera cuando
el producto de x — 3 y x — 5 es negativo. Los valores criticos del producto son los que hacen a estos factores 0, ya que
representan donde el producto puede cambiar de signo.

Los valores criticos de x, 3y 5 se colocan en una recta numérica y se dividen en tres intervalos. Es necesario encontrar
el signo del producto de x — 3y x — 5 en cada uno de estos intervalos para encontrar la solucién (vea la figura 19-1). Las
lineas verticales se dibujan en cada valor critico. La linea punteada indica que el valor critico no esta en la solucién y una
linea continua indica que el valor critico se encuentra en la solucidn.
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Los signos que estan arriba de la recta numérica son de los factores y es posible encontrarlos seleccionando un valor
arbitrario en el intervalo, como valor de prueba, y determinando si cada factor es positivo o negativo para dicho valor.
Para el intervalo a la izquierda de 3, se selecciona el valor de prueba 1 y se sustituye en x — 3, entonces se observa que
el valor es —2, por lo que se registra un signo —, y para x — 5 el valor es —4 y de nuevo se registra un signo —. Para el
intervalo entre 3 y 5 se selecciona cualquier valor, como por ejemplo 3.5 y se determina que X — 3y X — 5 son positivos.
El signo para el problema escrito debajo de la linea para cada intervalo esta determinado por los signos de los factores en
ese intervalo. Si un nimero par de factores en un producto o cociente son negativos, el producto o cociente es positivo. Si
un numero impar de factores son negativos, el producto o cociente es negativo.

o L A
< T 5 >
Problema+ | — ' +
Figura 19-1

Se seleccionan los intervalos que satisfacen el problema (x — 3)(x — 5) < 0, por lo que se seleccionan los intervalos
que sean negativos en la gréfica de signos. En el intervalo entre 3 y 5 el problema es negativo (consulte la figura 19-1), por
lo que la solucién es el intervalo (3, 5). Los paréntesis significan que el 3 y el 5 no estan incluidos en el intervalo, y esto
es de esperarse, ya que las lineas de frontera son discontinuas. Si éstas hubieran formado parte de la solucion, se hubieran
utilizado un corchete en lugar de paréntesis al final del intervalo junto al 3.

La solucion de x> + 15 < 8x es el intervalo (3, 5).

EJEMPLO 19.4 Resuelva la desigualdad

X—3
x(x+4)20'

La desigualdad se iguala a cero y tanto el numerador como el denominador se factorizan, de tal forma que se puede ob-
servar que los valores criticos del problema son la soluciéon de x = 0, x — 3 = 0y x + 4 = 0. Por lo tanto, los valores
criticos son x = 0, x = 3y x = —4. Puesto que existen tres valores criticos, la recta numérica se divide en cuatro intervalos
distintos, como se muestra en la figura 19-2.

=3 =1 = | 5 |+

T e

xt4d  — 1+ 1+ +

Pl'ohIC|11u—_45 + Oi S +
Figura 19-2

Los signos arriba de la linea son los de cada factor en cada intervalo. El signo en la parte inferior es el signo del
problema y es + cuando un nimero par de factores es negativo y — cuando un nimero impar de factores son negativos.
Puesto que el problema utiliza el signo =, los valores que hacen el numerador igual a cero son soluciones, por lo que se
puede dibujar una linea continua que pase por 3. Puesto que 0 y —4 hacen que el denominador de la fraccidn sea igual a 0,
estos valores no son soluciones y se dibujaron lineas discontinuas que pasen por 0y —4 (consulte la figura 19-2).

Puesto que el problema

X—3
>
X(x +4) —

indica que se desea un valor positivo o cero, se quiere que aparezcan las regiones con un signo + en la gréafica de signos.
Por ende, las soluciones son los intervalos (—4, 0) y [3, «), y la solucidn se escribe (—4, 0) U [3, ). La U indica que se
desea la union de los dos intervalos. Observe que el corchete [ se utiliza debido a que el valor critico 3 se encuentra en la
solucidn y un paréntesis ) se utiliza siempre para el lado infinito o de un intervalo.
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19.5 DESIGUALDADES LINEALES CON DOS VARIABLES

La solucion de desigualdades lineales con dos variables x y y consiste en encontrar todos los puntos (x, y) que
satisfagan la desigualdad. Puesto que una ecuacion lineal representa una linea, una desigualdad lineal son todos
los puntos en un lado de la linea. Se incluyen los puntos sobre la linea cuando los signos = o =< se utilizan en el
enunciado de la desigualdad. Las soluciones de las desigualdades lineales se encuentran a menudo por medio de
métodos graficos.

EJEMPLO 19.5 Encuentre la soluciénde 2x —y — 3.

Se grafica la linea relacionada con la desigualdad 2x — y — 3, que es 2x — y = 3. Puesto que se utiliza el simbolo =,
la linea es parte de la solucién y se utiliza una linea continua para indicar esto (véase la figura 19-3). Si la linea no es parte
de la solucion, se utiliza una linea discontinua para indicar ese hecho. Se sombrea la region en el lado de la linea donde
los puntos son soluciones de la desigualdad. La region solucién se determina seleccionando un punto de prueba que no se
encuentre sobre la linea. Si el punto de prueba satisface la desigualdad, entonces todos los puntos en ese lado de la linea se
encuentran en la solucién. Si el punto de prueba no satisface la desigualdad, ninguno de los puntos en ese lado de la linea
es la solucion. De aqui que los puntos solucidn se encuentren en el lado opuesto de la linea respecto al punto de prueba.

El punto P(2, 4) no se encuentra sobre la linea 2x — y = 3, por lo que puede utilizarse como punto de prueba. Cuando
se sustituye (2, 4) en la desigualdad 2x — y = 3, se obtiene 2(2) — 4 = 3, lo cual es valido, ya que 0 = 3. Se sombreaen el
lado de la linea que contiene al punto de prueba (2, 4) para indicar la region solucion. Si se hubiera seleccionado Q(5,—2)
y sustituido este valor en 2x — y =< 3, se hubiera obtenido 12 =< 3, lo cual es falso y se hubiera sombreado el lado opuesto
de la linea respecto a Q. Esta es la misma region que se encuentra utilizando el punto de prueba P.

La solucion de 2x — y = 3 se muestra en la figura 19-3 y consiste de la region sombreada y la linea.

2x—y=3

<
Ly |Q\{ % g<T\}§\§

=Y
[
w

Figura 19-3 Figura 19-4

19.6 SISTEMAS DE DESIGUALDADES LINEALES

Si se tienen dos 0 mas desigualdades lineales con dos incdgnitas, se dice que existe un sistema de desigualdades lineales
y que la solucion del sistema es la interseccidn, o region comun, de las regiones solucion de las desigualdades.

Un sistema con dos desigualdades cuyas ecuaciones asociadas se intersecan, siempre tienen una region de
solucion. Si las ecuaciones relacionadas son paralelas, el sistema puede o no tener solucion. Los sistemas con tres 0
mas desigualdades pueden o no tener solucion.

EJEMPLO 19.6 Resuelva el sistema de desigualdades 2x +y>3yx — 2y = -1
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Se grafican las ecuaciones relacionadas 2x +y = 3y x — 2y = —1 sobre el mismo conjunto de ejes. La linea 2x + y
= 3 se encuentra sombreada, puesto que no esta incluida en 2x + y > 3, sin embargo, la linea x — 2y = —1 es continua,
puesto que esta incluidaen x — 2y = —1.

Ahora se selecciona un punto de prueba como, por ejemplo, (0, 5) que no esté en cualquiera de las lineas, determine
qué lado de cada linea sombrear y sombree solamente la regién comin. Puesto que 2(0) + 5 > 3 es valido, la region
solucién se encuentra a la derecha y sobre la linea 2x + y = 3. Puesto que 0 — 2(5) = —1 es valido, la regidn de solucién
se encuentra a la izquierda y sobre la linea x — 2y = —1.

La region solucion de 2x + y > 3y x — 2y = —1 es la region sombreada de la figura 19-4, que incluye la parte de la
linea continua que delimita la regién sombreada.

19.7 PROGRAMACION LINEAL

Muchos problemas précticos relacionados con negocios involucran una funcion (objetivo) que sera maximizada o
minimizada sujeta a un conjunto de condiciones (restricciones). Si el objetivo es una funcidn lineal y las restricciones
son desigualdades lineales, los valores, si existe alguno, que maximicen o minimicen el objetivo se presentan en las
esquinas de la region que esta determinada por las restricciones.

EJEMPLO 19.7 La Compaiiia Green utiliza tres grados de papel reciclado, llamados A, B y C, que se fabrican a partir
de papel de desperdicio que ésta recoge. Las compafiias que producen estos tres grados de papel reciclado lo hacen como
resultado de una sola operacién, por lo que la proporcién de cada grado de papel es fija en cada compafiia. El proceso de
la Compafiia Ecoldgica genera 1 unidad de grado A, 2 unidades de grado B y 3 unidades de grado C por cada tonelada de
papel procesado y cobra $300 por el procesado. El proceso de la Compafiia Medio Ambiente genera 1 unidad de grado
A, 5 unidades de grado B y 1 unidad de grado C por cada tonelada de papel procesada y cobra $500 por el procesado. La
Compariia Green necesita al menos 100 unidades de papel de grado A, 260 unidades de papel grado B y 180 unidades de
papel grado C. ;Cémo debera pedir la solicitud de material de manera que se minimicen los costos?

Si x representa el nimero de toneladas de papel a reciclar por parte de la Compafiia Ecoldgica y y representa el nimero
de toneladas de papel a procesar por parte de la Comparfiia Medio Ambiente, entonces la funcién objetivo es C(x, y) = 300x
+ 500y, y se desea minimizar C(x, y).

Las restricciones enunciadas en términos de x y y son para el grado A: 1x + 1y = 100; para grado B: 2x + 5y = 260;
y para grado C: 3x + 1y = 180. Puesto que no es posible que una compafiia procese un nimero negativo de toneladas de
papel, x = 0yy = 0. Estas dos Ultimas restricciones se llaman restricciones naturales o implicitas, ya que estas condiciones
son de hecho vélidas y no es necesario que se especifiquen en el problema.

Se grafican las desigualdades determinadas a partir de las restricciones (vea la figura 19-5). Los vértices de la region
son A(0, 180), B(40, 60), C(80, 20) y D(130, 0).
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3x+y=180 x+y=100 2x+35y=260

Figura 19-5
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El valor minimo de C(x, y), si existe, se presentara en el punto A, B, C o D, por lo que se eval(a la funcion objetivo
en estos puntos.

C(0, 180) = 300(0) + 500(180) = 0 + 90 000 = 90 000
C(40, 60) = 300(40) + 500(60) = 12 000 + 30 000 = 42 000
C(80, 20) = 300(80) + 500(20) = 24 000 + 10 000 = 34 000
C(130, 0) = 300(130) + 500(0) = 39 000 + 0 = 39 000

La Compafiia Green puede minimizar el costo del papel reciclado a $34 000 haciendo que la Compafiia Ecol6gica
procese 80 toneladas y la Compafiia Medio Ambiente procese 20 toneladas.

Problemas resueltos

19.1 Sia>byc>d, demuestrequea +c¢>b + d.

SOLUCION

Puesto que (a — b) y (c — d) son positivos, (a — b) + (c — d) es positivo.
Deaquique(@a—b)+(c—d)>0,(@a+c)—(b+dy>0y (@a+c)>(b+d)

19.2  Encuentre el error

a) Seaa=3,b=25; por lo tanto a<b

b) Multiplique por a: a’<ab

c) Reste b* a? — b?<ab — b?
d) Factorice: (a+b)(a—b)<b(@a-—nh)
e) Dividaentrea — b: a+hb<b

f) Sustituyaa =3,b =5: 8<5
SOLUCION

En los pasos a), b), ¢) y d) no existe error alguno, sin embargo en el paso e), la desigualdad esta dividida entre
a — b, la cual representa un nimero negativo, y no se invirtié el signo de la desigualdad.

19.3  Encuentre los valores de x para los que son validas las desigualdades siguientes

a) 4x+5>2x+9.Setienedx —2x>9 — 5,2x >4y x> 2.

b) x_1 < % + % Multiplicando por 6 se obtiene

2 3
X —2<4x+3,3x—4x <2+ 3, —x<5 x> -5,
c) x2<16.

Método 1. x* — 16 < 0, (x — 4)(x + 4) < 0. El producto de los factores (x — 4) y (x + 4) es negativo.
Son factibles dos casos.

1. x—4>0yx+ 4 < 0simultineamente. Por lo tanto, x > 4y x < —4. Esto es imposible, ya que x no
puede ser mayor a 4 y menor a —4 al mismo tiempo.

2. X —4<0yx+ 4> 0simultaneamente. Por lo tanto x < 4y x > 4. Esto es posible si y sélo si —4 <
X < 4. De aqui que —4 < x < 4.

Método 2. (x3)*? < (16)Y2 Ahora (x?)? = xsix = 0,y (x¥})¥? = —xsix = 0.
Six = 0, (x})¥? < (16)*2 puede escribirse como x < 4. De aqui que 0 = x < 4.
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Six = 0, (x)2 < (16"2 puede escribirse como —x < 40 x > —4. De aqui que —4 < x = 0.
Porlotanto0 = x <4y —-4<x=0,0—-4<x<4

Demuestre que a? + b? > 2ab si a y b son nimeros reales diferentes.

SOLUCION

Si a? + b? > 2ab, entonces a> — 2ab + b®> > 0 0 (a — b)? > 0. Este Ultimo enunciado es verdadero, ya que el
cuadrado de cualquier nimero real diferente de cero es positivo.

Lo anterior constituye una clave en cuanto al método de prueba. Comenzando con (a — b)? > 0, que se sabe
que es verdadera si a # b, se obtiene a> — 2ab + b? > 0 0 a® + b* > 2ab.

Observe que la prueba consiste, en esencia, en avanzar en sentido contrario respecto a los pasos del primer
parrafo.

Demuestre que la suma de cualquier nimero positivo y su reciproco nunca sera menor a 2.

SOLUCION

Se debe demostrar que (a + 1/a) = 2sia > 0.
Si(a+1/a) =2, entoncesa®?+ 1 =2a,a*>—2a+1=0,y(a— 1)> = 0 lo cual es vélido.
Para demostrar el teorema se comienza con (a — 1)? = 0, que se sabe que es verdad.
Entoncesa? —2a+ 1=0,a*>+ 1 =2aya + 1/a = 2 una vez que se ha dividido entre a.

Demuestre que a® + b® + ¢ > ab + bc + ca para todos los valores reales de a, by ¢ al menos que a = b = c.

SOLUCION
Puesto que a® + b? > 2ab, b? + ¢? > 2bc, ¢ + a® > 2ca (vea el problema 19.4), se tiene por suma que
2(a® + b? + ¢? > 2(ab + bc + ca) o a+b’+c?>ab+bc+ca

(Sia=b=c,entonces a®> + b*> + ¢ = ab + bc + ca.)

Si a®+ b?=1yc?+ d?> =1, demuestre que ac + bd < 1.

SOLUCION
a? 4+ ¢® > 2acy b? + d? > 2bd; de aqui que por medio de la suma
(@ + b% + (¢* + d* > 2ac + 2bd 0 2 > 2ac + 2bd, es decir, 1 > ac + bd:

Demuestre que X3 + y* > x% + y2, si X y y son nlimeros reales, positivos y diferentes.

SOLUCION

Si X3 + y* > x%y + y*, entonces (x + y)(x> — xy + y?) > xy(x + y). Dividiendo entre x + v, el cual es positivo.
X2 — Xy + y?2 > xy ) X2 — 2xy + y2 > 0, es decir (x — y)?> > 0 lo cual es verdadero si x # y:
Los pasos son reversibles y ofrecen la prueba. Comenzando con (x — y)? > 0, X # Y, se obtiene
X2 — Xy + y2 > xy:
Multiplicando ambos lados por x + v, se tiene (x + y)(x2 — xy + y?) > xy(x + y) 0 x® + y® > x%y + y*x.

Demuestre que a" + b" > a" b + ab"*, siempre y cuando a y b sean positivos y diferentes y n > 1.

SOLUCION
Sia"+ b">a"'h + ab"? entonces (a" — a" ) — (@b"*—b) >0 o

a"(a — b) — b"*(a — b) > 0, es decir, (@' — b" H(a — b) > 0.
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Lo anterior es valido puesto que los factores son ambos positivos 0 ambos negativos.
Invirtiendo los pasos, que son reversibles, se comprueba lo anterior.

19.10 Demuestre que

1 1
3 2 H
a +7a3>a +—a2 Si a>0 y a+l.

SOLUCION

Multiplicando ambos lados de la desigualdad por a* (que es positivo puesto que a > 0), se tiene,
a+1>a*+a a*—-a—-a+1>0 y (@—-1@-—-1)>0.
Si a > 1 ambos factores son positivos, mientras que si 0 < a < 1 ambos factores son negativos. En cualquier caso
el producto es positivo.
(Si a = 1 el producto es cero).
Invirtiendo los pasos se comprueba lo anterior.

19.11 Si a, b, ¢ y d son nimeros positivos y

a_c
b~ d’
demuestre que
a+c>c
b+d d
SOLUCION
Método 1. Si
a+c < E
b+d” d’

entonces multiplicando por d(b + d) se obtiene
(@+c)d>c( +d),ad + cd > bc + cd, ad > bc
y dividiendo entre bd,

> S
d’

ol

que se considera valido. Invirtiendo los pasos se comprueba lo anterior.
Método 2. Puesto que

entonces

a c a+c>c(b+d) atc_c,
bbb d b b bd Y b3d d

19.12 Demuestre que

a) X —y*>x—y si X+y>1 'y x>y
b) ¥ —y*<x—y si x+y>1 'y x<y

SOLUCION

a) Puesto que, x >y, x —y > 0. Multiplicando ambos lados de x + y > 1 por el nimero positivo x — v,

X+x—y)>x-y) o X-y>x-—y.
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b) Puesto que x <y, x —y < 0. Multiplicando ambos miembros de x + y > 1 por el nimero negativo x — y se
invierte el sentido de la desigualdad; por lo tanto
X+yY)yX—y)y<x-y 0 X2 —y2<x-—y:

La media aritmética de dos niUmeros a'y b es (a + b)/2, la media geométrica es Vab, y la media arménica es
2ab/(a + b). Demuestre que

+
athb ~\Vab > 2ab
2 a+b
si ay b son positivos y diferentes.

SOLUCION

a) Si(a+ b)/2 > Vab, entonces (a + b)? > (2Vab)? a® + 2ab + b? > 4ab, a> — 2ab + b2 >0y (a — b)> >
0 lo cual es verdadero si a # b. Invirtiendo los pasos, se tiene (a + b)/2 > Vab.

b) Si
\/ab>2;abl
a+b
entonces
22
(:ii)z, @+b2>4ab y (a—b)?2>0

lo cual es verdadero si a # b. Invirtiendo los pasos, se tiene Vab > 2ab/(a + b).
A partir de a) y de b).

Encuentre los valores de x para los cualesa) x> — 7x + 12 =0,b) x* — 7x + 12 > 0,¢) x* — 7x + 12 < 0.

SOLUCION

a) xX*—7x+12=(x—3)(x —4)=0cuandox =304.
b) x¥*—7x+12>00(x — 3)(x — 4) > 0cuando (x — 3) > 0y (x — 4) > 0 simultaneamente, o cuando (x —
3) <0y (x — 4) < 0simultaneamente.
(x —3) >0y (x — 4) > 0 simultdneamente cuando x > 3y x > 4, es decir, cuando x > 4:
(x —3) <0y (x — 4) < 0simultaneamente cuando x < 3y x < 4, es decir, cuando x < 3.
De aqui que X* — 7x + 12 > 0 se satisface cuando x > 4 0x < 3.
c) X*—7x+12<00(x — 3)(x — 4) <O0cuando (x — 3) > 0y (x — 4) < 0 simultdneamente, o cuando (x —
3) <0y (x — 4) > 0 simultdneamente.
(x —3) >0y (x — 4) < 0simultineamente cuando x > 3y X < 4, es decir, cuando 3 < x < 4:
(x —3) <0y (x — 4) > 0simultineamente cuando x < 3y x > 4, lo cual es absurdo.
De aqui que X* — 7x + 12 < 0 se satisface cuando 3 < x < 4.

Determine graficamente el rango de valores de x definido por:
a) ¥*+2x—-3=0

b) x¥*+2x—3>0

c) ¥*+2x—3<0:

SOLUCION

La figura 19-6 muestra la gréfica de la funcion definida pory = x> + 2x — 3. A partir de la grafica es obvio que
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Figura 19-6

a) y=0cuandox=1,x=3
b) y>Ocuandox>1ox< 3
c) y<Ocuando -3 <x <1

19.16 Despejex:a) [3x —6/+2.9  b) [7x -1 —-6<2.

a) [3x—6/+2>9

3x — 6| > 7
3X—6.7 o IX—-6<—7
3x>13 o 3&x<-1
x>13/3 o x<-1/3
La solucion de |3x — 6] + 2 > 9 es el intervalo (—o, —1/3) U (13/3, ).

b) |7x —1] - 6<2

[7x — 1) <8
—-8<Tx—1<8
—7<7x<9
-1 <x<9/7
La solucion de |7x — 1| —6 < 2 es el intervalo (—1, 9/7).

19.17 Despeje x:

2x—1 X2 —10x + 21
a) =1 by —— =
X+1 X2 —5x +6
SOLUCION
2x—1
=1
3) Xx+1
&—17150
Xx+1
2xXx—1 x+1
-2 <o
Xx+1 x+1
ggo
X +
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PROBLEMAS RESUELTOS 209

Los valores criticos son x = —1y x =—2. Se elabora un diagrama de signos (consulte la figura 19-7), con
una linea continua que pase por x = 2, ya que ésta hace que la fraccion sea igual a cero y cero se encuentra in-
cluido en la solucién, y con una linea punteada que pase por el punto x = —1, puesto que hace que la fraccion
sea indefinida. A continuacién se determina el signo de cada factor en los tres intervalos. Por Gltimo, en los
intervalos donde un nimero par de factores son negativos, el problema es positivo, y en aquéllos en los cuales
un nimero impar de factores son negativos, el problema es negativo. La solucién de

2x—1
Xx+1 =1
es el intervalo (—1,2].
X2 —10x + 21
b) ~ e =
X2 —5x +6
(x—3)(x—7)SO
x—3)(x—2)

Los valores criticos son x = 2, x = 3y x = 7. Se elabora un diagrama de signos (vea la figura 19-8) con
lineas punteadas que pasan por x = 2 y x = 3y una linea continua que pasa por x = 7. Puesto que X = 3 hace
que el denominador de la fraccidn sea cero, se excluye a pesar que hace el numerador 0. Los signos de los
factores estan determinados para cada intervalo y después utilizado para determinar el signo del problema en
cada intervalo. El factor x — 3 se utiliza un nimero par de veces en el problema y podria omitirse del diagrama
de signos, ya que cualquier factor elevado a una potencia par es siempre positivo.

La solucién de

x2710x+21<
X2 —5x+6 —

es el intervalo (2, 3) U (3, 71.

Nota 1: Si se hubiera eliminado el factor x — 3, se habria pasado por alto el hecho de que el problema no
esta definido cuando x = 3y no puede estar en el conjunto solucién.

Nota 2: Cuando aparece un factor en el problema un nimero par de veces, puede excluirse del diagrama
de signos y, en general, se omite. Cuando aparece un factor un nimero impar de veces en un problema, debe
incluirse el signo en el diagrama de signos un ndmero impar de veces y, en general, se incluye exactamente

una sola vez.

=3 =4 = +

=3 = | = 1 +
x=2 = | - + x-7 - 1 = 1 = +
x4+ 1 s i + + x—2 — E + i + +

) 2 21 30 7
Problema+ | — ‘ + Problema+4+ | — | =— +
Figura 19-7 Figura 19-8

19.18 Encuentre la solucion del sistema de desigualdades —2x +y =2y 2x — y < 6.

SOLUCION

Grafique las ecuaciones relacionadas —2x +y = 2y 2x — y = 6. Ambas lineas son continuas, ya que estan inclui-
das en la solucién.

Utilizando (0, 0) como punto de prueba, se obtiene —2(0) + 0 = 2, que es falso, y 2(0) — 0 = 6, la cual es
valida.

Puesto que el punto de prueba (0, 0) hace que —2x + y = 2 sea falsa, la solucién se encuentra en el lado
opuesto de la linea —2x + y = 2 a partir del punto (0, 0). Por lo que se sombrea arriba y a la izquierda de la linea
—2X+y=2.

Ya que el punto de prueba (0, 0) hace que 2x — y =< 6 sea valida, la solucion se encuentra en el mismo lado de
la linea 2x — y = 6 que el punto (0, 0). Por lo que se sombrea arriba y a la izquierda de la linea 2x — y = 6.

La solucion comun es la regién de arriba y a la izquierda de —2x + y = 2 y es la regién sombreada que se
muestra en la figura 19-9.
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-5

Figura 19-9

19.19 La compafiia Close Shave fabrica dos tipos de méaquinas de rasurar eléctricas. Una es inaldmbrica, requie-

19.20

19.21

19.22

19.23
19.24

re de 4 horas para fabricarse y se vende en $40. La otra tiene cable, requiere de 2 horas para fabricarse y se
vende en $30. La compafiia cuenta solamente con 800 horas-hombre para fabricarlas cada dia y el departa-
mento de embarque puede empacar y enviar solamente 300 rasuradoras diariamente. ¢ Cuéntas rasuradoras de
cada tipo debe fabricar la compafiia Close Shave diariamente para maximizar las ganancias por ventas?

SOLUCION

Sea x el nimero de rasuradoras inalambrica fabricadas diariamente y y el nimero de rasuradoras con cable elabo-
radas diariamente.
La funcion objetivo es R(x, y) = 40x + 30y.
Las restricciones son 4x + 2y — 800y x + y < 300.
Las restricciones naturalessonx =0yy = 0.
De la figura 19-10, se observa que los vértices de la regidn formada por las restricciones son A(0, 0), B(200, 0),
C(100, 200) y D(0, 300).
R(0,0) = 40(0) +30(0)=0+0=0
R(200, 0) = 40(200) + 30(0) = 8 000 + 0 = 8 000
R(100, 200) = 40(100) + 30(200) = 4 000 + 6 000 = 10 000
R(0, 300) = 40(0) + 30(300) = 0 + 9 000 = 9 000.

La compafiia Close Shave logra una maxima ganancia por ventas de $10 000 diariamente fabricando 100
rasuradoras inalambricas y 200 rasuradoras con cable diariamente.

Problemas propuestos

Sia > b, demuestre que a — ¢ > b — ¢ donde c es cualquier nimero real.
Sia > byk > 0, demuestre que ka > kb.

Encuentre que los valores de x para los que las siguientes desigualdades son verdaderas.

X 2 2x 1 1 3 _7 )
a) 2x+3)>3(x—1)+6 b) Z+§<§—6 c) §+&>§ d x>9

Para qué valores de a sera (a + 3) < 2(2a + 1)?

Demuestre que  (a* + b®) = ab para todos los valores reales de a y b, la ecuacion es vélida si y sélo sia = b.
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19.25

19.26

19.27

19.28

19.29

19.30

19.31

19.32

19.33

PROBLEMAS PROPUESTOS

Figura 19-10

1
X

<x+y Si x>0,y >0.

Demuestre que

2
X+y

+
<|kF
V

Si X Yy son positivos y X # y

Demuestre que

X% +y?
Xty

Demuestrequexy + 1 =x +ysix=1lyy=1losix=1lyy=1

Sia > 0,a # 1y nescualquier ntmero entero positivo, demuestre que

1

amtt 4+ >ah+ .
an

ant+l
Demuestre que V2 + V6 < V3 + V5.

Determine los valores de x para los que las desigualdades siguientes son validas.

1.7
a) x¥*+2x—24>0 b) x*—6<x c) I -—2x<1 d) 3X+;>§
Determine graficamente el rango de valores de x para los que @) x> — 3x — 4 > 0, b) 2x2 — 5x + 2 < 0.
Escriba la solucién para cada desigualdad en notacion de intervalo.
a) [3x+3—-15=-6 b) |2x —3] <7

Escriba la solucion de cada desigualdad en notacion de intervalo.

a) x=10x — 21 0 (- 1) —2x+3)>0 ¢) %5
x+x—-1) X—1 (x—6)(x —3)
b) —— =0 ) 72=0 5z =0
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19.34 Grafique cada desigualdad y sombree la region de la solucion.

19.35

19.36

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

19.22

19.23

19.30

19.31

19.32
19.33

19.34

CAPITULO 19 DESIGUALDADES

a) x-—-y=5

b) y—3x>2

Grafique cada sistema de desigualdades y sombree la region de la solucion.

a) x+2y=20
b) 3x+y=4,

Utilice la programacion lineal para resolver cada problema.

a) Ramone construye bodegas prefabricadas y para esto utiliza 10 hojas de triplay y 15 clavos en una bodega pe-
guefay 15 hojas de triplay y 45 clavos en una bodega grande. Ramone tiene 60 hojas de triplay y 135 clavos.
Si obtiene una ganancia de $400 en una bodega pequefia y $500 en una grande, ¢cuantas de cada tipo debera

y 3x + 10y = 80

X+y=2,

—Xty=4

fabricar para obtener la maxima ganancia?

b) Jeany Wesley fabrican campanas de viento y casas para pajaros en su taller de artesanias. Cada campana de
viento requiere 3 horas de trabajo por parte de Jean y una hora por parte de Wesley. Cada caja para pajaro re-
quiere 4 horas de trabajo de Jean y 2 de Wesley. Jean no puede trabajar mas de 48 horas a la semana y Wesley
no mas de 20 horas a la semana. Si cada campana de viento se vende en $12 y cada casa para pajaros en $20,

y

XxX=5

¢Cuéntas piezas de cada articulo deben fabricar para maximizar su ganancia?

ax<3 by x>2
a>1

3
a) x>40x< -6

a) x>4o0x< -1

a) (—= -4 Ul2

b) (== -1 U,

a) Figura 19-11

b)

b)

c) 0<x<2

—2<x<3 c)

1
T<x<
> X<2

®) b)) (=2,9)
a) (—oo, 3) U [77 oo)

1)

C) (_3’ 1) U (21 oc)
d (—-2,1]

b) Figura 19-12

%/// 7

Figura 19-11

—E<x<1

3

d x<-3 o x>3

d x>go
) 3

e) (—oo, - 4] ) (_11 oo)
f) (=2,3)U[6,»)

0<x<}

2

4y —3x=2

Figura 19-12
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Figura

19.35 a) Figural9-13 b)

3x+ 10y =80

PROBLEMAS PROPUESTOS

/%

19-13

Figura 19-14

+3x+y=4
-10+

Figura 19-14

19.36 a) Ramone maximiza sus ganancias fabricando seis bodegas pequefias y ningun edificio grande.
b) Jeany Wesley maximizan su ganancia fabricando 6 campanas de viento y 8 casas para pajaros.
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FUNCIONES
POLINOMIALES

20.1 ECUACIONES POLINOMIALES
Una ecuacion entera racional de grado n en la variable x es de la forma
a" +ap X"t +a, X" 2+ +ax+a =0 a, # 0

donde n es un nimero entero y positivoy a , a,, a a__.,a constantes.

LI n—1' “n
Por lo tanto, 4x* — 2x* + 3x — 5 =0, x> — \?Ex +i=0yx'+ \/—3x — 8 = 0 son racionales enteras en x de
grados 3, 2 y 4, respectivamente. Observe que en cada una de estas ecuaciones los exponentes de x son ndmeros
enteros y positivos y los coeficientes de la variable son constantes (nimeros reales o complejos).
El coeficiente del término de grado superior se llama coeficiente principal y a, se llama término constante.
Este capitulo considera solamente ecuaciones enteras racionales.

Un polinomio de grado n respecto a la variable x es una funcion de x que puede escribirse en la forma
P(X) = anX" +an-1X" " +an X" 2+ +ax +a, a # 0

donde n es un entero positivo, y a, a,, a,, ..., 8 _,, &, son constantes. Entonces, P(x) = 0 es una ecuacion racional
entera de grado n en x.

Si P(x) = 3x* + x* + 5x — 6, entonces P(—2) = 3(—2)% + (—2)? + 5(—2) — 6 = —36.

Si P(x) = x? + 2x — 8, entonces P(V5) = 5 + 215 — 8 = 2V/5 — 3.

Todo valor de x que anule P(x) recibe el nombre de raiz cuadrada de la ecuacién P(x) = 0. Por ende, 2 es una
raiz de la ecuacion P(x) = 3x* — 2x? — 5x — 6 = 0, puesto que P(2) =24 — 8 — 10 — 6 = 0.

20.2 RAICES DE LAS ECUACIONES POLINOMIALES

A. Teorema del residuo. Si r es una constante y se divide el polinomio P(x) entre (x — r), el residuo es P(r).
Por ejemplo, si P(x) 5 2x*> — 3x* — x + 8 se divide entre x + 1, entonces r = —1y el residuo = P(—1) =
—2-3+1+8=4.Estoes,

2x3 — 3x%2 — x
x+1

+8 4 A
=Q(x) + 1 donde Q(x) es un polinomio en x.
214
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20.2 RAICES DE LAS ECUACIONES POLINOMIALES 215

B. Teorema del factor. Si r es una raiz de la ecuacion P(x) = 0, es decir, si P(r) = 0, entonces (x — r) es un factor
de P(x). De lo contrario, si (x — r) es un factor de P(x), entonces r es una raiz de P(x) = 0 0 P(r) = 0.
Por lotanto, 1, —2, —3 son las tres raices de laecuacion P(x) = x® + 4x* + x —6 = 0,yaque P(1) = P(—2) =
P(—3) = 0. Por lo tanto, (x — 1), (x + 2) y (x + 3) son factores de x* + 4x* + x — 6.

C. Division sintética. Es un método simplificado para dividir un polinomio P(x) entre x — r, donde r es cualquier
namero que se le asigne. Por este método se determinan los valores de los coeficientes del cociente y, por lo
tanto, el valor del residuo puede determinarse facilmente.

EJEMPLO 20.1 Divida (5x + x* — 14x?) entre (x + 4) utilizando la division sintética.
Escriba los términos del dividendo en orden descendente respecto a la potencia de la variable y complete los
términos faltantes utilizando cero como coeficientes de dichos términos; escriba el divisor en la forma x — a.

(* +0x% — 14x% +5x +0) + (x — (—4))

Escriba el término constante a del divisor a la izquierda en un __y escriba los coeficientes del dividendo a la
derecha del simbolo

—4] 1+0-14+5+0
Escriba abajo el primer término del dividendo a la tercera fila, dejando en blanco una fila por el momento,

—4] 14+0-14+5+0

1

Multiplique el término en la fila del cociente (tercera fila) por el divisor y escriba el producto en la segunda fila
debajo del segundo término de la primera fila, sume los nimeros en la columna formada y escriba la suma como el
segundo término en la fila del cociente.

—4] 1+0-14+5+0
—4

1-4

Multiplique el dltimo término a la derecha de la fila del cociente por el divisor, escribala debajo del siguiente
término en la parte superior de la fila, sume y escriba el resultado en la fila del cociente. Continle este proceso hasta
que todos los términos en la parte superior de la fila tengan un nimero debajo.

—4] 1+0-14+5+0
—4+16—8+12

1-4+ 2-3+12

La tercera fila es la del cociente donde el dltimo término es el residuo. El grado del polinomio que forma el co-
ciente es un grado menor que el del dividendo ya que se esta dividiendo entre un factor lineal. Los términos de la fila
del cociente son los coeficientes de los términos en el polinomio del cociente. El grado del polinomio que forma el
cociente es 3.

El cociente con residuo (5x + x* — 14x%) + (x + 4) es

DG -4+ 2x— 3+ 2
X+4
D. Teorema fundamental del &lgebra. Toda ecuacién P(x) = 0 con polinomios, tiene al menos una raiz real o
compleja.

Por lo tanto X" — 3x® + 2 = 0 tiene al menos una raiz.

Sin embargo, f(x) = VX + 3 = 0 no tiene raices, ya que no existe ningtin nimero r tal que f(r) = 0. Puesto
que esta ecuacion no es racional, el teorema fundamental no se aplica en este caso.

www. FreelLibros.com



216 CAPITULO 20 FUNCIONES POLINOMIALES

E. Numero de raices de una ecuacion. Toda ecuacién entera racional P(x) = 0 de grado enésimo tiene exactamente
n raices.
Por lo tanto, 2x° + 5x° — 14x — 8 = 0 tiene exactamente 3 raices, llamadas 2, —3, —4.
Algunas de las n raices pueden ser iguales. Por ende, la ecuacion de sexto grado (x — 2)*(x — 5)*(x + 4)
= 0 tiene 2 como triple raiz, 5 como doble y —4 como Unica; es decir, las seis raices son 2, 2, 2, 5, 5, —4.

20.3 RESOLUCION DE ECUACIONES POLINOMIALES

A. Raices complejas e irracionales
1. Siun ntmero complejo a + bi es una raiz de la ecuacion racional entera P(x) = 0 con coeficientes reales,
entonces el nimero complejo conjugado a — bi es también una raiz.
Se puede deducir de lo anterior que toda ecuacion racional entera de grado impar con coeficientes
reales tiene al menos una raiz.
2. Silaecuacion racional entera P(x) = 0 con coeficientes racionales tiene a a + Vb como raiz, siendo a yb
racionales y Vb irracional, entonces a — Vb es también una raiz.

B. Teorema de la raiz racional
Si b/c, una fraccion racional con términos de grado inferior, es una raiz de la ecuacion

ax" +an X"t +a, X" 2+ +ax+a =0 a, #0

con coeficientes enteros, entonces b es un factor de a, y ¢ es un factor de a,.

Por lo tanto, si b/c es una raiz racional de 6x° + 5x*> — 3x — 2 = 0, los valores de b estan limitados a los
factores de 2, los cuales son =1, =2; y los valores de c estan limitados a los factores de 6, los cuéles son =1,
+2, +3, +6. De aqui que las Unicas raices racionales posibles son +1, +2, +1/2, +1/3, +1/6, +2/3.

C. Teorema de la raiz entera
Se puede deducir que si una ecuacion P(x) = 0O tiene coeficientes enteros y el coeficiente principal es 1:

X"+ a1 X"t Fan X" 24 +ax +ay =0,

entonces, cualquier raiz racional de P(x) = 0 es un entero y un factor de a,.
Por lo tanto, las raices racionales, si existen, de x* + 2x* — 11x — 12 = 0 estan limitadas por factores enteros
de 12, los cuales son, 1, +2, £3, +4, +6, =12,

D. Teorema del valor intermedio
Si P(x) = 0 es una ecuacién con polinomios con coeficientes reales, entonces los valores aproximados de las
raices reales de P(x) = 0 pueden encontrarse obteniendo la grafica de y = P(x) y determinando los valores de
x en los puntos donde la gréfica interseca al eje x (y = 0). Un aspecto fundamental en este procedimiento es el
hecho de que si P(a) y P(b) tienen signos opuestos, entonces P(x) = 0 tiene al menos unaraizentrex =ay x =
b. Este hecho se basa en la continuidad de la grafica de y = P(x) cuando P(x) es un polinomio con coeficientes
reales.

EJEMPLOS 20.2 Para cada raiz real de P(x) = 2x® — 5x% — 6x + 4 aisle la raiz entre dos enteros consecutivos.

Puesto que P(x) = 2x* — 5x? — 6x + 4 es de grado 3, existen al menos 3 raices reales. Se tratara de encontrar
las raices reales en el intervalo —5 a 5. El intervalo es arbitrario y podria ser necesario expandirlo si las raices reales
no se encuentran aqui. Mediante la division sintética, se encontrara el valor de P(x) para cada entero en el intervalo
seleccionado. Los residuos de la division sintética son los valores de P(x) y se presentan en la tabla siguiente:

X -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
P(x) | —341 | —180 | —77 | —20 3 4 -5 —-12 =5 28 99
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20.3 RESOLUCION DE ECUACIONES POLINOMIALES 217

Observe que P(—2) = —20 y P(—1) = 3 tiene signos opuestos, por lo que a partir del Teorema del Valor
Intermedio existe una raiz real entre —2 y —1. De forma similar, puesto que P(0) = 4y P(1) = —5, existe una
raiz real entre 0 y 1y ya que P(3) = —5y P(4) = 28, existe una raiz real entre 3 y 4. Se han aislado tres raices
reales, por lo que se han localizado todas las raices reales de P(x).

No siempre es posible localizar todas las raices reales de esta forma debido a que podria haber méas de una
raiz entre dos enteros consecutivos. Cuando existe un nimero par de raices entre dos enteros consecutivos,
el Teorema del Valor Intermedio no lo revelara cuando se utilice solamente enteros para x. Dicho teorema no
proporciona informacion respecto a cuantas raices reales estan en el intervalo, solamente dice que al menos una
raiz real se encuentra en él.

Limites inferior y superior de las raices reales

Se le llama nimero a a un limite superior o frontera superior para las raices reales de P(x) = 0 si ninguna raiz

es mayor a a. Se le llama ndmero b a un limite inferior o frontera inferior para las raices reales de P(x) = 0 si

ninguna raiz es menor a b. El teorema siguiente es Gtil en la determinacion de los limites superior e inferior.
SeaP(x) =ax"+a +a _Xx"*'+a2x"?+---+a =0dondea,a,...a sonrealesya > 0.

Entonces:

1. Si después de realizar la division sintética de P(x) entre x — a, donde a = 0, todos los nimeros obteni-
dos en la tercera fila son positivos o cero, entonces a es un limite superior para todas las raices reales de
P(x) = 0.

2. Sidespués de realizar la division sintética de P(x) entre x — b, donde b = 0, todos los nimeros obtenidos en
la tercera fila son positivos y negativos alternadamente (o cero), entonces b es un limite inferior para todas
las raices reales de P(x) = 0.

EJEMPLOS 20.3 Encuentre un intervalo que contenga todas las raices reales de P(x) = 2x* — 5x? + 6.

Se tratard de encontrar el entero b que sea al menos el limite superior de las raices reales de P(x) y el entero, a, que
sea el limite inferior de las raices reales de P(x). Todas las raices reales estaran en el intervalo [a, b]. Para encontrar a
y b se utiliza la division sintética en la ecuacion P(x) = 2x* — 5x? + 6.

1] 2-5+0+6 2] 2-5+0+6 3] 2-54+0+ 6
+2-3-3 +4-2-4 Y643+ 9
2-3-3+3 2-1-2+2 2+1+3+15

Cuando de divide utilizando 3, toda fila del cociente es positiva, por lo que 3 es el entero mas pequefio que es
limite superior de las raices reales de P(x). Por lo tanto, b = 3.

—1/2-5+0+6
—247-7

2—-7+7-1

Cuando se divida utilizando —1, los valores de la fila del cociente tienen signos alternados, por lo que —1 es el
entero mayor que es un limite inferior de las raices reales de P(x). Por lo tanto, a = —1.

Las raices reales de P(x) = 2x* — 5x* + 6 se encuentran en el intervalo (—1,3) 0 —1 < x < 3. Puesto que P(—1)
# 0y P(3) # 0, se utiliza la notacion de intervalo que indica que ninguno de los puntos extremos es una raiz.

Regla de los Signos de Descartes
Si los términos de un polinomio P(x) con coeficientes reales se disponen en orden descendiente de acuerdo con
su potencia de x, se presenta una variacién de signo cuando dos términos consecutivos difieren en signo. Por
ejemplo, x® — 2x? + 3x — 12 tiene 3 variaciones de signo y 2x” — 6x> — 4x* + x2 — 2x + 4 tiene 4.

La Regla de los Signos de Descartes establece que el nimero de raices positivas de P(x) = 0 es igual al
namero de variaciones de signo de P(x) o0 menor que ese himero por un entero par. EI nimero de raices negativas
de P(x) = 0 es igual al nmero de variaciones de signo de P(—x) o menor que ese nlmero por un entero par.
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Por lo tanto, en P(x) = x* — 2x° + 2x* — 3x + 12 = 0 existen 4 variaciones de signo de P(x); de aqui
que el nimero de raices positivas de P(x) = 0 es 4, (4 — 2) 0 (4 — 4). Puesto que P(—x) = (—x)° — 2(—x)® +
2(—x)? — 3(—x) + 12 = —x° + 2x° + 2x* + 3x + 12 = 0 tiene una variacion de signo, entonces P(x) = 0 tiene
exactamente una raiz negativa. De aqui que existen 4, 2 o 0 raices positivas, 1 raiz negativa y al menos 9 — (4
+ 1) = 4 raices imaginarias. (Hay 4, 6 u 8 raices imaginarias. ;Por qué?)

20.4 APROXIMACION DE RAICES REALES

En laresolucion de una ecuacién con polinomios P(x) = 0, no siempre es posible encontrar todos las raices utilizando
los métodos anteriores. Ha sido posible determinar las raices irracionales e imaginarias cuando se pudieron encontrar
los factores cuadraticos que se resolvieron utilizando la formula de segundo grado. Si no se pudieran encontrar los
factores cuadraticos de P(x) = 0, no se podrian encontrar las raices imaginarias, sin embargo, se puede encontrar una
aproximacion para algunas de las raices reales.

Para aproximar una raiz real de P(x) = 0, se debe primero encontrar un intervalo que contenga una raiz real de
P(x) = 0. Se puede hacer los anterior utilizando el Teorema del Valor Intermedio con el fin de ubicar los nimeros a
y b tales que P(a) y P(b) tengan signos opuestos. Se seguira utilizando el Teorema del Valor Intermedio hasta que se
haya aislado la raiz real en un intervalo lo suficientemente pequefio que tenga el grado de precision deseado.

EJEMPLO 20.4 Encuentre una raiz real de x* + 3x + 8 = 0 corregida a dos décimas.

Por la Regla de los Signos de Descartes, P(x) = x® + 3x + 8 no tiene raices reales positivas y una raiz real negativa.

Utilizando la division sintética, se encuentra que P(—2) = —6'y P(—1) = 4, por lo que el Teorema del Valor Interme-
dio P(x) = x* + 3x + 8 tiene una raiz real entre —2y —1.

A continuacion se utiliza la division sintética y el Teorema del Valor Intermedio para determinar las décimas de inter-
valo que contienen la raiz. Los resultados se muestran en la tabla siguiente:

X -10| -11| -12 | -13| -14| -15| -16 | -17 | =18 | =19 | —-20
P(x) 4 3.37 2.67 1.90 1.06 013 | -090| —2.01|—-323| —-456| -6

Es posible observar que P(—1. 5) es positivo y P(—1.6) es negativo por lo que la raiz se encuentra entre —1.6 y
—15.

Ahora se verifica el digito de las centésimas utilizando la divisién sintética en el intervalo entre —1.6 y —1.5. No es
necesario encontrar todos los valores de las centésimas, solamente el cambio de signo entre dos valores consecutivos.

x | —150 | =151 | —1.52
P(x) 013 | 0.03 | —0.07

Se puede observar que P(—1.51) es positivo y P(—1.52) es negativo, por lo que por el Teorema del Valor Intermedio, existe
una raiz real entre —1.51y —1.52.

Puesto que la raiz real esta ubicada entre —1.51 y —1.52, sélo es necesario determinar si se redondea a —1.51 0 a
—1.52. Para hacer esto, se busca el punto P(—1.515), que es aproximadamente —0.02. Este valor de P(—1.515) es negativo
y P(—1.51) es positivo, por lo que se conoce que la raiz se encuentra entre —1.515 y —1.510 y todos los nimeros es este
intervalo redondeados a dos centésimas son —1.51.

Por lo tanto, redondeado a dos centésimas, la Gnica raiz real de x* + 3x + 8 = 0 es —1.51.

Utilizando una calculadora gréafica para aproximar las raices reales de un polinomio, se grafica la funcion y se
utiliza las caracteristicas de trazado (trace) y acercamiento (zoom) de la calculadora. Después de graficar la funcion,
se utiliza la caracteristica de trazado para ubicar un intervalo que contenga una raiz real utilizando el Teorema
del Valor Intermedio. Luego, se utiliza la caracteristica de acercamiento para enfocar este intervalo. Se contintan
utilizando estas dos caracteristicas hasta que se encuentren dos valores de x que se aproximen con mayor grado de
precision al valor deseado y que sean de signos opuestos.
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Problemas resueltos

Demuestre el teorema del residuo: Si el polinomio P(x) se divide entre (x — r), el residuo es P(r).

SOLUCION En la division de P(x) entre (x — r), sea Q(x) el cociente y R, una constante, el residuo. Por defini-
cién, P(x) = (x — r)Q(x) + R, la cual es una identidad para todos los valores de x. Seax = r, P(r) = R.

Determine el residuo R después de cada una de las divisiones siguientes:

a) (2x°+3x2—18x—4) + (x—2). R =P(2) =2(2% +3(22) — 18(2) — 4 = —12

B) (x* — 3x® +5x +8) + (x + 1). R=P(1) = (1)*—3(1)73+5(1) +8
=1+3-5+8=7

) (@ +5x% —1) + (x +;> R= P(—i) :4<—;)3+5<—;>2—1 = —%

d) -2 +x—4) +x R =P(0) = —4

8 4 3\ . (3 8/3\* 4/3\* 3 3 _
e) (27x3—9x2+x—2>f(2x—3). R_P(Z)_27<2) —9(2> +5-5=0
) 0E—x—x3+1)+ (x+V=1). R=P(i)= i) — i) —(iP®+1

=P+t +if+1=14+i-i+1=2

Demuestre el teorema del factor: Si r es una raiz de la ecuacién P(x) = 0, entonces (x — r) es un factor de
P(x); y, de lo contrario, si (x — r) es un factor de P(x), entonces r es una raiz de P(x) = 0.

SOLUCION En la divisién de P(x) entre (x — r), sea Q(x) el cociente y R, una constante, el residuo. Entonces,
P(x) = (x — nNQ(X) + RoP(x) = (x — n)Q(x) + P(r) por el teorema del residuo.

Si r es una raiz de P(x) = 0, entonces P(r) = 0. De aqui que P(x) = (x — r)Q(x) o (x — r) es un factor de
P(x).

De otra forma, si (x — r) es un factor de P(x), entonces el residuo de la division de P(x) entre (x — r) es cero.
De aqui que P(r) =0, es decir, r es una raiz de P(x) = 0.

Demuestre que (x — 3) es un factor del polinomio P(x) = x* — 4x® — 7x* + 22x + 24.

SOLUCION P(3) =81 — 108 — 63 + 66 + 24 = 0. De aqui que (x — 3) es una factor de P(x), 3 es una raiz del
polinomio P(x) y 3 es una raiz de la ecuacion P(x) = 0.

a) Es —1 unaraiz de la ecuacion P(x) = x* — 7x — 6 = 0?
b) Es 2 unaraiz de la ecuacion P(y) = y* — 2y —y + 7 = 0?
¢) Es2iunaraiz de laecuacion P(z) = 22° + 32> + 8z + 12 = 0?

SOLUCION
a) P(—1)=—-1+7 —6=0.Deaquique —1 es una raiz de la ecuacién P(x) = 0,y [x — (—=1)] = x + lesun
factor del polinomio P(x).

b) P(2) =16 —8 — 2+ 7 = 13. De aqui que 2 no es raiz de P(y) = 0,y (y — 2) no es factor de y* — 2y* —y +
7.

c) P(2i) = 2(2i)® + 3(2i)* + 8(2i) + 12 = —16i — 12 + 16i + 12 = 0. De aqui que 2i es una raiz de P(z) = 0,
y (z — 2i) es un factor del polinomio P(z).
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Demuestre que x — a es un factor de X" — a", si n es cualquier entero positivo.
SOLUCION
P(x) = x" — a"; por lo tanto P(a) = a" — a” = 0. Puesto que P(a) = 0, x — a es un factor de x” — a".

a) Demuestre que x* + a° es divisible exactamente entre x + a.
b) ¢Cual es el residuo de y® + a° dividido entre y + a?

SOLUCION

a) P(x) = x° + a° entonces P(—a) = (—a)° + a® = —a° + a° = 0. Puesto que P(—a) = 0, x*> + a° es divisible
exactamente entre x + a.

b) P(y) =y® + a° Residuo = P(—a) = (—a)® + a® = a°® + a® = 2a°

Demuestre que x + a es un factor de X" — a" cuando n es un entero positivo par, sin embargo, no es un factor
cuando n es un entero positivo impar. Suponga que a # 0.

SOLUCION
P(x) =x" —a".
Cuando n es par, P(—a) = (—a)" — a" = a" — a" = 0. Puesto que P(—a) = 0, x + a es un factor de x" — a"
cuando n es par.

Cuando n es impar, P(—a) = (—a)" — a" = a" — a" = —2a". Puesto que P(—a) # 0, x" — a" no es divisible
exactamente entre x + a cuando n es impar (siendo el residuo —2a").

Encuentre los valores de p para los que:

a) 2x® — px2 + 6x — 3p es exactamente divisible entre x + 2,
b) (x*—p* + 3 —p) + (x — 3) tiene un residuo 4.

SOLUCION

a) El residuo es 2(—2)° — p(—2)2 + 6(—2) — 3p = —16 — 4p — 12 — 3p = —28 — 7p = 0. Por lo tanto
p=—4

b) Elresiduoes3* —p*3) +3 —p=284—3p°— p=4.Porlotanto,3p?’+p — 80 =0, (p — 5)(3p + 16) =
Oyp=5,—16/3.

Por division sintética, determine el cociente y el residuo de lo siguiente:
(3x° —4x* —5x° — 8x +25) + (x — 2)
SOLUCION
2] 3—-4-5+0— 8+25

6+4—-2— 4-24 . 4 3 2
Cociente: 3x* +2x° —x* — 2x — 12

3+2-1-2-12+ 1 Residuo: 1

La fila superior de nimeros proporciona los coeficientes del dividendo, siendo cero el coeficiente de las po-
tencias de x que faltan (0x?). El 2 en el extremo izquierdo es el segundo término del divisor con el signo cambiado
(ya que el coeficiente de x en el divisor es 1).

El primer coeficiente en la columna superior, 3, estéa escrito primero en la tercera fila y después multiplicado
por el 2 del divisor. El producto 6 esta colocado en primer término en la segunda fila y sumado al —4 de arriba de
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él para dar como resultado 2, el cual es el siguiente nimero en la tercera fila. Este 2 se multiplica posteriormente
por el 2 del divisor. El producto 4 se coloca en la segunda fila y se suma al —5 de arriba para proporcionar el
—1 en la tercera fila: etc. EI Gltimo nimero de la tercera fila es el Residuo, mientras que todos los nimeros a
su izquierda constituyen los coeficientes del Cociente.

Puesto que el dividendo es de 5° grado y el divisor de 1°, el cociente es de 4° grado.

La respuesta puede escribirse como:

1
A+ - —2x—12+——.
X—2
(x* — 2x3 — 24x% + 15X + 50) + (x + 4)
SOLUCION
—4] 1-2-24+15+50
—4+24— 0-60
10
1-6+ 0+15-10 Respuesta: x3 — 6x? + 15 — ——
X+4
(2x* —17x* — 4) = (x + 3)
SOLUCION
3] 24+0-17+0—4
—6+18—-3+9
2-6+ 1-3+5 Respuesta:2x376x2+x—3+i
X+3
@x®— 10 +x— 1) + (x — 1/2)
SOLUCION
12| 4-10+1- 1
+ 2-4-3/2 :
—8-3- R ta: 4x2 — 8x — 3 —
4— 8-3-5/2 espuesta: 4x X 1

Dado P(x) = x* — 6x? — 2x + 40, calcule a) P(—5) y b) P(4) utilizando la division sintética.

SOLUCION
a) =5 1—6— 2+ 40 b) 4] 1—-6— 2+40
— 5+55-265 +4— 8—40
1—-11+53—-225 1-2—-10+ 0
P(-5) = —225 P(4) =0

Dado que una raiz de x* + 2x*> — 23x — 60 = 0 es 5, resuelva la ecuacidn.

SOLUCION
5] 1+2-23-60
+5+35+60 Divida x3 + 2x2 — 23x — 60 entrex — 5.

1+7+12+ 0

La ecuacién descomprimida es x2 + 7x + 12 = 0, cuyas raices son —3, —4. Las tres raices son 5, —3, —4.

Dos raices de x* — 2x* — 3x — 2 = 0 son —1y 2. Resuelva la ecuacion.

SOLUCION

—1] 1+0-2-3-2
—14+14+1+2 Divida x* — 2x2 — 3x — 2 entre x + 1.

1-1-1-2+0
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La primera ecuacion descomprimidaes x® — x> —x — 2 = 0.

2] 1-1-1-2
+2+242 Divida x> — x2 — x — 2 entre x — 2.

1+1+1+0

1 1.
La segunda ecuacion descomprimida es x> + x + 1 = 0, cuyas raices son 5 + 5 iva3.
Las cuatro raices son —1, 2, — % + % iV3.

20.17 Determine las raices de cada una de las ecuaciones siguientes:

a) (x—1)%(x +2)(x +4) =0. Respuesta. 1 como doble raiz, —2, —4

b) (2x + 1)(3x —2)3(2x —5) = 0. —1/2, 2/3 como triple raiz, 5/2

¢) x3(x? —2x—15) =0. 0 como raices triples, 5, —3

d) (x+1+V3)x+1—V3)(x—6)=0. (-1 —V3),(-1+V3),6

e) [(x—i)x+i)Px+1)>=0. *i como triple raiz, —1 como doble raiz

f) 3(x +m)*5x —n)? = 0. —m como cuédruple raiz, n/5 como doble raiz
20.18 Escriba la ecuacion que tenga solamente las raices siguientes:

a) 51, -3; b) 2, -1/4, —-1/2; c) +2,2+ V3; d) 0,1 = 5i.

SOLUCION

a) X—5)X—1)(x+3)=0 o x3—3x2—13x+15=0.

1 1\ , 5% lix 1 s ) N
b) (x—2)<x+4><x+2> =0 o x°-— 28 1- 0 8x°—10x"—11x—2 =0.

por la cual tiene coeficientes enteros
€) (x—2x+2)x—(2-VIIx— @2+ V3= - H(x—-2) + V3][(x—2) - V3|
=X —4Ix—-22-3 =X -4Hx—-4x+1) =0, 0o x'—4x*—-3x*+16x—4=0.
d) xix—(1+5)][x—(1—5i)] =xi(x—1) = 5i][(x — 1) + 5i] = x[(x — 1)? + 25]
=x(x*—2x+26) =0, o x3—2x*+26x=0.
20.19 Construya la ecuacion con coeficientes enteros que tengan solamente las raices siguientes:

1 1 32 o1 . .
e Dp— + + /2 _
> "3 b) 0, 73 1; c) *3i, _2\/5, d) 2 como triple raiz, —1.

a) 1,

SOLUCION

a) X—1D@x—-1)Bx+1)=0 o 6x—-7x*+1=0

b) x(4x—3)3x—2)(x+1) =0 o 12x*—5x*—11x* +6x =0

) (x—3i)(x+ 3i)<x - %\@) (x — %\@) =(x*+9) <x2 - %) =0, (®+9)2x*—1)=0,
0o 2x*+17x*-9=0

d x—2°%x+1)=0 o x*-53+6x2+4x—-8=0

20.20 Cada uno de los nimeros dados es una raiz de una ecuacion con polinomios con coeficientes reales. ;Qué otro
nimero es también unaraiz? a)2i, b) -3 +2i, ¢) -3 —iV2.

SOLUCION
a) —2i, b) -3 - 2i, c) —3+iV2
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Cada uno de los nimeros proporcionados a continuacion es una raiz de un polinomio con coeficientes racio-
nales. ;Qué otro nimero esunaraiz? a) V7, b) —4+2V3, ¢)5-1V2.

SOLUCION

a) V7, b) —4—2V3, ¢) 5+1V2

Evalde la validez de cada una de las conclusiones siguientes:

a) X3+ 7x — 6i = 0 tienex = i como raiz; de aqui quex = —i es una raiz.
b) X3+ (1—2V3)x2 +(5—2V3)x +5 =0 tiene V3 — i V2 como raiz; de aqui queV'3 +iV?2 es una raiz.
c) X+ (1—2V2)x®+ (4—2V2)x2 + (3—4V2)x +1 =0tiene x = —1 + V2 como raiz; de aqui que

X = —1— V2 es unaraiz.

SOLUCION
a) x = —ino es necesariamente una raiz, ya que no todos los coeficientes de la ecuacion son reales. De hecho,
por sustitucién se puede ver que x = —i no es una raiz.

b) Laconclusion es valida, ya que la ecuacién proporcionada tiene coeficientes reales.

¢) x=—1—2V2no esnecesariamente una raiz, ya que no todos los coeficientes de la ecuacion son racionales.
Por sustitucion, se puede observar que x = —1 — V2 no es una raiz.

Escriba la ecuacion con polinomios de menor grado con coeficientes reales que tengana 2y 1 — 3i como sus
dos raices.

SOLUCION
x—2)x—(1-3)x—1+3)]=x-—2)x*—2x+10)=0 o x*—4x>+14x—-20=0

Construya la ecuacion polinomial de menor grado con coeficientes racionales que tengan —1 + V5 y —6
como dos de sus raices.

SOLUCION

X—(C1+VE)X—(1—VE)(x+6)=(F+2x—4)(x+6) =0 0 x> +8x%+8x—24=0

Construya la ecuacion polinomial de cuarto grado con coeficientes racionales que tengan como dos de sus
raices

a) —5iy 6V, by 2+iyl— V3.

SOLUCION

a) (x +5i)(x —5i)(x — VB)(x +V6) = (X2 +25)(x* —6) =0 0 x*+19x%2 —150 =0

by [x—@+i)x—Q2—-Dx—A—-V3)]x—@1A+V3)]=x —4x+5x —2x—2)=0
0 -6 +11x¥*—-2x—10=0

Encuentre las cuatro raices de x* + 2x> + 1 = 0.

SOLUCION

X223 +1=0%+1)% =[(x+i)x—i)]> =0. Lasraicesson i, i, —i, —i.

Resuelva x* — 3x® + 5x2 — 27x — 36 = 0, dado que una de sus raices es un niimero imaginario puro de la
forma bi, donde b es real.
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SOLUCION

Sustituyendo bi por x, b* + 3b®% — 5b? — 27bi — 36 = 0.
Igualando las partes real e imaginaria a cero

b* — 5b? — 36 = 0, (b* — 9)(b* + 4) = 0y b = +3 puesto que b es real;
3b® — 27b = 0,3b(b* — 9) = 0y b = 0, +3:

La solucién comln es b = +3; de aqui que las dos raices sean =3iy (x — 3i)(x + 3i) = x* + 9 es un factor
de x* — 3x® + 5x% — 27x — 36. Por division el otro factor es x? — 3x — 4 = (x — 4)(x + 1), y las otras dos raices
son 4, —1.

Las cuatro raices son *=3i, 4, —1.

Construya la ecuacion con polinomios de menor grado con coeficientes racionales que tiene como raices

a) V3—-V2, bh) V2+V-1.

SOLUCION
a) Seax=V3-—V2.
Elevando al cuadrado ambos elementos se tienex2 =3 —2V6 +2=5-2V6yx* — 5= —2 V6.

Elevando al cuadrado de nuevo, x* — 10x* + 25 = 24y x* — 10x* + 1 = 0.

b) Seax=V2+ V-1
Elevando al cuadrado ambos elementos se tiene x2 =2 + 2V -2 - 1=1+2V-2yx* -1 =2V -2

Elevando al cuadrado de nuevo, x* — 2x2 +1 = —8yx* — 2x>* + 9 = 0.

a) Escriba la ecuacion con polinomios de menor grado con coeficientes constantes (reales o complejos) que
tenga como raices 2 y 1 — 3i. Comparela con la ecuacién del problema 20.23.

b) Escriba la ecuacion con polinomios de menor grado con coeficientes reales que tenga como raices —6y
—1 + /5. Compérela con la ecuacién del problema 20.24.

SOLUCION

a) X—2[x—(@1—-3)]=0 ox*—3(1—ix+2—6i=0
b) X+6)[x—(-1+V5)]=0 o X+ (7—V5)x—6(5-1)=0

Obtenga las raices racionales, si existen, de cada una de las ecuaciones con polinomios siguientes:

a) xX'—2¢—-3x—2=0
Las raices racionales se limitan a factores enteros de 2, los cuales son *1, +2.
Probando mediante la divisién sintética o por sustitucion estos valores de x en el orden +1, —1, +2,
—2, se observa que las Unicas raices racionales son —1vy 2.
b) * —x—6=0
Las raices racionales se limitan a los factores enteros de 6, los cuales son +1, +2, =3, +6.
Probando estos valores de x en el orden, +1, —1, +2, —2, +3, —3, +6, —6, se observa que la Unica
raiz racional es 2.
c) 2X+x*—7x—6=0
Si b/c (en términos de menor grado) es una raiz racional, los (nicos valores posibles de b son *+1,
+2, =3, =6; y los Unicos valores posibles de ¢ son +1, 2. De aqui que las raices racionales posibles
estan limitadas a los nimeros siguientes: =1, =2, =3, =6, +1/2, =3/2.
Probando estos valores de X, se obtienen como raices racionales —1, 2, —3/2.
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d) 2xX*+x*+2x—4=0
Si b/c es una raiz racional, los valores de b estan limitados a =1, =2, =4, y los valores de ¢ estan
limitados a =1, +2. De aqui que las raices racionales posibles estan limitadas a los nimeros 1, +2, +4,
+1/2.
Probando estos valores de x, se deduce que no existen raices racionales.

20.31 Resuelva la ecuacion polinomial x® — 2x*> — 31x + 20 = 0.

SOLUCION Cualquier raiz racional de esta ecuacion es un factor integral de 20. Por lo tanto, las posibles
raices racionales son: +1, +2, +4, 5, +10, +20.
Probando estos valores de x con la ayuda de la division sintética, se deduce que —5 es una raiz.

—5] 1-2-31+20
—5+35-20
1-7+ 4+ 0

La ecuacion descomprimida x> — 7x + 4 = 0 tiene raices irracionales 7/2 + V/33/2.
De aqui que las tres raices de la ecuacién dada son —5, 7/2 = V33/2.

20.32 Resuelva la ecuacion con polinomios 2x* — 3x* — 7x2 — 8x + 6 = 0.

SOLUCION  Si b/c es una rafz racional, los tnicos valores posibles de b son =1, +2, =3, +6; y los Unicos valo-
res posibles de ¢ son *1, 2. De aqui que las posibles raices racionales son =1, =2, =3, =6, =1/2, +=3/2.
Probando estos valores de x mediante la division sintética se encuentra que 3 es una raiz.

3] 2-3-7-8+6
+6+9+6-6

2+3+2-2+0

Se prueba la primera ecuacion descomprimida 2x® + 3x* + 2x — 2 = 0y se obtiene 1/2 como una raiz.

12| 2+43+2-2
+142+2

24+4+4+0

La segunda ecuacion descomprimida 2x2 + 4x + 4 = 0 0 x> + 2x + 2 = 0 tiene las raices no reales —1, * i.
Las cuatro raicesson 3,1/2, —1 + i.

20.33 Demuestre que V'3 + V2 es un niimero irracional.

SOLUCION Seax = V3 + V2;porende, * = (V3 + V22 =3+2V6+2=5+2V6yx’ —5=
2Ve.

Elevando al cuadrado de nuevo, x* — 10x? + 25 = 24 0 x* — 10x?> + 1 = 0. Las Unicas raices racionales po-
sibles de esta ecuacion son = 1. Probando estos valores, se encuentra que no es una raiz racional. De aqui que x =
V3 + V2es irracional.
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20.34 Grafique P(x) = x* + x — 3. A partir de la grafica determine el nimero de raices positivas, negativas y no
realesde x* + x — 3 = 0.

SOLUCION

x | -3 -2 -1] 0| 1| 2|3/ a4
P) | —33| -13| -5 | =3 | -1 | 7 | 27 | 65

A partir de la gréfica se puede observar que existe una raiz real positiva y no negativa (consulte la figura
20—1). De aqui que existen dos raices conjugadas no reales.

20.35 Encuentre los limites superior e inferior de las raices reales de a) x* — 3x2 + 5x + 4 =0,b) x* + x¥* — 6 = 0.

P(x)
50T
40+
301
201
10+
—
-3 2 ~-1—T 1 2 3 4
-101
—20-
_ao-
401
Figura 20-1

SOLUCION

a) Las raices racionales posibles son +1, +2, +4.

Probando el limite superior.

1] 1-3+5+4 2] 1-3+5+ 4 3] 1-3+5+ 4
+1-2+3 +2-2+ 6 +3+0+15
1-2+3+7 1-1+3+10 1+0+5+19

Puesto que todos los nimeros en la tercera fila de la division sintética de P(x) entre x — 3 son positivos
(o cero), el limite superior de las raices es 3, es decir, no existe ninguna raiz mayor a 3.

Probando el limite inferior

—1] 1-3+5+4
—1+4-9

1-44+9-5

Puesto que los nimeros de la tercera fila son alternadamente positivos y negativos, —1 es un limite infe-
rior de las raices, es decir, ninguna raiz es menor a —1.
b) Las raices racionales posibles son +1, +2, +3, +6.
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Probando el limite superior
1] 1+1+0-6 2] 1+1+0- 6
+1+2+2 +2+6+12

1+2+2-4 1+3+6+ 6

De aqui que 2 es el limite superior de las raices.

Probando el limite inferior
—1] 1+1+0-6
—-1-0+0

1+0+0-6

Puesto que todos los nimeros de la tercera fila son alternadamente positivos y negativos (o cero), un limite
inferior de las raices es —1.

20.36 Determine las raices racionales de 4x® + 15x — 36 = 0y resuelva la ecuacion completamente.

SOLUCION Las rafces racionales posibles son =1, +2, +3, +4, +6, 9, 12, =18, +36, +1/2, +3/2, =9/2,
+1/4, =3/4, £9/4. Con el fin de evitar la comprobacion de todas estas posibilidades, encuentre los limites su-
perior e inferior de las raices.

Probando el limite superior.

1] 4+0+15-36 2] 4+0+15-36
+4+ 4+19 +8+16 +62

4+4+19-17 4+8+31+26

De aqui que ninguna raiz (real) es mayor o igual a 2.

Probando el limite inferior.

—1] 4+0+15—36
—4+ 4-19

4—4+19—55
De aqui que ninguna raiz real es menor o igual a —1.

Las Unicas raices racionales posibles mayores a —1 y menores a 2 son £1, £1/2, £3/2, £1/4, £3/4. Probando
estas raices se puede deducir que 3/2 es la Gnica raiz racional.

3/2| 4+0+15-36
+6+ 9+36

44+6+24+ 0

Las demas raices son soluciones de 4x2 + 6x + 24 = 0 0 2x% + 3x + 12 = 0, es decir, x = —

Slw
|
+[3

~
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20.37 Utilizando la Regla de los Signos de Descartes, ¢qué puede inferirse respecto al nimero de raices positivas,

20.38

20.39

negativas y distintas a cero de las ecuaciones siguientes?

a) 2 +3x*—13x+6=0 d) 2x* +7x*+6 =0 g) X +x3-1=0

by x*—2x*-3x—-2=0 e) x*-3x2—-4=0 h)y X6 —3x2 —4x+1=0
) X2 —2x+7=0 f) x*+3x—14=0

SOLUCION

a) Existen dos variaciones de signo en P(x) = 2x* + 3x? — 13x + 6. Hay una variacion de signo en P(—x) = 2x°
+ 3x* + 13x + 6. De aqui que existen como maximo, 2 raices positivas y 1 raiz negativa.
Las raices pueden ser: (1) 2 positivas, 1 negativa y 0 imaginarias; o (2) 0 positivas, 1 negativa y 2 no
reales. (Las raices imaginarias se presentan en pares conjugados).
b) Existe 1 variacion de signo en P(x) = x* — 2x*> — 3x — 2, y 3 variaciones de signo en P(—x) = x* — 2x? + 3x
—2. De aqui que existen como maximo 1 raiz positiva y 3 negativas.
Las raices pueden ser: (1) 1 positiva, 3 negativas, 0 imaginarias; 0 (2) 1 positiva, 1 negativay 2 imaginarias.
¢) Existen 2 variaciones de signo en P(x) = x2 — 2x + 7 y no hay variacion de signo en P(—x) = x? + 2x + 7.
De aqui que las raices pueden ser: (1) 2 positivas, 0 negativas, 0 imaginarias; (2) 0 positivas, 0 negativas,
2 imaginarias.
d) NiP(x) = 2x* + 7x* + 6 ni P(—x) = 2x* + 7x + 6 tiene una variacion de signo. De aqui que las cuatro raices
son imaginarias, ya que P(0) # 0.
e) Existe 1 variacion de signo en P(x) = x* = 3x? — 4 = 0, y 1 variacion en P(—x) = x* — 3x? — 4.
De aqui que las raices son: 1 positiva, 1 negativa y 2 imaginarias.
f) Existe 1 variacion de signo en P(x) = x* + 3x — 14, y no hay variacion alguna en P(—x) = —x® — 3x — 14,
De aqui que las raices son: 1 positiva y 2 imaginarias.
g) Existe 1 variacion de signo en P(x) = x® + x® — 1y 1 variacion en P(—x) = x® — x® — 1.
De aqui que las raices son: 1 positiva, 1 negativa y 4 imaginarias.
h) Existen 2 variaciones de signoen P(x) = x* — 3x? — 4x + 1y 2en P(—x) = x® — 3x* + 4x + 1.
De aqui que las raices pueden ser:
(1) 2 positivas, 2 negativas, 2 imaginarias; (3) 0 positivas, 2 negativas, 4 imaginarias
(2) 2 positivas, 0 negativas, 4 imaginarias; (4) 0 positivas, 0 negativas, 6 imaginarias

Determine la naturaleza de las raices de X" — 1 = 0 cuando n es en entero positivo y a) n es par, b) n es impar.

SOLUCION

a) P(x) = x" — 1tiene una variacion de signo y P(—x) = x" — 1 tiene una también. De aqui que las raices son: 1
positiva, 1 negativa, (n — 2) imaginaria.

b) P(x) = x" — 1 tiene una variacién de signo, y P(—x) = —x" — 1 no la tiene. De aqui que las raices son: 1
positiva, 0 negativa, (n — 1) imaginaria.

Obtenga las raices imaginarias, si existen, de cada ecuacién mediante el uso de la Regla de los Signos de
Descartes.

a) xX2—x2+3x—27=0, c) 2x° +x—66 =0,
b) x3+2x+12 =0, d) 3x* +7x% +6 =0.

SOLUCION

a) Por medio de la Regla de los Signos de Descartes, la ecuacion tiene 3 0 1 raiz positiva y ninguna negativa. De
aqui que las raices racionales estan limitadas a factores enteros positivos de 27, los cuales son 1, 3, 9 y 27.
Probando estos valores para x, la Unica raiz racional que se obtiene es 3,
b) Mediante la regla de los signos, la ecuacion no tiene raices positivas sélo una negativa. De aqui que las raices
racionales estan limitadas a los factores enteros negativos de 12, es decir, —1, —2, —3, —4, —6y —12.
Probando estos valores para x, la Unica raiz racional es —2.
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c) Por medio de la regla de los signos, la ecuacion tiene 1 raiz positiva y ninguna negativa. Por consiguiente, las
raices racionales se encuentran limitadas a nimeros racionales positivos de la forma b/c estando b limitada
por los factores enteros de 66 y ¢ por factores enteros de 2. Las raices racionales posibles son, por lo tanto, 1,
2,3,6,11,22,33,66,1/23/211/2,33/2.
Probando estos valores para X, se obtiene 2 como la Unica raiz racional posible.
d) La ecuacion no tiene raices reales, puesto que ni P(x) = 3x* + 7x% + 6 ni P(—x) = 3x* + 7x + 6 tiene una
variacion de signo y P(0) # 0.
De aqui que sus cuatro raices son imaginarias.

20.40 Utilizando e Teorema del Valor Intermedio, aisle cada una de las raices reales de P(x) que se encuentren entre
dos enteros consecutivos.

a) P(x) =3x® —8x> —8x +8 b) P(x) = 5x% — 4x? — 10x + 8

SOLUCION

a) EnP(x) = 3x® — 8x* — 8x + 8, se calculan los limites superior e inferior de las raices reales.

0] 3-8-8+8 1] 3-8— 8+ 8 2| 3-8- 8+ 8
+0+0+0 +3- 5-13 +6— 424
3-8-8+8 3-5-13- 5 3-2-12-16

3] 3-8-8+ 8 4] 3— 8- 8+ 8
+9+3-15 +12 4+ 16 + 32
3+1-5- 7 3+ 4+ 8+40

Puesto que la fila del cociente es positiva totalmente cuando la division sintética se realiza con 4, el limite superior
de las raices reales de P(x) es 4.

1] 3— 8- 8+8 —2] 3— 8- 8+ 8
- 3+11-3 — 6+28—-40
3—-11+ 3+5 3-14+14-32

Puesto que la fila del cociente esta alternada en signos cuando la division sintética se hace con —2, el
limite inferior de las raices reales de P(x) es —2.

Ahora se analiza el intervalo de —2 a 4 para aislar las raices reales de P(x) entre enteros consecutivos.

Puesto que P(0) = 8y P(1) = —5, existe unaraiz real entre 0 y 1. Debido a que P(3) = —7 y P(4) = 40,
existe una raiz real entre 3y 4. Yaque P(—1) = 5y P(—2) = —32, existe una raiz real entre —2y —1.

Las raices reales de P(x) = 3x® — 8x* — 8x + 8estanentre —2y —1,0y 1,y3y4.

b) EnP(x) = 5x® — 4x*> — 10x + 8, se calculan los limites superior e inferior de las raices reales.

0] 5-4-10+8 1] 5-4-10+8 2| 5— 4-10+ 8
+0+ 0+0 +5+ 1-9 +10+12+ 4

5-4-10+8 5+1—- 9-1 5+ 6+ 2+12

El limite superior de las raices de P(x) es 2.

—1] 5-4-10+8 —2| 5— 4-10+ 8
—5+ 9+1 —10+28-36
5-9- 1+9 5-14+18 — 28

El limite inferior de las raices reales de P(x) es —2.
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A continuacién se analiza el intervalo entre —2 y 2 para aislar las raices reales de P(x). Puesto que
P(0) = 8 y P(1) = —1, existe una raiz real entre 0 y 1. Puesto que P(1) = —1y P(2) = 12, existe una
raiz real entre 1y 2. Puesto que P(—1) = 9y P(—2) = —28, existe una raiz real entre —2y —1.

Por lo tanto, las raices reales de P(x) = 5x® — 4x*> — 10x + 8 se ubicanentre —2y —1,0y 1y 1y 2.

20.41 Aproxime la raiz real de P(x) = x> — x — 5 hasta centésimas.

SOLUCION Mediante la Regla de los Signos de Descartes, P(x) = x* — x — 5 tiene 1 raiz real positivay 2 0 0
raices reales negativas.
Ahora, se determina el limite superior de las raices reales de P(x).

0] 1+0-1-5 1] 1+0-1-5 2] 1+0-1-5
+0+0+0 +1+1+0 +2+4+6

1+0-1-5 1+1+0-5 1+2+3+1

El limite superior de las raices reales de P(x) es 2.

Puesto que P(1) = —5y P(2) = 1, la raiz real positiva esta entre 1 y 2.

Ahora se determina el intervalo de décimas de la raiz. Utilizando la division sintética, se determina los valores
de las décimas hasta encontrar dos valores con signos diferentes. Puesto que P(2) = 1 estd més cerca de 0 que P(1)
= —5, se comienza con x = 1.9. Puesto que P(1.9) = —0.041y P(2.0) = 1, la raiz real esta entre 1.9y 2.0.

Puesto que P(1.90) = —0.41 estd mas cerca de 0 que P(2.0) = 1, se busca el intervalo de las centésimas
comenzando por x = 1.91, P(1.91) = 0.579. Puesto que P(1.90)=—0.041 y P(1.91) = 0.058, existe una raiz real
entre 1.90 y 1.91.

Ahora se determina P(1.905) para decidir si la raiz se redondea a 1.90 o a 1.91. P(1.905) = 0.008. Puesto
que P(1.900) es negativo y P(1.905) es positivo, la raiz se encuentra entre 1.900 y 1.905. Cuando se redondea a
centésimas, todos los nimeros en este intervalo se redondean a 1.90.

Por lo tanto, redondeado a centésimas, 1.90 es una raiz real de P(x) = x* — x — 5 es 1.90.

20.42 Aproxime V'3 a milésimas.

SOLUCION Seax = V3, porloque x* = 3y P(X) = x* — 3 = 0.

Por medio de la Regla de los Signos de Descartes, P(x) tiene una raiz real positiva y raices reales no negati-
vas.

Puesto que P(1) = -2y P(2) =5, laraizestaentre 1y 2.

Puesto que P(1) estd mas cerca de 0 que de P(2), ubique el intervalo de las décimas evaluando P(x) dex = 1 a
X = 2 comenzando con x = 1.1. Una vez que se presente un cambio de signo en P(x), se detiene el proceso.

X 1.0 11 1.2 13 1.4 15
P(x) -2 —1.669 | —1.272 | —0.803 | —0.256 0.375

Puesto que P(1.4) es negativo y P(1.5) es positivo, la raiz real se encuentra entre 1.4 y 1.5.
Ahora determine el intervalo de las centésimas explorando los valores de P(x) en el intervalo de x = 1.40 a x
= 1.50.

X 1.40 1.41 1.42 1.43 1.44 1.45
P(x) —0.25 | —0197 | —0.137 | —0.076 | —0.014 0.049

Puesto que P(1,4) es negativa y P(1.5) es positiva, la raiz se encuentra entre 1.4 y 1.5.
El paso siguiente consiste en determinar el intervalo de las milésimas de la raiz explorando los valores de P(x)
en el intervalo entre x = 1.440 y x = 1.450.

X 1.440 1.441 1.442 1.443
P(x) —0.014 | —0.008 | —0.002 0.005
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Puesto que P(1.442) es negativo y P(1.443) es positivo, la raiz se encuentra entre 1.442 y 1.443,

Puesto que P(1.4425) = 0.002, la raiz real se encuentra entre 1.4420 y 1.4425. Todos los valores en el inter-
valo entre 1.4420 y 1.4425 se redondean a 1.442 hasta las milésimas.

Por lo tanto, V'3 = 1.442 redondeado hasta las milésimas.

Problemas propuestos
Si P(x) = 2x* — x* — x + 2, encuentre a) P(0), b) P(2), c) P(=1), d) P(-3), e) P(V2).

Determine el residuo de cada una de las ecuaciones siguientes

a) (2°—-7)+(x+1) d) 4y +y+27) + (2y+3)
by (X3 +3x* —4x+2) + (x—2) e) (x2+x8 +1) + (x— V=1)
c) B +4x—4)+ (x—3) f) (2x3 +35) + (x +1)

Demuestre que x + 3 es un factor de x* + 7x? + 10x — 6y que X = —3 es una raiz de la ecuacion x* + 7x* + 10x —
6=0.

Determine cudles de los siguientes nimeros son raices de la ecuacion y* + 3y® + 12y — 16 = 0:

aQ) 2 by -4 o3 d1 e 2i

Encuentre los valores de k para los cuales

a) 4x® + 3x2 — kx + 6k es divisible entre x + 3 exactamente
b) x°+ 4kx — 4k? = 0 tiene como raiz x = 2

Por divisidn sintética determine el cociente y el residuo de cada una de las expresiones siguientes.

a) (26 +3x2—4x—2) =~ (x+1) c) (yY* —3y>+4y—5) + (y+2)
b) (3 +x3—-4)+ (x—2) d) @x®+6x2 —2x+3) ~ (2x +1)

Si P(x) = 2x* — 3x® + 4x — 4, calcule P(2) y P(—3) utilizando la division sintética.
Dado que una raiz de x> — 7x — 6 = 0 es —1, encuentre las otras dos raices.
Demuestre que 2x* — x* — 3x* — 31x — 15 = 0 tiene como raices 3, —1. Encuentre las demés raices.

Encuentre las raices de las ecuaciones siguientes.

a) (x+3)°x—2°x+1)=0 c) (2 +3x+2)(x2—4x+5) =0
b) 4x‘(x +2)*(x—1) =0 d) (Y2 +4)%y+1)>=0

Construya las ecuaciones con coeficientes enteros que tengan solamente las raices siguientes
a) 2,-3, -3 b) 0, —4,2/3,1 c) =+ 3i, doble raiz 2 d) —1*2i,2+i
Construya Una ecuacion cuyas raices sean 1 + V2, —1 = i V3.

Escriba la ecuacion de menor grado posible con coeficientes enteros que tengan las raices dadas.
a) 1,0i b) 2 +i c) -1+ V3,1/3 d) —2,iV3  e) V2,i f) i/2,6/5

En la ecuacion x* + ax? + bx + a = 0, a'y b son nimeros reales. Si x = 2 + i es una raiz de la ecuacion, encuentre
ayhb.

Escriba una ecuacion de menor grado con coeficientes enteros que tenga V2 —1 como doble raiz.

Escriba una ecuacion de menor grado con coeficientes enteros que tenga V'3, + 2i como raiz.
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Resuelva cada ecuacion, dada la raiz indicada.

a) x*+x3—122 +32x—40=0;1—iV3 c) ¥—52+6=0;3—-V3

b) 6x* —11x3 +x2 +33x —45 =0; 1 +iV2 d) x* —4x3 +6x2 — 16x + 8 = 0; 2i
Obtenga las raices racionales, si existen, de cada una de las ecuaciones

a) x*+2x°3—4x°—5x—6=0 c) X —x¥+22 —2x—4=0
b) 4x¥—3x+1=0 d) 3¢ +x2—12x—-4=0

Resuelva cada ecuacion

a) xX—x2—9%+9=0 d) 4x* +8x3—5x2—2x+1=0
b) 2x3 —3x*—11x+6=0 e) 5x*+3x®+8x*+6x—4 =0
c) M+2¢+2x—-1=0 f) 3x>+2x* —15x3 —10x* +12x +8 =0

Demuestre que a) V5 — V2 y b) V2 son nimeros irracionales.
Si P(x) = 2x® — 3x? + 12x — 16, determine el nimero de raices positivas, negativas e imaginarias.

Ubique entre dos enteros sucesivos las raices reales de x* — 3x?> — 6x — 2 — 0. Encuentre la raiz menos positiva de
la ecuacion redondeada a centésimas.

Encuentre los limites superior e inferior de las raices reales de cada ecuacion.
a) x3-3x2+2x—4=0 b) 2x* +5x> —6x — 14 =0

Encuentre las raices racionales de 2x® — 5x*> + 4x + 24 = 0y asi resuelva la ecuacion totalmente.

Utilizando la Regla de los Signos de Descartes, ¢qué puede inferirse respecto al nimero de raices positivas, nega-
tivas e imaginarias de las ecuaciones siguientes?

a) 23 +3%+7=0 c) X°+4x° -3 —x+12=0
h) 3x¥—x?+2x—1=0 d) x*-3x—-2=0

Dada la ecuacion 3x* — x* + x* — 5 = 0, determine a) el nimero méaximo de raices positivas, b) el nimero minimo
de raices positivas, c) el nimero exacto de raices negativas, y d) el nimero maximo de raices imaginarias.

Dada la ecuacion 5x° + 2x — 4 = 0, 4cuantas raices son a) negativas, b) reales?

¢La ecuacion x® + 4x* + 3x*> + 16 = 0 tiene a) 4 raices imaginarias y 2 reales, b) 4 reales y 2 imaginarias, c) 6
imaginarias o d) 6 reales?

a) ¢Cuantas raices positivas tiene la ecuacion x® — 7x* — 11 = 0?

b) ¢Cuantas raices complejas tiene la ecuacion X’ + x* — x> — 3 = 0?

c) Demuestre que x® + 2x* + 3x — 4 = 0 tiene exactamente 4 rafces imaginarias.
d) Demuestre que x* + x* — x2 — 1 = 0 tiene solamente una raiz negativa.

Resuelva totalmente cada ecuacion.

a) 8x®—-20x°+14x -3 =0 c) 4x3+5x2+2x—6=0

b) 8x*—14x° —9x* +11x—2 =0 d) 2x* —x® —23x +18x +18 =0
Aproxime la raiz indicada de cada ecuacién con la precision especificada.

a) 2x3+ 3x% — 9x — 7 = 0; raiz positiva, a la décima mas cercana.
b) x®+ 9x* + 27x — 50 = 0; raiz positiva, a la centésima mas cercana.
c) x®— 3x*— 3x + 18 = 0; raiz negativa, a la décima mas cercana.
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d) x®+ 6x2+ 9x + 17 = 0; raiz negativa, a la décima mas cercana.

e) x°+ x* — 27x® — 83x® + 50x + 162 = O; raiz entre 5 y 6, a la centésima mas cercana.

f) x*—3x®+x*— 7x + 12 = 0; raiz entre 1 y 2, a la centésima mas cercana.

Para encontrar la deflexion maxima de un rayo de una longitud determinada cargado de cierta manera, es necesa-
rio resolver la ecuacion 4x* — 150x? + 1 500x — 2 871 = 0. Encuentre la raiz de la ecuacion que esta entre 2 'y 3
redondeada a la décima mas cercana.

La longitud de una caja rectangular de dos veces su ancho y su profundidad es un pie mayor que su ancho. Si su
volumen es de 64 pies cubicos, encuentre su ancho redondeado a la décima mas cercana de un pie.

Encuentre ¥20 redondeado a la centésima mas cercana.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

20.43

20.44

20.46

20.47

20.48

20.49

20.50

20.51

20.52

20.53

20.54

20.55

20.56

20.57

20.58

a) 2 b)y12 )0 d)3/2 e 3V2
a) -9 b) 14 c) —13/8 d) 12 e)l f)33
—4, 1y 2i son raices

aQ) k=9 b) k=4 -2

3 147
Z4x—54+—0 5 — 5y* +10y% — 20y? + 40y — 76 + ——
a) 2x*+x-5 71 c) y°> — 5y* +10y° — 20y + 40y — 76 y+2
4 3 2 100 2 5
b) 3x* +6x° + 13x* + 26x +52 + —— d) 2xc +2x—2 +——
X—2 2x +1
12, 227
3, -2
-1+ 2i
a) raiz doble 3, raiz triple 2, —1 c) —1,-2,2=%i

b) raiz cuddruple 0, raiz cuadruple —2, 1 d) raices dobles +2i, raiz doble —1

a) 2¢+3x% —-11x—6=0 c) x*—4x3+13x* —36x+36=0
b) 3x*+7x—18x> +8x =0 d) x*—2x3 +2x2 —10x +25 =0

a) x'—x*—-10x—4=0
a) x—-x+x2-x=0 d) ¥+2x2+3x+6=0

b) x*—4x+5=0 e) xX*-x*-2=0
c) 3x+5x2-8+2=0 f) 20x3 —24x> +5x -6 =0

X+4x3+ 2 —4x+1=0

X+ 2x2+49=0
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20.59

20.60

20.61

20.63

20.64

20.65

20.66

20.67

20.68

20.69

20.70

20.71

20.72

20.73

20.74

20.75

20.76

CAPiTULO 20 FUNCIONES POLI

NOMIALES

a) 1*iV3 -52 b)1+iV2 -5/3,3/2 ¢)3=xV3 -1 d) *2i2+V2

a) —32 b) 1/2,1/2, -1 €) no es raiz racional d) —1/3,+2
a) 1, =3 d =3, —1=V2
b) 3, —2,1/2 e) —1,2/5 = V2i

) 1/3, —1+1V3i f) £1, =2, —2/3

1 raiz positiva, 0 raices negativas,

2 raices imaginarias

Raiz positiva entre 2 y 3; raiz negativa entre —1y 0; raiz positiva = 2.41 aprox.

a) Limite superior 3, limite infer
3/2,2*2i

a) 1 negativo, 2 imaginarios

ior —1 b) Limite superior 2, limite inferior —2

b) 3 positivos o 1 positivo, 2 imaginarios
¢) 1 negativo, 2 positivos, 2 imaginarios o 1 negativo, 4 imaginarios
d) 1 positivo, 2 negativos, 2 imaginarios o 1 positivo, 4 imaginarios

Q3 b1l o1 d?2

a) ninguna b) una

a) una b) cuatro o seis

a) 1/2,1/2,3/2 b)) 2,-1,1/4,1/2 ¢) 3/4, -1=i d) 3,3/2, —2+V2

a) 19 b) 1.25 c) —2.2
25
2.9 pies

2.71

d) —49 €577 f) 138
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FUNCIONES
RACIONALES

21.1 FUNCIONES RACIONALES

Una funcion racional es el cociente de dos funciones polinomiales. Si P(x) y Q(x) son polinomios, entonces una
funcién de la forma R(x) = P(x)/Q(x) es una funcién racional donde Q(x) # 0.
El dominio de R(x) es la interseccion de los dominios de P(x) y Q(X).

21.2 ASINTOTAS VERTICALES

Si R(x) = P(x)/Q(x), entonces los valores de x que hacen Q(x) = 0 producen asintotas verticales si P(x) # 0. Sin
embargo, si para algun valor de x = a, P(a) = 0y Q(a) = 0, entonces P(x) y Q(x) tiene como factor comdn a x — a.
Si R(x) se reduce a los términos de menor grado, la grafica de R(x) tiene un agujero donde x = a.

Una asintota vertical de R(x) es una linea vertical x = k, siendo k una constante, a la que la gréfica de R(x)
se aproxima, sin embargo, nunca toca. R(k) no esta definida ya que Q(k) = 0y P(k) # 0. El dominio de R(x) esta
separado en intervalos diferentes por la asintota vertical de R(x).

EJEMPLO 21.1 ¢Cuéles son las asintotas verticales de

2x —3
R(x) = ?
) =2
Puesto que
2x—3
R =
® =2

no esta definida cuando x> =4 = 0, x = 2y x = —2 podrian dar como resultado asintotas verticales. Cuando x = 2, 2x —
3 # 0ycuando x = —2,2x -3 # 0. Por lo tanto, la grafica de R(x) tiene como asintotas verticalesx = 2y x = —2.

21.3 ASINTOTAS HORIZONTALES

Una funcidn racional R(x) = P(x)/Q(x) tiene una asintota horizontal y = a si, a medida que |x| aumenta ilimitadamente,
R(x) se aproxima a a. R(x) tiene como maximo una asintota. La asintota horizontal de R(x) puede encontrarse a partir
de una comparacion de los grados de P(x) y Q(x).

235
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236 CAPITULO 21 FUNCIONES RACIONALES

1. Siel grado de P(x) es menor que el de Q(x), entonces R(x) tiene una asintota horizontal de y = 0.

2. Siel grado de P(x) es igual al de Q(x), entonces R(x) tiene una asintota horizontal de y = a /b , donde a, es el
coeficiente superior (coeficiente del término de mayor grado) de P(x) y b, es el coeficiente superior de Q(x).

3. Siel grado de P(x) es mayor que el de Q(x), entonces R(x) no tiene una asintota horizontal.

La grafica de R(x) puede cruzar una asintota horizontal en el interior de su dominio. Lo anterior es posible ya

que solo interesa la forma como R(x) se comporta a medida que |x| aumenta sin limites en la determinacion de la
asintota horizontal.

EJEMPLO 21.2 ¢Cuéles son las asintotas horizontales de cada funcién racional R(x)?

33 X 2x+1

R(X) = —— = =
) RO=5—~ b RO=,—7 © RO=3—
33
a) Para R(x) 21

el grado del numerador 3x3 es 3 y el del denominador es 2. Puesto que el numerador es mayor al grado del denomina-
dor, R(x) no tiene asintota horizontal.

b) El grado del numerador de

X
R(x) = 21

es 1y el grado del denominador es 2, por lo que R(x) tiene la asintota horizontal y = 0.
¢) El numerador y denominador de

tienen como grado 1. Puesto que el coeficiente superior del numerador es 2 y el del denominador es 5, R(x) tiene
como asintota horizontal y = 2.

21.4 GRAFICA DE FUNCIONES RACIONALES

Para graficar una funcién racional R(x) = P(x)/Q(x), primero se determinan los agujeros: los valores de x para
los que P(x) y Q(x) son cero. Después de que se han localizado los agujeros, se reduce R(x) a sus términos de
menor grado. El valor de la forma reducida de R(x) para una x que de un agujero es la coordenada y del punto que
corresponda al agujero.

Una vez que R(x) se expresa en sus términos de menor grado, se determinan las asintotas, la simetria, las raices
y la interseccidn con y si existen. Se grafican las asintotas como lineas sombreadas, las raices y la interseccion con
el eje y y algunos otros puntos para determinar como la gréfica se aproxima a las asintotas. Por Gltimo, se bosqueja
la gréfica a través de los puntos dibujados y se llega a obtener las asintotas.

EJEMPLO 21.3 Bosqueje una gréafica para cada funcion racional R(x).

2
a) R(x)=% b) R(x)=ﬁ

3

a) R(x) = 2 —1
tiene asintotas verticales en x = 1y en x = —1, una asintota horizontal de y = 0 y no tiene agujeros.

Puesto que el numerador de R(x) es una constante, no tiene ninguna raiz. Debido a que R(0) = —3, R(x) tiene una

interseccion con el eje y en (0, —3).
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Dibuje la interseccion con el eje y y grafique las asintotas como lineas sombreadas. Se determinan algunos
valores de R(x) en cada intervalo del dominio (—o, —1)y (=1, 1) y (1, ). R(—x) = R(x), por lo que R(x) es simétrica
respecto al eje y.

_ -3 _ —R(_05) =S
RQ=R(-2)=5—=1 R(05 =R(-09) 0571

Dibuje (2, 1), (=2, 1), (0.5, —4) y (—0.5, —4). Utilizando las asintotas como una frontera, se dibuja la gréfica.
La gréafica de

3

R =1

se muestra en la figura 21-1.

2
R(x) = g

tiene asintotas verticales en x = 2 y x = —2, una asintota horizontal en y = —1 y no tiene agujeros.
Las raices de R(x) son para x = 0. Puesto que cuando x = 0, R(0) = 0y (0, 0) es la raiz y la interseccién con
y.
Dibuje el punto (0, 0) y las asintotas verticales y horizontales.
Se determinan algunos valores de R(x) en cada intervalo de su dominio (=, —2), (=2, 2) y (2, ). Puesto
que R(—x) = R(x), la gréfica es simétrica respecto al eje y.

RO =R(-3) = ;o == RW=R(-D ==

Dibuje (3, —9/5), (=3, —9/5), (1, 1/3),y (1, —1/3).
Utilizando las asintotas como lineas fronterizas, dibuje la grafica de R(x).
La grafica de

2

X
R(X) = —
™ =70
se muestra en la figura 21-2.
| I
1 I !
ix:l ! 5T |
1 { 4 |
i x=-2 4 3x=2
: l 3+ 1
| | |
] : 21 !
i ) !
1 t !
| ! i+ |
1 ' 1
1 ' 1
1 i fm==cf==d 0 _'T t f f T 0 T : I ; F—-
-4 -3 -2 -1 ! 1 -5 -4 -3 -2 - 1 2 3 4 5 X
I I e e I et
! ! ,‘ ! :——1
ot el ’
§ I Il i
Y O R 2
h i 1 :
t ) i H
PPy | -4 .
: : ! i
t-54 A ! -5+ i
I} Il i :
! i | '
Figura 21-1 Figura 21-2
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238 CAPITULO 21 FUNCIONES RACIONALES

21.5 COMO HACER LA GRAFICA DE FUNCIONES RACIONALES MEDIANTE
EL USO DE LA CALCULADORA GRAFICA

Las facilidades de una calculadora gréafica permiten la graficacion de funciones racionales. Sin embargo, a menos
que la calculadora grafica especificamente dibuje los valores de x de las asintotas, conecta las diferentes ramas de la
funcion racional. Sélo es necesario determinar las asintotas verticales y después fijar la escala del eje x de la ventana
de graficacion con el fin de que se utilicen los valores de las asintotas verticales.

Las asintotas horizontales deben leerse a partir de la misma grafica, ya que éstas no se encuentran dibujadas
0 etiquetadas y solamente aparecen como una caracteristica de la grafica en la ventana de despliegue de la
calculadora.

Los agujeros estan basados en factores que pueden eliminarse en la funcion racional. Estos son dificiles de
localizar en la pantalla de una calculadora grafica.

En general, cuando se utiliza una calculadora gréafica para ayudar en la generacion de una grafica en papel, es una
buena practica no depender de la calculadora gréfica para determinar las asintotas verticales, horizontales u agujeros
de una funcidn racional. Determine estos valores por usted mismo y coléquelos en la grafica que esta construyendo.
Utilice la pantalla de la calculadora grafica para indicar la ubicacién y la forma de la grafica y como guia de su
bosquejo de la gréfica.

Problemas resueltos

21.1 Establezca el dominio de cada funcidn racional R(x).

3x x3 — 2x2 — 3x -1
a) R(x) = X1 2 b) R(X) = . ) R(x) = 3 —x

SOLUCION

a) ParaR(x) = 3x/(x + 2), establezca x + 2 = 0 y observe que R(x) no esta definida para x = —2. EI dominio
de R(x) es {todos los nimeros reales excepto —2} o0 dominio = (—o, —2) U (-2, 1).

b) ParaR(x) = (x* — 2x*> — 3x)/x, se puede observar que R(x) no esté definida para x = 0. Por lo tanto, el dominio
de R(x) es {todos los nimeros reales excepto 0} 0 dominio = (—c0, 0) U (0, «).

c) ParaR(x) = (3x2 — 1)/(x* — x), establezca x® —x = 0y determine que parax = 0, x =1y x = —1, R(X) no
esta definida. El dominio de R(x) es {todos los nimeros reales excepto —1, 0, 1} o el dominio = (—o, —1) U
(=1,0) U (0,1) U (1, ).

21.2 Determine las asintotas verticales, horizontales y agujeros de cada funcién racional R(x).

3x x3 — 2x% — 3x X2 —1

SOLUCION

a) Los valores que hacen que el denominador sea igual a cero, pero que no asi con el numerador dan como resul-
tado asintotas. En R(x) = 3x/(x + 2), x = —2 hace que el denominador sea x + 2 = 0, sin embargo, no hace
que el numerador sea 3x = 0. Por ende, X = —2 es una asintota vertical.

Puesto que el grado del numerador 3x es 1 y el grado del denominador x + 2 sea 1, R(x) tiene una asintota
horizontal de y = 3/1 = 3, donde 3 es el coeficiente superior del numerador y 1 es el correspondiente del
denominador.

Debido a que x = 0 es el Gnico valor que hace que el numerador igual a0 y x = 0 no hace el denominador
igual a 0, R(x) no tiene agujeros en su gréfica.

b) Solamente x = 0 hace que el denominador de R(x) = (x* — 2x* — 3x)/x sea cero. Ya que x = 0 también hace
el numerador igual a cero, R(x) no tiene asintotas verticales.

Puesto que el grado del numerador de R(x) es 3 y el del denominador 1, el grado del numerador excede
al del denominador y, por lo tanto, no existe asintota horizontal.
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Puesto que x = 0 hace el numerador y el denominador de R(x) cero, existe un agujero en la grafica de
R(x) cuando x = 0. Se reduce R(x) a sus términos de menor grado y se obtiene R(x) = x* — 2x — 3 cuando
x # 0. La gréfica de esta forma reducida tendria el valor de —3 si x fuera 0, por lo que la gréafica de R(x) tiene
un agujero en (0, —3).

c) Puesto que x® — x = 0 tiene soluciones de x = 0, x = 1y x = —1, las asintotas verticales de R(x) = (3x* —

1)/ —x)sonx =0, x=1yx=—1.

El grado del numerador de R(x) es menos que el del denominador, por lo que y = 0 es la asintota hori-
zontal de R(x).

El numerador es diferente de cero para cualquiera de los valores x = —1, x = 0y x = 1, que hacen el
denominador cero, por lo que la gréfica de R(x) no tiene ningln agujero.

¢Cudles son las raices y las intersecciones con el eje y de cada funcidn racional R(x)?

3x x3 — 2x2 — 3x X2 —1
VRO=Gp D RO 9 RO =S

SOLUCION

a) ParaR(x) = 3x/(x + 2), el numerador 3x es cero si x = 0. Puesto que X = 0 no hace que el denominador cero,
existe una raiz cuando x = 0. Por ende, (0, 0) es la raiz de R(x). La interseccion con el eje y es el valor de y
cuando x = 0. Por lo tanto, (0, 0) es el punto de interseccion con el eje y.

b) ParaR(x) = (x* — 2x2 — 3x)/x, el numerador x> — 2x* — 3x es cero cuando x = 0,x = —1y x = 3. Sinem-
bargo, x = 0 hace el denominador igual a cero, por lo que no generara una raiz de R(x). Las raices de R(x) son
3.0)y(-10).

Del problema 21.1 b) se sabe que x = 0 no se encuentra en el dominio de R(x). Por lo tanto, R(x) no
intercepta al eje de las y.

¢) ParaR(x) = (3 — 1)/(x* — X), el numerador 3x2 — 1 = 0 tiene como soluciones x = V3/3yx = —V3/3.
Por lo tanto, las raices de R(x) son (V3/3, 0) y (—V3/3, 0).

Del problema 21.1 c), se sabe que el dominio de R(x) no contiene a x = 0, por lo que R(x) no intercepta
al ejey.

Bosqueje una gréafica de cada funcion racional R(x).

3x x3 —2x% — 3x 3x? -1
a RX)=——= b R)==—"——" ¢ R(X) =
) R( X+2 ) R X ) R X3 —X

SOLUCION

A partir de los problemas 21.1, 21.2 y 21.3 se conocen los dominios, asintotas verticales, asintotas horizontales,
agujeros, raices e intercepciones con el eje y de estas tres funciones racionales. Se utilizara esta informacion para
graficar cada una de estas funciones racionales.

a) R(x) =3x/(x + 2) tiene una asintota vertical en x = —2, una horizontal eny = 3y (0, 0) es el punto de laraizy
de la interseccion con el eje y. Se dibujan lineas punteadas para las asintotas y se grafica (0, 0). Se seleccionan
algunos valores de x y se determinan los puntos, después se grafican. Parax = —4, —3, —1y 2, se obtienen
los puntos (=4, 6), (=3, 9), (-1, —3) y (2, 1.5). A continuacion se bosqueja la gréfica de R(x) que pasa
por los puntos graficados y que se aproximan a las asintotas. Puesto que el dominio de R(x) esta separado en
dos partes, se tendran dos partes de la grafica de R(x). Consulte la figura 21-3.

b) R(x) = (x* — 2x* — 3x)/x = x> — 2x — 3 cuando x # 0y existe un agujero en (0, —3). No hay asintotas en la
grafica de R(x), no hay intercepciones con el eje y, sin embargo, existen raices en (3, 0) y (—1, 0). Se grafican
las raices y se coloca una circulo abierto O alrededor del punto (0, —3) para indicar el agujero en la gréfica.
Ahora se seleccionan los valores de x, se determinan los puntos correspondientes, y se grafican. Parax = —2,
1, 2y 4, se obtienen los puntos (—2, 5), (1, —4), (2, 3) y (4, 5). Puesto que el dominio de R(x) esta separado
en dos partes por el valor x para el agujero en R(x), la grafica de R(x) esta separada en dos partes por el agujero
en (0, —3). Consulte la figura 21-4.

c) R(X) = (3x* — 1)/x* — x) tiene asintotas verticales en x = —1, x = 0y x = 1, una asintota horizontal en y =
0y raicesen (V3/3,0)y (—V3/3, 0). Se aproximan las raices a (0.6, 0) y (—0.6, 0) y se grafican estos pun-
tos y las asintotas. Para asegurarse que se grafican todas las partes de R(x), se seleccionan valores de x de
cada intervalo en el dominio. Para x = —2, —1.5, —0.75, —0.25, 0.25, 0.75, 1.5 y 2, se obtienen los puntos
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(=2, —1.8), (=15, —3.1), (—0.75, 2.1), (—0.25, —3.5), (0.25, 3.5), (0.75, —2.1), (1.5, 3.1), y (2, 1.8).
Puesto que el dominio de R(x) esta separado en cuatro partes, la grafica de R(x) también lo esta. Vea la figura
21-5.

FN

cobooobooob oo koo

N W

S

dmmodooodoo g

Figura 21-5

Problemas propuestos

Establezca el dominio de cada funcion racional.

3
a) R = B RO = e 0 RW =" 7
— 2
b) R(x):_xé e) R(x)=§T; h) R(x)=%
— _y2
) RO=-y N R =227 ) RO = e
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21.9
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Determine las asintotas de cada funcién racional.

4
8 RW="35
) x2 — 16
33X +6
Xx—1

¢) R =

2 _
) RO - g RW=-oy
2 _
9 RO-Ty N RO = 1o
—x2 +2x . _X+5
f) R = X+3 i) R(X)—m

Determine las raices y la interseccion con el eje y de cada funcion racional.

8 RO -

b) RO =-

—4
&) R(x):2X+8

X+3

Grafique cada funcién racional.

a) R(x) :§
b) R =~
) RKX) = —ﬁ

Grafique cada funcién racional.

X+ 2
a) R(x) =74

Grafique cada funcién racional.

2
X2 +4

a) RKx) =

3 _
d) RK _X XZ27
X2
© RX="
2 _
n RO=5"%
9 R = 2xx+_ 16
& RW -
N RO=s
b) R(X) = X2 3—XZX
2
b) R(X) = x3 +2

x2 —5x +6
9) R(X):x2+6x+9
3 _
h) Rey =51
. X+3
) R(X):x2+2x+1
4-x?
9) RO = 75
h .
) R(X) zng44
. X¢ —bx +
) RO =i +e

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS
a) (== —2)U(-2,%)

215

21.6

b) (=,2) U (2 =)

C) (—oo, _2) U (_2’ 2) U (21 oo)
d) (=% -2)U(=2,1)U (1, )
e) (—oc, _3) ) (_Sv oo)

Asintotas verticales

a) x=3

b) x=4,x=-4
c) x=1

d x=0

e) x=-2

f) x=-3

g) x=—-4

hy x=5x=2
i) x=5

Asintotas horizontales

y=20
y=20
y=3
ninguna
ninguna
ninguna
y=20
y=20
y=-1

f) (=% =4 U (-4 )
9 (=20 U (0, )

h) (=, —1/3) U (—=1/3,0) U (0,1/3) U (1/3, »)

) (=2,2)U(2,3) UG )
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21.7

21.8

CAPITULO 21 FUNCIONES RACIONALES

Raices Interseccion con el eje y
a) ninguna (0,3/2)
b) (0,0) (0,0)
c) (=4,0) (0,8/3)
d (3,0 ninguna
e) (0,0) (0, 0)
f) (2,0).(=20 (0,4
9 (30,20  (02/3)
h) (1,0) ninguna
i) (=3,0) ©,3)
a) Figura 21-6 d) Figura 21-9 g) Figura21-12
b) Figura21-7 e) Figura21-10 h) Figura 21-13
c) Figura?21-8 f) Figura21-11 i) Figura21-14
O.VA i
x_si— T x=2i
4k 8T é
3 6T E
21k 4T E
|
S B2 T e
i T f T Oi ; ; g 111 = é é z" g
-1 y:o i
|
i
|
i
Figura 21-6 Figura 21-7
x=1 37 §
E I 104
s
|
|
i ; y=2
3 ) =} i y=0 _ T e
A A e e e e 1 T B //
! 1 2 5 o4 3 2 40 1 273 4 05 X
T v
E -11 E E 4
| : =-1
i - | = /4
§ 2 i Do
o1 [t
3L Y
Figura 21-8 Figura 21-9
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Figura 21-11
y
Figura 21-13

101
8
6
4+
2
~10+

\7
s
Q
-5
Figura 21-12

x=3
4
Y
Figura 21-10
A

|
T

-10 -8 -6 -4
3

Figura 21-14
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y—?-Q’l—-A‘l————L———L-——IL——O— PP VR,
-5

i

-10-

Figura 21-15 Figura 21-16

v Y

Il

y:O -2 -1

__ll____L___L___' oy

-3

—6—

12

—15—

Figura 21-17 Figura 21-18

219 a) Reducida al término de menor grado, R(x) = 1/(x — 2) cuando x # —2. La gréfica se encuentra en la figura
21-15.

b) Reducida al términos de menor grado, R(x) = 3/(x — 2) cuando x # 0. La gréafica se encuentra en la figura
21-16.

21.10 a) Figura?21-17 b) Figura21-18
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PROGRESIONES
Y SERIES

22.1 PROGRESIONES

Una progresién de nimeros es una funcién definida en el conjunto de nimeros enteros positivos. Los nimeros en la
progresion se llaman términos. Una serie es la suma de los términos de una progresion.

22.2 PROGRESION ARITMETICA

A

Una progresion aritmética es una secuencia de ndmeros cada uno de los cuales, a excepcion del primero, se
obtiene sumando al nimero anterior un nimero constante llamado razon de la progresion.

Por ejemplo, 3, 7, 11, 15, 19, ... es una progresion aritmética, ya que cada término se obtiene sumando 4
unidades al anterior. En la progresion aritmética 50, 45, 40, ... larazénes45 — 50 = 40 — 45 = —5,

Formulas de las progresiones aritméticas
1. El término n-ésimo o el dltimo: | = a + (n — 1)d
. _ n n
2. Lasuma de los n primeros términos: S = é(a +1) = 2 [2a +(n—1)d]

donde a = primer término; d = razon;
n = nlmero de términos; | = término n-ésimo o ultimo término;
S = suma de los n primeros términos.

EJEMPLO 22.1 Considere la progresion aritmética 3, 7, 11, ..., dondea=3yd =7 — 3 =11 — 7 = 4. El sexto

términoesl=a+ (n—1)d =3 + (6 — 1)4 = 23.
La suma de los seis primeros términos es

S:g(a+l)=g(3+23) ~78 o S=g[2a+(n—1)d]:2[2(3)+(6—1)4]:78.

22.3 PROGRESIONES GEOMETRICAS

A.

Una progresion geométrica es una secuencia de nimeros cada uno de los cuales, después del primero, se obtiene
multiplicando al nimero anterior por una constante Ilamada razén de la proporcién.

245
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246 CAPITULO 22 PROGRESIONES Y SERIES

Por ejemplo, 5, 10, 20, 40, 80, ... es una progresion geomeétrica ya que cada término se obtiene multiplicando

por 2 el anterior. En la progresion geométrica 9, —3, 1, —3, ¢, ... larazén es

-3 1 _-1/3_ 1/9 1

9 3 1 ~1/3 3

B. Fo6rmulas de las progresiones geométricas.

1. El término n-ésimo o ultimo término: | = ar"™*
air"—1) rl—a
r—1 r—1’
donde a = primer término; r = razon; n = nimero de términos;
| = término n-ésimo o Ultimo término; S = suma de los n primeros términos.

2. Lasuma de los n primeros términos: S = r+1

EJEMPLO 22.2 Considere la progresién geométrica 5, 10, 20, ... siendoa =5y

El séptimo término es | = ar"* = 5(2"°%) = 5(2°) = 320.
La suma de los siete primeros términos es

_a(r"—-1) 5@2'-1)
S = 1 2.1 = 635.

224 PROGRESIONES GEOMETRICAS INDEFINIDAS

La suma (S,) de los términos de una progresion geométrica indefinida de razén r, en valor absoluto menor que la
unidad, esta dada por

a

Soc :7,
1-—r

donde |r| < 1.

EJEMPLO 22.3 Considere la progresion geométrica indefinida,

! 1+
2 4 8

dondea = 1y r = —1 Su suma hasta el infinito es

22.5 PROGRESIONES ARMONICAS

Una progresion arménica es una sucesiéon de nimeros cuyos reciprocos forman una progresién aritmética.
Por lo tanto,
1
100

(NN
&P
ol
ol

s una progresién armdnica, ya que 2, 4, 6, 8, 10, ... forman una progresidn aritmética.

22.6 MEDIAS

Los términos de una progresion comprendidos entre dos dados recibe el nombre de medias de aquellos dos términos.
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PROBLEMAS RESUELTOS 247

Por ejemplo, en la progresion aritmética, 3, 5, 7, 9, 11, ... la media aritmética entre 3y 7 es 5 y cuatro medias
entre3y13son5, 7,9, 11.

En la progresion geométrica 2, —4, 8, —16, ... dos medias entre 2 y —16 son —4, 8.

En la progresion armonica,

la media arménica entre} }es} tres medias entre} }son} } }
2Y 1537 26325

Problemas resueltos

22.1 Determine cuales de las siguientes ecuaciones son progresiones aritméticas.

a) 1,6, 11, 16, Si,yaque6—1=11-6=16—-11=5. (d=5)
1 57 ) 1.5 7 5 2 .,
b 313 3 Shyaquel—z=g-1=3-2=3. ([d=3)
c) 4, —1, —6, —11, ... Si,yaque—1—-4=-6—(—1)=—-11—(—6) = 5. (d = —5)
d) 9,12, 16, No, yaque 12 — 9 # 16 — 12.
e)}}} Noaue}}#}}
234" Yaque s =3 7273
f) 7,9+3p, 11 +6p, ... Si, con d = 2 + 3p.

22.2 Demuestre laférmulaS = (n/2)(a + |) para la suma de los n primeros términos de una progresion aritmética.
SOLUCION Lasuma de los n primeros términos de una progresion aritmética se puede escribir:

S=at+t(@+d)+t(@+2d)+---+1 (n términos)
0 S=1+(-d)+(—-2d)+---+a (n términos)

donde la suma esta escrita en orden inverso.

Sumando, 2S=(@+h)+@+H)+@+1)+---+@+1I) para n términos.

De aqui que ZS:n(a+I)yS:g(a+l).
22.3  Encuentre el decimosexto término de la progresion aritmética: 4, 7, 10, ...
SOLUCION
Setienea=4,n=16,d=7—-4=10—-7=3,yl=a+(n—1)d =4+ (16 — 1)3 = 49.
22.4  Determine la suma de los 12 primeros términos de la progresion aritmética: 3, 8, 13,...
SOLUCION

Setienea=3,d=8-3=13-8=5n=12,y
S:g|2a+(n71)d]:%|2(3)+(1271)5]:366

De otra forma: l=a+(-1)d=3+(12-1)5=058 y
S:g(a+l):%(3+58)=366.
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248 CAPITULO 22 PROGRESIONES Y SERIES

22,5 Encuentre el cuadragésimo término de la suma de los 40 primeros términos de la progresion aritmética; 10,
8,6, ...

SOLUCION

Setienequed =8 —10 =6 —8 = —2,a = 10, n = 40.
Luego l=a+(n-1)d=10+@0—-1)(-2)=-68 y

s= g(a +1) =%(10—68) — _1160.
22.6  ¢Qué término de la progresién 5, 14, 23, ... es 239?
SOLUCION
l=a+(n-1)d, 239 =5+ (n—1)9, 9n = 243 el término requerido es n = 27.
22.7 Calcule la suma de los primeros 100 enteros positivos multiplos de 7.
SOLUCION La sucesion es 7, 14, 21, ... una progresion aritmética en lacual a = 7, d = 7, n = 100.

De aqui que S = g[Za +(n—-1d]= %[2(7) + (100 — 1)7] = 35 350.

22.8 Calcule cuantos enteros consecutivos a partir de 10 se deben tomar para que su suma valga 2 035.

SOLUCION La sucesion es 10, 11, 12, ..., una progresion aritmética en la cual a = 10,d = 1, S = 2 035.

Aplicando S = g[Za +(n—1yd]

seobtiene 2035 = g[zo +(n—1)1], 2035= g(n +19), n? +19n —4070 =0,
(n—55)(n+74) =0, n=055 —74.

De aqui que hay que tomar 55 enteros.

22.9 Encuentre el tiempo que se empleard en saldar una deuda de $880 pagando $25 el primer mes, $27 el segun-
do, $29 el tercero, etc.

SOLUCION
n
De S=§[2a+(n—l)d],
se obtiene 880 = 2[2(25) +(n—1)2], 880 =24n+n? n?+24n—880 =0,

(n—20)(n +44) = 0, n = 20, —44.

La deuda se saldara en 20 meses.

22.10 ¢Cuantos términos de la progresion aritmética 24, 22, 20, ... se necesitan para que la suma sea 150? Escribir
los términos.

SOLUCION

150 = 2[48 +(—1)(-2)], n*—=25n+150=0, (n—10)(n—15)=0, n =10, 15.

Paran =10: 24, 22, 20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6.
Paran =15: 24, 22, 20, 18, 16, 14, 12, 10, 8, 6, 4, 2,0, —2, —4.
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22.15
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Determine la progresion aritmética cuya suma de los n primeros términos sea n? + 2n.

SOLUCION

Término n-ésimo = suma de n términos — suma de n — 1 términos
=n+2n—[(n—1)%*+2n—1)]=2n—-1.
Por lo tanto, la progresion aritméticaes 3,5, 7,9, ...

Demuestre que la suma de n enteros impares consecutivos a partir de 1 es igual a n?,

SOLUCION  Se tiene que encontrar la suma de los n primeros términos de la progresion aritmética 1, 3, 5,...

Porlotanto, a=1,d=2,n=n vy S=g[2a+(n—1)d]:g[2(1)+(n—1)2]:nz.

Encuentre los tres nimeros de la progresion aritmética sabiendo que la suma del primero y el tercero es 12,
y que el producto del primero por el segundo es 24.

SOLUCION  Sean los niimeros en la progresion geométrica (a — d), a, (a + d). Luego (a — d) + (a + d) = 12
oa==6.
Puestoque (@ —d)a =24, (6 —d)6 = 24 0d = 2. De aqui que los nimeros son 4, 6, 8.

Encuentre los nimeros en la progresién geométrica cuya suma es 21 y cuyo producto es 280.

SOLUCION  Sean los nimeros (a — d), a, (a + d). Setendraque (a —d) + a+ (a+d) =2l oseaa = 7.
Puesto que (a — d)(a)(a + d) = 280, a(a® — d?) = 7(49 — d*) = 280yd = + 3.
Los nimeros son 4, 7,10 0 10, 7, 4.

Tres nimeros estan en relacion 2 : 5 : 7. Encuentre dichos nimeros, sabiendo que si se resta 7 del segundo
los nimeros forman una progresion geométrica.

SOLUCION Sean los nimeros 2x, 5%, 7x. Los nimeros que forman una progresion aritmética son 2x, (5x
=7, 7.
Por lo tanto, (5x — 7) — 2x = 7x — (5x — 7) 0 x = 14. Luego los nimeros son 28, 70, 98.

Calcule la suma de todos los enteros comprendidos entre 100 y 800 que sean multiplos de 3.

SOLUCION  La progresion aritmética es 102, 105, 108, ..., 798. Por lo tanto, | = a + (n — 1)d, 798 = 102 +
(n—1)3,n=233,y

S = g(a +1) = 2—:;3(102 +798) = 104 850.

Sobre una superficie horizontal se levanta una rampa de pendiente uniforme por medio de 10 soportes igual-
mente espaciados. Las alturas de los soportes mayor y menor son 42.5y 2 pies, respectivamente. Encuentre
la altura de cada uno de los soportes.

SOLUCION Apartirdel =a + (n—1)d, setiene 42 = 2 + (10 — 1) dy d = 4 pies.
Luego, las alturas son 2, 62, 11, 152, 20, 243 , 29, 332, 38, 423 pies, respectivamente.

1 Yo
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22.19

22.20

22.21

22.22

22.23

22.24

CAPITULO 22 PROGRESIONES Y SERIES

Un cuerpo cae libremente, partiendo del reposo, y recorre 16 pies durante el primer segundo, 48 pies en el
segundo, 80 pies en el tercero, etc. Encuentre la distancia que recorre durante el decimoquinto segundo y la
distancia total que recorre en 15 segundos, partiendo del reposo.

SOLUCION Setiene que d = 48 — 16 = 80 — 48 = 32.
Durante el decimoquinto segundo recorre una distancial = a + (n — 1) d = 16 + (15 — 1) 32 = 464 pies.

. . . n 15 .
La distancia total recorrida en 15 segundos es S = E(a +1) = > (16 + 464) = 3 600 pies.

Se colocan 8 bolas en linea recta, separadas entre si una distancia de 6 pies. A 6 pies de la primera, al otro
lado de las bolas, esta situada una persona con una cesta que va andando por la fila recogiéndolas de una
en una e introduciéndolas en la misma. Sabiendo que empieza a recogerlas partiendo de la posicion en que
inicialmente se encuentra, calcule la distancia total que recorrera hasta que termine la operacion.

SOLUCION Setienequea=2-6 = 12piesy | = 2(6 - 8) = 96 pies. Por lo tanto,
n 8 .
S = E(a +1) = é(12 +96) = 432 pies.

Demuestre que si los lados de un triangulo rectangulo estan en progresion aritmética, su razénes 3: 4 : 5.

SOLUCION  Sean los lados (a — d), a, (a + d), siendo la hipotenusa (a + d).
Setendraque (a + d)?>=a?+ (a —d)?oa=4d. Deaquique(@a—d):a:(a+d)=3d:4d:5d=3:4:5.

Deduzca la formula de la media aritmética (x) entre dos nimeros p y g.

SOLUCION  Como p, X, g estan en progresion aritmética, se tiene quex — p =g — xox = (p + q).

Encuentre la media aritmética entre cada par de los nimeros siguientes:

e 4 + 56
a) 4yb56. Media aritmética = — = 30.

e 2+ (—6V2 2
b) 3V2y—6V2. Media aritmética = 3v2 é 6v2) =— 3;/—.

+5d) + (a —

c) a+bdya—3d. Media aritmética = (a+5d) 5 (@=3d) _ a-+d.
Sitle 5 medias aritméticas entre 8 y 26.
SOLUCION  Se tiene que encontrar una progresion aritmética de la forma 8, —, —, —, —, —, 26; por tanto

a=8Il=26yn=7.
Luego,l =a+ (n—1)d, 26 =8+ (7 —1)d,d =3.
Las cinco medias aritméticas son 11, 14, 17, 20, 23.

Sitle un ndmero de medias aritméticas entre 1 y 36, de tal forma que la suma de la progresién aritmética
resultante sea 148.
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SOLUCION

=in@+1), 148=1n(1+36), 37n =296 y n=38.
l=a+(M—1)d, 36=1+@8-1)d, 7d=35 y d=5.

La progresion aritmética completa es 1, 6, 11, 16, 21, 26, 31, 36.

Determine cudles de las sucesiones siguientes son progresiones aritméticas:

12
a) 3,6,12, ... Si, puesto que g =5 " 2. (r=2)
. 12 9 3 _3
b) 16,129, ... Si, puesto que 5 1 <r —4)
. 3 -9
c) —1,3 -9, .. Si, puesto que "3 = -3. (r=-3)
4 9
d 1,49, .. No, puesto que 1 * "
112 . 1/3 2/9 2 2
=Ty oy e Si, t o= = =
e) 539 |puesoque1/2 133 <r 3>
1 1 . 1/h _1/2n® 1 1
f) Zh’ﬁ’ﬁ"“ Sl,puestoqueﬁ—w—ﬁ. <r—22>
Deduzca la formula
_a(r"-1)
SEo T

para la suma de los n primeros términos de una progresion geométrica.
SOLUCION Lasuma de los n primeros términos de una progresion geométrica se puede escribir:

(1) S=a+ar+ar’+ar®+.-.+ar"" (n términos)

Multiplicando (1) por r, se obtiene
(2 rS=ar+ar’+ar®+..-+ar"t+ar"  (ntérminos)

Restando (1) de (2),

n_
rS—-S=ar"-a, (r—-1)S=a(r"-1) y S=a(:_ll).

Encuentre el octavo término y la suma de los ocho primeros términos de la progresion 4, 8, 16, ...

SOLUCION Setienequea =4,r =8/4=16/8=2,n=8.
El octavo término es | = ar"* = 4(2)* = 4(2") = 4(128) = 512.
La suma de los ocho primeros términos es

_a(m—1) _4(2° —1) _4(256 — 1)

S r—-1 2-1 1

= 1020.
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252 CAPITULO 22 PROGRESIONES Y SERIES

22.28 Encuentre el séptimo término y la suma de los siete primeros términos de la progresién 9, —6, 4,...

SOLUCION

: -6 4 2
Se tiene que a = 9, r_?_jﬁ__ﬁ'

2\ 64
8L’

Luego el séptimo términoes | =ar"! = 9<— 3

S_a(r“—l)_a(l—r”)_9[1—(—2/3)7]_9[1—(—128/2187)]_463
r—1  1-r  1—(=2/3) 5/3 -8l

22.29 El segundo término de una progresion geométrica es 3 y el quinto término es 81/8. Encuentre el octavo tér-

mino.
SOLUCION
. P 81 P ar* 81/8 27 3
Quinto término = ar* = 8 segundo término = ar = 3. Por lo tanto ar = T/ = 5 yr= >

. P 81 (27 2187
De aqui que el octavo término = ar’ = (ar?) r* = N (@) =

22.30 Encuentre tres nimeros en progresion geométrica cuya suma sea 26 y su producto 216.

SOLUCION  Sean los niimeros en progresion geométricaa/r, a, ar. Se tiene (a/r)(a)(ar) = 216,a*> = 216 ya = 6.
Asimismo a/r + a + ar = 26,6/r + 6 + 6r=26,6r>—20r+ 6 =0yr=1/3, 3.
Parar = 1/3, los nimeros son 18, 6, 2; parar = 3, los nimeros son 2, 6, 18.

22.31 El primer término de una progresion geométrica es 375 y el cuarto es 192. Encuentre la razon y la suma de
los cuatro primeros términos.

SOLUCION  Primer término = a = 375, cuarto término = ar® = 192. Luego 375r° = 192, r® = 64/125 de donde
r=4/5.
La suma de los cuatro primeros términos es

_a(l—r") _ 3751 (4/5)% _
S= ST oroas o T L0

22.32 El primer término de una progresion geométrica es 160 y la razén es 3/2. ;Cuantos términos consecutivos
deben tomarse para que su suma sea 2 110?

SOLUCION
_a(m-1) ~ 160[(3/2)" — 1] 3\" ., 21 3\" 243 /3\° B
STy AWEmEsT T ) Tttt BT TR

Los cinco términos consecutivos son 160, 240, 360, 540, 810.

22.33 Una progresion geométrica de razon positiva consta de cuatro términos. Sabiendo que la suma de los dos
primeros es 8 y que la correspondiente de los dos Ultimos es 72, determine dicha progresion.
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SOLUCION  Los cuatros términos son a, ar, ar?, ar®. Por lotanto a + ar = 8y ar? + ar® = 72.

ar? +ar® ar’(l+r 72
_ar )=r2=— 9, porloquer =3.
a-+ar a(l+r)

De aqui =
e aqui que 3

Puesto que a + ar = 8, a = 2y la secuencia es 2, 6, 18, 54.

Demuestre que x, X + 3, x + 6 no pueden formar una progresion geométrica.

SOLUCION Si x, x+ 3, x + 6 es una progresion geométrica, entonces

X2 +6x +9 = x% + 6x ) 9=0.

Como esta igualdad nunca puede ser cierta, X, x + 3, x + 6 no pueden estar en progresién geométrica.

Un muchacho gana un centavo el primer dia, dos centavos el segundo, cuatro centavos el tercero, ocho el
cuarto, etc. ;Qué cantidad de dinero recibira al final de 12 dias?

SOLUCION Setienequea=1,r=2,n=12.

n

-1
S =% =22 _1=4096 —1=4095¢= $40.95.

Se estima que la poblacién de una cierta ciudad se incrementard en 10% anual durante cuatro afios. ¢En qué
tanto por ciento aumentara la poblacion después de los cuatro afios?

SOLUCION  Sea p la poblacién inicial. Después de un afio la poblacion es 1.10p; después de dos afios, (1.10)%p;
después de tres afios, (1.10)°p; y después de cuatro afios, (1.10)*p = 1.46p. Por lo tanto, la poblacién aumentara
en 46%.

De un deposito que contiene 240 galones de alcohol, se extraen 60 galones y se sustituyen por agua. A conti-
nuacion se extraen 60 galones de la mezcla y se les reemplaza por agua, etc. Encuentre el nimero de galones
de alcohol que habra en el depdsito después de haber efectuado 5 extracciones de 60 galones.

SOLUCION Después de la primera extraccion quedan en el depésito 240 — 60 = 180 galones de alcohol.
Después de la segunda quedan,
240 — 60 3
180 (W) =180 <21> gal
galones de alcohol, etc.

El nimero de galones de alcohol que quedan en el depdsito después de cada extraccion forma una progresion
geométrica,

3 3\?
180, 180 2 , 180 a) donde a =180, r =

Alw
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Después de la quinta extraccién (n = 5) quedan:

4
| =ar"!= 180<§> =57 gal

galones de alcohol.

Se invierten $400 a una tasa de 6% anual. Calcule el capital que se habré& formado al cabo de cinco afios si
el interés es a) anual, b) semestral y c) trimestral.

SOLUCION Sea P = capital inicial, i = rédito en tanto por ciento, por periodo de tiempo, S = capital acumulado
al cabo de n periodos.
Al final del primer periodo: interés = Pi, nuevo capital = P + Pi = P(1 + i).
Al final del segundo periodo: interés = P(1 + i)i, nuevo capital = P(1 + i) + P(1 + i)i = P(1 + i)2
El capital acumulado al cabo de n periodos sera, S = P(1 + i)".
a) Como se cobran los intereses una vez por afio, n = 5e i = 0.06.
S =P(1 +i)" = 400(1 + 0.06)° = 400(1.3382) = $535.28
b) Como se cobran los intereses dos veces por afio, n = 2(5) = 10 e i = 3(0.06) = 0.03.
S =P(1 +i)" = 400(1 + 0.03)*° = 400(1.3439) = $537.56.

c¢) Como se cobran los intereses cuatro veces por afio, n = 4(5) = 20 e i = 3(0.06) = 0.015.

S =P(1 +i)" = 400(1 + 0.015)% = 400(1.3469) = $538.76.
Encuentre el capital (P) que se debe invertir a 4% de interés compuesto semestral para que al cabo de 3.5 afios
se transforme en un capital (S) de $500.
SOLUCION  Como se cobran intereses dos veces por afio, n = 2(33) = 7(periodos) y el rédito, en tanto por ciento

y por periodo es i = (0.04) = 0.02.
Por lotanto S = P(1 + i)" de donde P = S(1 + i)™ = 500(1 + 0.02)~7 = 500(0.870 56) = $435.28.

Deduzca la formula de la media geométrica, G, entre dos nimeros p y g.

SOLUCION Como p, G, g estan en progresion geométrica, se tiene G/p = /G, G> = pgy G = = Vpq.

Se suele tomar G = 'VpQgsi py g son positivos.
y G = — Vpgsipy g son negativos.

Encuentre la media geométrica de los pares de nimeros siguientes:

a) 4yo. G=V409) =6
by —2y-—8. G=-V(-2)(-8)=-4

c) V7+V3yV7i-Va G=V(VT+V3)(VTI-V3) =VT-3=2

Demuestre que la media aritmética A de los nimeros positivos p y q es mayor que o igual a su media geomé-
trica G.
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SOLUCION  La media aritméticade py qes A =1 (p + ). La media geométricade py qes G Vpa.
Luego A—G =3(p +q) — Vpg =3(p—2Vpq +0) =3(Vp - Va)®
Ahora bien, 1 (Vp — Vp)? es siempre positivo o cero; luego A = G. (A = G si y slo si p = q).

Sitle dos medias geométricas entre 686 y 2.

SOLUCION  Se requiere una progresion geométrica de la forma 686, —, —, 2 donde a = 686, | = 2, n = 4.
Entonces | = ar"™*, 2 = 686r%, r* = 1/343yr =1/7.
Por lo tanto, la progresion geométrica es 686, 98, 14, 2 y las medias son 98, 14.

Nota: En realidad, r* = 1/343 se satisface para tres valores diferentes de r, uno de ellos real y los otros dos
complejos. Aqui prescindimos de las progresiones geométricas con términos complejos.

Situar cinco medias geométricas entre 9 y 576.

SOLUCION  Se tiene que formar la progresion geométrica 9, —, —, —, —, —, 576 siendoa = 9,1 =576,n = 7.
Comol=ar"%576 =9r%, r*=64,r’ = +8yr = *2,

Luego las progresiones son 9, 18, 36, 72, 144, 288, 576 y 9,—18,36,—72,144,—288,576; y las medias corres-
pondientes son 18, 36, 72, 144, 288 y —18, 36,—72, 144,—288.

Encuentre la suma de las series geométricas siguientes:

1 1 a 2
+1 4+ 4+ S
) 2Fltotgt Se=1 v 1.1 °
1 2 4 8 a 1/3 1
S_cy TS S, = - -
b) 3757 a* 1-r 1-(-2/3 5
9 o _ @ 1 104 _104_

+ 4+~ ... = = ==
1.04 " (1oay " 1-r 1-1/104 104—1 4

Exprese los nimeros periddicos siguientes por medio de una fraccion racional.

a) 0.444 ... b) 0.4272727 ... c) 6.305305 ... d) 0.78367836 ...
SOLUCION

a) 0.444...=04+0.04 + 0.004 + ...,dondea = 0.4,r = 0.1.

0.4 04 4
s _ @ _ 04 04 4

b) 0.4272727... = 0.4 + 0.0272727...
0.0272727... = 0.027 + 0.00027 + 0.0000027 +..., donde a = 0.027, r = 0.01.
0.027 21 _4 3 _ 41

a
. =04+-—— =04+ A+ —— =4+ =__
S 04 04 04 990 10 110 110

1—r 1-001

c) 6.305305... = 6 + 0.305305...
0.305305... = 0.305 + 0.000305 + ..., donde a = 0.305, r = 0.001.

a 0305 305 305

. =6+— =6+—" " =6+ =6_——
S 6 1—r 6 1-0.001 999 6999
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d) 0.78367836... = 0.7836 + 0.00007836 + ..., donde a = 0.7836, r = 0.0001.

a 0.7836 7836 2612

S+ =17 ~1-00001 9999 3333

Las distancias recorridas por cierto reloj de péndulo al oscilar sucesivamente forman una progresion geomé-
trica, 16, 12, 9, ...pulgadas respectivamente. Calcule la distancia total recorrida por la esferilla del péndulo
hasta alcanzar el reposo.

SOLUCION

, - .11 1
Encuentre el menor nimero de términos que se deben tomar de la serie 3 + 6 + o + ... para que su suma

difiera de la suma correspondiente a los infinitos términos en menos de 1/1 000.

SOLUCION Sea S, = suma de la progresion, S, = suma de n términos. Luego,

a al-r"m _ ar"

Se =S =TIy T1or
Se desea que
ar” 1
. <m, donde a=1/3,r =1/2.
Luego
/32" _ 1 1 1

2
< 3(2") > 2000, 2" > 666-.
1-1/2 l 000" 3(2n) 2000 29 ' 3

Cuando n = 9, 2" < 666 Z; cuando n = 10, 2" > 666 . Por lo tanto, se deben tomar por los menos 10 términos.

Determine cudles de las sucesiones siguientes son progresiones armonicas

111 iy - S
a) 35 7 €s una progresion armoénica puesto que 3, 5, 7, ... es una progresion aritmética.
1 S
b) 2,4,6,. No es una progresion arménica puesto que — 5'2' 6’ . N0 es una progresion aritmética.
1 21 . - 15 T
c) o &3 es Una secuencia armonica ya que 12, > 3, ... €s Una progresion aritmética.
Calcule el término nimero 15 de la progresion armonica % = Tlo

SOLUCION La progresion aritmética correspondiente es 4, 7, 10, ...; su decimoquinto términoes| = a + (n — 1)
d=4+ (15 — 1)3 = 46.
De aqui que el término nimero 15 de la progresion armonica sea — 6

Deduzca la formula de la media armonica, H, entre dos nimeros p y g.

es una progresion aritmética.

I\l—\
Q\H

1
SOLUCION Como p, H, g forman una progresion armonica, D'
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Luego — — ! =_—=
p
Otro método:

Media arménica entre p y q = reciproco de la media aritmética entre % y (—1]
Media aritmética entre — y 1.1 <E n }> _pP*ta
P q 2\p ¢ 2pq

De aqui que la media arménica entre py g sea = %

22.52 Encuentre la media armdnica entre 3/8y 4

. . . 8 1 1

SOLUCION Media armoénica entre 3 y 12

Luego la media arménica entre g y 4 = 24/ 35.
2pq  2(3/8)(4) 24

O también, mediante la formula, media arménica = — ="/ -~
+9 3/8+4 35

22.53 Situar cuatro medias armdnicas entre 1/4 'y 1/64.

SOLUCION Para insertar cuatro medias en la progresion arménica entre 4y 64: 1 = a + (n — 1)d, 64 = 4 +
(6 —1)d, d=12.
Por lo tanto, las cuatro medias en la progresion aritmética entre 4 y 64 son 16, 28, 40, 52.
1 1 1 1

. . . - 1 1
De aqui que las cuatro medias en la progresion armonica entre 2 y a are Tﬁ’ %, %, @

22.54 Encuentre tres medias armoénicas entre 10 y 20.
. . - 1 1
SOLUCION Para encontrar tres medias armdnicas entre 10 y 20

1 1 1
=a+(n— —=_+(55- =—_.
l=a+(-1d,  5=7+6-Dd  d=-

Por lo tanto, las tres medias aritméticas entre i i sonl E 3
' 10720 °°"80" 80’ 80

. . -~ 80 40
De aqui que las tres medias armdnicas entre 10 y 20 son 73 16.

22.55 Determine si la sucesiéon —1, —4, 2 es una progresion aritmética, geométrica o armoénica.
SOLUCION Como — 4 — (—1) # 2 — (—4), no es una progresion aritmética.
—4 2 L, -
Como = # — N0 es una progresion geométrica.

1 1 S 1 1 1 .
Como 7' —g4 3 S unaprogresion aritmética, es decir, 4 (-1)= 5 (_—4> la sucesion dada es una pro-
gresion armonica.
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Problemas propuestos

Encuentre el valor n-ésimo y la suma de los n primeros términos de las progresiones aritméticas siguientes para el
valor de n que se indica:

a) 1,7,13,...n =100 c) —26, —24, —22,...n =40 e) 3,41,6,... n =37
b) 2,54, 9,...n=23 d) 2,6,10,... n=16 f) X—y, X, X+Vy,...n=30

Encuentre la suma de los n primeros términos de las progresiones aritméticas siguientes:
a) l1,23,... b) 2,8, 14, ... c) 11,5,8%,...

El primer término de una progresion aritmética es 4 y el Gltimo 34. Sabiendo que la suma de sus términos es 247.
Encuentre el nimero de términos y la razén.

El Gltimo término de una progresion aritmética, que consta de 49 términos es 28. Sabiendo que la razén es 1/2,
encuentre el primer término y la suma de todos ellos.

Encuentre la suma de todos los enteros pares comprendidos entre 17 y 99.
Encuentre la suma de todos los enteros comprendidos entre 84 y 719 que sean multiplos de 5.

Encuentre el nimero de términos que se deben tomar de la progresion aritmética 3, 7, 11,..., para que su suma sea
1 275.

Encuentre tres nimeros en progresion aritmética cuya suma sea 48 y la correspondiente a sus cuadrados 800.

Una pelota rueda por un plano inclinado, partiendo del reposo, de forma que en el primer segundo recorre 3 pul-
gadas, en el segundo 5 pulgadas, en el tercero 7 pulgadas, etc. Encuentre el tiempo que tardara en recorrer 120
pulgadas.

Un muchacho cobra $1 el primer dia, $2 el segundo, $3 el tercero, etc. Encuentre el dinero que percibira al cabo de
365 dias.

Encuentre el término n-ésimo de una progresion aritmética sabiendo que la suma de los 40 primeros es 430 y que
la suma de los 60 primeros es 945.

Encuentre una progresion aritmética sabiendo que la suma de sus n primeros términos es igual a 2n® + 3n.
Encuentre la media aritmética entre a) 15y 41, b) —16y 23,¢c) 2 — V3y 4 + 3V3,d) x — 3y y 5x + 2y.

a) Calcule 4 medias aritméticas entre 9y 24.

b) Calcule 2 medias entre —1y 11.

c) Calcule 3 medias entre x + 2y y x + 10y.

d) Entre los términos 5y 26 de una progresion aritmética, encuentre un nimero de medias tal que la suma de la
progresion aritmética resultante sea de 124.

Encuentre el término n-ésimo y las suma de los n primeros términos de las sucesiones siguientes y para el
valor de n que se indica.

a) 2,3,9/2,... n=5 d)1,39... n=8

b) 6, —12,24,...n=9 e) 8,4,2,... n=12

¢) 1,1/2,1/4,...n=10 f) V3,3,3V3,...n=8

Calcule la suma de los n primeros términos de las progresiones geométricas siguientes:
a) 1,1/3,1/9,... b) 4/3,2,3,... ¢ 1 -24...

El primer término de una progresion geométrica es 3 y el ultimo 48. Sabiendo que cada término es el doble
del anterior, encuentre el nimero de términos y la suma de todos ellos.

www. FreelLibros.com



22.73

22.74

22.75

22.76

22.77

22.78

22.79

22.80

22.81

22.82

22.83

22.84

22.85

22.86

22.87

22.88

PROBLEMAS PROPUESTOS 259

Demuestre que la suma S de los términos de una progresion geométrica cuyo primer término es a, el Gltimoes |y
la razon r, viene dado por
_rl—a

S .
r—1

En una progresién geométrica, el segundo término excede al primero en 4 unidades y la suma del segundo y el
tercero es 24. Demuestre que es posible encontrar dos progresiones geométricas que satisfagan estas condiciones
y encuentre la suma de los cinco primeros términos de cada una de ellas.

Determine una progresion geométrica de cuatro términos sabiendo que la razén es positiva, que la suma de los dos
primeros términos es 10 y que la suma de los dos dltimos es 22 1/2.

Los dos primeros términos de una progresion geométrica son b/(1 + c) y b/(1 + c)®. Demuestre que la suma de
los n primeros términos de esta progresion viene dada por la expresion

S b(lf(l+c)’”)

c

Encuentre la suma de los n primeros términos de la progresion geométrica: a — 2b, ab? — 2b?, ab* — 2b°, ...

El tercer término de una progresion geométrica es 6 y el quinto es 81 veces mayor que el primero. Escriba los cinco
primeros términos de la progresion suponiendo que los términos son positivos.

Encuentre tres nimeros en una progresion geomeétrica sabiendo que su suma es 42 y su producto 512.

El tercer término de una progresion geométrica es 144 y el sexto 486. Encuentre la suma de los cinco primeros
términos de la progresion.

Un deposito contiene una solucion de sal en agua siendo la masa de sal disuelta igual a 972 libras. Se extrae un
tercio de la solucidn y se reemplaza por agua pura. Una vez agitada la mezcla hasta conseguir su uniformidad,
se extrae un tercio de la solucion y se reemplaza de nuevo por agua. Encuentre la cantidad de sal que queda en la
solucion después de la cuarta extraccion.

La suma de los tres primeros términos de una progresion geométrica es 26 y la suma de los seis primeros términos
728. Encuentre el término n-ésimo de dicha progresion.

La suma de los tres primeros términos de una progresion geométrica es 14. Sabiendo que si se incrementan los
dos primeros en una unidad y se disminuye en la misma cantidad el tercero, los nimeros que resultan forman una
progresion aritmética. Establezca la progresion geométrica.

Determine la media geométrica entre:
a)2y 18, b) 4y6, c) 24y 216, d) a+byda+4b.
a) Encuentre dos medias geométricas entre 3y 192.

b) Encuentre cuatro medias geométricas entre V2'y 8.
¢) La media geométrica de dos nimeros es 8. Si uno de los nimeros es 6, encuentre el otro.

El primer término de una progresion aritmética es 2, y el primero, tercero y undécimo son también los primeros
tres términos de una progresién geométrica. Encuentre la suma de los primeros once términos de la progresion
aritmética.

Encuentre el nimero de términos que se deben sumar de la progresion aritmética 9, 11, 13,...para que la suma sea
igual a la de los nueve primeros términos de la progresién geométrica 3, —6, 12, —24,...

Calcule cuatro nimeros sabiendo que los tres primeros estan en progresion geomeétrica y los tres Gltimos en pro-
gresion aritmética de razon 6, siendo el primer nimero igual al cuatro.
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Encuentre dos nimeros cuya diferencia es 32 y cuya media aritmética excede a la geométrica en 4.

Encuentre la suma de las series geométricas indefinidas siguientes:
a) 3+1+1/3+--. c) 1+1/22+1/2%+... e) 4—8/3+16/9—---
by 4+2+1+... d)6—-2+2/3—. f) 1+0.1+0.01+--

La suma de los dos primeros términos de una progresién geométrica decreciente es 5/4 y la suma a infinito es 9/4.
Escriba los tres primeros términos de la progresion.

La suma de términos infinitos de una progresion geométrica decreciente es 3 y las de sus cuadrados es también 3.
Escriba los tres primeros términos de la progresion.

Las distancias sucesivas (en pulgadas) que experimenta un el péndulo de un reloj son 36, 24, 16,... Encuentre la
distancia que recorrera la esferilla hasta alcanzar el reposo.

Exprese los nimeros periddicos siguientes mediante una fraccion racional.

a) 0.121212..- c) 0.270270--- &) 0.1363636- -
b) 0.090909--- d) 1.424242...  f) 0.428571428571428. --

a) Encuentre el octavo término de la progresion armoénica 2/3, 1/2, 2/5,....
b) Encuentre el décimo término de la progresion armdnica 5,30/7,15/4,.....
c) Encuentre el término n-ésimo de la progresion armoénica 10/3, 2, 10/7,....

Calcule la media armoénica entre los pares de nimeros siguientes:

a) 3y6 b)1/2y1/3 ¢) V3yV2 dya+bya-—b

a) Calcule dos medias en una progresién armonica entre 5y 10.
b) Calcule cuatro medias en una progresion armoénica entre 3/2'y 3/7.

Un movil se desplaza a velocidad constante a entre los puntos Ay B'y, acto seguido, va desde B hasta A a la veloci-
dad constante b. Demuestre que la velocidad media del recorrido total viene dada por 2ab/(a + b), media arménica
entre a y b. Calcule la velocidad promedio en el supuesto de que a = 30 y b = 60 pies/segundo.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS
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a) 1=595S=29800 c) 1=52,S =520 e) 1=57,S=1110

b) 1=19,5 =931 d) 1 =62,S =512 f) I =x +28y, S = 30x + 405y
a) ”(”; D pnen-) o w

n=13,d=5/2

a=4,S=784

2378

50 800

25

12,16, 20

10 segundos
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59, 13,17, ... n-ésimo término = 4n + 1

a) 28, h)7/2, «¢)3+V3 d)3x-—y/2

a) 12,15,18,21 C) X+ 4y, x + 6y, x + 8y

b) 3,7 d) La

a) 1=81/8,S=211/8
b) 1=1536,5=1026

2 3G v

n=5_S=093

progresién geométrica es 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26

¢) 1 =1/512, S = 1023/512 e) | = 1/256, S = 4 095/256
d) | =2187,S = 3280 f) 1=81,S =120+ 40V3

R

2,6,18,...yS=242;4,8,16,...yS =124

4,6,9,27/2

(a—2b) + (b2 — 1)
b2 —1

2/3,2,6,18,54
2,8,32

844

192 libras
2.3

2,4,8

a6 b 2V6e ¢ -8

d) 2a+ 2b

a) 12,48 h) 2,2V2,4,4V2  «¢) 32/3

187 0 22

19

8 —4,2,8

18, 50

a) 9/2 b) 8 c) 4/3
3/4,1/2,1/3

3/2,3/4,3/8

d)9/2 e 12/5  f) 10/9
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108 pulgadas
a) 4/33 b) 1/11 c) 10/37 d) 47/33 e) 3/22

10

VS b2 05—

aZ_bZ
a) 4 b) 2/5 c) 6V2—4V3 d) —

a) 6,15/2  b)1,3/4,3/5 1/2

40 pies/ segundo

f) 3/7
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LOGARITMOS

23.1 DEFINICION DEL LOGARITMO

Sib* = N, siendo N un nimero positivo y b un nimero positivo diferente de 1, entonces el exponente x es el logaritmo
de N en labase by se escribe x = log,N.

EJEMPLO 23.1 Escriba 3° = 9 utilizando notacién con logaritmos.
Puesto que 3% = 9, entonces 2 es el logaritmo de 9 en base 3, es decir, 2 = log.9.

EJEMPLO 23.2 Evale log,8.
log,8 es el ndmero x al que se debe elevar la base 2 a fin de obtener 8, es decir, 2* = 8, x = 3. De aqui que log, 8 = 3.
Tanto b* = N como x = log, N son relaciones equivalentes; b* = N se llama la forma exponencial y x = log,N la forma
logaritmica de la relacién. Como consecuencia, a cada ley de los exponentes corresponde una ley de los logaritmos.

23.2 LEYESDE LOS LOGARITMOS

I. El logaritmo del producto de dos nimeros positivos M y N es igual a la suma de los logaritmos de los nlimeros, es
decir,

log, MN = log, M + log, N.

Il. El logaritmo del cociente de dos nimeros positivos M y N es igual a la diferencia de los logaritmos de los nimeros, es
decir,

M

I11. El logaritmo de la p-ésima potencia de un nimero positivo M es igual a p multiplicado por el logaritmo del nimero,
es decir,

log, MP = plog, M.
EJEMPLOS 23.3 Aplique las leyes de los logaritmos a cada expresion.
a) log,35)  b) Iogmg ¢) log;5°  d) logy, V2
a) log, 3(5) = log, 3 + log, 5
b) |0910£ =l0g;y 17 — log,, 24

¢) log,5% =3log,5
d) logy, V2 = log;2"/* = %'0910 2

263
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264 CAPITULO 23 LOGARITMOS

23.3 LOGARITMOS DECIMALES

El sistema de logaritmos cuya base es 10 recibe el nombre de sistema logaritmico comin. Cuando no se escriba la
base, se sobreentiende que ésta es igual a 10. Por ejemplo, log 25 = log, ,25.

Ndmero N 00001 0001 001 01 1 10 100 1000 10000

Forma 0% 10° 102 10! 10° 10t 102  10°  10°
exponencial N

logN 4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4

Es evidente que 10%°*"7 sera un niimero mayor que 10 (que es 10%), pero menor que 100 (que es 10%). En realidad,
10%%%77 = 34.49; de aqui que log 34.49 = 1.5377.

El digito antes del punto decimal es la caracteristica del logaritmo y la parte decimal mantisa. En el ejemplo
anterior, la caracteristica del logaritmo es 1 y la mantisa es .5377.

La mantisa del logaritmo de un ndmero se encuentra en tablas en donde aparece sin la coma decimal. Ha de
entenderse, sin embargo, que dicha mantisa es la parte decimal, siempre positiva, de un nimero cuya parte entera
(caracteristica) no figura en las tablas.

La caracteristica se determina por inspeccidn a partir del mismo ndmero de acuerdo con las reglas siguientes.

1. Siel nimero es mayor que 1, la caracteristica es positiva y uno menos que el nimero de digitos antes del punto
decimal. Por ejemplo,

NUmero 5297 348 900 34.8 60 5.764 3
Caracteristica 3 2 2 1 1 0 0

2. Si el nimero es menor que 1, la caracteristica es negativa y es uno més que el nimero que ceros de haya
inmediatamente después del punto decimal. El signo negativo de la caracteristica se puede escribir de dos maneras:
a) encima de la caracteristica, por ejemplo, 1, 2, etc.; b) en la forma 9 — 10, 8 — 10, etc. Mas concretamente, la
caracteristica del logaritmo del nimero 0.3485 es 1, o bien 9 — 10; la correspondiente a 0.0513 es 2, o bien 8
—10; y la de 0.0024 es 3, 0 bien 7 - 10.

23.4 UTILIZACION DE LA TABLA DE LOGARITMOS DECIMALES

Para encontrar el logaritmo decimal de un nimero positivo se emplea la tabla de logaritmos decimales que se
encuentra en el apéndice A.

Suponga que se necesita conocer el logaritmo del nimero 728. Se busca en la tabla de logaritmos el nimero 72
en la columna N y siguiendo la horizontal, debajo de la columna 8, aparece el nimero 8 621, que es la mantisa del
logaritmo en cuestion. Como la caracteristica es 2, se podré escribir log 728 = 2.8621. (Quiere decir que 720 = 10%%2%),

La mantisa de log 72.8, log 7.28, log 0.728, los 0.0728, etc., es 0.8621, sin embargo, sus caracteristicas son
diferentes. Por lo tanto,

log 728 = 2.8621 log 0.728 =1.8621 0 9.8621 — 10
log 72.8 = 1.8621 log 0.0728 =2.8621 0 8.8621 — 10
log 7.28 = 0.8621 log 0.007 28 = 3.8621 0 7.8621 — 10

Si el nimero tiene cuatro cifras, la mantisa se obtiene interpolando por el método de las partes proporcionales.

EJEMPLO 23.4 Encuentre el valor de log 4.638.
La caracteristica es 0. La mantisa se encuentra como sigue:

Mantisa de log 4 640 = .6665
Mantisa de log 4 630 = .6656

Diferencia tabular = .0009
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23.6 UTILIZACION DE LA TABLA DE LOGARITMOS NATURALES 265

.8 X diferencia tabular = .000 72 0 .0007 con cuatro cifras decimales.
Mantisa de log 4 638 = 0.6656 + .0007 = .6663 a cuatro digitos
De aqui que log 4.638 = 0.6663.

La mantisa de log 4638, log 463.8, log 46.38, etc., es 6663, pero las caracteristicas son diferentes. Por lo tanto,

log 4 638 = 3.6663 log 0.4638 =1.6663 0 9.6663 — 10
log 463.8 = 2.6663 log 0.046 38 = 2.6663 0 8.6663 — 10
log 46.38 = 1.6663 log 0.004 638 = 3.6663 0 7.6663 — 10
log 4.638 = 0.6663 log 0.000 463 8 = 4.6663 0 6.6663 — 10

El antilogaritmo es el nimero correspondiente a un logaritmo dado. “El antilogaritmo de 3” significa “el nimero
cuyo logaritmo es 3”; en este caso, es facil deducir que se trata del namero 1 000.

EJEMPLOS 23.5 Encuentre el valor de N.
a) logN = 1.9058 b) logN = 7.8657 — 10 c) logN = 9.3842 — 10.

a) En latabla, la mantisa .9058 corresponde al nimero 805. Como la caracteristica de log N es 1, el nimero tendra dos
cifras enteras; por lo tanto, N = 80.5 (o antilog 1.9058 = 80.5).

b) En latabla, la mantisa .8657 corresponde al nimero 734. Como la caracteristica es 7 — 10, el nimero tendré dos ceros
inmediatamente después de la coma; por lo tanto, N = 0.00734 (es decir, antilog 7.8657 — 10 = 0.00734).

¢) Como la mantisa .3842 no aparece en las tablas, se debe utilizar la interpolacion.

Mantisa de log 2 430 = .3856 Mantisa dada = .3842
Mantisa de log 2 420 = .3838 Mantisa mas proxima menor = .3838
Diferencia tabular = .0018 Diferencia = .0004

Luego, 2 420 + - (2430 — 2 420) = 2 422 con cuatro digitos y N = 0.2422.

23.5 LOGARITMOS NATURALES

El sistema de logaritmos cuya base es la constante e se llama sistema de logaritmos naturales. Cuando se desea
indicar que la base de un logaritmo es e, se escribe In. Por lo tanto, In 25 = log,25.

La forma exponencial de In a = b es e = a. El nmero e es un irracional y puede expandirse como e =
2.718 281 828 450 45......

23.6 UTILIZACION DE LA TABLA DE LOGARITMOS NATURALES

Para encontrar el logaritmo natural de un nimero positivo se utiliza la tabla de logaritmos del apéndice B.

Para encontrar el logaritmo natural de un nimero que se encuentra comprendido en el rango del 1 al 10, por
ejemplo, el 5.26, se busca en la columna N el valor en cuestion, después hacia la derecha hasta la columna cuyo
encabezado es .06 para obtener el valor 1.6601. Por lo tanto, In 5.26 = 1.6601. Esto significa que 5.26 = e,

Si se quisiera encontrar el logaritmo natural de un ndmero mayor que 10 y menor que 1, se escribe el nimero
en notacion cientifica, se aplican las leyes de los logaritmos y se utiliza la tabla de logaritmos naturales y el hecho
de que In 10 = 2.3026.

EJEMPLOS 23.6 Encuentre el logaritmo natural de cada nimero.
a) 346 b) 0.0217

a) In 346 = In(3.46 x 10?)
=1In3.46 +In102
=1In3.46 +21In10
= 1.2413 + 2(2.3026)
= 1.2413 + 4.6052

In346 = 5.8465
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266 CAPITULO 23 LOGARITMOS

b) 1n0.0217 = In(2.17 x 1072)
=In2.17 + In102
=In2.17-21In10
= 0.7747 — 2(2.3026)
= 0.7747 — 4.6052

In0.0217 = —3.8305

El valor de In 4.638 no puede encontrarse directamente a partir de la tabla de logaritmos naturales, ya que tiene
cuatro cifras significativas, sin embargo, puede utilizarse la interpolacién con el objetivo de encontrarlo.

In4.640 = 1.5347
In4.630 = 1.5326

Diferencia tabular = 0.0021

0.8 X diferencia tabular = = 0.8 X 0.0021 = 0.001 68 0 0.0017 con cuatro cifras decimales.

Por lo tanto, 4.638 = In 4.630 + 0.0017 = 1.5326 + 0.0017 = 1.5343.

El antilogaritmo de un logaritmo natural es el nimero que tiene como logaritmo el nimero dado. El procedimiento
para encontrar el antilogaritmo de un nimero natural menor que 0 o mayor que 2.3026, requiere de la suma o resta
de maltiplos de In 10 = 2.3026 con el fin de trasladar el logaritmo natural en el rango de 0 a 2.3026 el cual puede
encontrarse en la tabla del apéndice B.

EJEMPLOS 23.7 Encuentre el valor de N.
a) InN = 21564 b) InN = —4.9705 c) InN = 1.8869

a) InN = 2.1564 se encuentra entre 0 y 2.3026, por lo que se busca en la tabla de logaritmos naturales el valor 2.1564.
Esta en la tabla, por lo que se obtiene N a partir de la suma de los nimeros que encabezan la fila y la columna corres-
pondientes al 1.1564. Por lo tanto, N = antilogaritmo de 2.1564 = 8.64.

b) Puesto que In N = -4.9705 es menor a 0, se debe escribir como un ndmero entre 0 y 2.3026 menos un multiplo de
2.3026 = In 10. Puesto que si se suma 3 veces 2.3026 a —4.9705 se obtiene un ndmero positivo entre 0 y 2.3026, se
puede reescribir —4.9705 como 1.9373 — 3(2.3026).

In N = —4.9705
=1.9373 — 3(2.3026)
=In6.94—-31In10 Nota: In 6.94 = 1.9373 y In 10 = 2.3026
=1n6.94 +In 10?
=1In(6.94 x 1073
In N =1In 0.006 94
N = 0.006 94

c) Puesto que In N = 1.8869 se encuentra entre 0 y 2.3026, se busca el valor 1.8869 en la tabla de logaritmos naturales,
sin embargo, no aparece en dicha tabla. Se tendra que proceder a interpolar a fin de encontrar N.

In 6.600 = 1.8871 In N = 1.8869
In6.590 = 1.8856 In6.590 = 1.8856
Diferencia tabular = 0.0015 diferencia = 0.0013

1
N =6.590 + 1—2(6.600 —6.590) = 6.590 + 0.009 = 6.599

23.7 BUSQUEDA DE LOGARITMOS MEDIANTE LA CALCULADORA

Si el nimero del que se desea encontrar el logaritmo tiene cuatro o mas digitos significativos, se puede redondear el
ndmero a cuatro cifras significativas y utilizar las tablas de logaritmos y la interpolacién o bien se puede utilizar una
calculadora gréfica o cientifica con el fin de encontrar el logaritmo del nimero dado. El uso de la calculadora arrojara
un resultado mas preciso.
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Una calculadora cientifica puede utilizarse para encontrar logaritmos y antilogaritmos con base 10 o base e.
Las calculadoras cientificas tienen teclas para las funciones log e In y las funciones inversas de éstas producen los
antilogaritmos.

Gran parte del calculo que alguna vez se hacia utilizando logaritmos, puede hacerse de forma directa utilizando
una calculadora cientifica. Las ventajas de resolver un problema en la calculadora son que los nimeros rara vez
tienen que ser redondeados y que éste puede resolverse de una manera rapida y precisa.

Problemas resueltos

23.1 Exprese cada una de las formas exponenciales siguientes en forma logaritmica:

1 1

a) pl=r, b) 23 =8, c) 42 =186, d) 32= 5 e) 8723 = e
SOLUCION

1 2 1
a) q=log,r, b) 3 =log, 8, c) 2 =log, 16, d) -2 = Iog3§. e) 3" Iogsz

23.2  Exprese cada una de las formas logaritmicas siguientes en forma exponencial:
1
a) logs25 =2, b) log, 64 = 6, c) Iong =2, d) log,a® =3, e) log, 1 =0.
SOLUCION
a) 52=25 b) 2° =64 c) }2=i d) a® =ad ey r'=1
y il 4 16! 1

23.3  Determine el valor de las expresiones siguientes:

a) log, 64. Sealog, 64 = x; por lotanto 4* =64 = 4%y x = 3.

b) logs; 81. Sealogs 81 = x; por lo tanto 3 = 81 = 3*y x = 4.

c) log,,8. Sealog,,8 =x; porlotanto (3)"=8, 271) =2%, 2% =P8 yx = -3.
d) logV10 =x, 10¢=V10=10Y3 x=1/3

e) logs125V5 =x, 5 =125V5=53.5Y2 =572 x=7/2

23.4 Resuelva cada una de las ecuaciones siguientes:

a) loggx =2, 3?=x, x=9

3 1
b _ —— _3/2 = = _
) IOg4y 2! 4 yv 8

¢) log,25 =2, x? =25, = * 5. Puesto que las bases son positivas, la solucién esx = 5.

X
9 2 s 9 g 4 (Y g _
d) log,z=—3. v =, y7 =g, y=|g) =7 eslasolucion requerida.

e) logBx*+2x—4)=0, 10°=3x>+2x—4, 3x*+2x—-5=0, x=1, —5/3.
23.5 Demuestre las leyes de los logaritmos.
SOLUCION
SeaM =b*y N =1DY; por lo tanto x = log, M y y = log, N.
I. Puestoque MN = b* .0 = b**Y, por lo tanto log, MN = x +y = log, M + logj, N.

M b M
1. Puestoqueﬁ=a=b Y, porlotantologbﬁzx—y=Iong—Iong.

Il.  Puesto que MP = (b*)P = bP*, por lo tanto log, MP = px = plog, M.
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268 CAPITULO 23 LOGARITMOS

23.6  Exprese cada una de las expresiones siguientes como una suma algebraica de logaritmos, utilizando las leyes
I, 1yl

a) log, UVW = log, (UV)W = log, UV + log, W = log, U + log, V + log, W

uv
b) Iong = log, UV —log, W = log, U + log, V — log, W

c) Iog% =logXYZ — logPQ = logX +logY +1logZ — (logP + log Q)
=logX +logY +1logZ —logP — log Q
2
d) Iog% = logU? —logV® = 2logU — 3log V

e) log %— = log U2v3 — logW* = log U? + log V3 — log W*
=2logU +3logV — 4logW
u? 1 2
f) logi;5 = log UY2 —logVv?/? = 5logU —ZlogV

Vi3 x3/2 3 3
9) 100 5 =100 s = 1oge x¥? — log, y¥* = > log, x — 7 log y

1 3 1
Va2b—3/4cl/3 == _° +=
h) logVa%b—3/4c 4{2Ioga 4Iogb 3Iogc}
1 3 1
= _— 4+ —
2Ioga 16Iogb 12Iogc

23.7 Dado que log 2 = 0.3010, log 3 = 0.4771, log 5 = 0.6990, log 7 = 0.8451 (todos con base 10) calculados
con cuatro cifras decimales, evalle las expresiones siguientes:

a) log105 =log(3-5-7) = log3 + log5 + log7 = 0.4771 + 0.6990 + 0.8451 = 2.0212
b) log108 = log (22 - 3%) = 2log 2 + 3log3 = 2(0.3010) + 3(0.4771) = 2.0333

c) logV72 =1logV32.23 =log (3?3 2) = glog3 +1log2 = 0.6191
24 3.28
d) log2.4 = IogE = Iogl—0 =log3 +3log2 —log10

— 0.4771 + 3(0.3010) — 1 = 0.3801

81 _ 4 _ 4 4
108 =log 81 — log 10" = log 3" — log 10

— 4log3 — 4log 10 = 4(0.4771) — 4 = —2.0916 0 7.9084 — 10

e) 1log0.0081 = log

Nota: En forma exponencial, esto significa 1072%'® = 0.0081.

23.8  Exprese las operaciones siguientes como un solo logaritmo (la base es 10 a menos que se especifique otra cosa).

a) log2 —1log3 +log5 = Iog§+log5 = Iog§(5) = Iog%0

23 8
— = 3 _ 4 — — = —
b) 3log2 —4log3 =log2° —log3 Iog34 Iog81
1 1 2 1/2 1/3 2/3
c) ilog 25 — élog 64 +§Iog 27 = log 25"“ — log 64/~ + log 27
5 5 45
=log5—log4 +1log9 = IogZ +log9 = IogZ(Q) = Iogz

d) log5—1=1log5—logl0 = Iog% =Iog%
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e) 2log3+4log2—3=1log3%+log2*—3log10 = log9 + log 16 — log 10°
=log (9 - 16) — log 103 = Iog% = log 0:144

f) 3log,b— % log, ¢ = log, b® + log, c~/? = log, (b°c~Y/?)

23.9 En cada una de las ecuaciones siguientes, exprese la incognita indicada en términos de las otras cantidades.

a) log,x =y+c:x X = 2yte

b) log, =2logh:a. loga = logb?, a = b?

c) log.l =log.lp—t:l. log | = log, lo —tlog, e = log, Iy + log, e
=log, loe ™!, I = lge~*

d) 2logx +3logy =4logz—2:y.
Despejando log vy, 3logy = 4logz —2 — 2logx y
Iogy:illogz—g—g
3 3 3

De aqui que y = 10~2/3x2/3z4/3,

logx = logz*® + log 10~%3 + logx~?/* = logz*/°10~2/3x %3,

e) log(x+3) =logx+log3:x. log(x+3)=1log3x, x+3=3x, x=3/2

23.10 Determine la caracteristica del logaritmo comudn de cada uno de los nimeros siguientes:

a) 57 c) 563 ) 9825 g) 186000 i) 0.7314 k) 0.0071

b) 57.4 d) 3563 f) 7824 h) 0.71 j) 0.0325 1) 0.0003
SOLUCION
a) 1 c)0 e) 2 g) 5 i) 9—10 k) 7—10

b) 1 d)1 f)3 h)9-10 j8—-10 1) 6-10

23.11 Verifique cada uno de los logaritmos comunes siguientes:

@) log87.2  =1.9405 h) log6.753 = 0.8295 (8293 + 2)
H) log 37300 = 4.5717 i) log183.2 = 2.2630 (2625 +5)
©) log 753 = 2.8768 i) log43.15  =1.6350 (6345 +5)
d) log9.21  =0.9643 k) log 876 400 = 5.9427 (9425 + 2)

@) log0.382 =05821—-10 ) log0.2548 = 9.4062 — 10 (4 048 + 14)
fj) log 0.00159 = 7.2014 —10  m) log 0.043 72 = 8.6407 — 10 (6 405 + 2)
@) log 0.0256 =8.4082—10  n) log 0.009 848 = 7.9933 — 10 (9 930 + 3)

23.12 Verifique cada una de las expresiones siguientes:

a) Antilog 3.8531 =7130 h) Antilog 2.6715 =469.3 (3/9 x 10 = 3aprox.)
b) Antilog 1.4997 =31.6 i) Antilog 4.1853 =15320 (6/28 x 10 = 2aprox.)
c) Antilog 9.8267 — 10 = 0.671 j) Antilog 0.9245 =8404 (2/5x 10 =4)

d) Antilog 7.7443 — 10 = 0.00555 k) Antilog 1:6089 = 0.4064 (4/11 x 10 = 4aprox.)
e) Antilog 0.1875 =154 1) Antilog 8.8907 — 10 = 0.077 75 (3/6 x 10 =5)

f) Antilog 2:3927 = 0.0247 m) Antilog 1.2000 =15.85 (13/27 x 10 = 5aprox.)
g) Antilog 4.9360 = 86 300 n) Antilog7.2409 — 10 = 0.001742 (4/25 x 10 = 2aprox.)
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23.13 Escriba cada uno de los nimeros siguientes como una potencia de 10: a) 893, b) 0.358.
SOLUCION

a) Se requiere un valor de x tal que 10* = 893. Entonces x = log 893 = 2.9509 y 893 = 10%%%,

b) Se requiere un valor de x tal que 10* = 0.358.
Entonces x = log 0.358 = 9.5539 — 10 = —0.4461y 0.358 = 10 %%,

Calcule cada una de las operaciones siguientes mediante el uso de logaritmos.
23.14 P =3.81 X434

SOLUCION
logP =log3.81 + log43.4

log3.81 = 0.5809
(+) log43.4 = 1.6375

logP =2.2184

De aqui que P = antilog 2.2184 = 165.3.
Observe el significado de los exponentes en el calculo. Por lo tanto,

3.81 x 43.4 = 1009809 1016375

— 100.5809+1.6375 — 102.2184 = 165.3

23.15 P =73.42 X 0.004 62 X 0.5143

SOLUCION
logP = log 73. 42 + 1og 0.004 62 + log 0.5143

log73. 42 = 1.8658
(+)10g0.004 62 = 7.6646 — 10
(+)10g0.5143 = 9.7112 — 10

logP = 19.2416 — 20 = 9.2416 — 10.
De aqui que P = 0.1744.

_ 784.6 x 0.0431

23.16
P 28.23

SOLUCION
logP = log 784.6 + log 0.0431 — log 28.23

log 784.6 = 2.8947
(+) log0.0431 = 8.6345 — 10

11.5292 — 10
(=) 10g28.23 = 1.4507
logP = 10.0785 — 10 = 0.0785
P=1198

23.17 P = (7.284)°

SOLUCION
log P = 5 log 7.284 = 5(0.8623) = 4:3115 y P = 20 490:
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32.18 P = V¥0:8532
SOLUCION

logP = %Iog 0.8532 = %(9.9310 ~10) = %(49.9310 —50)=9.9862—-10 y P =0.9687.

3
3219 p— (78.41)°V142.3
1/0.1562
SOLUCION
1 1
logP = 3log 78.41 + 3 log142.3 — 2 log 0.1562.
Numerador N Denominador D
3log 78.41 = 3(1.8944) = 5.6832 %Iog 0.1562 = %1(9.1937 —10)
(+)3log142.3 =1(2.1532) = 1.0766 =1(39.1937 — 40)
logN = 6.7598 = 16.7598 — 10 logD = 9.7984 — 10
(=)logD = 9.7984 — 10
logP = 6.9614

P =9 150 000 0 9.15 x 108

32.20 El periodo T de una péndulo simple de longitud I esta dado por la férmula T = 27 VI/g, donde g es la ace-
leracion debida a la gravedad. Encuentre T (en segundos) si | = 281.3 cmy g = 981.0 cm/seg?

| 2813
T = 2#\/;— 6.283 /m

log T = log6.283 +1(log 281.3 — log 981.0)
log6.283 = 0.7982
(+)3l0g281.3 = }(2.4492) = 1.2246
2.0228
(—)310g981.0 = 3(2.9917) = 1.4959
logT = 0.5269

SOLUCION

T = 3.365 segundos

32.21 Despeje x: 572 = 3%71,

SOLUCION

Expresando con logaritmos, (2x + 2)log5 = (5x — 1) log 3.
Por lo tanto 2xlog5 — 5xlog3 = —log3 — 2log 5,
x(2log5 —5log3) = —log 3 — 2log5,
log3 + 2log5 0.4771 +2(0.6990) _ 1.8751

y X~ Elog3—2log5 5(0.4771) — 2(0.6990) 0.9875
log 1.875 = 10.2730 — 10
(—)10g0.9875 = 9.9946 — 10

log x = 0.2784
x = 1.898
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272 CAPITULO 23 LOGARITMOS

23.22 Encuentre el valor de cada uno de los logaritmos naturales siguientes:

a) In5.78 c) In3.456 e) In190 g) In 2839
b) In8.62 d) In4.643 f) In 0.0084 h) In 0.014 85

SOLUCION

a) In5.78 =1.7544 de la tabla de logaritmos naturales
b) In8.62 =2.1541 de la tabla de logaritmos naturales

¢) In3.456 = In3.45 + 0.6(In 3.46 — In 3.45)
= 1.2384 + 0.6(1.2413 — 1.2384)
— 1.2384 + 0.6(0.0029)
— 1.2384 + 0.0017
In3.456 = 1.2401

d) In4.643 =1In4.64 +0.3(In4.65 — In4.64)
= 1.5347 + 0.3(1.5369 — 1.5347)
= 1.5347 + 0.3(0.0022)
= 1.5347 + 0.0007

In4.643 = 1.5354

e) In190 = In(1.90 x 10?)
=1n1.90 + In 102
=1In1.90 +2In10
— 0.6419 + 2(2.3026)
= 0.6419 + 4.6052

In190 = 5.2471
f) 1n0.0084 = In(8.40 x 1073)
=In8.40 +In1073
=1n8.40 — 3In10

= 2.1282 — 3(2.3026)
= 2.1282 — 6.9078
In0.0084 = —4.7796

g) In2839 =In(2.839 x 10%)
=1In2.839 + In10°
=[In2.83 +0.9(In2.84 — In2.83)] + 3In 10
=[1.0403 + 0.9(1.0438 — 1.0403)] + 3(2.3026)
=[1.0403 + 0.9(0.0035)] + 6.9078
=[1.0403 + 0.0032] + 6.9078
= 1.0435 + 6.9078

In2839 = 7.9513

h) 1n0.014 85 = In(1.485 x 1072)
=1In1.485 +In102
=[In1.48 +0.5(In1.49 — In1.48)] — 2In 10
=1[0.3920 + 0.5(0.3988 — 0.3920)] — 2 (2.3026)
=1[0.3920 + 0.5(0.0068)] — 4.6052
=1[0.3920 + 0.0034] — 4.6052
= 0.3954 — 4.6052

In0.014 85 = —4.2098

23.23 Encuentre el valor de N.

a) InN =2.4146 b) InN = 0.9847 c) InN = —1.7654
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23.24

23.25

23.26

23.27

PROBLEMAS PROPUESTOS

SOLUCION

a) InN = 2.4146
=0.1120 + 2.3026

0.1120 — 0.1044

=In(111+— —
'”(1 1+ 51133~ 0.1084

(1.12 — 1.11)) +In10

0.0089

=1In(1.11 +0.009) + In10
=1In1.119 +1In10
=1In(1.119 x 10)
InN =1In11.19
N =11.19

= |n<1.11 + M(0.01)) +In10

b) InN = 0.9847

_ In<2.67 n 0.9847 — 0.9821

0.9858 — 0.9821

0.0026
0.0037 (0'01)>

(2.68 — 2.67))

= In(2.67 +

=In(2.67 + 0.007)
InN =1In2.677
N = 2.677

c) InN = —1.7654
= 0.5372 — 2.3026

0.5372 — 0.5365

- '”(1'71 10,5423 - 05365

(1.72 — 1.71)) ~1n10

0.0007
0.0058

= In<1.71 + (0.01)) +1In107t

=In(1.71 + 0.001) + In10*
=1In1.711 + In107!
=1In(1.711 x 107Y)
InN =1n0.1711
N =0.1711

Problemas propuestos
EvalGe: a) log, 32, b) log¥10, c) logs1/9, d) log1/s16, e) log, e,
Despeje la incognita en cada ecuacion.

a) log,x =3 c) log, 8 = -3 e) log,x® =3/2
b) logy = -2 d) logz;(2x+1) =1 f) logy 1) (4x —4) =2

Exprese como una suma algebraica de logaritmos.

3y\/2 3 -3/253
a) log UWZ b) log /? O VX2 d) Iog%

Despeje la incognita que se indica expresandola en términos de las otras cantidades.

a) 2logx = log16; x c) logsF =log;4 — 2logs x; F
b) 3logy +2log2 =log32;y d) In(30—U) =1In30 —2t; U
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274 CAPITULO 23 LOGARITMOS

23.28 Demuestre que si a'y b son positivas y # 1, (log, b)(log, a) = 1.
23.29 Demuestre que 109N = N, donde N > 0.

23.30 Determine la caracteristica del logaritmo comun de cada uno de los nimeros siguientes:

a) 248 d) 0.162 g) 1.06 i) 40.60 m) 7 000 000
b) 2.48 e) 00006  h) 6000 k) 237.63  n) 0.000 007
c) 0024  f) 1836 i) 4 1) 146.203

23.31 Encuentre el logaritmo comun de cada uno de los nimeros siguientes:
a) 237 d) 0.263 g) 10400 j) 6000 000 m) 1
b) 287 e) 0.086 h) 0.00 607 k) 23.70 n) 1 000
c) 1.26 f) 0.007 i) 0.000000728 1) 6.03

23.32 Encuentre el antilogaritmo de cada una de los nimeros siguientes:

a) 28802 ) 0.6946  ¢) 83160 —10  g) 46618 i) 1.9484
b) 16500  d) 29042  f) 7.8549—10  h) 04216  j) 9.8344— 10

23.33 Calcule el logaritmo comin de cada nimero mediante interpolacion.
a) 1463 c) 86.27 e) 0.6041 g) 1.006 i) 460.3
b) 810.6 d) 8.106 f) 0.046 22 h) 300.6 j) 0.003 001

23.34 Calcule el antilogaritmo de cada niumero mediante interpolacion.

a) 29060  c) 1.6600 e) 3.7045 g) 22500 i) 1.4700
b) 1.4860  d) 1.9840  f) 8.9266—10  h) 0.8003  j) 1.2925

23.35 Escriba cada nimero como una potencia de 10: a) 45.4 b) 0.005 278.

23.36 Evalde:

5608 906

a) (42.8)(3.26)(8.10) ©) (9.4536)(1L000) " G2 aae

(0.148)(47.6)

b ¢ (3.92)3(72.16) . /(1600)(310.6)?
) 284 T D V7 200)

(1.86)(86.7)  [(5.52)(2 610)
(2.87)(1.89) g) 3.14V11.65/32 )\ 7 38)3122)
2 453
9 672)855

23.37 Resuelva la ecuacion de hidraulica siguiente:
200 <0.0613)1'32

147\ x

23.38 Despeje x:

a) 3*=243 c) 22 =64 e) x ¥ =8 g) xV2=4 ) 52=1
b) 5 =1/125  d) x2 =16 f) 22 =1/9 h) =1 j) 2243 =1
23.39 Resuelva las ecuaciones exponenciales siguientes: a) 4% = 52, b) 3! =4-5"3%,

23.40 Encuentre los logaritmos naturales siguientes:
a) In2.367 b) In8.532 c) In4875 d) In 0.000 189 4

www. FreelLibros.com



PROBLEMAS PROPUESTOS

23.41 Encuentre N, el antilogaritmo del nimero dado
a) InN=0.7642 b) InN = 1.8540 c)InN = 8.4731 d) InN = 26.2691

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

2324 a) 5 b) 1/4 c) —2 d) -2 e) x f) 2/3
2325 a) 8 b) 0.01 c) 1/2 d) 1 e) 2 f) 5
23.26 a) 3logU +2logV —5logW C) %Inx—%lny

b) %Iogz +glogx +%Iogyfglogz d) Iogx—glogy+3logz—2Ioga+4|ogb

2327 a) 4 b) 2 c) F=4/x? d) U=30(1—e %

2330 a) 2 c) 2 e) 4 g0 i) 0 k) 2 m) 6
) 0 d)I )1 K3 H1 D2 n 6
2331 a) 2.3747 d) 1.4200 g) 4.0170 j) 6.7782 m) 0.0000
b) 1.4579 e) 2.9345 h) 3.7832 k) 1.3747 n) 3.0000
c) 0.1004 f) 7.8451—10 i) 7.8621 ) 0.7803
2332 a) 759 c) 4.95 e) 0.0207  g) 45900 i) 0.888
b) 45.6 d) 0.0802 f) 0.00716 h) 2.64 j) 0.683
23.33 a) 3.1653 c) 1.9359 e) 1.7811 g) 0.0026 i) 2.6631

b) 2.9088 d) 0.9088 f) 8.6648 —10 h) 2.4780 i) 7.4773 - 10

2334 a) 805.4 c) 45.71 e) 5064 g) 177.8 i) 0.2951
b) 0.3062 d) 0.9638 f) 008445 h) 6.314  j) 19.61

23.35 a) 101.6571 b) 1072.2776

2336 a) 1130 c) 29.9 e) 1.124  g) 1.90 i) 1455
b) 0.0248 d) 4.27 f) 860 h) 4.44 j) 8.54
23.37 0.0486
2338 a) 5 c) 4 e) 1/16 g) 49/16 i) 2
b) -3 d) =1/4 f)y £27 h) 0 j) —=3/2

2339 a) 3958  (b) 0.6907
2340 a) 08616  b) 21438  c) 84919  d) —8.5717

2341 a) 2147 b) 6.385 c) 4784 d) 0.001 894
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APLICACIONES
DE LOS LOGARITMOS
Y EXPONENTES

24.1 INTRODUCCION

Los logaritmos se utilizan principalmente en la resolucién de ecuaciones exponenciales y en las que las variables
se encuentran relacionadas logaritmicamente. Para resolver ecuaciones en las que la variable se encuentra en el
exponente, en general se comienza cambiando la expresion de la forma exponencial a la logaritmica.

24.2 INTERES SIMPLE

El interés es el dinero que se paga por el uso de una cantidad de dinero llamada capital. El interés usualmente se paga
al final de intervalos de tiempo especificados, por ejemplo, mensual, trimestral semestral o anualmente. La suma del
capital y el interés recibe el nombre de capital final.

El interés simple, I, del capital, P, por un periodo de tiempo en afios, a una tasa de interés por afio r, esta dado
por la formula | = Prt, y el capital final A, esta dado por A =P + Prto A = P(1 + rt).

EJEMPLO 24.1 Si una persona pide prestados $800 a 8% anual por un periodo de dos afios y medio, ¢qué cantidad de
interés deberd pagar por dicho préstamo?

Prt
$800(0.08)(2.5)
$

160

EJEMPLO 24.2 Si una persona invierte $3 000 a 6% anual por un periodo de cinco afios, ;qué cantidad de dinero rendira
dicha inversién al final de cinco afios?

A=P +Prt
A = $3 000 + $3 000(0.06)(5)
A = $3 000 + $900

A = $3 900

276
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24.3 INTERES COMPUESTO 277

24.3 INTERES COMPUESTO

El interés compuesto significa que se paga de manera periddica durante el plazo del préstamo, lo cual resulta en un
nuevo capital al final de cada lapso.

Si el capital P se invierte por un periodo de t afios a un interés anual r, recalculado n veces por afio, entonces el
capital final A, o balance final, viene dado por:

A=p(1 +g)m

EJEMPLO 24.3 Encuentre la cantidad final de una inversion si se invierten $20 000 a 6% de interés compuesto mensual
por un periodo de tres afios.

A=P(1 +%)m

0.06) 2®
A=2 14—
oooo( o )

A = 20000(1 + 0.005)%
A = 20000(1.005)%
log A = log 20000(1.005)%
log A = log 20000 + 36 log 1.005
log A = 4.3010 + 36(0.002 15)
log A = 4.3010 + 0.0774
log A = 4.3784
A = antilog 4.3784
A =2.39 x 10* log2.39 = 0.3784 y log10* = 4
A = $23900

Cuando el interés se comprime con mas y mas frecuencia, se llega a una situacién de interés compuesto continuo. Si
un capital P, se invierte por un periodo de t afios a una tasa de interés anual r, compuesto continuamente, entonces el capital
final A, o balance final, esta dado por,

A = Pe"

EJEMPLO 24.4 Encuentre el capital final de una inversion si se invierten $20 000 a 6% compuesto continuamente por
un periodo de tres afos.

A = Pe"
A = 20000e%%®
A = 20000e%18
InA = In20000e"8
INA =1n20000 + Ine®8
InA =In(2.00 x 10*) + 0.18Ine
INA=1In2.00+4 In10 + 0.18(1) Ine=1
InA = 0.6931 + 4(2.3026) + 0.18 In2.00 = 0.6931y In10 = 2.3026
InA = 10.0835
InA = 0.8731 + 4(2.3026)
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278 CAPITULO 24 APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS Y EXPONENTES

0.8731 — 0.8713
InA = In<2.39 + 08755 08713 240 - 2.39)) +4In10
B 0.0018 .
InA = In<2.39 + m(0.01)> +1n10

InA = In(2.39 + 0.004) + In10*
INA =1n2.394 + In10*
InA = In(2.394 x 10%)
InA = In 23940
A = $23940

Resolviendo los ejemplos 24.3 y 24.4 se observa que las respuestas tienen cuatro cifras significativas. Sin embargo,
el uso de las tablas de logaritmos y la interpolacion generan un margen de error. Asimismo, se pueden tener problemas
si el interés es compuesto diariamente, ya que cuando se divide r entre n, el resultado puede ser cero si se redondea a tres
cifras. Para resolver este problema y obtener una mejor precision, se pueden utilizar tablas de logaritmos de cinco cifras,
calculadoras o computadoras. En general, los bancos y otros negocios utilizan las computadoras y calculadoras con el fin
de obtener el grado de precision que deseen.

EJEMPLO 24.5 Utilice la calculadora cientifica o gréafica para encontrar el capital final de una inversion si se invierten
$20 000 a 6% de interés compuesto mensual por un periodo de tres afios.

A=P(1+ %)m

0.06 12(3)
A =$20000( 1 +——
s000(1 57
A = $20000(1.005)% utilice la tecla de exponenciacién para calcular (1.005)®

A = $23933.61

Aproximando a centavos, el capital final se ha incrementado $33.61 respecto al capital final que se calcul6 en el ejemplo
24.3. Es posible calcular la respuesta redondeada a centavos, a la vez que se pudo calcular el resultado redondeado a diez
délares en el ejemplo 24.3

EJEMPLO 24.6 Utilice la calculadora cientifica o grafica para encontrar el capital final de una inversién si se invierten
$20 000 a 6% de interés compuesto continuo por un periodo de 3 afios.

A = Ppe"t

A = $20 000e*%®

A = $20 000e"8 utilice la funcion inversa de In x para calcular e®*8

A = $23 944.35

Aproximando a centavos, el capital final se ha incrementado $4.35 respecto al capital final que se calculé en el ejemplo
24.4. Este alto grado de precision se logro gracias a que la calculadora realiza los calculos con mas cifras decimales en cada
operacion y después redondea la respuesta. En estos ejemplos, se redondea a dos cifras decimales, ya que las centésimas
son las unidades mas pequefias de dinero que poseen una utilidad practica. La mayoria de las calculadoras calculan con 8,
10y 12 cifras significativas al realizar las operaciones.

244 APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS

El volumen, L, de un sonido (en decibeles) que percibe el oido humano depende del cociente de la intensidad, I, de
dicho sonido entre el umbral, |, de escucha del oido humano promedio.

1 Oi
L =10log <I>
lo
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24.4 APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS 279

EJEMPLO 24.7 Encuentre el volumen de un sonido que posee una intensidad 10 000 veces el umbral de escucha del
oido humano promedio.
|
L =10log|—
lo

L =10log (10 ?00"’)
0

L = 10log 10 000
L=10(4)
L = 40 decibeles

Los quimicos utilizan el potencial hidrégeno, pH, de una solucién para medir si grado de alcalinidad o de basicidad. El
pH del agua destilada tiene un valor aproximado de 7 y se le llama acido, sin embargo si su pH baja de 7 se le llama base.
Si [H*] es la concentracion de iones hidrdgeno en mols por litro, el pH esta dado por la formula:

pH = —log [H]

EJEMPLO 24.8 Encuentre el pH de la solucidn cuya concentracion de iones de hidrogeno es 5.32 X 10~° moles por
litro.

pH = —log[H"]
pH = —log (5.32 x 107°)

pH = —[log5.32 + log 107°]

pH = —log5.32 — (—5) log 10 logl0 =1
pH = —log5.32 + 5(1)

pH = —0.7259 + 5

pH = 4.2741

pH =4.3

Los sismdlogos utilizan la escala de Richter para medir y reportar la magnitud de los terremotos. La magnitud o nimero
de Richter de un terremoto depende del cociente de la intensidad, I, de un terremoto entre la intensidad de referencia, lo,
que es el movimiento mas pequefio de la tierra que puede registrarse en un sismégrafo. Los nimeros de Richter a menudo
se redondean a la cifra de las décimas o las centésimas y esta dado por la formula:

o)

EJEMPLO 24.9 Si se determina que la intensidad de un terremoto es 50 000 veces la intensidad de referencia, ¢cuél es
su lectura en la escala de Richter?
(i
R =log| —
lo

R = log <50 (?OOI())
0

R = log 50000
R = 4.6990
R = 4.70
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245 APLICACIONES DE LOS EXPONENTES

El nimero e estad implicito en muchas funciones que se presentan en la naturaleza. La curva de crecimiento de
muchos materiales puede describirse por medio de la ecuacion de crecimiento exponencial:

A=Ag"

donde A, es la cantidad inicial del material, r es la tasa de crecimiento anual, t es el tiempo en afios y A es la cantidad
de material al final del tiempo.

EJEMPLO 24.10 La poblacion de un pais fue de 2 400 000 habitantes en 1990 y tiene un crecimiento anual de 3%. Si el
crecimiento es exponencial, ¢cudl sera su poblacion en el afio 2000?

A= Aoe”

A = 2400 000e(-03)(10)

A = 2400000e%3 N = g03

A = 2400000(1.350) INN =0.3Ine
A = 3240000 INnN =0.3

N = 1.350

La ecuacion de decaimiento o en declive es parecida a la del crecimiento excepto que el exponente es negativo.

A=Ae™"

0

donde A, es la cantidad inicial, r es la tasa anual de decaimiento, t es el tiempo en afios y A es la cantidad al final.

EJEMPLO 24.11 Se sabe que cierto trozo de madera contiene 100 gramos de carbono 14 cuando se corta de un &rbol. Si
la tasa de decaimiento del carbono 14 es 0.0124 % anual, ;cuanto carbono 14 quedara en la madera después de 200 afios?

A= Aoe*”

A = 10Qe—0-000124(200) N = 00248

A = 100e0.0248 InN = —0.0248

A = 100(0.9755) INN = In2.2778 — 2.3026

A = 97.55 gramos INN =1In9.755 — In 10
INN = In(9.755 x 107%)
INN =1n0.9755
N = 0.9755

Problemas resueltos

24.1  Una persona pide un préstamo de $400 para pagar en 2 afios a un interés simple de 3%. Encuentre el capital final
que se requiere para pagar el préstamo al cabo de los 2 afios.

SOLUCION
Interés | = Prt = 400(0.03)(2) = $24. Cantidad A = capital P + interés | = $424.

24.2  Encuentre el interés | y al capital final A de los casos siguientes:

a) $600 durante 8 meses (2/3 del afio) a 4%.
b) $1562.60 durante 3 afios, 4 meses (10/3 del afio) a 3.5%.

SOLUCION

a) | =Prt=600(0.04)(2/3) = $16. A=P+1=_3$616.
b) 1= Prt=1562.60(0.035)(10/3) = $182.30. A=P+1=81744.90.
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24.3

24.4

24.5

24.6

24.7

PROBLEMAS RESUELTOS 281

¢ Qué capital invertido a 4% por un periodo de 5 afios dara como rendimiento una cantidad de $1 200?

SOLUCION

A 1200 1200

A=PAM 0 P = =TT 0005 12

= $1 000.

El capital de $1 000 se llama el valor presente de $1 200. Dicho de otra manera, devolver $1 200 dentro de 5
afios a 4% de interés simple equivale a pagar $1 000 hoy.

¢Cudl es la tasa de interés que generard $1 000 de ganancia sobre un capital de $800 en 5 afios?

SOLUCION

A—P 1000 - 800
= + = = = 0. 0, .
A=P(1+rt) 0 r Pt 800%5) 0.05 0 5%

Una persona solicita un préstamo de $200. Para ello se dirige al banco y le informan que la tasa de interés es de 5%,
pero que tiene que pagar los intereses por anticipado y al cabo de un afio tiene que devolver los $200. ;Qué tasa de
interés esta pagando esta persona en realidad?

SOLUCION

El interés simple de $200 en 1 afio a 5% es | = 200(0.05)(1) = $10. Por lo tanto, recibe $200 — $10 = $190. Como
debe devolver $200 después de un afio, P = $190, A = $200, t = 1 afio. Por lo tanto,

Es decir, la tasa de interés efectiva es de 5.26%.

Un comerciante pide un préstamo de $4 000 con la condicién de que al final de cada trimestre pague $200 sobre el
capital mas el interés simple de 6% del capital que adeuda en cada momento. Encuentre la cantidad total que tiene
que devolver.

SOLUCION

Puesto que $4 000 es la cantidad que tendréa que pagar (sin incluir los intereses) a una tasa de $200 cada trimestre,
le tomara 4 000/200(4) = 5 afios, es decir, tendra que efectuar 20 pagos.

Interés que paga en la 1a. entrega (por lo 3 primeros meses) = 4 000(0.06)(3) = $60.00.

Interés que paga en la 2a. entrega = 3800(0.06)(3) = $57.00.
Interés que paga en al 3a. entrega = 3600(0.06)(3) = $54.00.
Interés que paga eh el 20a. entrega = 200(0.(56)(}) = $3.60.

El interés total es 60 + 57 + 54 +--- + 9 + 6 + 3, que representa la suma de los términos de una progresion
aritmética cuyo valor es S = (n/2)(a + 1), donde a = primer término, | = Gltimo término y n = ndmero de tér-
minos.

Por lo tanto, S = (20/2)(60 + 3) = $630 con lo que la cantidad total que ha de devolver es $4 630.

¢Cual seré el capital que se formara al cabo de 2 afios sobre una cantidad de $500 depositados en el banco a un
interés compuesto de 2% acumul&ndose los intereses al capital cada seis meses?
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24.8

24.9

24.10

24.11

CAPITULO 24 APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS Y EXPONENTES

SOLUCION
Método 1. Sin aplicar la férmula.

Interés al final del 1er. medio afio = 500(0.02)(;) = $5.00.
Interés al final del 2do. medio afio = 505(0.02)(}) = $5.05.
Interés al final del 3er. medio afio = 510.05(0.02)(3) = $5.10.
Interés al final del 4to. medio afio = 515.15(0.02)(3) = $5.15.
Interés total = $20.30. Capital final = $520.30.

Método 2. Aplicando al formula.
P = $500, i = tasa por periodo = 0.02/2 = 0.01. n = nimero de periodos = 4.
A =P(1 + i)n = 500(1.01)4 = 500(1.0406) = $520.30.

Nota: (1.01)* puede evaluarse mediante la formula del binomio, logaritmos o tablas.
Encuentre el interés compuesto y el capital final que generan $2 800 en 8 afios a 5% trimestral.

SOLUCION

A =P(1 +i)n =2800(1 + 0.05/4)32 = 2 800(1.0125)32 = 2 800(1.4881) = $4 166.68.
Interés = A P = $4 166.68 — $2 800 = $1 366.68.

¢Qué tasa de interés compuesto al afio es lo mismo que la tasa de interés de 6% compuesto al semestre?

SOLUCION

Cantidad del capital P en un afio aunatasade r = P(1 + r).

Cantidad del capital P en un afio a una tasa de 6% compuesto semestralmente = P(1 + 0.03)2

Las cantidades son iguales si P(1 + r) = P(1.03)%, 1 + r = (1.03)% r = 0.0609 0 6.09%.

La tasa de interés i por afio cuando los intereses se acumulan un nimero de veces por afio recibe el nombre
de tasa nominal. La tasa de interés r cuando los intereses se acumulan una vez al afio y que dé lugar a los mismos
intereses que en el caso anterior, recibe el nombre de tasa efectiva. En este ejemplo, el 6% que se acumula semes-
tralmente es el interés nominal y el 6.09% es la tasa efectiva.

Deduzca la férmula que expresa al valor de la tasa efectiva en funcién de la tasa nominal.

SOLUCION

Sear = tasa efectiva de interés
i = tasa de interés anual acumulada k veces al afo, es decir, la tasa nominal.

Cantidad formada a partir de una capital P en 1 afio aunatasa r = P(1 + r).

Cantidad formada a partir de una capital P a una tasa i, acumulandose los intereses k veces al afio = P(1 + i/k)".
Las cantidades son iguales si P(1 + r) = P(1 + i/k)~

De aqui que r = (1 + i/k)* — 1.

La poblacién de un pais crece a una tasa de 4% anual compuesto. A esta tasa, ¢en cuanto tiempo se duplicara la
poblacion?
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SOLUCION
r\nt
A= P(l + ﬁ)
2P = P(1 +0.04)" n=1
2 = (1.04)!
log2 =tlog (1.04)
_ log2
log 1.04
~0.3010
0.0170
t = 17.7 afios

24.12 Si $1 000 se invierten a 10% de interés compuesto acumulable, ¢en cuénto tiempo se triplicara la inversion?

SOLUCION
A = Pe"t
3000 = 1 0001
3 — eOJOY

In3 =0.10t Ine=1

In3
' =010

~1.0986
"~ 0.10

t = 10.986
t=11.0

24.13 Encuentre el pH de la sangre si la concentracion de iones de hidrégeno es 3.98 X 1078,
SOLUCION

pH = —log[H"]

pH = —log (3.98 x 107%)

pH = —log 3.98 — (—8) log 10
pH = —0.5999 + 8

pH = 7.4001

pH = 7.40

24.14 En 1989, en San Francisco, se un terremoto con una magnitud de 6.90. ;De qué forma se compara la intensidad de
dicho terremoto con la intensidad de referencia?

SOLUCION

R =log—
lo
|

6.90 = log—
lo
|
log— =6.90
lo
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0.9000 — 0.8998

| . .
= . . =7, B ———— .
I antilog 6.90 antilog 0.9000 = 7.94 0.9004 — 0.8993 (0.01)
: 0.0002
= . =7.94+ .
I = (antilog 6.90)1 7.94 0.0006 (0.01)
I =(7.943 x 1091, =7.94 + 0.003
I = 7943000I, antilog 0.9000 = 7.943

antilog 6.9000 = 7.943 x 10°

24.15 La poblacién mundial se increment6 de 2.5 miles de millones en 1950 a 5 miles de millones en 1987. Si el creci-
miento fue exponencial, ;cuél fue la tasa de crecimiento anual?

SOLUCION
A = Age"
5.0 = 2.5¢"G7
2 = e37r
In2 =37r Ine
0.6931 = 37r(1)
0.6931 = 37r
0.01873 =r
r =0.0187
r=1.87%

24.16 En Nigeria, la tasa de deforestacion es de 5.25% anual. Si la disminucidn de los bosques en Nigeria es exponencial,
¢cuanto tiempo tendra que pasar antes de que solamente quede 25% de los bosques que actualmente existen?

SOLUCION
A=A
0.25A, = Aoefo.oszst
0.25 = e—0.0525t
In0.25 = —0.0525t Ine
In(2.5 x 1071) = —0.0525t(1)
In2.5 — In10 = —0.0525t
0.9163 — 2.3026 = —0.0525t
— 1.3863 = —0.0525t
26.405 =t
t = 26.41 afios

Problemas propuestos

24.17 Si se obtiene una ganancia de $5.13 en dos afios por concepto de intereses por un depdsito de $95, entonces ¢cual
es la tasa de interés simple anual?

24.18 Si se pide un préstamo por $500 por un periodo de un mes y se deben pagar $525 al final de éste, ¢cudl es el interés
simple anual?
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Si se invierten $4 000 en un banco que paga trimestralmente 8% de interés compuesto, ;cul serd la ganancia de
dicha inversion en un periodo de 6 afios?

Si se invierten $8 000 en una cuenta que paga mensualmente 12% de interés compuesto, ¢cual sera la ganancia de
dicha inversion en un periodo de 10 afios?

Con el objeto de atraer inversiones cuantiosas y a largo plazo, un banco paga 9.75% de interés compuesto si se
invierten al menos $30 000 por un periodo de por lo menos 5 afios. Si se invirtieran $30 000 por 5 afios en dicho
banco, ¢cudl serd la ganancia de dicha inversion al final del lapso?

¢Qué interés ganaran semestralmente $8 000 invertidos a 4 afios a 10% de interés compuesto?

¢ Qué interés ganaran trimestralmente $3 500 invertidos a 5 afios a 8% de interés compuesto continuo?

¢Qué interés ganaran $4 000 invertidos a 6 afios a 8% de interés compuesto continuo?

Encuentre la ganancia que se obtendr4 al invertir $9 000 a 2 afios a 12% de interés compuesto continuo.

Encuentre la ganancia que se obtendr4 al invertir $9 000 a 2 afios a 12% de interés compuesto continuo.

Iran sufrié de un terremoto en 1990 de una intensidad 6 veces mayor al de San Francisco en 1989, el cual registro
6.90 en la escala de Richter. ;Cudl es el valor del terremoto de Iran en la misma escala?

Encuentre el nimero de Richter de un terremoto si su intensidad es 3 160 000 veces mayor que la intensidad de
referencia.

Un terremoto en Alaska en 1964 registro un valor de 8.50 en la escala de Richter. ;Cual fue la intensidad de este
terremoto comparada con la intensidad de referencia?

Encuentre la intensidad del terremoto en San Francisco en 1906 comparada con la intensidad de referencia si éste
registro un valor de 8.25 en la escala de Richter.

Encuentre el nimero de Richter de un terremoto con una intensidad 20 000 veces mayor que la intensidad de refe-
rencia.

Encuentre el pH de cada una de las sustancias que tienen la concentracion de iones de hidrégeno que se indican.

a) cerveza: [H'] =6.31 X 10°° c) vinagre:[H'] =6.3 X 1073
b) jugo de naranja: [H*] = 1.99 X 10~* d) jugo de tomate: [H*] = 7.94 X 10°®

Encuentre la concentracién aproximada de iones de hidrégeno, [H*] de las sustancias que tienen el pH que se
indica.

a) manzanas: pH = 3.0 b) huevos: pH = 7.8

Si los jugos gastricos en su estdmago tienen una concentracion de iones de hidrégeno de 1.01 X 107 moles por
litro, ¢cudl es el pH de los jugos géastricos?

Una habitacion relativamente tranquila tiene un nivel de ruido de fondo de 32 decibeles. ;Cuantas veces la inten-
sidad de umbral del oido es mayor que la de dicha habitacién?

Si la intensidad de un argumento es de aproximadamente 3 980 000 veces la intensidad del umbral del oido, ¢cuél
es el nivel en decibeles del argumento?

La poblacion del mundo crece de manera continua. Si en 1987 la tasa de crecimiento fue de 1.63% anual y la po-
blacidn inicial de 5 mil millones de personas, ¢cual sera la poblacién mundial en el afio 2000?
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24.38 Durante la invasion de la Plaga Negra, la poblacién mundial disminuyo aproximadamente en 1 millon de personas,
de 4.7 a 3.7 millones durante un periodo de tiempo de 50 afios, de 1 350 a 1 400. Si el decremento de la poblacién
mundial fue exponencial, ;cuél fue la tasa de decremento anual?

24.39 Si la poblacion mundial crecié exponencialmente de 1.6 mil millones en 1900 a 5 mil millones en 1987, ;cual fue
la tasa de crecimiento anual de la poblacion?

24.40 Si la deforestacion de El Salvador contintia a la tasa de crecimiento actual por un periodo de 20 afios, solamente
guedara 53% de los bosques actuales. Si la deforestacion es exponencial, ;cudl es la tasa anual de deforestacion en
El Salvador?

24.41 Se ha observado que el hueso de un animal muerto contiene 40% de carbono-14 en relacién con la que contenia
cuando estaba vivo. Si el decaimiento del carbono-14 es exponencial a una tasa anual de 0.0124%, ;hace cuanto
tiempo que fallecié este animal?

24.42 Se utiliza estroncio-90 radiactivo en reactores nucleares y éste decae exponencialmente a una tasa anual de 2.48%.
¢ Cudnto estroncio-90 quedara después de 100 afios a partir de 50 gramos?

24.43 ;Cuanto tiempo llevara a 12 gramos de carbono-14 decaer a 10 gramos cuando dicho decaimiento es exponencial
a una tasa anual de 0.0124%?

24.44 ;Cuanto tiempo le tomara a 10 gramos de estroncio-90 decaer a 8 gramos si el decaimiento es exponencial con una
tasa anual de 2.48%?

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

Nota: Las tablas de los apéndices Ay B se utilizaron en el calculo de estas respuestas. Si se utiliza una calculadora, sus
respuestas podrian variar.

2417 2.7%
24.18 60%
24.19 $6 437
24.20 $26 250
2421 $48850
24.22 $3820
2423 $1701
2424 $2 464
24.25 $11410
24.26 $11440
24.27 7.68
24.28 6.50
24.29 3162000001,

24.30 177380000 1,
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24.31

24.32

24.33

24.34

24.35

24.36

24.37

24.38

24.39

24.40

2441

24.42

24.43

24.44

4.30

a) pH=4.2 b) pH=37
a) [H']=0.00101.00 X 1073
1.0

15851,

66 decibeles

6.18 miles de millones

0.48% anual

1.31% anual

3.17% al afio

7 390 afos

4.2 gramos

1 471 afios

8.998 afos
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2 5 PERMUTACIONES
Y COMBINACIONES

25.1 PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL CONTEO

Si un suceso puede tener lugar de m maneras distintas y cuando ocurre una de ellas se puede realizar otro suceso
independiente de n formas diferentes, ambos sucesos, de manera sucesiva, pueden tener lugar de mn maneras
distintas.

Por ejemplo, si existen 3 candidatos para la presidencia y 5 para la vicepresidencia, existen 3 - 5 = 15 parejas
distintas de presidente y vicepresidente.

En general, si a; puede suceder de x, maneras, a, puede suceder de x, maneras, a, puede suceder de x; maneras,
..., Y &, puede suceder de x, maneras, entonces el evento a,a,a,--- @, puede suceder en x, - X, ‘X5 --- X, formas.

EJEMPLO 25.1 Una persona tiene 3 chamarras, 10 camisas y 5 pares de pantalones. Si una combinacidon consiste de una
chamarra, una camisa y unos pantalones, ;cuantas combinaciones diferentes se puede formar dicha persona?

X1+ X, - X3 = 3-10 - 5 = 150 combinaciones

25.2 PERMUTACIONES

Una permutacién es un arreglo de todos o parte de una determinada cantidad de cosas en un orden especifico.

Por ejemplo, las permutaciones de tres literales a, b, ¢ tomadas todas al mismo tiempo son abc, acb, bca, bac,
cba, cab.

Las permutaciones de tres literales a, b, ¢ tomadas de dos en dos son: ab, ac, ba, bc, ca, cb.

Para un numero natural n, n factorial, expresado como n!, es el producto de los n primeros nlimeros naturales.
Esdecirrn!=n-(n—1)-(n—2) --- 2- 1. Asimismo,n! =n- (n — 1)!

Cero factorial se define como: 1:0! = 1.

EJEMPLO 25.2 Evalle cada factorial.

a) 7! b) 5! c) 1! dy 2! e) 4!
a) 7'=7-6-5-4-3.2.1=5040

by 5!=5.4.3.2-1=120

c) 1'=1

d 21=2-1=2

e) 41=4.3.2.1=24

288
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El simbolo P, representa el nimero de permutaciones (arreglos, orden) de n objetos tomados r a la vez.

Por ende, 4P, representa el nimero de permutaciones de 8 objetos tomados de 3 a la vez y sP- representa el
nimero de permutaciones de 5 objetos tomados 5 a la vez.

Nota: El simbolo P(n, r), que tiene el mismo significado que ,P,, se utiliza a menudo.

A. Permutaciones de n objetos diferentes tomados r a la vez se expresa como:

nPr=n(n—1)(n—2)--.(n—r+1)=(ni7!r)!
Cuando r=n, P,= P,=n(h—1)(0Nn—-2)---1=nl
EJEMPLOS 25.3
P, =5, =5-4=20P,=5-4-3=60,P,=5-4-3-2=120,,P;=5!=5-4-3-2-1=120,
w0P;=10-9-8-7-6-5-4=604800.

El nimero de formas en las que 4 personas pueden entrar en un taxi que cuenta con 6 asientoses P, =6 -5-4 -3 =
360.

B. Permutaciones con objetos similares, tomados todos a la vez.

El nimero de permutaciones P de n objetos tomados todos a la vez, de los cuales una cantidad n, son similares,
otra cantidad n, son similares, otra cantidad n, son similares, etc. es,

n!
= donde ny +ny +n3+--- =n.
nilnytng!. ..
Por ejemplo, el nimero de formas como 3 monedas de 10 centavos y 7 de 25 centavos pueden distribuirse
entre 10 nifios, cada uno recibiendo una moneda, es

1001098 _
3171 1.

C. Permutaciones circulares

El nimero de formas de ordenar n diferentes objetos alrededor de un circulo es (n — 1)!
Por lo tanto, 10 personas pueden sentarse en una mesa redonda de (10 — 1)! = 9! formas.

25.3 COMBINACIONES

Una combinacion es un agrupamiento o seleccion de todos o parte de un determinado nimero de objetos sin importar
el orden de los objetos seleccionados.

Por lo tanto, las combinaciones de las tres literales a, b, ¢ tomadas 2 a la vez son ab, ac, bc. Observe que ab y
ba son 1 combinacion, sin embargo, son 2 permutaciones de las literales a y b.

El simbolo ,C, representa el nimero de combinaciones (selecciones, grupos) de n objetos tomados r a la vez.

Por lo tanto, 4C, representa el nimero de combinaciones de 9 objetos tomados 4 a la vez.

Nota: A menudo se utiliza el simbolo C(n, r) en lugar de ,C,.

A. Combinaciones de n objetos diferentes tomados r a la vez.

C _nPr_ n! _n(n—1)(n_2)...(n_r+1)
Tl rn—r) rl
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Por ejemplo, el nimero de saludos que pueden intercambiarse entre 12 estudiantes en una fiesta si cada uno
de ellos saluda una vez a los demas, es

120 _ 120 1211
2(12—2)! 210! 1.2 '

122Gy =

La férmula siguiente es muy (til en la simplificacion de los calculos:

Esta formula indica que el nimero de combinaciones de n objetos tomados de r en r es igual al de combinaciones
de n objetos tomadosden—renn-—r.

EJEMPLOS 25.4
5 5.4 51
5C1—1—5, scz—ﬁ—lo, 505—5—1
9.8 25.24.23
9C7 = 9Cy_7 =9Cy = 12 36, 25C2 = 25C3 = 123 2300

Observe que en cada caso el numerador y el denominador tienen la misma cantidad de factores.
B. Combinaciones de objetos diferentes tomados de cualquier nimero a la vez
El nimero total C de combinaciones de n objetos distintos tomados de 1, 2, 3, .., n, viene dado por,

c=2"-1.

Por ejemplo, una persona tiene en su bolsillo una moneda de 25 centavos, una de 10, unade 5y 1 de 1
centavo. El nimero total de formas como puede sacar de su bolsillo cantidades de dinero diferentes es 24 — 1
= 15.

25.4 UTILIZACION DE LA CALCULADORA

Las calculadoras graficas y cientificas cuentan con teclas para calcular factoriales, n!, permutaciones, P, y
combinaciones, ,C,. A medida que los factoriales se hacen grandes, los resultados se despliegan mediante el uso
de notacion cientifica. Muchas calculadoras solamente cuentan con dos digitos para expresar el exponente, lo cual
limita el tamafio del factorial que puede desplegarse. Por lo tanto, 69! puede mostrarse en la pantalla mientras que
70! no se puede, ya que 70! necesita mas de dos digitos en el exponente para poderse expresar mediante notacion
cientifica. Cuando la calculadora pueda realizar una llevar a cabo una operacion, sin embargo, no puede desplegar el
resultado en la pantalla, aparecera un mensaje de error en lugar de la respuesta.

Los valores de P,y ,C, a menudo pueden calcularse aunque n! no se pueda desplegar. Lo anterior puede hacerse
debido a que el procedimiento interno no requiere que se despliegue el resultado, solamente lo utiliza.

Problemas resueltos
25.1  Evalle P, ¢Ps, Ps, 7P;.

SOLUCION

P, =20-19 = 380 Ps=7-6-5-4-3=2520
Ps=8-7-6-5-4=6720 P,=71=7-6-5-4-3-2-1=5040
25.2 Encuentrensia)7 - ,P;=6",,,Ps, b)3:,P, = ._4Ps.
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SOLUCION

a) 7n(n — 1)(n — 2) =6(n + 1)(n)(n — 1).

Puesto que n # 0, 1 se puede dividir entre n(n — 1) a fin de obtener 7(n — 2) = 6(n + 1), n = 20.
b) 3n(n —1)(n —2)(n —3)=(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)(n — 5).

Puesto que n # 1, 2, 3 se puede dividir entre (n — 1)(n — 2)(n — 3) a fin de obtener

3n=M-4)(n-5), " —12n+20=0, (n— 10)(n — 2) = 0.

Por lo tanto n = 10.

Un estudiante tiene que elegir un idioma y una asignatura entre 5 idiomas y 4 asignaturas. Encuentre el nG-
mero de formas distintas como puede hacerlo.

SOLUCION

Puede elegir un idioma de 5 maneras y, por cada una de ellas, hay 4 formas de elegir la asignatura.
Por lo tanto, puede hacerlo de 5 - 4 = 20 maneras.

¢De cuantas formas se pueden repartir dos premios entre 10 personas sabiendo que ambos premios, a) no se
pueden conceder a una misma persona, b) se pueden conceder a la misma persona?
SOLUCION

a) El primer premio se puede repartir de 10 formas diferentes y, una vez concedido, el segundo se puede repartir
de 9 formas, ya que ambos no se pueden conceder a la misma persona.
Por lo tanto, se puede hacer de 10 - 9 = 90 formas distintas.
b) El primer premio se puede repartir de 10 formas diferentes y el segundo de otras 10, ya que ambos se pueden
conceder a la misma persona.
Por lo tanto, se puede hacer de 10 - 10 = 100 formas distintas.

¢De cuantas maneras se pueden introducir 5 cartas en 3 buzones?

SOLUCION

Cada una de las 5 cartas se puede introducir en cualquiera de los tres buzones.
En consecuencia, se pueden introducir de 3-3 - 3 3.3 = 3° = 243 maneras.

Hay 4 candidatos para presidente de un club, 6 para vicepresidente y 2 para secretario. ¢De cuantas maneras
se pueden ocupar estos tres puestos?

SOLUCION

Un presidente se puede elegir de 4, un vicepresidente de 6 y un secretario de 2 formas distintas. De aqui que se
podran ocupar de 4 - 6 - 2 = 48 formas distintas.

¢De cuéntas maneras distintas se pueden ordenar 5 personas en una fila?

SOLUCION

La primera persona puede ocupar uno de los 5 puestos y, una vez que se ha situado en uno de ellos, la segunda pue-
de ocupar uno de los 4 restantes, etc. Por lo tanto, se podran colocar de 5 -4 - 3 -2 - 1 = 120 maneras distintas.

Otro método: NUmero de formas = nimero de permutaciones de 5 personas
=4P;=5'=5—-4 -3 -2 —1=120 maneras.
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¢De cuantas maneras se pueden colocar 7 libros sobre una estanteria?

SOLUCION

Numero de formas = ndmero de permutaciones de 7 libros
=P, =7'=7-6-5-4-3.2-1=5040 maneras.

Encuentre el nimero de formas como se pueden colocar en fila 4 cuadros de una coleccion que se compone
de 12 pinturas.

SOLUCION

El primer lugar lo puede ocupar uno cualquiera de los 12 cuadros, el segundo uno cualquiera de los 11, el tercero
uno cualquiera de los 10 y el cuarto uno cualquiera de los 9 restantes.
Por lo tanto, el nimero de formas es 12 -11 - 10 - 9 = 11 880.
Otro método: Numero de formas = ndmero de variaciones de 12 elementos tomados de 4 en 4
=,P,=12.11-10-9 = 11 880.

¢De cuantas maneras se pueden colocar en una fila 5 hombres y 4 mujeres de forma que éstas ocupen los
lugares pares?

SOLUCION

Los hombres se pueden situar de ;Ps maneras y las mujeres de ,P,. Cada una de las colocaciones de los hombres
se puede asociar con una de las mujeres.
De aqui que se podréa efectuar de = P - ,P, = 5! 41 = 120 - 24 = 2 880 maneras.

¢De cuantas maneras se pueden colocar 7 cuadros diferentes en una fila sabiendo que uno de ellos debe de
estar a) en el centro, b) en uno de los extremos?

SOLUCION

a) Como el cuadro en cuestién debe situarse en el centro, solo quedan 6 cuadros para colocarlos en la fila. Por lo
tanto, se puede hacer de = ;P; = 6! = 720 maneras.

b) Una vez colocado el cuadro en uno de los extremos, los otros 6 pueden disponer de 4P maneras.
De aqui que se puede hacer de = 2 - ;P, = 1 440 maneras.

¢De cuantas maneras se pueden colocar 9 libros diferentes sobre una estanteria de forma que, a) 3 de ellos
estén siempre juntos, b) 3 de ellos no estén nunca juntos?

SOLUCION

a) Los 3 libros en cuestion se pueden colocar, entre ellos, de ,P, formas. Como estos libros han de estar siempre
juntos, se pueden considerar como uno solo. Asi pues, es como si tuviéramos 7 libros, el anterior mas los 6
restantes, y éstos se pueden colocar de ;P formas.

Por lo tanto, se puede hacer de = ,P; - ,P;, = 317! = 6 - 5040 = 30 240 formas.

b) El nimero de maneras como se pueden colocar 9 libros de modo que 3 de ellos sin restricciones = 9! =
362 880 formas.

El nimero de formas como se pueden colocar 9 libros de modo que 3 libros especificos estén juntos (a
partir del inciso a anterior) = 3!7! = 30 240 formas.

De aqui que el nimero de formas en las que se pueden colocar 9 libros en una estanteria de modo que 3
libros especificos nunca estén juntos es = 362 880 — 30 240 = 332 640 formas.

¢De cuéntas maneras se pueden disponer en una fila n mujeres con la condicion de que 2 de ellas en particular
no ocupen posiciones contiguas?

SOLUCION

Sin restriccion alguna, el nimero de maneras como se pueden colocar n mujeres en una fila es ,P,. Si 2 de las n
mujeres deben ocupar siempre posiciones contiguas, el nimero de formas serd = 2!(,_,P,_,).
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De aqui que, el namero de maneras como se pueden colocar n mujeres en la fila, con la condicion de que
2 de ellas en particular no estén juntases = P, — 2(,_Pp-) =n!' = 2(n — D! =n(n — 1) = 2(n — 1)! =
n—=2)-(n—1)!

Sobre una estanteria se tienen que colocar 6 libros distintos de biologia, 5 de quimica y 2 de fisica, de forma
que los de cada materia estén juntos. Encuentre el nimero de formas diferentes en las que esto se puede
hacer.

SOLUCION

Los libros de biologia se pueden disponer entre si de 6! maneras, los de quimica de 5!, los de fisica de 21 y los de
tres grupos de 3! maneras.
Por lo tanto, el nimero de arreglos es = 6!5!213! = 1 036 800.

Determine el nimero de palabras diferentes de 5 letras que se pueden formar con las letras de la palabra chro-
mate a) si cada letra no se emplea mas de una vez, b) si cada letra se puede repetir. (Estas palabras necesitan
tener significado).

SOLUCION

a) Numero de palabras = variaciones de 8 letras tomadas de 5 en 5
=gP;=8-7-6-5-4=6720 palabras.
b) Nulmero de palabras =8 -8 -8 -8 -8 = 85 = 32 768 palabras.

Encuentre los nimeros que se pueden formar con 4 de los 5 digitos 1, 2, 3, 4, 5 a) si estos no se pueden repetir
en cada numero, b) si pueden repetirse. Si los digitos no pueden repetirse, ¢qué cantidad de nimeros de 4
digitos c) comienzan con 2, d) terminan en 25?

SOLUCION

a) Numeros formados = ;P, =5 -4 -3 -2 = 120 nimeros.
b) Numeros formados =5 -5 -5 -5 = 5* = 625 nliimeros.
¢) Como la primera cifra de cada nimero es una en especifico, quedan 4 digitos para colocar en 3 lugares.
NUmeros formados: = ,P; = 4 - 3 - 2 = 24 ndmeros.
d) Como las dos Ultimas cifras de cada nimero son dos en especifico, quedan 3 digitos para colocar en dos luga-
res.
Numeros formados = ;P, = 3 - 2 = 6 nimeros.

Encuentre cuantos nimeros de 4 cifras se pueden formar con los 10 digitos, 0, 1, 2, 3, ... 9, a) si cada uno
solo se emplea una vez en cada nimero. b) ¢ Cuantos de esos nimeros son impares?

SOLUCION

a) La primera cifra puede ser ocupada por uno cualquiera de los 10 digitos, excepto el o, es decir, por uno cual-
quiera de 9 digitos. Los 9 digitos restantes, se pueden colocar en los otros 3 lugares de 4P, maneras.
NUmeros formados = 9 - P, = 9(9 - 8 - 7) = 4 536 nimeros.

b) La dltima cifra puede ser ocupada por uno cualquiera de los 5 digitos impares, 1, 3, 5, 7, 9. La primera cifra
puede ser uno cualquiera de los 8 digitos, es decir, los 4 digitos impares restantes y los digitos pares 2, 4, 6, 8.
Los 8 digitos restantes se pueden colocar en las 2 posiciones centrales de ;P, maneras.

Numeros formados =5-8 - ;P,=5-8-8 - 7 = 2 240 nimeros impares.

a) Encuentre los nimeros de 5 cifras que se pueden formar con los 10 digitos, 0, 1, 2, 3, ..., 9, pudiendo éstos
repetirse. ¢Cuantos de estos nimeros b) empiezan en 40, c¢) son pares, d) son divisibles entre 5?
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SOLUCION

a) La primera cifra puede ser uno cualquiera de 9 digitos (todos, excepto 0). Cada una de las otras cifras puede
ser uno cualquiera de los 10 digitos.
Numeros formados = 9 - 10 - 10 - 10 - 10 = 9 - 10* = 90 000 n(imeros.
b) Las dos primeras cifras estan formadas por el nimero 40. Las otras tres pueden ser cualquiera de los 10 digi-
tos.
Nameros formados = 1 - 10 - 10 - 10 = 10° = 1 000 niimeros.
c) La primera cifra puede ser uno cualquiera de 9 digitos y la Gltima uno de los 5 nimeros (0, 2, 4, 6, 8). Cada
una de las otras tres cifras puede ser cualquiera de los 10 digitos.
NUmeros pares = 9 - 10 - 10 - 10 - 5 = 45 000 ndmeros.
d) La primera cifra puede ser uno cualquiera de 9 digitos, y la Gltima pueden ser 2 nimeros (0, 5) y las otras 3
cifras uno cualquiera de los 10 digitos.
Numeros divisibles entre 5 =9 - 10 - 10 - 10 - 2 = 18 000 numeros.

Cuantos nimeros comprendidos entre 3 000 y 5 000 se pueden formar con los 7 digitos, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, si
cada uno no se puede repetir en cada nimero?

SOLUCION

Como los nimeros estan comprendidos entre 3 000 y 5 000 éstos constardn de 4 cifras. La primera puede ser el 3
o0 el 4. Los seis digitos restantes se pueden colocar en los otros tres lugares de ;P, maneras.
Nuameros formados: = 2 - ;P; = 2(6 - 5 - 4) = 240 nUmeros.

Entre 11 novelas y 3 diccionarios se seleccionan 4 novelas y 1 diccionario y se colocan en una estanteria de
forma que el diccionario esté en medio. Encuentre el nimero de formas como esto se puede llevar a cabo.

SOLUCION

Las posibilidades de seleccionar un diccionario son 3 y el nimero de variaciones de 11 novelas tomadas de 4 en
4es P,
Por lo tanto, se puede hacerde = 3 - ,P, =3(11- 10 -9 - 8) = 23 760.

25.21 ;Cuantas sefiales se pueden hacer con 5 banderolas diferentes sacando un nimero cualquiera de ellas a la

25.22

25.23

vez?

SOLUCION

Las sefiales se pueden hacer sacando las banderolas 1, 2, 3, 4 y 5 al mismo tiempo. Luego, el nimero total de
sefiales es,

sP; + 5P, + 5P3 + 5P, + sPs =5 + 20 + 60 + 120 + 120 = 325 sefiales.

Calcule la suma de los nimeros de 4 cifras que se pueden formar con los cuatro digitos 2, 5, 3 y 8, sabiendo
que cada digito no puede figurar més de una vez en cada nimero.

SOLUCION

Los nimeros que se pueden formar son ,P, =41 =4 -3 -2 -1 = 24,
La suma de los digitos = 2 + 5 + 3 + 8 = 18 y cada uno de ellos estara 24/4 = 6 veces ocupando el lugar de
las unidades, decenas, centenas y millares. En consecuencia, la suma de los nimeros formados es,

1(6 - 18) + 10(6 - 18) + 100(6 - 18) + 1 000(6 - 18) = 119 988.

a) Encuentre el nimero de palabras que se pueden formar con las letras de la palabra cooperator tomadas a
la vez. ;Cuantas de estas palabras, b) tienen juntas las tres “0”, ¢) comienzan por las dos “r”?
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SOLUCION
a) La palabra cooperator consta de 10 letras: 3 “0”, 2 “r” y 5 letras diferentes.

10! 10-9-8-7-6-5-4.3-2-1

Numero de palabras =

b) Considere las 3 “0” como una sola letra. Por lo tanto, se tendran 8 letras de las cuales dos son “r”.

1
NUmero de palabras = % = 20160.

¢) El nimero de palabras que se pueden formar con las 8 letras restantes, de las cuales hay tres “0”, es = 81=3!
=6720.

Se dispone de 3 ejemplares de 4 libros diferentes. ¢ De cuantas maneras se pueden colocar en una estante-
ria?
SOLUCION

Hay 3 - 4 = 12 libros, de los cuales cada uno esta repetido 3 veces.

) (3-4 121
Ndmero de formas = ETRIRTEN = W = 369 600.

a) ¢De cuantas maneras se pueden sentar 5 personas alrededor de una mesa redonda?

b) ¢De cuantas maneras se pueden sentar 8 personas alrededor de una mesa redonda de forma que dos de
ellas estén siempre juntas?

SOLUCION

a) Supdngase que una de ellas se sienta en un lugar cualquiera. Las 4 personas restantes se pueden sentar de 4!
Formas. Por lo tanto, hay 4! = 24 maneras de disponer a 5 personas alrededor de una mesa circular.

b) Considérese a las dos personas en particular como una sola. Como hay 2! maneras de disponer a 2 personas
entre si y 6! formas de colocar a 7 personas alrededor de una mesa circular, el nimero pedido serad = 216! =
2 - 720 = 1 440 formas.

¢ De cuantas maneras se pueden colocar 4 hombres y 4 mujeres alrededor de una mesa redonda de manera que
cada mujer esté entre dos hombres?

SOLUCION

Se supone, en primer lugar, que se sientan los hombres. Estos se pueden colocar de 3! maneras distintas y las mu-
jeres de 4! formas.
Por lo tanto, el nUmero solicitado es = 314! = 144,

¢Cuantas pulseras se pueden hacer ensartando en un hilo 9 cuentas de colores diferentes?

SOLUCION

El nimero de formas como se pueden disponer las cuentas en la pulsera es igual a 8!; sin embargo, la mitad se
deduce de la otra mitad girando la pulsera.
Por lo tanto, se pueden formar 3 (8!) = 20 160 pulseras diferentes.

En cada caso, encontrar el valor de n: a) ,C,_, = 10, b) ,C;s = ,Cy;, ¢) ,P, = 30 - ,C..

SOLUCION

a) nCho2=0Cp=—pFp—=—7—=10, n>—n-20=0, n=>5
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b) Cr = Crn Cis = oCron, 15=n - 11, n=26

¢) 30-.Cs —30(”P5> _30nPs (0 =4)
Cs =30(Fs) =30 nPs (1 —4)

51 51
_30-4Ps-(n—4) _30(n—4) _
Por lo tanto nPs = — 1= —50 n=8.
25.29 Dado que ,P, = 3024y ,C, = 126, encuentre r.
SOLUCION
P, 3024
=l ="r_ = =
nPr = r!(,C), r! ¢~ 12 24, r=4

25.30 ¢Cuantos grupos de 4 alumnos se pueden formar con 17 alumnos aventajados para representar a un colegio
en un concurso de preguntas de matematicas?

SOLUCION

Numero de formas = nlmero de combinaciones de 17 alumnos tomados de 4 en 4.

17-16-15-14

1.2.3.4 2 380 grupos de 4 alumnos.

=17C4 =

25.31 ¢De cuantas maneras se pueden elegir 5 idiomas entre 8?

SOLUCION

Numero de formas = nimero de combinaciones de 8 idiomas tomados de 5 en 5

8-7-6

1.2.3 = 56 formas.

=gCs =3C3 =

25.32 ¢De cuéntas formas se pueden repartir 12 libros entre dos personas, A 'y B, de manera que a uno le toquen 9
y al otro 3?

SOLUCION
En cada una de las divisiones de los 12 libros de 9 y 3, A recibe 9y B recibe 3, o bien A recibe 3y B recibe 9.

12-11-10

123 ) = 440 formas.

Por lo tanto, el nimero de formases =2 -1,Cg =2 - 1,C3 = 2(

25.33 Determine el nimero de triangulos diferentes que se pueden formar uniendo los seis vértices de un hexa-
gono.

NUmero de triangulos = ndmero de combinaciones de 6 puntos tomados de 3 en 3.

654
1.2-3

=4C3 = = 20 triangulos.

25.34 ;Cuantos angulos menores de 180° forman 12 semirrectas que se cortan en un punto sabiendo que ninguna
de ellas puede estar en prolongacién de cualquiera de las otras?
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SOLUCION

Numero de dngulos = nimero de combinaciones de 12 elementos tomados de 2 en 2.

12.11 ,
=10Co = E R 66 angulos.

¢Cuantas diagonales tiene un octdgono?

SOLUCION
. . N 8.7
Numero de rectas = ndmero de combinaciones de 8 puntos tomados de 2 en 2 = gC, = — = 28.

Como 8 de estas 28 rectas son los lados del octagono, el nimero de diagonales = 20.

297

¢Cuantos paralelogramos se pueden formar al cortar un sistema de 7 rectas paralelas por otro sistema de 4

rectas paralelas?

SOLUCION

Cada una de las combinaciones de 4 rectas tomadas de 2 en 2 forman un paralelogramo al cortar a cada una de las

combinaciones de 7 rectas tomadas de 2 en 2.
NUmero de paralelogramos = ,C, - ,C, = 6 - 21 = 126 paralelogramos.

En un plano estan situados 10 puntos de forma que 4 de ellos estn sobre una recta y entre los restantes no

hay tres en prolongacion. Encuentre el nimero de rectas que se pueden formar uniendo los 10 puntos.

SOLUCION
. . . 10-9
Numero de rectas suponiendo que de los 10 puntos no hay tres colineales = 1,C, = —— = 45,
. . 4.3
Numero de rectas formadas por 4 puntos de los que no hay 3 colineales = ,C, = — = 6.
Desde los 4 puntos son colineales, forman una linea entre 6 lineas.
NUmero requerido de lineas = 45 — 6 + 1 = 40 lineas.
¢De cuantas maneras se pueden elegir 3 mujeres de entre un grupo de 15?
a) unade ellas debe figurar en cada grupo seleccionado.
b) dos de ellas no deben figurar en cada grupo seleccionado.
c) uno de ellos debe, y otros 2 no deben, figurar en cada grupo.
SOLUCION
a) Puesto que uno debe figurar siempre, se tendra que elegir 2 de entre 14.
, 14 .13
El nimero de formas en que se puede hacer es = 1,C, = 5 = 91 formas.

b) Puesto que hay 2 que no deben figurar, se tendra que elegir 3 de entre 13.

, 13-12-11
El nimero de formas es = 13C3 = —ar = 286 formas.

, 12.11
¢) Numero de formas = 15_;_,C3_; = 1,C, = —— = 66 formas.

Un equipo cientifico consta de 25 miembros, de los cuales 4 son doctores. Encuentre el nimero de grupos de

3 miembros que se pueden formar, de manera que en cada grupo haya por lo menos un doctor.
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SOLUCION

NUmero total de grupos de 3 que se pueden formar con 25 miembros 25 = ,.C,.
NUmero de grupos de 3 que se pueden formar de manera que no figure en ellos un doctor = ,;_,C; = ,,C,.
Por lo tanto, el nimero de grupos de 3 miembros que se pueden formar de manera que en ellos exista por lo
menos un doctor

25.24.23 21-20-19
313

25C3 —21C3 = =970 grupos.

¢ Cuéntos grupos de 7 miembros se pueden formar con 6 quimicos y 5 bidlogos de manera que en cada uno
se encuentren 4 quimicos?

SOLUCION

Cada grupo de 4 quimicos de los 6 se puede asociar con cada uno de 3 bidlogos de los 5.
Por lo tanto, el nimero de grupos es = (C, - sC; = (C, - :C, = 15 - 10 = 150

¢ Cuéntas palabras de 5 letras se pueden formar con 8 consonantes y 4 vocales, de manera que cada una conste
de 3 consonantes diferentes y 2 vocales distintas?

SOLUCION

Las 3 consonantes distintas se pueden elegir de ;C,; maneras, las 2 vocales de ,C, formas y las 5 letras distintas (3
consonantes y 2 vocales) se pueden disponer entre ellas de ;P; = 5! formas.
Por lo tanto, el nimero de palabras es = ,C, - ,C, - 5! = 56 - 6 - 120 = 40 320.

¢Cuantas palabras de 4 letras se pueden formar con 7 mayusculas, 3 vocales y 5 consonantes, de manera que
cada una empiece por una mayuscula y tenga al menos una vocal, siendo todas las letras de cada palabra
diferentes?

SOLUCION

La primera letra, o letra mayuscula, se puede elegir de 7 formas.
Las letras restantes pueden ser:

a) 1vocaly 2 consonantes, que se pueden tomar de ,C, - ;C, maneras.
b) 2 vocalesy 1 consonante, que se pueden tomar de ;C, - sC, maneras.
c) 3vocales, que se pueden tomar de ,C, = 1 forma.

Cada una de las 3 letras de estos grupos se pueden disponer entre si de ;P = 3! maneras.

Por lo tanto, el nimero de palabras = 7 - 3!(;C, - sC, + ;C, - ;C; + 1)
=7-6(3-10+ 3-5+ 1) = 1932 palabras.

Un nifio A tiene 3 mapas y otro B tiene 9. ¢ De cudntas maneras se los pueden intercambiar si cada uno tiene
siempre el nimero inicial de cromos?

SOLUCION

A puede cambiar 1 mapa con B de ,C, - ,C, = 3 - 9 = 27 maneras.

A puede cambiar 2 mapas con B de ,C, - ,C, = 3 - 36 = 108 maneras.
A puede cambiar 3 mapas con B de ,C; - ,C; = 1 - 84 = 84 maneras.
NUmero total = 27 + 108 + 84 = 219 maneras.

Otro método: Considere que A y B juntan sus mapas. El problema se reduce a encontrar de cuantas maneras A
puede elegir 3 mapas, de entre los 12, excluyendo sus tres mapas originales.

_12.11-10

Este nimero viene dado por, 1,C3 — 1 = 123 1 = 219 maneras.
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a) ¢De cuadntas maneras se pueden repartir 12 libros entre 3 alumnos de forma que cada uno reciba 4 li-
bros?
b) ¢De cuantas maneras se pueden dividir 12 libros en 3 grupos de 4 libros cada uno?

SOLUCION

a) El primer alumno puede elegir 4 libros, de entre los 12, de ,,C, maneras.
El segundo puede elegir 4 libros, de entre los 8 restantes, de ;C, maneras.
El tercer alumno puede elegir 4 libros de entre los 4 restantes, de 1 forma.

NUmero pedido = ;,C, - ;C, - 1 =495 - 70 - 1 = 34 650 maneras.
b) Los 3 grupos se pueden distribuir entre los alumnos de 3! = 6 maneras.

Por lo tanto, el nimero pedido = 34 650/3! = 5 775 grupos.

Se dispone de 4 aparatos eléctricos. ¢ De cuantas maneras se puede escoger uno 0 mas de dichos articulos?

SOLUCION

Cada aparato se puede considerar de dos formas, que se seleccione o que no se seleccione. Ahora bien, cada una
de estas dos formas se puede asociar con las dos correspondientes a cada uno de los otros articulos; por lo tanto,
el nimero de formas relativo a los 4 articuloses = 2 - 2 - 2 - 2 = 24. Pero en 2* esta incluido el caso en que no se
elija ninguno de los objetos.

En consecuencia, el nimero pedido es = 2* — 1 = 15 — 1 = 15 maneras.

Otro método: Los objetos que se pueden elegir son uno, dos, etc. Luego, el nimero pedido es = ,C, + ,C, +
.C;+,C,=4+6+ 4+ 1= 15maneras.

¢ Cuéntas sumas de dinero distintas se pueden sacar de una caja que contiene cinco billetes de 1, 2, 5, 10, 20
y 50 doélares?

SOLUCION

NUmero de sumas = 26— 1 = 63.

¢De cuéntas maneras se pueden elegir dos o mas corbatas de entre una coleccion de 8?

SOLUCION

Una o mas corbatas se pueden elegir de (28 — 1) formas. Pero como hay que elegir dos o mas, el nimero pedido es
=25_1-8=1247.
Otro método: 2, 3, 4, 5, 6, 7 u 8 corbatas se pueden seleccionar de

8C2+8C3+8C4+8C5+8C6+8C7+8C8:8C2+8C3+8C4+8C3+8C2+8C1+1
=28+ 56+ 70 + 56 + 28 + 8 + 1 = 247 formas.

Se dispone de telas de 5 tonos diferentes de color verde, 4 tonos diferentes de color azul y 3 tonos diferentes
de color rojo. Encuentre el nimero de selecciones de tonos que se pueden efectuar con la condicion de tomar
siempre un tono verde y un tono azul.

SOLUCION

Los tonos verdes se pueden elegir de (2° — 1) formas, los azules de (2* — 1) formas y los rojos de 2° formas.

Nuamero de selecciones = (2° — 1)(2* — 1)(2%) = 31 - 15 - 8 = 3 720 selecciones.

www. FreelLibros.com



300

25.49
25.50
25.51
25.52

25.53

25.54

25.55

25.56

25.57

25.58
25.59

25.60

25.61

25.62

25.63
25.64

25.65
25.66

25.67

25.68

25.69

25.70

CAPITULO 25 PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

Problemas propuestos

Evalle: (4Ps, ;P4 5Ps, 1,Ps.
Encuentre nsia) 10 - P, = ,,1P4, 0) 3+ 500aPs = 2 11 4P0
¢De cuantas maneras se pueden sentar seis personas en un banco?

Encuentre el nimero de sefiales distintas que se pueden hacer con cuatro banderas de colores diferentes desplegan-
do dos banderas una encima de la otra.

Encuentre el nimero de sefiales distintas que se pueden realizar con seis banderas de colores diferentes desplegan-
do tres banderas una encima de la otra.

¢De cuantas maneras se puede elegir un presidente, un secretario y un tesorero en un club formado por 12 miem-
bros?

¢De cuantas maneras se pueden colocar 2 libros distintos encuadernados en rojo, 3 distintos en verde y 4 distintos
en azul sobre una estanteria de manera que todos los libros de un mismo color estén juntos?

En una pared esta clavadas cuatro perchas. ¢De cuantas maneras diferentes se pueden colgar de ellas 3 chaquetas,
una en cada percha?

Calcule cuéntos nimeros de dos cifras distintas se pueden formar con los digitos 0, 3, 5, 7 sin que se repita cual-
quiera de los nameros.

Calcule cuantos nimeros pares de dos cifras distintas se pueden formar con los digitos 3, 4, 5, 6, 8.

Calcule cuantos nimeros de tres cifras distintas se pueden formar con los dos digitos 1, 2, 3, 4, 5 sin que se repita
alguno de los digitos.

Calcule cuéntos numeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 1, 2, ..., 9 si que se repita alguno de los
digitos.

Calcule cuantos nimeros de tres cifras, iguales o distintas, se pueden formar con los digitos 3, 4, 5, 6, 7 si se per-
mite que éstos se repitan.

Calcule cuantos nimeros impares de tres cifras, dos iguales y otra distinta, se pueden formar con los digitos a) 1,
2,3,4,b)1,2,4,6,8.

Calcule cuantos nimeros pares diferentes de cuatro cifras se pueden formar con los digitos 3, 5, 6, 7, 9.

Calcule cuantos numeros diferentes de 5 cifras se pueden formar con los digitos 2, 3, 5, 7, 9, sin que algun digito
se repita.

Calcule cuantos nimeros enteros comprendidos entre 100 y 1 000 tienen todas sus cifras distintas.

Calcule cuantos nimeros enteros mayores de 300 y menores de 1 000, con todas sus cifras distintas, se pueden
formar con los digitos 1, 2, 3, 4, 5.

Calcule cuantos nimeros comprendidos entre 100 y 1 000, con todas sus cifras distintas, se pueden formar con los
digitos 0, 1, 2, 3, 4.

Calcule cuantos nimeros de cuatro cifras mayores que 2 000 se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, 4 de manera
que las cifras, a) no se puedan repetir, b) se puedan repetir.

¢Cuantas palabras se pueden formar con las letras de logarithm de manera que empiecen con una vocal y terminen
con una consonante? (Las palabras no necesitan tener significado).

En cierto sistema telefonico se utilizan cuatro letras diferentes P, R, S, T y los cuatro digitos 3, 5, 7, 8 para designar
a los abonados. Encuentre el maximo de “nimeros telefonicos” de que puede constar dicho sistema, sabiendo que
cada uno esta formado por una letra seguida de un nimero de cuatro cifras distintas.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 301
¢De cuantas maneras se pueden colocar en una fila 3 nifias y 3 nifios de manera que no haya ni dos nifias ni dos
nifios ocupando lugares contiguos?
¢Cuéntos caracteres telegraficos se pueden formar con 3 puntos y 2 rayas en cada uno de ellos?
¢Cuéntas jugadas distintas se pueden presentar al lanzar tres dados?
¢Cuantas palabras de tres letras distintas se pueden formar con las letras del alfabeto griego?

¢Cuantas sefiales se pueden realizar con 8 banderas de las cuales 2 son rojas, 3 blancas y 3 azules, sabiendo que se
izan de una vez en un asta vertical?

¢De cuantas maneras se pueden sentar 4 hombres y 4 mujeres alrededor de una mesa redonda de madera para que
no haya dos hombres juntos?

¢De cuéntas maneras distintas se pueden disponer los factores del producto a a?b*c®?

¢De cuantas maneras se pueden repartir 9 premios diferentes entre 2 estudiantes de manera que uno reciba 3 y el
otro 6?

¢Cudntas estaciones de radio se pueden denominar con 3 letras diferentes del alfabeto? ¢ Cuéntas se pueden deno-
minar con 4 letras diferentes del alfabeto ocupando la W en el primer lugar?

En cada caso encontrarn: a) 4 - .C, = ,,,Cs, b) ...C, = 45, ¢) ,C;, = .Cs.

Si5: Py =24. C, encuentren.

Evalle a) ,C,, b) sCs, ¢) ,C,, d) ,Cs, €) 7Cs, ) sC7, 9) sCs, h) 100Cas-

¢Cuantas rectas determinan a) 6 puntos, b) n puntos, sabiendo que no hay tres colineales?
¢Cudntas cuerdas determinan siete puntos de una circunferencia?

Un alumno tiene que escoger 5 preguntas de entre 9. ;De cuantas maneras puede hacerlo?

¢Cudntas sumas diferentes de dinero se pueden formar tomando dos monedas de entre las siguientes: un centavo,
5 centavos, 10 centavos, 25 centavos y 50 centavos de dolar?

¢Cuéntas sumas diferentes de dinero se pueden formar con las monedas del problema 25.86?

En un torneo de beisbol intervienen 6 equipos. Encuentre el nimero de partidos que se han de jugar sabiendo que
cada equipo tiene que enfrentarse con los demas, a) dos veces, b) tres veces.

¢Cuantos grupos diferentes de dos hombres y una mujer se pueden formar con a) 7 hombres y 4 mujeres, b) 5
hombres y 3 mujeres?

¢De cuantas maneras se pueden elegir 5 colores de entre 8 diferentes, 3 de los cuales son el rojo, el azul y el verde,
sabiendo que:

a) el azuly el verde se elijan siempre,
b) no se elija el rojo,
c) elrojoy el azul se elijan siempre y no se elija el verde?

¢Cudntos grupos de investigacion de 6 miembros se pueden formar con 5 fisicos, 4 quimicos y 3 matematicos, de
manera que en cada grupo haya 3 fisicos, 2 quimicos y 1 matematico?

Con los datos del problema 25.91, encuentre el nimero de grupos de 6 miembros que se pueden elegir de forma
que,

a) 2 miembros sean matematicos,
b) por lo menos 3 miembros sean fisicos.

¢Cudntas palabras de 2 vocales y 3 consonantes se pueden formar con las letras de a) stenographic, b) facetious?
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25.94

25.95

25.96

25.97

25.98

25.99

CAPITULO 25 PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

¢De cuantas maneras se puede colorear un cuadro con 7 colores diferentes?
¢ Cuantos grupos se pueden formar con 8 mujeres sabiendo que en cada uno de ellos debe haber por lo menos 3?

Una caja contiene 7 tarjetas rojas, 6 blancas y 4 azules. ¢ De cuantas maneras se pueden elegir tres tarjetas de forma
gue a) todas sean rojas, b) ninguna sea roja?

¢Cuantos equipos de 9 jugadores cada uno pueden elegirse de 13 candidatos si A, B, C y D son los Unicos candida-
tos para ocupar dos posiciones y no pueden ocupar otra posicion?

¢Cuantos grupos de 3 demdcratas y 2 republicanos se pueden formar con 8 republicanos y 10 demdcratas?

En una reunion, después de que cada uno de los asistentes saludé una sola vez a cada uno de los restantes, se rea-
lizaron 45 salutaciones. Encuentre el nimero de personas que asistieron a la reunion.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

25.49

25.50

2551

25.52

25.53

25.54

25.55

25.56

25.57

25.58

25.59

25.60

25.61

25.62

25.63

25.64

25.65

25.66

3360, 840, 120, 12 25.67 48 25.84 21
a)4,b)6 25.68 a) 18, b) 192 25.85 126
720 25.69 90720 25.86 10
12 2570 1024 25.87 31
120 571 7 25.88 a) 30, b) 45

25.89 a) 84, b) 30
1320 25.72 10 ) 84.b)

25.90 a) 20, b) 21, ¢) 10
1728 2573 216

2591 180
24 25.74 12,144

25.92 a) 378, b) 462
9 25.75 560

25.93 a) 40 320, b) 4 800
12 25.76 144

25.94 127
60 25.77 6930 o595 219
504

25.78 168 2596 a) 35, b) 120
125 25.79 15 600; 13 800 25.97 216
a)12,b) 12 25.80 a)2,7,b)8,c)20 25.98 3360
24 2581 8 25.99 10
120 25.82 a)1,b)10,c)21,d) 21,
e) 7, ) 8, g) 56, h) 4 950
648
n(n — 1)

- 2583 a)15,b) =
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TEOREMA DEL BINOMIO
DE NEWTON

26.1 NOTACION COMBINATORIA

El nimero de combinaciones de n objetos seleccionados de r en r, ,C,, puede expresarse en la forma,

(7)

la cual se llama notacién combinatoria.

donde ny rsonenterosy r < n.

EJEMPLOS 26.1 Evalle cada expresion:

2 (3) 0 () 9 ) 9 ()

N T T 7654 _
%) (3)‘(7-3)!3!‘?3!_ w21 T®
8y _ 8 8 87
b) (7>_(8—7)!7!_ﬁ_1-17!_8
g (9)-. & _e 1 1,
9) (9-9w 09 0 1
5\ _ 5 5 1 _1_
9 (o)_(5—0)!0!_@_0!_1_1

26.2 EXPANSION DE (a + X)"

Si n es un entero positivo, se puede expandir (a + x)" como se muestra a continuacién:

@+x" =a" +na"Ix + n(nzT 1) a2 + n(n — 13)'(n —-2) a"3y3
nn—1)M—=2)---(n—r+2) 4
+ 1) a X

4+ X"

A esta ecuacion se le conoce como el teorema del binomio de Newton o formula binomial.
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304 CAPITULO 26 TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON

Existen otras formas del teorema del binomio de Newton y algunas de ellas utilizan combinaciones para expresar
los coeficientes. La relacién entre los coeficientes y las combinaciones se muestran a continuacion;

5.4 5.4.3.2.1 5! 51 <5)

20 3.2.1.20 3@ G2 \2

n(n—l)(n—2)_n(n—l)(n—2)~~2~1: n! :<n)

3! B (n — 3)13! (n—3)B! \3
Por lo tanto,
n! n!
n_ 4N n—1 n—-2,,2
@+x)"=a +ma x+ma NG R
n!
+ an7r+1 r-1 n
TR
n _ an n n-1 n n-2,2 n n—-r+l,r—1 n
y @+x)"=a"+ 1 amx + 9 a x4+ — a X754+ X

El término r del desarrollo de (a + x)" es

-V =2) (=1 +2) oy s
(r—1) X

términor =
El término r de la formula del desarrollo de (a + x)" puede expresarse en términos de combinaciones.

=DM -2)- M =T+2) oy,

términor =

(r=2n!
_nn-1(—-2)---(n—r+2)(n—r+1)- 1 on-reigr
n—r+n-r)---2-1(r—1)!
I
término r = - anrtiyx-t

(n—[r—1pir —1)!

L n _ _
término r = (r 1>a“ riyr-1

Problemas resueltos

26.1 Evalle cada una de las expresiones siguientes:

2 () 0 () () o ()

SOLUCION
10 100 10! 10.9.8!
- VS
3 < 2 > (10 2)'2' Tgl 821
101 I
__lor _100_10-9.8'_ .
(10 8)'8' 281 218l
12! 2o
~({@2—10y10! 2.10!  2.1.10!
( R

170) 170 170! 1 1

170 (170 — 170)!170! To1700 o 1
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Desarrolle mediante la formula del binomio

26.2 (a+x)° =a®+3a% +%ax2+i§éx3 =a’ + 3a’x + 3ax® +x°

263 (a+x)*=a*+4a + 432 1 3:2-1 4 3t 4 aadx + 62D + 4aC +x
1.2 2.3.4
5.4.
a?x* +x° = a° + 5a*x + 10a%x?
1-2.
+10a%x® + 5ax* + x°

5.4 3.2
(@+x)° =a’+5a'x + —ax o

Observe que en el desarrollo de (a + x)™

1. El exponente de a + el exponente de x = n (es decir, el grado de cada término es n).
2. El nimero de términos es n + 1, cuando n es un nimero entero y positivo.
3. Hay dos términos medios cuando n es un nimero entero, impar y positivo.
4. Hay solamente un término medio cuando n es un nimero entero, par y positivo.
5. Los coeficientes de los términos que equidistan de los extremos son iguales. Dichos coeficientes se pue-
den disponer de la forma siguiente:
(a+x)° 1
(a+x)! 11
(a+ x)? 121
(a+x)° 1 3 31
(a+x)* 1 4 6 41
(a+x)° 1 5 10 10 5 1
(a+x)°8 1 6 15 20 15 6 1
etc.

Esta disposicién de numeros recibe el nombre de Tridngulo de Pascal. El primero y el dltimo tér-
mino son iguales a 1 y los demas se obtienen sumando los dos nimeros a su derecha e izquierda de la
fila anterior.

2\6 _ 5 4 2 4 6-5-4 3 53 6:5:4:3, o4

265 (x—y9) X+6><(y)+ XY+ g XEY T XY
6-5-4.3-2 5 6
1_2_3_4.5><( Y+ (=y?)

=x% — 6x°y? + 15x*y* — 20x%y® + 15x%y® — 6xyl0 +y12

En el desarrollo de un binomio de la forma (a — b)", siendo n un nimero entero y positivo, los térmi-
nos son positivos y negativos alternadamente.

4.3.2
1.2-3

26.6 (3a® —2b)* = (3a%)* + 4(3a%)%(—2b) + ‘11%2(3@13)2(—2))2 + (3a%)(—2b)® + (—2b)*

= 81al? — 216a°b + 216a°h? — 96ah® + 16b*

7-6 -6-
26.7 — 1) =x7 + 7x8(—1) + 5(_1)2 + x4(—1)3 + 3(—1)*
(x—1)" =x X()l-ZX()l x*(=1)° + Ty (1)
7:6:5:4:3 , . 7-6:5.4:3.2 ,
o345 X1+ (-
12345 Y "1 325600 0D
— 7x8 +21x5 — 35x* +35x3 — 21x® + 7x — 1
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306 CAPITULO 26 TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON

x  2\* /x\* x\3/2\ 4-3/x\?/2\% 4-3.2/x\/2\® /2\*
268 (Z+=) == +4(= Y+ 22 (2) #2222 Z2)(2) +(=2
3y 3 3 y 1.-2\3 y 1.2.3\3/\y y
x84 8¢ ax 16
27y 3y 3y3 A

26.9 (\/_ +\/—)6 — (Xl/2)6 + 6(X1/2) (y1/2) + (X1/2)4( 1/2)2? 2 ‘3"( 1/2) (y1/2)3

6-5-4-3

1/2y2(\1/2)4 4
P KUY

.5.4.
S 3 (Xl/Z)(yl/Z)S + (yl/2)6
= %% + 6x5/2y1/2 + 15x%y + 20x%/2y3/2 4 15xy? + 6x1/2y5/2 4 3

432

2610 (a7 +b7)° = (a ) + 4@ (7)) + 4 @ PO + 1o e @ Y + ()"

=a 8 +4a %032 + 6a b3 + 4a2p%/2 + bb

2641 (¢ — Y = (&) + TP ) + 1o (e P+ L0 D@y e
7-6-5-4 . 6-5-4-3 , X
T2 e a@VEeN W(e)z(—e >
A S R e (e

= e — 7e% + 213 — 35eX + 35 % — 21e X + 7e X _ g X

26.12 (a+b—c)® =[(a+b)—c]®=(a+h)®+3(@+b)’(c)+ %(a +b)(=c)? + (—c)®

= a3 + 3a?b + 3ab? + b3 — 3a%c — 6abc — 3b%c + 3ac? + 3bc? — 3
26.13 (x2 +x —3)° =[x2 + (x — 3)]* = () + 30)*(x — 3) + % (®)(x — 3)? + (x — 3)°

=x8 + (3x° — 9x*) + (3x* — 18x3 + 27x?) + (x® — 9x? + 27x — 27)

=x8 +3x°> —6x* — 17x% + 18x2 +27x — 27

En los problemas 26.14-26.18, escriba el término indicado de cada desarrollo aplicando la formula

término r (a + X)n — n(n B 1)(“ B 2) (n —r+ 2) n r+1XI’ l

(r—1)!
26.14 Sexto término de (x + y)*®
SOLUCION
n=15r=6,n—-r+2=11,r—1=5n-r+1=10
60. término = % x*0y® = 3003x%y°

26.15 Quinto término de (a — Vb)9.
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26.16

26.17

26.18

26.19

26.20

PROBLEMAS RESUELTOS

SOLUCION

n=9r=5n-r+2=6,r—-l=4n—-r+1=5

. . 9.8:7-6 5 4 5.2
50. término = ——— " Vh)* = 126a°h

Cuarto término de (x> — y?)11.
SOLUCION

n=11,r=4n—-r+2=9r—-1=3,n—r+1=8

. 11-10-
40. término = TD;)(XZW(—yz)3 = —165x'%y®

X 1 12
Noveno término de (2 + x) .

SOLUCION

n=12,r=9n—-r+2=5r—-1=8n-r+1=4
12-11~10~9-8-7-6-5<x>4<1>8_ 495

90. término = 1.2.3.4.56.7.8 > <) = Tog

X

20
Decimoctavo término de( - x) .

SOLUCION

n=20,r=18n—-r+2=4,r—-1=17,n—-r+1=3

180. término =

To1.2.37 T X

20-19-18-17..-4/ 1\ 20.19.18 1140
1.2.3.4...17 \

Encuentre el término en x? del desarrollo de

a\ 10
(x3+—) .
X

SOLUCION

A partir de (x3)°(x )r ! = x*se obtiene 3(10 —r+ 1) — 1(r—1) =2o0r = 8.
Parael 8o. término:n=10,r=8,n—r+2=4,r—1=7,n—r+1=3.

80. término =

10-9-
2

7
> . 4(X3)3<§) _ 120a7X2

5
-6-7

Encuentre el término independiente de x en el desarrollo de:

SOLUCION
A partir de (x3)° " (x )"* = x’se obtiene2(9 —r+ 1) — 1(r— 1) =0o0r=7.
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308 CAPITULO 26 TEOREMA DEL BINOMIO DE NEWTON

Parael 70. término:n =9, r=7,n—-r+2=4,r—-1=6,n—r+1=3.
. 9.8.7-6-5-4 ,. 44
70.term|n0—1.2.3.4.5.6(x)( X7 =84

26.21 Evalte (1.03)™ con cinco cifras significativas.

SOLUCION
10-9 10-9-8 10-9-8.7
.03)1% = (1 +0.03)!° =1 +10(0.03) + =——(0.03)% + 03)°% +———(0.03)* + - --
(1.03)' = (1 +0.03)° = 1 +10(0.03) +~-—-(0.03) 1.2-3(003) 1'2'3.4(003)+
=1+0.3 +0.0405 + 0.00324 +0.00017 + --- = 1.3439

Observe que los 11 términos de la expansion de (0.03 + 1) seran necesarios para evaluar (1.03)™.

26.22 Evalle (0.99)* con cuatro cifras decimales.

SOLUCION
15-14 15-14-13
(0.99)% = (1 — 0.01)® =1 +15(—0.01) + T (—0.01)% + m(—0.01)3
15-14-13-12 .
“T1.2.3.4 (00D
=1-0.15+0.0105 — 0.000455 + 0.000014 — - - - = 0.8601

26.23 Encuentre la suma de los coeficientes del desarrollo de a) (1 + x)*, b) (1 — x)*°.

SOLUCION

a) Si,1,cy,cCy ..., Cigson los coeficientes, se tiene la identidad
L+x)0=1+cx+cx®+ - +c,x*. Seax = 1.
Por lo tanto (1 + 1)10 =1 + ¢, + ¢, + --- + ¢, = suma de los coeficientes = 2'° = 1 024

b) Seax = I. Entonces (1 — x)*° = (1 — 1)*° = 0 = suma de los coeficientes.

Problemas propuestos

26.24 Desarrolle mediante la formula del binomio.
1\6 4 2 3\4 x  3\*
a) (x+3) c) (y+3) e) (X —y) 9) §+_\7

5
o -2 @ (x+)) N @-200  h) Gy

26.25 Escriba el término indicado en los desarrollos siguientes:

10
a) Quinto término de (a — b)’ d) Séptimo término de (a — %)
a
9
b) Término medio de (x2 - %) e) Séptimo término de (2 — 1/x)*®
8
c) Decimosexto término de (y - %) f) Sexto término de x? — 2y)*
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26.26 Calcule el término independiente de x del desarrollo de:

(550

12
<x2 + }> :
X

26.27 Calcule el término en x° del desarrollo de:

26.28 Evalle (0.98)° con cinco cifras decimales.

26.29 Evalle (1.1)* aproximado a centésimas.

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

15 5 15 3 1
26.24 E+3S + o + o+ X+ X+ —
Q) X HICH XA X T 16X T
b) x%—10x* + 40x® — 80x? + 80x — 32
c) y*+12y3 +54y? + 108y + 81
10 5 1
d) x®+5E+10x +—+ +
X x3 x°
e) xB — 4xPy® + 6x4yS — 4ax?y® 4+ y12
f) a®—12a%b + 60a*b® — 160a°h® + 240a?b* — 192ab° + 64b°
) ﬁ+37)(3+27x2+%+%
Y %67y T Ty

h) y3 +6y? +15y +20 + 15y~ ! + 6y~ +y~3

26.25 a) 35a%h* c) 70 e) —65158
X
b) 84 d) 210a f) —14784x%2y5
26.26 5
26.27 792 x°

26.28 0.88584

26.29 2.59

www. FreelLibros.com



2 7 PROBABILIDAD

27.1 PROBABILIDAD SIMPLE

Suponga que un suceso se puede realizar de h maneras y que no ocurre de f formas, teniendo el conjunto de lash + f
maneras la misma probabilidad de ocurrencia. Entonces, la probabilidad de ocurrencia del evento (o éxito) es,

__h _h
Pohsf o
y la probabilidad de que no ocurra (o falla) es,
_ f_f
ThEr T

donden =h + f.
Se puede deducirquep+qg=1,p=1-qyg=1-—p.
Las posibilidades en favor de la ocurrencia del suceso son h:f o h/f, y las posibilidades en contra son f:h o f/h.
Llamando p a la probabilidad de que se produzca un suceso, las posibilidades en favor de que ocurra son p:q =
p(1 — p) o bien, p/(1 — p), y las posibilidades en contra son, q:p = (L — p):po (1 — p)/p.

27.2 PROBABILIDAD COMPUESTA

Dos 0 mas sucesos son independientes si la realizacion, o no realizacion, de uno cualquiera de ellos no afecta a la
probabilidad de que ocurran, o no, cualquiera de los restantes.

Por ejemplo, si se lanza una moneda al aire cuatro veces y se obtiene cara en todas ellas, al lanzarla la quinta vez
puede salir cara o cruz, con independencia del resultado de los intentos anteriores.

La probabilidad de que se produzcan dos 0 mas sucesos independientes es igual al producto de las probabilidades
que tienen cada uno de ellos.

Por ejemplo, la probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda la quinta y sexta vez, en los dos lanzamientos,
esi(3) =4

Se dice que dos o0 mas lanzamientos son dependientes si la ocurrencia o no ocurrencia de uno de los eventos
afecta las probabilidades de ocurrencia de uno cualquiera de los restantes.

Considere dos 0 méas sucesos dependientes. Sea p, la probabilidad del primer suceso, p, la probabilidad del
segundo después de ocurrir el primero, p; la probabilidad de que se produzca el tercero después de haberse presentado
el primero y el segundo, etc.; la probabilidad de que se produzcan todos los sucesos en el orden citado, es igual al
producto p, - p, - Ps -+

310
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27.5 PROBABILIDAD CONDICIONAL 311

Por ejemplo, una caja contiene 3 bolas blancas y 2 negras. Si se extrae una bola al azar, la probabilidad de que sea

2 . . . . -
negra es 342 & Si esta bola no se vuelve a introducir en la caja y se extrae una segunda, la probabilidad de que
. . 1 1 . 2/1 1
esta Gltima sea también negra es 3¢l 2 Por lo tanto, la probabilidad de que ambas sean negras es 5 (4> =10

Dos 0 mas sucesos se excluyen mutuamente si la realizacion de uno de ellos implica la no realizacion de los
otros.

La probabilidad de que se produzca uno de entre dos 0 mas sucesos que se excluyen mutuamente es la suma de
las probabilidades de los mismos.

EJEMPLO 27.1 Si se lanza un dado, ¢cudl es la probabilidad de obtener un 5 0 un 6? La obtencion de un 5 o un 6 son
sucesos mutuamente excluyentes, por lo que,

P(5 06) = P(5) + P(6) =

Se dice que dos eventos estan traslapados si dichos eventos tienen al menos un resultado en comuin, de aqui que
puedan pasar al mismo tiempo.

La probabilidad de ocurrencia de uno o dos eventos traslapados es la suma de las probabilidades de los dos
eventos individuales menos la probabilidad de sus resultados comunes.

EJEMPLO 27.2 Si se lanza un dado al aire, ¢cudl es la probabilidad de obtener un nimero menor a 4 o un nimero par?
Los nimeros menores a 4 en una moneda son 1, 2 'y 3. Los ndmeros pares de un dado son 2, 4 y 6. Puesto que
estos dos eventos tienen una salida en comdn, 2, son eventos traslapados.

P(menor a 4 o par) = P(menor a 4) + P(par) — P(menor a 4 o par)

_l’_
ol w
I
ol

O ol w

27.3 ESPERANZA MATEMATICA
Sea p la probabilidad de que una persona reciba una cantidad de dinero m; el valor de su esperanza es p - m.
Por ejemplo, si la probabilidad de conseguir un premio de $10 es 1/5, la esperanza matematica es 2 ($10) = $2.
27.4 PROBABILIDAD BINOMIAL
Sea p la probabilidad de que se produzca un suceso en unintentoy g = 1 — p la probabilidad contraria; la probabilidad

de que suceda exactamente r veces en n intentos es ,C,p'q" " . (Véanse los problemas 27.22 y 27.23.)
La probabilidad de que un suceso se produzca por lo menos r veces en n intentos es

p" +nC1p" g +aCop" PP + -+ nCep'g"
Esta expresion es la suma de los n — r + 1 primeros términos del desarrollo del binomio (p + q)". (Véanse los
problemas 27.24-27.26.)
27.5 PROBABILIDAD CONDICIONAL

La probabilidad de que un segundo evento ocurra dado que el primero ha ocurrido se llama probabilidad condicional.
Para encontrar la probabilidad de que el segundo evento ocurra dado que el primero ocurrié, divida la probabilidad
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312 CAPITULO 27 PROBABILIDAD

de que ambos eventos ocurran entre la probabilidad del primer evento. La probabilidad de que ocurra el evento B
dado que el evento A haya ocurrido se representa mediante la expresion P(B|A).

EJEMPLO 27.3 Una caja contiene circuitos integrados negros y rojos. Una persona saca dos circuitos sin reemplazarlos.
Si la probabilidad de sacar un circuito negro y uno rojo es de 15/56 y la probabilidad de sacar uno negro en el primer
intento es de 3/4, ¢cual es la probabilidad de sacar uno rojo en el segundo intento, si se sabe que el primer circuito que se
saco fue negro?

Si se expresa como B el evento de sacar un circuito negro y R como el de sacar un circuito rojo, entonces P(R|B) es la
probabilidad de sacar un circuito rojo en el segundo intento dado que se saco un circuito negro en el primer intento.

P(RyB)
P(B)
_15/56
=
15 4
=3
5
14

P(RIB) =

Por lo tanto, la probabilidad de sacar un circuito rojo en el segundo intento dado que en el primero se sacé uno negro
es de 5/14.

Problemas resueltos

27.1 De una caja que contiene 3 bolas rojas, 2 blancas y 4 azules se extrae una bola al azar. Encuentre la probabi-
lidad p de que a) sea roja, b) no sea roja, c) sea blanca, d) sea roja o azul.

SOLUCION
a) _ formas de sacar 1 de 3 bolas rojas _ 3 _ 3 _1
P formasdesacar 1de (3 +2 + 4)bolas 3+2+4 9 3
1 2 2 3+4 7
b =1_-=° =< e
) p=1 373 © P=g d) p=—5-=3

27.2  Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 2 negras; otra bolsa contiene 3 bolas blancas y 5 negras. Se extrae una
bola de cada bolsa. Determine la probabilidad p de que a) las dos sean blancas, b) las dos sean negras, ¢) una
sea blanca y la otra negra.

SOLUCION

2rolet) d vt g

c) Probabilidad de que la primera bola sea blanca y la segunda negra = g (g) _S

12
- . 2/(3 1
Probabilidad de que la primera bola sea negra y la segunda blanca = slg) =g
. - - 5 1 13
Son eventos mutuamente excluyentes; de aqui que la probabilidad solicitada es p = P + 8 o
. B 1 5 13
Otro método p _l_Z_ﬂ_ﬂ'

27.3  Encuentre la probabilidad de obtener 8 puntos tirando 2 dados al aire una sola vez sabiendo que las caras de
éstos van numerados del 1 al 6.
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SOLUCION

Cada una de las caras de un dado se puede asociar con una cualquiera del otro; luego el total de casos posibles =
6 - 6 = 36 casos.
Hay 5 posibilidades de obtener 8 puntos: 2, 6; 3, 5; 4, 4; 5, 3; 6, 2.

- numero de casos favorables 5
Probabilidad = — - =—.
ndmero de casos posibles 36

¢Cudl es la probabilidad de obtener por lo menos 1 tirando dos veces un dado al aire?

SOLUCION

La probabilidad de no obtener un 1 en latiradaes1 — 1/6 = 5/6.
La probabilidad de no obtener un 1 en dos tiradas es (5/6)(5/6) = 25/36.
Luego, la probabilidad de sacar por lo menos un 1 en dos tiradas es 1 — 25/36 = 11/36.

La probabilidad que tiene A de ganar a B una partida de ajedrez es igual a 1/3. ;Cual es la probabilidad que
tiene A de ganar por lo menos una de las tres partidas?

SOLUCION

La probabilidad de A de perder una partidaes 1 — 1/3 = 2/3, y la probabilidad de que pierda las tres partidas es
(2/3)° = 8/27.
Luego, la probabilidad de que por lo menos gane una partidaes 1 — 8/27 = 19/27.

De una baraja de 52 cartas se sacan 3 naipes de uno en uno y se vuelven a introducir en el mazo después de
cada extraccion. Encuentre la probabilidad p de que todos sean a) espadas, b) ases, ¢) cartas rojas.

SOLUCION

En una baraja de 52 cartas hay 13 espadas, 4 ases y 26 cartas rojas.

2) _(By_1 b) _(4Y_ 1 0 _(%8)°_1
P=152) 6 P=152) 2197 P=\52) "8

Las posibilidades que tiene una persona de que le toque un premio de $500 son de 23 contra 2. ;Cual es el
valor de la esperanza matematica?

SOLUCION

Esperanza = probabilidad de que le toque X valor del premio =
p p q q p (23 I

)($500) = $40:

En una caja hay 9 boletos numerados del 1 al 9. Si se extraen dos al azar, determine la probabilidad p de
que a) ambos boletos sean impares, b) ambos sean pares, c) uno sea impar y el otro par, d) sean los nimeros
2y5.

SOLUCION

Hay 5 boletos impares y 4 pares.

2) p =2==

nimero de selecciones de 2 de 9 boletos oC, 18
C, 1 5C1-4C; 5-4 5 G 1
b =422 _= =5 _ 2T _ Y g =222 _ =
) p QC 6 ) 9C2 36 9 ) ng 36
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27.9 Unabolsa contiene 6 bolas rojas y 8 azules. Si se extraen 3 bolas al azar, encuentre la probabilidad p de sacar,
a) tres rojas, b) tres azules, ¢) dos blancas y una roja, d) por lo menos una roja, €) una de cada color, f) una
roja, una blanca y una azul en este orden.

SOLUCION

a) p= nL’m}ero de seleccior_1es de 3 bolas rojas de 6 _6Cs _ 5
numero de selecciones de 3 de 18 bolas 18C3 204

B P=t2 =0

90t g

(4+8)C3 _12C3 55

d) Probabilidad de que ninguna sea roja = ==
) que ning 8= G wCs 204

] - . 55 149
De aqui que la probabilidad de que por lo menos una sea roja = 1 — 204~ 204"
0 _6-4.8_ 6-4.8 4
P=",C, 18.-17-16/6 17

Q41 _41_2 _6.48_ 648 _2
) P73 176 51 P="P, 18.17-16 51

27.10 De una baraja de 52 cartas se sacan tres naipes. Determine la probabilidad p de que a) sean todas ases, b)
sean el as de tréboles, el de corazones y el de picas, en este orden, c) sean todos de tréboles, d) sean todos del
mismo palo, €) no haya dos del mismo palo.

SOLUCION
a) Hay ;,C; formas de sacar 3 cartas del mazo de 52, y ,C, de sacar 3 ases de entre los 4.

G 4G 1

Luego, P= 52C3  52C3 5525

b) Hay .,P, formas de sacar 3 naipes del mazo de 52, teniendo en cuenta el orden establecido, y sélo existe un
caso favorable.

111
55P3  52-51-50 132600°

Luego, p=

¢) Hay ,5C, formas de sacar 3 tréboles de entre 13.

_ 13Cs _ 11

Luego, E = 350"
d) Hay 4 palos cada uno formado por 13 naipes. De aqui que hay 4 formas de que el naipe sea uno de ellos y ;,C,
maneras de obtener 3 naipes de un palo dado.

_4.13C3 22

Luego’ P 52C3 425°

e) Hay,C, = ,C, = 4 formas de sacar 3 de los cuatro palos y 13 - 13 - 13 maneras de seleccionar un naipe de
cada uno de los 3 palos dados.

_4.13.13.13 169

Luego, 2Ca =25
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27.11 Cuédl es la probabilidad de que dos naipes, distintos y cualesquiera, de una baraja de 52 estén juntos sin tener
en cuenta el palo?

SOLUCION

Considere, por ejemplo, la probabilidad de que un as y un rey estén juntos. En la baraja hay 4 ases y 4 reyes. Por lo
tanto, un as se puede escoger de 4 formas y, una vez realizado, se puede elegir un rey de otras 4 maneras. Luego, un
as y después un rey se puede obtener de 4 - 4 = 16 maneras. Analogamente, un rey y luego un as se puede obtener
de 16 maneras. Un as y un rey pueden estar juntos de 2 - 16 = 32 maneras.

Por cada una de las combinaciones (as y rey), el resto de los 50 naipes y la propia combinacién se pueden per-
mutar de 51! formas. EI nimero de casos posibles es, pues, 32(51!). Como el nimero total de posiciones de todos
los naipes en la baraja es 52!, la probabilidad pedida es

32(1) 32 8

52! 52 13’

27.12 El nmero total de boletos de una rifa es 20. Sabiendo que hay 2 premios, encuentre la probabilidad que tiene
un individuo que adquiere 2 boletos de que le toque a) los dos premios, b) ninguno de ellos, ¢) uno de ellos.

SOLUCION

a) Elndmero de casos posibles es ,,C,.
1

Luego la probabilidad de que le toquen los dos premios es L .
20C2 190

Otro método: La probabilidad de que le toque el primer premio es 2/20 = 1/10. Después de haber salido
el primer premio (&l tiene un boleto y hay 19 entre los que debe salir el segundo) la probabilidad de que le

toque el segundo premio es 1/9. 1/1 1
Luego, la probabilidad de que le toquen los dos premios es — <—) =—.
b) Hay 20 boletos de los cuales 18 no tienen premio. 10119 190
Luego, la probabilidad de que no le toque premio es G2 _ ﬁ
20C2 190

Otro método: La probabilidad de que no le toque el primer premio es 1 — 2/20 = 9/10. Si no le toca el
primero (él tiene 2 boletos), la probabilidad de que no le toque el segundo premioes 1 — 2/19 = 17/19.

Luego, la probabilidad de que no le toque premio es 9 (17 _ ES
10\19 190
¢) Probabilidad de que le toque uno de los dos premios

= 1 — probabilidad de que no le toque premio — probabilidad de que le toquen los dos premios

190 190 190 95°

Otro método:

Probabilidad de que le toque el primer premio, pero no el segundo = 23 (g) = 5—5
- . . . 18 /2 9

Probabilidad de que no le toque el primer premio, pero si el segundo = 20 (E) =95
Luego, la probabilidad de que le toque uno de los dos = S + S _18

go.fap a a 95 95 95’

27.13 Una caja contiene 7 boletos numerados del 1 al 7. Si se extraen, sucesivamente 3 boletos, determine la pro-
babilidad de que sean alternadamente impar, par, impar o par, impar, par.
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SOLUCION
La probabilidad de que la primera sea impar es (4/7), de que la segunda sea par (3/6) y de que la tercera sea impar
(3/5); en consecuencia, la probabilidad en el primer caso es ; (g) (g) = %

La probabilidad de que la primera sea par es (3/7), de que la segunda sea impar (4/6) y de que la tercera sea

1(6)6) -3

par (2/5); luego, la probabilidad en el segundo caso es -
Por lo tanto, la probabilidad para los dos casos es 6 + 4. 2
+ap P 35 35 7

Otro método. Variaciones de 7 elementos tomadosde 3en3 =,P, =7 -6 - 5 = 210.
Numero de ellas de la forma impar, par, impar =4 - 3 - 3 = 36.
NUmero de ellas de la forma par, impar, par = 3 - 4 - 2 = 24,

Las probabilidades que tienen A, B y C de resolver el mismo problema son 4/5, 2/3y 3/7, respectivamente.
Si intentan hacerlo los tres, determine la probabilidad de que se resuelva el problema.

SOLUCION

Las probabilidades que tienen A, By C de no resolverloson 1 — 4/5 =1/5, 1 —2/3=1/3,1 - 3/7 = 4/7,
respectivamente.
Luego la probabilidad de que lo resuelvan entre los tres es % (%) Gl)

De aqui que la probabilidad de que los 3 tengan éxito, es decir, de que al menos uno lo resuelva, es

BT AV EA DR S o
5\3/\7) "~ 105 105

La probabilidad de que cierto hombre viva de aqui a 25 afios es 3/7 y la probabilidad de que su esposa viva
de aqui a 25 afios es 4/5. Determine la probabilidad de que, de aqui a 25 afios, a) ambos estén vivos, b) el
menos uno de ellos esté vivo, ¢) viva solamente el esposo.

SOLUCION

a) La probabilidad de que vivan los dos es ; (g) 12

— %
- 3 4 4/1 4
b) La probabilidad de que hayan muerto los dos es (1 - 7) (1 — §> =3 <g> =%
- . 4 31
Luego, la probabilidad de que viva por lo menos uno de ellos es 1 — 3® 3%

c) La probabilidad de que viva el marido es 3/7 y la de que no viva su esposaes 1 — 4/5 = 1/5.

3/1 3
Luego, la probabilidad de que viva solamente el marido es 7 <§) =35

Para ocupar cierta vacante se presentan 3 candidatos, A, B'y C. Las posibilidades de A son de 7 contra5y las
de B de 1 contra 3. a) Encuentre la probabilidad de que A o B ocupen el puesto, b) ¢cuéles son las posibilida-
des a favor de C?

SOLUCION

. 1T
a) Laprobabilidad de que A gane: TTE- 13
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que B gane: N
1+3 4 o1 s
De aqui que la probabilidad de que A o B ganen = o + i

b) La probabilidad de que C gane es: 1 — g = é

Luego, las posibilidades a favor de C son de 1 contra 5.

Una bolsa contiene 5 monedas de 10 centavos y 2 de 25 centavos y una segunda bolsa contiene 1 moneda de
10 centavos y 3 de 25 centavos. Si se saca una moneda de una de ellas al azar, encuentre la probabilidad de
que sea de 25 centavos.

SOLUCION

La probabilidad de sacar la moneda de la primera bolsa es (1/2) y la de sacar de ella una moneda de 25 centavos
es (2/7); por lo tanto, la probabilidad sera (1/2)(2/7) = 1/7.

La probabilidad de sacar una moneda de la segunda bolsa es (1/2) y la de sacar de ella una moneda de 25
centavos es (3/4); por lo tanto, la probabilidad sera (1/2)(3/4) = 3/8.

. . 1 3 29

La probabilidad que se pidees == += = —,

P q P 7 * 8 56
Una bolsa contiene 2 bolas blancas y 3 negras. Cuatro personas, A, B, C y D, en este orden, sacan una sola
bola y la dejan fuera de la bolsa. La que primero saque una bola blanca tiene un premio de $10. Calcule la

esperanza matematica de cada persona.

SOLUCION
- . " 2
La probabilidad que tiene A de ganar es g y Su esperanza matematica es 5 ($10) = $4.

Para encontrar la esperanza de B: La probabilidad que tiene A de no acertar es 1 — 2/5 = 3/5. Si A no acierta,
la bolsa contiene 2 bolas blancas y 2 negras. Entonces, la probabilidad que tiene B, si A falla, es 2/4 = 1/2. Luego,
la probabilidad de ganar de B es = (3/5)(1/2) = 3/10 y su esperanza matematica de $3.

Para encontrar la esperanza de C: La probabilidad que tiene A de fallar es 3/5 y la correspondiente de B es 1
—1/2 =1/2.Si Ay B fallan, la bolsa contiene 2 bolas blancas y 1 bola negra. Entonces, la probabilidad de C, si A
y B fallan, es 2/3. Luego, la probabilidad de ganar de C es g (%) (g

Si A, By C fallan, solamente quedan en la bolsa bolas blancas y D acertara siempre. Luego, la probabilidad de

ganar de D es SV (R = i, y la esperanza matematica de $1.
5\2/\3/\1 10
3 1 1

Comprobacion: $4 + $3 + $2 + $1 =$10 vy £ +E +§ +E =1.

> = % Y su esperanza matematica de $2.

Once libros, de los cuales 5 son de ingenieria, 4 de matematicas y 2 de quimica, se colocan al azar en una
estanteria. Encuentre la probabilidad p de que los libros de cada materia estan todos juntos.
SOLUCION

Cuando los libros de cada materia estan juntos, los libros de ingenieria pueden disponerse en 5! formas, los de
matematicas en 4!, los de quimica en 2!, y los tres grupos en 3! formas.

_ formas en las que los libros de cada tipo pueden estar juntos _ 51412131 1
numero total de formas de disponer 11 libros 11! 1155°

Cinco bolas rojas y 4 blancas se colocan al azar en una fila. Encuentre la probabilidad p de que las bolas de
los extremos sean rojas.

SOLUCION

] ]
NUmero de formas en que se puedan colocar 5 bolas rojas y 4 blancas = G+ = 9 = 126.
514! 5141
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N ) | Y
Arreglos donde las bolas de los extremos sean rojas = G243 35
De aqui que la probabilidad pedida sea p = 3d_5
qurquetap P P=126 " 18

Una bolsa contiene 6 monedas de cobre y 1 de plata; una segunda bolsa contiene 4 monedas de cobre. Se
sacan 5 monedas de la primera y se introducen en la segunda y, a continuacion, se sacan 2 monedas de la
segunda y se introducen en la primera. Encuentre la probabilidad de que la moneda de plata esté a) en
la segunda bolsa, b) en la primera bolsa.

SOLUCION

Inicialmente, la primera bolsa contiene 7 monedas. Al sacar de ella 5 e introducirlas en la segunda, la probabilidad
de que la moneda de plata sea una de las introducidas es 5/7 y la probabilidad de que continGe en la primera bolsa
es2/7.

La segunda bolsa contiene ahora 5 + 4 = 9 monedas. Al final, después de que 2 de estas monedas se hayan

pasado a la primera bolsa, la probabilidad de que la moneda de plata esté en la segunda es 5 (g) = g y la proba-

bilidad de que esté en Iaprimeraesg+§ 2)_4 ol—§=il .
7 7\9 9 9 9

Calcule la probabilidad de sacar dos “unos” al tirar simultdneamente 9 dados.

SOLUCION

2
La probabilidad de que dos de los 9 dados den lugar a dos “unos” es % (%) = (%) . La probabilidad de que los

1\’ ! .
otros 7 dados den lugar a “unos” es (l — 6) = (é) . Como se pueden formar 4C, pares diferentes con 9 dados, la

2 N7
probabilidad de obtener exactamente 1 par de “unos” es 4C, (E) (§> _ 18125

6/ \6) 279936
1\°(5\' _ 78125
B . . T — rqn—r — - ) =
Aplicando al férmula: Probabilidad = ,C; p'q 9C2 (6) (6) 279936°

Encuentre la probabilidad de obtener una sola vez 9 puntos con dos dados tirdndolos simultdneamente 3
veces.

SOLUCION

Un 9 se puede obtener de 4 maneras: 3, 6; 4, 5; 5, 4; 6, 3.
En una tirada, la probabilidad de obtener 9 con los dos dados es 9 = 4/(6 - 6) = % y la probabilidad de no

1 8 . . )
obtener 9 es 1 — 9o La probabilidad de obtener un 9 en una tirada y de no conseguirlo en las otras dos es
1\ /8\° - . .
= <§> (§) . Como hay ,C, = 3 maneras distintas en las cuales una tirada es un 9y las otras dos no, la probabilidad

. . 1\ /8\> 64
de conseguir una sola vez 9 puntos en tres tiradas es = 3C; 9)\s) =23

P_64
243

1\ /8
Aplicando la férmula: Probabilidad = nC, p"q"™" = 3Cy <§> <§>

Si la probabilidad media que tiene un alumno que comienza sus estudios de no terminar los cuatro afios de
carrera es 1/3, encuentre la probabilidad p de que de 4 alumnos que empiezan, al menos 3 de ellos adquieran
el titulo.

SOLUCION

3 3
Probabilidad de que acaben 3y 1 no = 4Cs (g) G) =,C; (E) <E>
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2

. 2\* ] 2\* 31\ 16
Probabilidad de que acaben los 4 = 3) De aqui que p = <§> +4cl<§> <§> =_.

. . . - 2 1\
Aplicando la formula: p =2 (n — r + 1 = 4 — 3 + 1) primeros términos del desarrollo (5 + §>
~ (2 (B () 216 3216
3) "*1\3)\3) 81 81 27
Se lanza una moneda al aire 6 veces. ¢Cual es la probabilidad p de obtener al menos tres caras? ¢Cuales son

las posibilidades de obtener por lo menos 3 caras?

SOLUCION

La probabilidad de obtener cara, en una tirada, es igual a la probabilidad de obtener cruz, esto es, 1/2.
La probabilidad de obtener 3 caras en 6 tiradas es (1/2)°. La probabilidad de que no salga cara en las otras tres
tiradas es (1/2)*. Como se pueden formar (C, grupos de 3 con las 6 tiradas, la probabilidad de obtener exactamente

3 caras es,
1\ /1\° 1\°
() () =ees()

De manera similar: la probabilidad de obtener 4 caras = (C,(1/2)° = (C,(1/2)®,
la probabilidad de obtener 5 caras = (C4(1/2)® = ,C,(1/2)°,
la probabilidad de obtener 6 caras = (1/2)°.

6 6 6 6
De aqui que p= (%) +eC1<%> +6C2<%> +6C3<%>

- (% 6(1+ Cy +6C2 +6C3) = ! 6(1+6+15+20)—§
2 6“1 6“2 6“3 2 32"
Las posibilidades a favor de obtener por lo menos 3 caras es de 21:11 0 21/11. 1 1\°
Aplicando laférmula: p=4(n —r + 1 =6 — 3 + 1) primeros términos del desarrollo (5 + E) , esto es,

1\° 1\° 1\° 1\® 21
~(5) +eep) reeal) wees(y) -5

Determine la probabilidad p de que de los 5 hijos de una familia haya por lo menos 2 nifios y 1 nifia. Se su-
pone que la probabilidad de nacer nifio o nifia es 1/2.
SOLUCION

Los tres casos favorables son: 2 nifios, 3 nifias; 3 nifios, 2 nifas; 4 nifios, 1 nifia.

25

1\° 1
p= (E) (5C2+5C3+5C4)=§(1O+10+5)=§.

La probabilidad de que un alumno tome la materia de quimica y esté en el cuadro de honor es de 0.042. La
probabilidad de que un alumno esté en el cuadro de honor es de 0.21. ;Cudl es la probabilidad de que un
estudiante esté tomando la materia de quimica, dado que esté en el cuadro de honor?
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SOLUCION

P(tome quimica y esté en el cuadro de honor)

P(esté tomando quimicalesté en el cuadro de honor) = P(esté en el cuadro de honor)

0,042
0.21

27.28 En el Club Pine Valley Country, 32% de los socios juegan golf y son mujeres. Asimismo, 80% de los socios

27.29

27.30

27.31

27.32

27.33

27.34

27.35

27.36

27.37

27.38

27.39

27.40

juegan golf. Si se selecciona un socio del club de manera aleatoria, encuentre la probabilidad de que dicho
socio sea mujer dado que juega golf.

SOLUCION

P(mujer y golfista)

P(mujer|golfista) = P(golfista)

o

3

N

o

.8
4

Il
o

Problemas propuestos

Determine la probabilidad de que al escoger al azar un digito entre 1, 2, 3, ..., 9, sea a) impar, b) par, c) multiplo
de 3.

Se lanza una moneda al aire 3 veces y sea H = caray T = cruz. Encuentre la probabilidad de que se obtenga
a) HTH, b) THH, c) HHH?

Se lanzan tres monedas al aire. Encuentre la probabilidad de obtener, a) tres caras, b) dos caras y una cruz.
Encuentre la probabilidad de obtener 7 puntos lanzando, una sola vez, dos dados al aire.
Encuentre la probabilidad de obtener 8 u 11 puntos lanzando, una sola vez, dos dados al aire.

Se lanza un dado al aire dos veces. Encuentre la probabilidad de obtener un4 o un5en laprimerayun2oun3en
la segunda. ¢Cual es la probabilidad de no obtener un 1 en las dos tiradas?

Se lanza una moneda al aire seis veces. Encuentre la probabilidad de obtener por lo menos una cara.

Una bolsa contiene 5 discos numerados con los digitos 1, 2, 3, 4, 5. Encuentre la probabilidad de que al sacar tres
bolas al azar, su suma sea mayor a 10.

Una caja contiene 5 bolas rojas, 8 blancas y 4 negras. Se sacan tres bolas al azar y se pide, a) probabilidad de que
las tres sean blancas, b) probabilidad de que dos sean negras y una roja, c) probabilidad de que sean una de cada
color.

De una baraja de 52 naipes se extraen 4. Encuentre la probabilidad de que a) sean todos reyes, b) sean dos reyes y
dos ases, ¢) todos sean del mismo palo, d) todos sean tréboles.

Una mujer ganara $3.20 si lanzando 5 veces una moneda al aire se consigue sacar HTHTH, o bien THTHT, siendo
H = caray T = cruz. Encuentre la esperanza matematica.

Se reportd que en un accidente aéreo, tres de un total de veinte pasajeros resultaron lesionados. Entre los pasaje-

ros se encontraban tres periodistas. ¢ Cudl es la probabilidad de que los tres pasajeros lesionados hayan sido perio-
distas?
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Entre 5 hombres y 4 mujeres se tiene que formar un grupo de tres miembros. Si la seleccion se realiza al azar,
encuentre la probabilidad de que a) las tres sean mujeres, b) dos sean hombres.

Seis personas se sientan alrededor de una mesa redonda. Encuentre la posibilidad de que dos personas determina-
das ocupen lugares contiguos.

Dos personas, Ay B, lanzan alternadamente una moneda al aire. El primero que saque cara es el que gana. Sabiendo
que cada uno no puede tirar mas de cinco veces en cada juego, encuentre la probabilidad de que la persona que
lance en primer lugar sea la que gane la partida. ¢ Cuéles son las posibilidades en contra de A si es él quien empieza
atirar?

Se colocan al azar en una fila seis bolas rojas y 4 blancas. Encuentre la probabilidad de que las dos bolas centrales
sean del mismo color.

Se lanza 8 veces una moneda al aire. Encuentre la probabilidad de que se obtenga, a) exactamente 4 caras, b) por
lo menos 2 cruces, ¢) como maximo 5 caras, d) exactamente 3 cruces.

Se hacen dos tiradas con dos dados a la vez. Determine la probabilidad de obtener a) exactamente 11 puntos en una
sola vez, b) 10 puntos en dos veces.

¢ Cudl es la probabilidad de obtener por lo menos 11 puntos en tres tiradas con dos dados?

Se lanza una moneda al aire 10 veces. Encuentre la probabilidad de que el nimero de caras que se obtengan sea
igual o mayor que 3 e igual o menor que 6.

La probabilidad de que sea robado un automavil y encontrado en un lapso de tiempo de una semana es 0.0006. La
probabilidad de que un automdvil sea robado es 0.0015. ;Cual es la probabilidad de que un automovil robado sea
encontrado en una semana?

Enuna pizzeria, 95% de los clientes ordenan pizza. Si 65% de los clientes que ordenaron pizza también ordenan ban-
derillas, encuentre la probabilidad de que un cliente que haya ordenado pizza también haya ordenado banderillas.

En una plaza comercial de gran tamafio, una agencia de mercadotecnia llevd a cabo una encuesta en 100 personas
respecto a la prohibicion de fumar en las instalaciones. De los 60 no fumadores encuestados, 48 optaron por que
se prohibiera fumar. De los 40 fumadores encuestados, 32 optaron por que se prohibiera fumar. ;Cudl es la proba-
bilidad de que una persona seleccionada al azar del grupo encuestado haya preferido que se prohibiera fumar dado
que la persona sea no fumadora?

En una zona residencial, 35% de las casas tienen estancia familiar y chimenea, mientras que 70% tienen estancia
familiar. ;Cudl es la probabilidad de que una casa seleccionada al azar en esa zona residencial, tenga chimenea
dado que tiene estancia familiar?

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS
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27.34
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a) 59 b)) 4/9 ¢ 1/3
a) 1/8 b) 1/8 ¢ 1/8
a) 1/8 h) 3/8

1/6

7/36

1/9, 25/36

63/64

1/5
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8 DETERMINANTES

28.1 DETERMINANTES DE SEGUNDO ORDEN
El simbolo

ay b1
a b

formado por los cuatro nimeros a,, b,, a,, b,,, ordenados en una matriz de dos renglones y dos columnas representa un
determinante de segundo orden o determinante de orden dos. Los cuatro nimeros anteriores se denominan elementos

de la matriz o del determinante. Por definicién,

a; by

= asby — bjay.
a, b2 152 142

Por ejemplo, ‘_i_ﬂ=mea—@pn=4+3:4.

Los elementos 2 y 3 constituyen la primera fila y los —1 y —2 la segunda fila. Los elementos 2 y —1 forman la
primera columna y los elementos 3 y —2 la segunda columna. Un determinante de primer orden es un solo nimero.

28.2 LAREGLADE CRAMER

Los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas se pueden resolver empleando el concepto de determinante
de una matriz de segundo orden. Dado el sistema de ecuaciones,

aix + bly =C1
{®X+MY=Q 1)

aplicando uno de los métodos del capitulo 15, se obtiene la solucion

_ C1by — bicy a1ty — Ciap

= , _ b, —b # 0).
albg — blaz albz — blaz (al 2 182 )

323
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324 CAPITULO 28 DETERMINANTES

Estos valores de x e y se pueden expresar en funcion de determinantes de segundo orden como sigue:

C1 bl a; Cp
c; by a2 Cp
X =", =
ai bl y ay b1 (2)
a b a by

La forma de los determinantes es facil de recordar si uno tiene en mente lo siguiente:

a) Los denominadores de (2) estan dados por el determinante

ay bl
as b2

en el que sus elementos son los coeficientes de x e y dispuestos como en las ecuaciones dadas (1). Este determi-
nante, que se suele representar por la letra D, recibe el nombre de determinante de los coeficientes.

b) El numerador de la solucion de cualquiera de las incognitas es la misma que el determinante de los coeficientes
D con la excepcién de que la columna de coeficientes de la incdgnita a determinar es reemplazada por la co-
lumna de constantes del lado derecho de las ecuaciones (1). Cuando la columna de coeficientes de la variable
x en el determinante D se reemplaza con la columna de constantes, el nuevo determinante se expresa como D, .
Cuando la columna de los coeficientes y del determinante D se reemplaza por la columna de constantes, el nuevo
determinante se expresa como D

EJEMPLO 28.1. Resuelva el sistema | 2X 7.3V =8
X—2y=-3.
. 2 3
El denominador de xeyesD = 1 o =2(-2)-3(1) =-7.
D —‘ 8 '—8( 2) —3(-3) =7 D—’ ’—2( 3)—8(1) = -14
Ul 2| I =1 B

Por lo tanto, la solucién del sistema es (1, 2).

El método de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales mediante determinantes se llama Regla de Cramer. Si el
determinante D = 0, entonces no se puede utilizar la Regla de Cramer para resolver el sistema.
28.3 DETERMINANTES DE TERCER ORDEN
El simbolo
ay b1 C1

a by ¢
ag by c3

formado por nueve nimeros ordenados en una matriz de tres renglones y tres columnas representa el determinante
de una matriz de tercer orden. Por definicidn, el valor de este determinante viene dado por el polinomio,

a1b2C3 + b]_Czag + Clazbg — C1b2a3 — a]_Cng — b132C3

que se llama desarrollo del determinante.
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28.3 DETERMINANTES DE TERCER ORDEN 325

Con el objeto de recordar esta definicion, se ofrece el esquema siguiente. Reescriba las dos primeras columnas
a la derecha del determinante de la manera siguiente:

a) Forme los productos de los elementos en cada una de las 3 diagonales mostradas que van de izquierda a derecha
y anteponga a cada uno de estos 3 términos el signo positivo.

b) Forme los productos de los elementos en cada una de las 3 diagonales mostradas que van de derecha a izquierda
y anteponga a cada uno de estos 3 términos el signo negativo.

c) Lasuma algebraica de los seis productos de (1) y (2) es el desarrollo del determinante.

EJEMPLO 28.2.

3 -2 2
Evalle 6 1 -1
-2 -3 2

Reescribiendo,

El valor del determinante es,
B)D@) + (=2)(—=1)(=2) + (A(6)(—3) — A)(D)(=2) — B)(—=1)(—3) — (=2)(6)(2) = —15.

La Regla de Cramer se aplica también en la resolucién de sistemas de tres ecuaciones lineales con tres incognitas
XY, Z

ax byy+ciz=d;

aX + boy + Coz = ds 3)
azx +bgy +c3z = ds

por determinantes. Es una extension de la Regla de Cramer para la resolucién de ecuaciones lineales con dos
incégnitas. Resolviendo el sistema de ecuaciones (3) por uno de los métodos del capitulo 12, se obtiene,

_ dibocs + c1dobs + bicods — c1bods — brdycs — dicobs

B aib,c3 + bicraz + ciabs — cibras — bidscs — ajcobs

_a10,C3 + C1ax0; + diCraz — Citrag — dia@xC3 — a;C2d3

 a1baCs + b1Craz + Crahs — cibyas — bydaCs — aiCobs

. aib,ds + diasbs + bydraz — diboaz — bjayds — ajdybs

" aybyCs + byCras + crahs — cibyag — biascy — arcobs

Esta solucion se puede expresar por medio de determinantes como sigue:

a; by ¢ d by ¢ a; di ¢ a; by dg
D=|a bg Co Dy, = d2 b2 Co Dy =lay dg Co D, =|a b2 d2
az b3 C3 d3 b3 C3 az d3 C3 as b3 d3
_ Dy _ Dy b
o Y"Dp "D @)
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326 CAPITULO 28 DETERMINANTES

D es el determinante de los coeficientes de X, y, z de las ecuaciones (3) y se supone que son diferentes a cero. Si D es

cero, la Regla de Cramer no puede utilizarse para resolver el sistema de ecuaciones.

El método que involucra determinantes es facil de recordar si uno toma en cuenta lo siguiente:

a) Los denominadores de (4) son el determinante D cuyos elementos son los coeficientes de las incégnitas x, v, z

dispuestos como en las ecuaciones dadas (3).

b) El numerador correspondiente a cada una de las incognitas se forma a partir del determinante de los coeficientes,
D, sustituyendo la columna de los coeficientes de la incdgnita que se despeja por la columna de términos inde-
pendientes del sistema (3), pasados al segundo miembro.

- . D D D

c) Lasolucion del sistemaes (x,y,z)dondex = —, y=— 'y z=—,

D D D

EJEMPLO 28.3. Resuelva el sistema

X+2y—z =-3
X+ y+z =4
X— y+2z=6.
1 2 -1
D=3 1 11=2+2+3+1+1-12= -3
1 -1 2
-3 2 -1
Dy=| 4 1 l|=-6+12+4+6—-3—-16 =-3
6 -1 2
1 -3 -1
Dy=1[3 4 =8-3-18+4—-6+18=3
1 6
1 -3
D, =13 1 4/=6+8+9+3+4-36=-6
1 -1 6
Dy -3 _ by 3 _ D, -6 _
*“p~3 h Yo~ h TpT37?

La solucién del sistema es (1, —1, 2).

28.4 DETERMINANTES DE ORDEN n

Un determinante de orden n se escribe como

a1 a2 a3 ... an
dp1 dp2 QA3 ... d2n
dzy adz dz3 ... dsn
A1 A2 A3 ... am

Con esta notacion, cada elemento se caracteriza por dos subindices, el primero indica el renglon y el segundo la
columna a las que pertenece o en donde se encuentra. Asi, pues, a,, es el elemento del segundo renglon y tercera

columna; a,, es el que corresponde al tercer renglon y la segunda columna.

La diagonal principal de un determinante esta formada por los elementos de la matriz situados sobre la recta que

une el primer elemento del primer renglon con el daltimo del dltimo renglon.
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28.5 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

I. Si se intercambian los renglones por las columnas en un determinante, su valor no se modifica. Por consiguien-
te, todo teorema que se demuestre para los renglones, se verificara también para las columnas y viceversa.

EJEMPLO 28.4.

ai; a3 dj; a1 as
dp1 Ay dz3| = |dpz QAxp ax
dz; Az ds3 a3 a3 ass

I1. Sitodos los elementos de un renglén (o columna) son nulos, el determinante vale cero.

EJEMPLO 28.5.

an 0 ag
ap 0 axp|=0
azx 0 as

I11. Si se permutan dos renglones (o columnas), el determinante cambia de signo.

EJEMPLO 28.6.

dj; a2 ais dz; adz2 as3
dp; Ay A3 | = —|az A axs
dz; az2 ass aj; a;e ais

IV. Si dos renglones (o columnas) de un determinante son idénticos, el valor del determinante es cero.

EJEMPLO 28.7.

a1 a2 an
Ay axp axn|=0
dz; dz2 Az

V. Si todos los elementos de un rengldn (o columna) de un determinante se multiplican por un mismo ndmero p,
el valor del determinante queda multiplicado por p.

EJEMPLO 28.8.

paix a2 a3 ai ap s
paz ax ax| =Pp|ax ax az
paz; asz; ass d31 aszp ass

VI. Si todos los elementos de un renglén (o columna) de un determinante son suma de dos (0 mas) términos, el
determinante es igual a la suma de dos (0 mas) determinantes.

EJEMPLO 28.9.

app taj; ap a ay; ap an aj; a;z a
Ay tay axp aAxs|=|ax axp axp|+|ady ax azs
agp +a3 aszp ass a3 az as3 ay azx ass

VII. Si todos los elementos de un renglén (o columna) de un determinante se suman con los elementos correspon-
dientes de otra multiplicados por un nimero m, el valor del determinante no cambia.

EJEMPLO 28.10.

a; +tmap an a3 aj; Az a3
ay +tMmaxy axp ap|=|ax ax az;
azy +mazg; asp ass dz; dz2 ds3

Estas propiedades se pueden demostrar en los casos particulares de los determinantes de segundo y tercer orden
aplicando, simplemente, los desarrollos presentados en las secciones 28.2 y 28.3. En los problemas, se pueden ver
las demostraciones de los casos generales.
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328 CAPITULO 28 DETERMINANTES

28.6 MENORES

El menor de un elemento de un determinante de orden n es el determinante de orden n — 1 obtenido al suprimir el
renglén y la columna a las que pertenece el elemento en cuestion.
Por ejemplo, el menor de a,, en el determinante de cuarto orden

din Qg2 Az adus
d1 Apz A3 Ay

se obtiene suprimiendo el renglén y la columna a las que pertenece a.,, resultando el determinante de tercer orden,

32!
dj;; a3 dus

dp1 dz3 Ay |

dq1 aAg3 Asm

El menor de un elemento se representa por una letra mayuscula. Por ejemplo, el menor correspondiente al
elemento a,, se representa por A,,.

28.7 VALOR DE UN DETERMINANTE DE ORDEN n

El valor de un determinante puede obtenerse en términos de menores como sigue:

Se elige cualquier renglén (o columna).

Se multiplica cada elemento del renglon (o columna) por si menor correspondiente precedido por (—1)™! donde
i + j es la suma del nimero del rengldén i y el nimero de columna j. EI menor de un elemento con el signo
asociado se Ilama el cofactor del elemento.

3. Se suman algebraicamente los productos obtenidos en (2).

Por ejemplo, se desarrollaré el determinante siguiente,

a1 a2 a3 aus
A1 Az Az A
31 Az aAzz Az
dg1 Q42 A3 A

por los elementos del tercer renglon. Los menores de a,, a,,, 8,5, 8, SON A, , A, A,,, A,,, respectivamente. El signo
correspondiente al elemento a, es +, ya que (—1)*"* = (—1)* = +1. De manera similar, los signos asociados con

los elementos a,,, a,,, a,, son —, +, — respectivamente. Por lo tanto, el valor del determinante es,

321 77337

a31A31 — aAz + azzAsz — azsAz.

La propiedad VII resulta de gran utilidad para obtener ceros en un renglén o columna determinados. Esta
propiedad, aunada al desarrollo de términos por medio de menores, facilita el calculo del valor de un determinante.

28.8 REGLADE CRAMER APLICADAADETERMINANTES DE ORDEN n
La Regla de Cramer para la resolucion de un sistema de n ecuaciones lineales simultdneas con n incognitas es

totalmente analoga a la proporcionada en la seccidn 28.2 para el caso de que n = 2 y en la seccion 28.3 para el caso
dequen = 3.
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Sea el sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas, X;, X,, X, ..., X .

n

a11X1 +aoXe +ai3Xz + - - -+ aXp = I
Az1X1 + AxXy + 83Xz + - -+ + AopXpy = I'2

@)

An1X1 + appXo + ap3Xg + - - -+ appXp = .

Sea D el determinante de los coeficientes de X, X,, X,, ... , X..
dj; a2z a3 ... dip
dyy Az azxs ... apx
D =
a1 a2 @anz ... am

Representando por D, el determinante D en el que la columna k (que corresponde a los coeficientes de la incognita
X,) se ha reemplazado por la columna de los coeficientes del miembro derecho de (1). Por lo tanto,

x1=%, xzz%, x3=%,... con tal que D # O:

Si D # 0, existe una 'y sélo una solucion.

Si D = 0, el sistema de ecuaciones puede o no tener solucién.

Las ecuaciones que no tiene solucion simultanea se llaman inconsistentes; en caso contrario son consistentes.
Si D = 0y al menos uno de los determinantes D,, D,,...., D, # 0, el sistema dado es inconsistente.
SiD=D,=D,=..=D, =0, elsistema puede 0 no ser consistente.

Los sistemas de ecuaciones que tienen un nimero infinito de soluciones reciben el nombre de indeterminados.
Si un sistema de ecuaciones es indeterminado, D = 0y todos los determinantes D, D,,..., D, = 0. Lo inverso, sin
embargo, no siempre es cierto.

28.9 ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS

Si todos los términos independientesr,, r,, .. ., r, de las ecuaciones (1) son cero, se dice que el sistema es homogeéneo.
Eneste caso, D, =D, = D, = ... = D, = 0y es valido el teorema siguiente.

Teorema: La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de n ecuaciones lineales homogéneas
con n incAgnitas tenga solucién distinta de la trivial (donde todas las incognitas son iguales a cero) es que
el determinante de los coeficientes sea nulo, es decir, D = 0.

Un sistema de m ecuaciones con n incégnitas puede o no tener solucién.

1. Sim>n, se puede obtener el valor de n de las incdgnitas dadas. Si estos valores satisfacen a las m — n ecuaciones
restantes, el sistema es consistente, y en caso contrario es inconsistente.
2. Sim < n, se pueden determinar m de las incégnitas en funcion de las m — n restantes.
Problemas resueltos
28.1 Evalue los determinantes siguientes:
3 2
a) 141~ B)4)-2@1)=12-2=10

b) ‘6 :3‘ = (3)(-2)— (~1)(6) =6 +6 =0

www. FreelLibros.com



330 CAPITULO 28 DETERMINANTES

9 | _2‘=(0)(—5)—(3)(2)=o_6:_6

X X2
y ¥y
6) X+2 2x+5

3xX—-1 x-3

d) = xy? — x%y

‘=(x+2)(x—3)—(2x+5)(3x—1)=—5x2—14x—1

28.2 a) Demuestre que si en un determinante de segundo orden se intercambian los renglones por los columnas,
el valor del determinante no varia.

b) Demuestre que si los elementos de un rengldn (o columna) son proporcionales a los elementos corres-
pondientes del rengldn (o columna), el determinante es nulo.

SOLUCION
. a; by
a) Sea el determinante = a;b, — ayb;.
a b
Si se intercambian los renglones por las columnas, el nuevo determinante es, E zz =ab, — aph;.

b) El determinante cuyos elementos de un rengldn son proporcionales a los de los otros es,

ap by _ -~ _
kal kbl = alkbl blkal 0.
2x—1 2x+1
28.3  Encuentre los valores de x para los que w11 Ax+2 ‘ =0.
SOLUCION
2x—1 2x+1| _ . B
X+ 1 4x+2‘ =(2x—1)(@4x+2)—(2x+1)(x+1) =6x"—3x—3 =0.

Como2x* —x — 1 = (x — 1)(2x + 1) = O se obtiene x = 1, —1/2.

28.4  Despeje las incognitas en cada uno de los sistemas siguientes:

a) {4x+2y=5

x—4dy=1
SOLUCION
4 2 5 2 4 5
D=‘ ‘——22, DX—' '——22, Dy—' ’—_11
3 _4 1 -4 31
Dy _ —22 _ _b_-1_1
X=p =2 b Y b2

La solucién del sistema es (1, 1/2).

3u+2v=18
b) {—5u—v=12
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SOLUCION
3 2 18 2 3 18
D=‘ '=+7, Duz' '= 42, DV—' ’=126
5 _1 12 -1 -5 12
D2 _Dv_126_
u= D 7 6, v D 7 18
La solucién del sistema es (—6, 18).
¢) bx —2y—14=0
2x+3y+ 3=0
SOLUCION
. 5x —2y =14
Reescriba como { 2X +3y = —3.
5 -2 14 -2 5 14
D=‘ ‘=19, Dx=‘ ‘=36, Dy=‘ ‘=—43
2 3 -3 3 2 -3
_Dx_36 _Dy_-%
D 19’ D 19
La solucién del sistema es (36/19, —43/19).
Despeje x ey
X—2 Ty+1 -
5 + y10 =10 (1) Multiplique (1) por 10: 6x + 7y = 103.
a)
x+3 2y-5 .
- VT =3 (2) Multiplique (2) por 6: 3x — 4y = —1.
6 7 103 7 6 103
D= = —45, Dy = = —405, Dy = =315
3 4 -1 -4 3 -1
Dy _ —405 9 D, 315 7
D —45 7 D —45

La solucién del sistema es

2 3 -
— = + +1) 2x—3y =1.
y+1 x+1 0 () Multiplique (1) por (x +1)(y +1): 2x —3y =1
) 2 3
——t——= ipli — —3): 3x+4y =21.
x—7t 2y -3 0 (2 Multiplique (2) por (x — 7)(2y — 3): 3x +4y = 27
2 -3 1 -3 2 1
D=’ ‘zl?, sz’ ‘—85, Dy—’ ’=51
3 4 27 4 3 27
Dy 85 Dy 51
X=p~7 > YTpT7?3

La solucion del sistema es (5, 3).
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28.6  Resuelva los sistemas de ecuaciones siguientes

3 _6_1
a) x y 6 Sonecuacioneslinealesen}y},
2 3 1 X"y
—_4+ =
Xy 2
3 -6 1/6 —6| 7 3 1/6| 7
= =21, D= =, Dyy= ==
‘2 3‘ 1/ ‘1/2 3| 2 vy ’2 1/2‘ 6
1_ D _7/2_1 1_ Dy _7/6_1
x D 21 6’ y D 21 18
1 1 1 1
= 0—= — = :7:7:1
X=1x 16O Y=1y 18 8
La solucién del sistema es (6, 18).
3 8
3_8_3, S (1), 813
2x 5y 2 \x S\y
b) puede expresarse como
4 1 1 4/1
o= (=) +=2(=) =1
3y X X 3
_‘3/2 8/5‘_18 D _‘3 8/5‘_12 b _‘3/2 3‘_9
-1 4/3| 5’ W=l 43| 5 Wolo1 1) 2

1 Dy 12/5 2 1 Dy, 9/2 5

X D 18/5 3’ y D 18/5 4
X_1_1_3 1 1 4
Ux 23 20 Y 1y 54 b
La solucion del sistema es (3/2, 4/5).
28.7  Calcule los determinantes siguientes
3 -2 2
a 1 45
6 -1 2
Repita las primeras dos columnas
‘1 4

B)AR) + (=2(B)(6) + (AM)(1) — (AA#)E) — B)B)(—1)— (=2(1)(2) = —67

-1 2 -3
-3 2
-1 -3
3
c) 0 -2
-1 4

b)

= Ol

o N

c
b‘ =a% + b3+ ¢ — 3abc
a

d)

o o0 o
o QT
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x-=2) (y+3) (-2
e) -2 3 4 =11x+6y+z—6
1 -2 1

28.8 a) Demuestre que si dos renglones (o dos columnas) de un determinante de tercer orden son proporcionales,
el valor del determinante es cero.
b) Demuestre que si los elementos de cualquier renglén (o columna) se multiplican por cualquier constante
y se suman los resultados con los elementos correspondientes de cualquier otro renglon (o columna), el
valor del determinante no varia.

SOLUCION
a) Se tiene que demostrar que,
ajp b]_ C1

kal kbl kC1
az b3 C3

=0,

donde los elementos de los primero y segundo renglones son proporcionales. Lo anterior se demuestra me-
diante la expansion del determinante.

b) Sea el determinante,

ai bl C1
ao b2 Co |.
a; bz c3

Se tiene que demostrar que si k es una constante,

a by C1 a by ¢
a, b, C2 =la by c
az +ka, bz +kb, c3+ke az by c3

habiendo multiplicado cada elemento del segundo renglon del determinante dado por k y sumado a estos
productos los elementos del tercer renglén. El resultado se demuestra desarrollando ambos determinantes y
observando que son iguales.

28.9 Resuelva los sistemas de ecuaciones siguientes
2X+ty—z=5
a) {3x—2y+2z=-3
X—3y—3z=-2

2 1 -1
Se tiene D=|3 -2 2|=42 y
1 -3 -3
5 1 -1 2 5 -1 2 1 5
Dy=|-3 -2 2| =42, Dy=(3 -3 2| =84, D,=13 -2 -3|=-42
-2 -3 -3 1 -2 -3 1 -3 -2
Dy 42 Dy 84 D, —42_
o "t Y pTpT?r tTpTgp -t

La solucion del sistema es (1, 2, —1).
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X+22=7
b) {3x+y=5
2y—3z=-5
Xx+0y+22=7
Se puede escribir como X+y+0z=5
Ox +2y — 3z = —5.
10 2
Por lo tanto D=3 1 0]=9 y
0 2 -3
70 2 1 7 2 10
Di=| 5 1 0|=9, Dy=|3 5 0]=18, D,=(3 1 =27
-5 2 -3 0 -5 -3 0 2 -5

La solucién del sistema es (1, 2, 3).

28.10 Las ecuaciones para encontrar las intensidades de corriente i, i, € i, en una red eléctrica determinada son,
3i1 — 2|2 +4i3 =2
il +3i2—6i3 =8
2i1 - ig — 2|3 =0.

Encuentre i,.

SOLUCION
3 -2 2
1 3 8
|2 -1 0] -2 1
B3 2 4] a2
1 3 -6
2 -1 -2

28.11 Escriba el desarrollo del determinante mediante el uso de menores en el primer renglén.

di; A a3
dp1 Az Az
dz1 as as3

SOLUCION

dp Az dp1 Az dp1 A
141 142 143
) +agp(-1) + aga(—1)

El desarrollo es a;1(—1

dz2 as3 dz1  as3 dz1 Az
a11(+1)(azass — axzasy) + arp(—1)(az1dsz — axzdz) + as(+1)(axnaz —axpas) =
ai1@z833 — a11823832 — @2821833 t 12823831 T A13821832 — A13822831-

El desarrollo que se requiere es ajjazass — ajidysdsy — a12821833 + A12823831 + A13dz183; — A3822a31.
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Demuestre la propiedad Il1: Si se intercambian dos renglones (o columnas), se modifica el signo del determi-
nante.

SOLUCION

En el caso de los determinantes de tercer orden, se debe demostrar que

di1 a2 az dz1 dz2 ass
dp1 A A | = —|dx dxp axz|.
dz1 dz2 ass di1 a2 aiz

ai1 a2 as

d1 A
_ 1+1
Ay axp az|=an(-1)

dzp Az dp1 Az

+agp(—1)!?
dz2 asz

’ +aa(—1)!3

dz1  as3 dz1 Az

dzp Az as3
=+ ay1(azass — a3a32) — a12(A21833 — A3@31) + A13(A21832 — A22831)

=+ ayjaxpass — ai1dzsasy — apdzadsz T ajpdxsas t Aizdxiaz — A13822831-
dz1 Az as3
—l@2 a2 ag|=— (6131(—1)“1

ai1 a2 az

dz2 Az d1 A d1 A

+agp(—1)H? +a(—1)H

)

ail aig ajr a2

= —(+az(apaiz — a12823) — azz(az1a13 — Ax3a11) + azz(@nde — a118))
= —as@xpaiz t asndipdzs t adznaiz — azdzsadl — agzdxndiy + agzandx
=+ ayaxags — 11823832 — 12821833 T+ 12823831 T 13821832 — A13822831.

La expansion de los dos miembros de la ecuacion da como resultado la misma expresion. Por lo tanto, la propiedad
es valida para determinantes de tercer orden. Los métodos de prueba son validos para el caso general.

Demuestre la propiedad I1V: Si dos renglones (o columnas) son idénticas, el determinante vale cero.

SOLUCION
Sea D el valor del determinante. Mediante la propiedad 111, el intercambio de dos renglones idénticos debera mo-
dificar el valor a —D. Puesto que los determinantes son los mismos, D = —D o D = 0.

Demuestre la propiedad V: Si se multiplican los elementos de un renglén (o columna) por un mismo nimero
p, el valor del determinante queda multiplicado por p.

SOLUCION

Cada término del desarrollo contiene un solo elemento del rengldn que se ha multiplicado por p y, por lo tanto, en
cada término figurarda el factor p. Al ser este factor comUn a todos los términos, el determinante queda multiplicado

por p.

Demuestre la propiedad VI: Si cada elemento de un renglén (o columna) de un determinante son suma de dos
(o més) términos, el determinante es igual a la suma de dos (0 mas) determinantes.

SOLUCION

En el caso de determinantes de tercer orden, se tendra que demostrar que,

ap; aj; ap as a1 ap an ay; a;z A
Ap1 Ay Axp x| =|adx ax axg|t|ay ax azs
a3 ay azp ass a3 Az amy a; Az ass
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Se desarrollara cada determinante por menores utilizando la primera columna.
a;n a;; a a3
81 Ay axp axg|=(awu ta;;)A1n — (@ +a5)Axn + (831 + ay)Aa.
dz; a3 az as3

a1 A s a;; an as
Ay Az axm|+t |ay A 3| =anAn —axAxn +anfs +ajAn —ayAxn +ayAs

az; azp as ay; a8z ass
= (anx +a3;)An — (A +ay)Axn + (A + ag)Aa.

La expansion de ambos miembros es idéntica. Por lo tanto, la propiedad es valida para los determinantes de tercer
orden. El método de prueba es valido en el caso general.

Demuestre la propiedad VII: Si todos los elementos de un renglon (o columna) de un determinante se suman
con los elementos correspondientes de otro multiplicados por un nimero m, el valor del determinante no
varia.

SOLUCION

En el caso de un determinante de tercer orden, se tendra que demostrar que,

a;; +magp ap ap a;; ae a3
1 T Magy axp ax| =|ax ax» ax;|.
az; +Maz, aszp ass a3 Az ass

De acuerdo con la propiedad VI, el miembro izquierdo de la ecuacion puede escribirse como:

ap; apz  az mag;; apz a3
Ay Axp A |t |Maxp ax axzs|.
dz1 dzx ass Mmaz; as ass

Este Gltimo determinante se puede escribir como,

a2 Az a3
miaz azp az
dz2 Az Ads3

que es igual a cero, segun la propiedad V.

Demuestre que,

3 22 1
6 5 4 —2|_,
9 -3 6 -5 =

12 28 7

SOLUCION

El nimero 3 se puede sacar como factor comudn de los elementos de la primera columna, y el 2 de los elementos de
la tercera columna, a partir de lo cual se obtiene:

1 21 1
2 5 2 -2
®@5 3 3 s
4 24 7

que es igual a cero, ya que la primera y tercera columnas son iguales.
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28.18 Aplicando la propiedad IV, transforme el determinante,

28.19

1 -2 3
2 -1 4
-2 31

en otro de igual valor que tenga nulos los elementos de la segunda y tercera columnas pertenecientes al pri-
mer renglon.

SOLUCION

Multiplicando por 2 los elementos de la primera columna y sumandoles los correspondientes de la segunda colum-
na se obtiene,

1 @QM)-2 3 1 0 3
2 @Q@-1 4|=| 2 3 4|
2 @(-2)+3 1| |-2 -1 1

Multiplicando por —3 los elementos de la primera columna del nuevo determinante y sumandoles los corres-
pondientes de la tercera columna se obtiene,

1 0 (=3)1)+3 1 0 0
2 3 (=3)@+4|=| 2 3 -2
2 -1 (=3)(-2)+1| |-2 -1 7

El resultado se podria haber obtenido directamente, escribiendo:

1 @QW-2 (=3)(1)+3 1 0 0
2 @Q@-1 (32 +4|=| 2 3 -2|
2 (-2 +3 (=3)(-2)+1| |-2 -1 7

Se han elegido los nimeros 2 y —3 para obtener los ceros en los lugares deseados.

Aplicando la propiedad VII, transforme el determinante:

3 6
-2 1
4 -5
1 3

AE NN
N B DN W

en otro de igual valor que tenga tres ceros en el cuarto renglén.

SOLUCION

Multiplicando cada elemento de la primera columna (la columna base) por —3, —4, +2 y suméandoles, respectiva-
mente, los correspondientes de las segunda, tercera y cuarta columnas, se obtiene,

3 (-3)(3)+6 (@B +2 (@B)+3 3 -3 -10 9
—2 (=3)(=2)+1 (-4 (-2)—2 @(-2)+2| |-2 7 6 -2
4 (=3)4)-5 (HB+1 @@ +4| | 4 —-17 —-15 12
1 (=3))+3 HO+4 @@1)-2 1 0 0 0

Observe que es mas conveniente elegir una linea base que contenga el elemento 1.
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Obtenga 4 ceros en una linea o columna del determinante de quinto orden:

3 5 4 6 2
-2 3 2 3 4
4 1 3 -2 -3
6 -3 2 4 3
2 2 5 3 -2

SOLUCION

Se elige como linea base el renglon sombreado y los ceros en la segunda columna. Multiplicando los elementos
de este renglén por —5, —3, 3, —2 y sumandoles, respectivamente, los elementos correspondientes del primero,
segundo, cuarto y quinto, se obtiene:

-17 0 -11 16 17
-14 0 -7 9 13
4 1 3 -2 -3
8 0 11 -2 -6
-6 0 -1 7 4

Obtenga tres ceros en un renglén o columna del determinante

3 4 2 3
-2 2 3 -2
2 -3 3 4
4 5 -2 =2

sin que se modifique su valor.

SOLUCION

Es conveniente utilizar la propiedad VI para obtener un elemento igual a 1 en un renglén o columna. Por ejem-
plo, multiplicando cada elemento de la columna 2 por —1 y sumandoles los correspondientes de la columna 3, se
obtiene

3 4 -2 3
2 2 1 -2

2 -3 6 4

4 5 -7 -2

Tomando la tercera columna como base y multiplicando sus elementos por 2, —2, 2, sumandoles, respectiva-
mente, los de la primera, segunda y cuarta columnas, se obtiene,

-1 8§ -2 -1
0 0 1 0
14 -15 6 16
-10 19 -7 -16

que es igual al determinante dado.

Escriba el menor correspondiente y el cofactor del elemento del segundo renglén y tercera columna del de-
terminante.
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SOLUCION

Suprimiendo el renglén y columna que contienen al elemento, el menor complementario es

2 =2 1
1 -2 -1\
2 1 -2

Como el elemento pertenece al segundo rengldn y tercera columna, y 2 + 3 = 5 es un nimero impar, el signo
asociado a él sera menos. El cofactor es, por lo tanto,

2 =2 1
— -2 -1
2 1 -2

28.23 Escriba los menores complementarios y cofactores de los elementos del cuarto renglén del determinante

3 -2 4 2

2 1 5 -3

1 5 -2 2f
-3 -2 -4 1

SOLUCION

Los elementos del cuarto renglén son —3, —2, —4, 1.

-2 4 2
Menor del elemento —3=| 1 5 -3 Cofactor = —Menor
5 -2 2
3 4 2
Menor del elemento —2 = |2 5 -3 Cofactor =+ Menor
1 -2 2
3 -2 2
Menor del elemento —4 = |2 1 -3 Cofactor = —Menor
1 2
3 -2
Menor del elemento 1= |2 1 5 Cofactor =+ Menor
1 5 =2

28.24 Exprese el valor del determinante del problema 28.23 en términos de los menores o cofactores.

SOLUCION

Valor de determinante = suma de los elementos multiplicados por el cofactor asociado

2 4 2 3 4 2
—(3){-| 1 5 -3[t+(2l+2 5 -3

5 2 2 1 -2 2

3 2 2 3 -2 4
+(=l-12 1 3/t+@Wl+2 15

1 5 2 1 5 2

Después de desarrollar cada uno de los determinantes de tercer orden, el resultado obtenido es —53.
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El método de calculo aqui indicado es largo. Se puede, sin embargo, simplificar mucho transformando previa-
mente el determinante dado en otro equivalente que tenga ceros en un renglén o columna aplicando la propiedad
VI, como se hace en el problema siguiente:

Evalle el determinante del problema 28.16 mediante la transformacion en uno que tenga tres ceros en un
renglén o columnay, después, expandiéndolo por menores.

SOLUCION

Seleccionando la columna base indicada,

3 2 4 2
2 1 5 -3
1 5 -2 2f
3 2 -4 1

Multiplicando sus elementos por —2, —5, 3 y sumandoles, respectivamente, a las correspondientes de la primera,
tercera y cuarta columnas, se obtiene

7 -2 14 -4
0o 1 0 0

—9 5 -27 17|
1 -2 6 -5

Desarrollando de acuerdo con los cofactores de los elementos en el segundo renglén se obtiene,
(0)(su cofactor) + (1)(su cofactor) + (0)(su cofactor) + (0)(su cofactor)

7 14 -4
= (1)(su cofactor) = 13 +| -9 —-27 17|}%.
1 6 -5

Desarrollando este determinante, resulta el valor —53, que coincide con el valor obtenido en el problema 28.23.
Observe que por este método se puede desarrollar un determinante de tercer orden en funcion de determinan-
tes de segundo orden.

Encuentre el resultado de los determinantes siguientes:

4 1 -2 3
a) -1 2 1 4
3 -1 3 4
2 3 -3 2

Multiplicando los elementos de la base indicada por —2, 1, —3 y sumandoles, respectivamente, los co-
rrespondientes del segundo, tercero y cuarto renglones, se obtiene:

4 1 -2 3
-9 5 -2
-9 0 -2
=1{- 71 7
70 7
-10 3 -7
10 0 —7
-9 5 -2
=— 7 1 T
-10 3 -7
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Multiplicando los elementos de la base indicada por —7 y sumandoles los correspondientes de la primera
y tercera columnas, se obtiene

—44 5 37
—a4 37
—| 01 0:—(1){—{—’ H:_ss.
—31 -28
31 3 -28
1 -3 2 -3 1
-1 2 1 2 -3
-3 -2 -1 4
2 -3 3 4 -1
3 -2 -4 2 1

Multiplicando los elementos de la columna base indicada por 3, 2, 1, —4, respectivamente, y sumandoles
los correspondientes de la primera, tercera, cuarta y quinta columnas, se obtiene

—4

8 -4 —6 13 -8 -4 —6 13
5 2 5 4 -11

5 5 4 —11 5 5 4 —11
o 1 0 0 of=1]- =— .

7 -3 1 1 7 3 1 1
7 -3 -3 1 11

-3 -8 0 9 3 -8 0 9
3 -2 -8 0 9

Multiplicando en el Gltimo determinante los elementos del renglén base indicado por 6, —4 y su-
mandoles, respectivamente, los elementos del primero y segundo renglones, se obtiene

—50

—22

79

0
-50 —-22 79 -50 —-22 79
33 17 0 -55
- =—)y+| 33 17 -55|;=—| 33 17 -55
-7 -3 1 1
-3 -8 9 -3 -8 9
-3 -8 0 9

Multiplicando por 2 los elementos del renglén indicado del Gltimo determinante y sumandoles,
respectivamente, los del segundo renglén, se obtiene:

—50 -—-22 79
—| 27 1 =37
-3 -8 9

Multiplicando los elementos del renglén indicado del Gltimo determinante por 22 y 8 y sumandoles,
respectivamente, los correspondientes del primero y tercer renglones, se obtiene;

544 0 —735
544 —735
—l 27 1 =37 =—){+ = —427.
213 —287
213 0 —287
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28.27 Descomponga en factores el determinante siguiente:

x y 1 1
2 2 _ Sacando del determinante los factores x e y de
Xy 1l=xy|x y 1 . .
la primera y segunda columnas, respectivamente,
Xyl X2 oy 1
0 0 1 Sumando los elementos de la tercera columna multipli-
=xy|x—1 y—-1 1 cados por —1 con los correspondientes de la primera 'y

-1 y?—1 1 segunda columnas,

. x—1 y-1 ‘
YIxe—1 y2—1
_ v —1 1 1 Sacando del determinante los factores (x —1) e (y — 1) de
xy(x — 1)y — 1) : .
x+1 y+1| laprimeray segunda columnas, respectivamente,

=xy(x — 1)(y — 1)(y — x).

28.28 Resuelva el sistema

22X+ y— z+ w=-4
X+2y+22—3w =26
X— y— z+2w =0
2x+3y+ z+4w = -5,

SOLUCION
2 1 -1 1
1 2 2 -3
D= = 86
3 -1 -1 2
2 3 1 4
—4 1 -1 1 2 -4 -1 1
6 2 2 -3 1 6 2 -3
D; = =86 D, = =172
0o -1 -1 2 3 0 -1
-5 3 1 4 2 -5 1
2 —4 1 2 1 -1 -4
1 2 6 3 1 2 2 6
D3 = = 258 Ds = = —86
3 -1 0 2 3 -1 -1
2 3 -5 4 2 3 1 -5
D D> D3 Dy
Luego === === == =—"=_1,
[o} X 5 1, y D 2, z D 3, w D 1
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28.29 Las intensidades, en amperios, i, i, i,, i,, i, s& pueden determinar a partir del siguiente conjunto de ecuacio-
nes. Encuentre i,.

i —2ip +i3 =3

i2 +3ig—is = -5
i +ip+ig—is =1
2ip +i3 —2iy — 2i5 =0
iy +ig +2ig +i5 =3

SOLUCION
1 -2 3 0 0 1 -2 1 0 0
0 1 -5 3 -1 0 1 0 3 -1 D
D; =|1 1 1 0 —-1|=38, D=1 11 0 —-1|=19, i3=63=2amp.
0 2 0 -2 =2 0 21 -2 -2
1 0 3 2 1 1 0 1 2 1
28.30 Determine si el sistema
X—3y+2z=4
2Xx+y—3z=-2
4x -5y +z=5
es consistente.
SOLUCION
1 -3 2
D=|2 1 -3|=0.
4 -5 1
4 -3 2
Sin embargo, Di=|-2 1 -3|=-T7.
5 -5 1

Como por lo menos uno de los determinantes D,, D,, D, # 0, el sistema es inconsistente.
Esto se puede comprobar multiplicando la primera ecuacién por 2 y sumandola a la segunda, con lo que se
obtiene 4x — 5y + z = 6 que es consistente con la Gltima ecuacion.

28.31 Determine si el sistema
4x — 2y +62 =8

2Xx—y+3z2=5
2X—y+3z=4
€s consistente.
SOLUCION
4 -2 6 8 -2 6
D=|2 -1 3|=0 D;=|5 -1 3/=0
2 -1 3 4 -1 3
4 8 6 4 -2 8
D,=1/2 5 3|=0 D;=(2 -1 5|=0
2 4 3 2 -1 4

Con los resultados obtenidos hasta ahora, nada se puede decir sobre la compatibilidad del sistema; sin embar-
go, observando el sistema con mas detenimiento, se deduce que las dos Gltimas ecuaciones son inconsistentes. Por
lo tanto, el sistema es inconsistente.
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Determine si el sistema
2X+y—-21=4
X—=2y+z=-2
5x =5y +z=-2

es consistente.

SOLUCION
D =D, = D, = D, = 0. Nada se puede decir, por el momento, de la compatibilidad del sistema.
Despejando x e y (en funcion de z) en las dos primeras ecuaciones, X = g (z+2),y= g (z + 2). Estos valo-
res, sustituidos en la tercera ecuacion, la satisfacen. (Si no fuera asi, el sistema seria inconsistente.)
Por lo tanto, los valores x = g (z+2),y= g (z +2) satisfacen al sistema, con lo que existen infinitas solu-

ciones, obtenidas todas ellas dando valores a z. Por ejemplo, si z = 3, se tiene x = 3,y = 4; si z = —2, resultan x
= 0,y = 0; etcétera.

En este caso, las ecuaciones dadas son dependientes. Se puede comprobar multiplicando la segunda ecuacion
por 3y sumandola a la primera; se obtiene 5x — 5y + z = —2, que es la tercera ecuacion.

Determine si el sistema

2x—3y+4z=0
X+y—22=0
3X+2y—32=0

tiene soluciones distintas de la trivial x =y = z = 0.

SOLUCION
2 -3 4
D=1 1 2| =+7 D1:D2:D3:0
3 2 -3

ComoD #0yD, = D, = D, = 0, el sistema solamente tiene la solucion trivial.

Encuentre soluciones no triviales del sistema

X+3y—2z=0
2X—4y+2=0
X+y—z=0
si existen.
SOLUCION
1 3 -2
D=2 -4 1/=0 Dy=D,=D3=
1 1 -1

De aqui que existen soluciones no triviales.

Para encontrar las soluciones despejamos x e y, entre las dos Ultimas ecuaciones, en funcién de z (esto no siem-
pre es posible) y se obtiene x = z/2, y = z/2. Estos valores satisfacen la tercera ecuacién, con lo cual, hay infinitas
soluciones que resultan al dar valores a z. Por ejemplo, si z = 6, entonces, x = 3ey = 3;siz = —4, entonces x =
-2,y = —2; etcétera.
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28.35 Encontrar los valores de k para los cuales el sistema

28.36

28.37

28.38

28.39

28.40

X+2y+kz=0
2Xx+ky+22=0
X+y+z=0

tiene soluciones distintas a la trivial.

SOLUCION

Las soluciones no triviales se tienen cuando,

w N -
XN
=N X

Deaquique D= —-3k*+3k+6=00k=—1,2.

Problemas propuestos

Calcule los determinantes siguientes:

a) 4 -3 0 2 -1 ¢) ath a-b
-1 2 4 0 a —b
-2 4 —2x =3y 2x—1 x+1
b) ‘—3 7‘ d)‘ 4x —y' f X+2 x—Z‘

Demuestre que si los elementos de un renglén (o columna) de un determinante de segundo orden se multiplican por
un mismo ndmero, el determinante queda multiplicado por dicho nimero.

Encuentre el valor de las incdgnitas en los sistemas siguientes:

X—3 y+4 4 1 2
+—=7 —t-=c
a) 5x +2y =4 ) 28 +4x+5y =0 ¢ 3 5 ) X y b
2X—-y=7 —3x+4y+10=0 X+2 y—6 g 3 5 1
7 7 = ° Xy~ 12
3x+2y+1_4 4 3
3r—55=—6 5x — 4y = 16 x+y 3u 5v
) {4r+25:5 d){2X+3y:—10 R Sx+6y -7 _, & 11 1
Xx+y u v 6
Calcule los determinantes siguientes:
-2 1 2 3 -1 4 1 1 1
a | 3 -1 3 c) |2 1 -3 e)la b c
1 3 -2 1 3 -2 a2 b? c?
1 0 -2 Xy z
b) 0 -3 4 d)|-2 3 1
—4 2 -1 4 1 2
Encuentre el valor de k para que
k+3 1 -2
3 -2 1{=07?
-k -3 3
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28.41

28.42

28.43

28.44

28.45

28.46

28.47

28.48

CAPITULO 28 DETERMINANTES

Demuestre que si los elementos de un renglén (o columna) de un determinante de tercer orden se multiplican por
un mismo namero, el valor del determinante queda multiplicado por dicho nimero.

Resuelva los sistemas siguientes:

X+y—2z=1 u-+2v—3w=-7 2X+3y=-2
a) 12x+3y—z=2 b) J2u—-v+w=5 C) {Sy—2z2=14
X—2y+2z=-10 3u—v+2w =38 3z +4x= -7

Despeje la incdgnita indicada

3i; +ip —2i3 =0 1x+2/y+1/z2=1/2
a) Jip+2i,—3i3=5 parai, b) 14/x+2/y—3/2=2/3 parax
2i1—i2+i3:—1 3/X—4/y+4/221/3

a) Demuestre la propiedad I: Si se intercambian los renglones por las columnas en un determinante, su valor no
se modifica.

b) Demuestre la propiedad Il: Si todos los elementos de un renglén (o columna) son nulos, el determinante vale
cero.

Demuestre que el determinante,

1 2 3 4
2 4 6 3
3 8 12 2
4 16 24 1
es igual a cero.
Transforme el determinante,
-2 4 1 3
1 -2 2 4
3 1 -3 2
4 3 -2 -1

en otro equivalente que tenga tres ceros en la tercera columna.

Sin modificar el valor del determinante,

-2 1 3 1
1 -3 -2 =2
4 2 1 3

-3 4 -1 -1

-1 2 4 2

NEFE, WwN B

en otro equivalente que tenga cuatro ceros en la cuarta columna.

Dado el determinante,

-1 2 3 =2
4 -1 -2 2
-3 1 2 -1
2 4 -1 3

a) escriba los menores complementarios y los cofactores de los elementos del tercer renglén.
b) exprese el valor del determinante en términos de los menores o cofactores.
c) encuentre el valor del determinante.
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28.49

28.50

28.51

28.52

28.53

28.54

28.55

Transforme el determinante

-2 1 2 3
3 -2 -3 2
1 2 1 2
4 3 -1 -3

PROBLEMAS PROPUESTOS
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en otro equivalente que tenga tres ceros en un renglén y a continuacion encuentre su valor, desarrollandolo por los

elementos de dicho renglon.

Calcule el valor de los determinantes:

2 -1 3 2

a) -3 1 2 4
1 -3 -1 3

-1 2 -2 -3

3 -1 2 1

4 2 0 -3

b) -2 1 -3 2
1 3 -1 4

1 2 -1 1
9|2 3 2 -1
3 -1 1 -4
-1 4 -3 2
3 2 -13 2
-2 0 343
d)| 1 -3 -2 10
2 4 101
-1 -1 210

Descomponer en factores los determinantes:

a b ¢ i )1(

a) |a®? b? ¢? b) )
a® b c? 1 x

1 X3

Resuelva los sistemas siguientes:

X—2y+z—3w=4

2X+3y—z—2w=-4
X —4y +2z—4w =12
2X—y—3z+2w=-2

Encuentre i, e i, en el sistema:

2X+y—3z=-5
y+4z+w=5
22—w—4x=0
w+3x—y=4

b)

2ip —3i3—iy=—-4

3ip +ip — 2i3 +2ig +2i5 =0
—i1—3i2 +2i4 +3i5 =2

il +2i3—i5:9
2i1+i2:5

Determine si los sistemas siguientes son consistentes.

2x—3y+z=1 2X—y+z2=2 X+3y—2z=2
a) {x+t2y—z=1 b) {3x+2y+4z=1 c)
3X—y+22=6 X—4y +6z2=3

Encuentre las soluciones no triviales, si existen, del sistema:
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2Xx+y—-3z=0

x—2y+4z=0
X+3y—2z=0

X—y—z=1
2x+6y—4z=3

2u+v—-3w=1
d ju—2v—w=2
u+3v—2w=-2
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28.56 Encuentre los valores de k para los cuales el sistema

2Xx+ky+z+w=0
X+k—-1Dy—2z2—w=0
X—2y +4z+2w =0
2X+y+z+2w =0

tiene soluciones distintas a la trivial.

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

28.36

28.38

28.39

28.40

28.42

28.43

28.48

28.49

28.50

28.51

28.52

28.53

28.54

28.55

28.56

5 b) =2 ¢)4 d) 14xy e) —a?—Db? f) x2 —8x

x=2,y=-3;(2,—-3) e) x =12,y =16; (12, 16)
r=1/2,s=3/2;(1/2, 3/2) f)y x=5y=-2;(5,-2)
X=-2,y=—4 (-2, —4) g) x =12,y =15; (12, 15)

X = 8/23,y = —82/23; (8/23, —82/23)  h) u =2/3, v = 3/5; (2/3, 3/5)

43 b) 19 c) 0 d)5x+8y—14z e) bc® — cb® + a’c — ac® + ab? — ba?

Para todos los valores de k.

a) x=-2,y=12z2=-3;(-2,1, -3)

by u=Lv=-1,w=2;(1,-1,2)

c) x=—-4,y=2,1=3;(—4,2,3)

a) i,=08 b) x=26

c) —38

28

a) 38 b) —143 ¢) —108 d) 88

a) abc@@—b)b—-c)c—a) b) x-1y-Dz- D= - 2)z~-x
a) x=2,y=-1z=3,w=1 by x=1Ly=-1z=2,w=0

i, =3i,= -2

a) consistente b) dependiente c) inconsistente d) inconsistente
Solamente la solucién trivial x =y =z = 0.

-1
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MATRICES

29.1 DEFINICION DE MATRIZ

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros, a los que se les conoce como elementos de la matriz. A continuacion
se muestran ejemplos de matrices:

[1 —4} ;11 ? :g [o 8 —1}
70 1 3 8 6 5 3

Las matrices se clasifican en funcion del nimero de renglones y columnas. Las matrices que se mostraron an-
teriormente sonde 2 X 2,3 X 2,3 X 1y 2 X 3, siendo el primer nimero una indicacién del nimero de renglones y
el segundo, el nimero de columnas. Cuando la matriz tiene el mismo nimero de renglones y de columnas, se trata
de una matriz cuadrada.

a1 a2z ais ain

a1 adxp ax azn
A=

dmi Am2 8m3 ... dmn

La matriz A es una de m X n. Los elementos de una matriz A tienen sufijo doble, donde el primer nimero indica
el rengl6n y el segundo nimero la columna en los que se encuentra el elemento. La forma genérica para expresar un
elemento en una matriz es a;. La matriz A puede expresarse como [a;].

29.2 OPERACIONES CON MATRICES

Si una matriz A y otra B son del mismo tamafio, es decir, tienen el mismo nimero de renglones que de columnas, y
sus elementos son de las formas a; y b; respectivamente, entonces la suma A + B = [a;] + [b;] = [a; + b;] = [c;]
= Cparatodaiyj.

_[2 3 4 _[ o3 -2
EJEMPLO 29.1 EncuentrelasumadeA—[6 0 _1] y B—[_l 1 2].

(23 4 03 —2]_[2+0 3+3 4+(2]_[2 6 2
A+B_[6 0 —1]+[—1 1 2}_[6+(—1) 0+1 —1+2 ]‘[5 1 1]

349
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350 CAPITULO 29 MATRICES

A la matriz — A se llama la opuesta de A y cada elemento de la matriz —A es el opuesto del elemento corres-
pondiente de la matriz A.

-1 2 3 _|1 -2 3
Por lo tanto, para A_[—Z 0 1}' _A_[z 0 —1]

La multiplicacion de una matriz por un escalar (nimero real) da como resultado otra matriz en la que cada ele-
mento aparece multiplicado por el escalar.

EJEMPLO 29.2 Multiplique la matriz A = [é g ﬂ por —2.

23 4]_[ -4 -6 -8
_ZA:_Z[G 0 —1}_[—12 0 2}

El producto AB donde A es una matrizm X py B es una matriz p X nes C, la cual es una matriz de m X n. Los

elementos c; de una matriz C se calculan por medio de la formula c; = a;b,; + a,b,; + aghy + -+ +aby;.

A X B = C
[a1n @ az -+ ap | [Cu Cip -+ Ci -+ Cin ]
dp; dAz adz - Ay by b - blj <+ by Cot Cp -+ Cpy -+ Cpp
Doy by -+ by -+ by
. . bt 5| |bs bs o by e by [ | S
a1 Q2 @z -+ Qp . . . ) ) . Ci1 C2 -+ Cj -+ GCin
bpt bpz -+ by oo bp
_aml am2 Am3 - amp_ _le Cm2 - ij Cmn_
2 4 1 301 -1
EJEMPLO 29.3 Encuentre el producto AB cuando A = y B=|-1 3 1 2
01 -2
4 0 3 -2
_ 3 01 -1
2 4 1
AB = -1 3 1 2
01 -2
- 4 0 3 -2

A [2@FAEDFI@ 200 +H4F 10 2 FAD +IE) 2D +4(2) +1(-2)
L0@) +1(-1) + (=2)@) 0(0) +1(3) + (-2)(0) 0(1) +1(2) +(-2)3) 0(1) +1(2) + (-2)(~ 2)}
(6—4+4 0+12+0 2+4+3 —2+8-2

AB =
|0-1-8 0+ 340 0+1-6 0+2+4}

[ 6 12 9 4
AB =
|-9 3 -5 6]
12 3 1 =3
EJEMPLO 29.4 EncuentreIosproductosCDyDCcuandoC=[ 10 4] D=|0 2
B 4 -2

coz[ 12 3] 1 -3 :[ 1(1) + 2(0) + 3(4) 1(—3)+2(2)+3(—2)}

-1 0 4 L —1(1) +0(0) +4(4) —1(-3) +0(2) + 4(-2)
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[ 1+0+12 -3+4-6 13 -5
CD = =
| -1+0+16 3+o—8] [15 —5}
[1 -3 12 3 11) + =3)1)  1(2) +(=3)(0) 1(3) +(-3)(4)
DC=|0 2 [71 o 4}= 0(1) +2(~1) 0(2) + 2(0) 0(3) + 2(4)
|4 -2 41) +(=2)(-1) 42)+=2(0) 43)+ (=24
143 240 3-12 4 2 -9
DC=[0-2 0+0 0+ 8|=|-2 0 8
4+2 840 12— 8 6 8 4

En el ejemplo 29.4, observe que a pesar de que tanto el producto CD como el DC existen, CD # DC. Por lo
tanto, la multiplicacion de las matrices no es conmutativa.

La matriz identidad es una de n X n cuyos elementos son 1 cuando los nimeros de renglén y columna son igua-
les y son 0 en cualquier otro lado. Una matriz identidad de n X n se expresa como |,

Por ejemplo,

100
I, = |:g-) 2] e I;=(0 1 O
0 01
Si A es una matriz cuadrada e | es la matriz identidad del mismo tamafio que A, entonces Al = IA = A.
2 3 - {10 2 3 1 0] (2 3
ParaA—[7 9}seutlllzal—[0 1} y AI—[7 9] [O 1}—[7 9}

IS R

29.3 OPERACIONES ELEMENTALES CON RENGLONES

Se dice que dos matrices son equivalentes en cuanto a sus renglones si una puede obtenerse a partir de la otra
mediante una secuencia de operaciones de renglon elementales.

Operaciones de renglon elementales
1. Intercambio de dos renglones.

2. Multiplicacion de un rengl6n por una constante diferente de cero.
3. Suma de un mdltiplo de un rengl6n con otro renglon.

Se dice que una matriz esta en forma reducida en escalédn si posee las propiedades siguientes:

1. Todos los renglones que estén formados totalmente por ceros estan en la parte inferior de la matriz.

2. El primer nimero diferente de cero en cualquier renglén, cuyos elementos no todos son cero, es 1, al cual se le
[lama 1 delantero.

3. Endos renglones sucesivos diferentes de cero, el 1 delantero que esté en el rengl6n superior se encuentra mas a
la izquierda que el 1 delantero en el renglén inferior.

4. Las columnas que tengan un 1 delantero, tendran ceros en posiciones alternadas en la columna.
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EJEMPLO 29.5 Utilice las operaciones elementales de renglén para colocar la matriz A en forma reducida en escalon
cuando,

A=

WELr N
W
DN D

~ es el simbolo que se utiliza entre dos matrices para indicar que son equivalentes en cuanto a sus renglones.

El simbolo R, al frente de una matriz significa que el renglén que sigue fue el renglén 2 en la matriz anterior.

R, — 3R, al frente de una matriz significa que el renglén siguiente se obtuvo a partir de la matriz anterior restandole
3 veces el renglon 1 del 3.

2 1 4 Ry |1 3 2 1 3 2 1 3 2
A=|1 3 2|~R1|2 1 4[|~Ry—-2R; |0 750~%R20 10
3 -1 6 3 -1 6 R; —3R; |0 —10 O 0 —-10 0
Ri—3R, |1 0 2
~ 010
R; +10R, |0 0 O
1 0 2
La forma reducida en escal6n de lamatrizAes= |0 1 0
0 0O

29.4 INVERSA DE UNA MATRIZ

Una matriz cuadrada A tiene una inversa si existe una matriz A™* tal que AA™* = A7'A = I.
Para encontrar la matriz inversa, si ésta existe, de una matriz cuadrada A, se lleva a cabo el procedimiento si-
guiente:

1. Forme la matriz particionada [A|l], donde A es la matriz dadan X n e I es la matriz identidad de n X n.

2. Efectle las operaciones elementales de renglén en [A|l] hasta que la matriz particionada tenga la forma [1|B],
esto es, hasta que la matriz A de la izquierda se transforme en la matriz identidad. Si A no puede transformarse
en la matriz identidad, la matriz A no tiene matriz inversa.

3. LamatrizBesA™? lainversa de la matriz A.

EJEMPLO 29.6 Encuentre la inversa de la matriz A = i i g
1 -3 -2
2 5 411 0 O R 1 4 3]0 1 0
[All]=]1 4 3]0 1 0f~Ry|2 5 411 0 O
1 -3 -2|0 0 1 1 -3 -2/0 0 1
M1 4 3|0 10 1 4 3 0 10
~R;—2R; [0 -3 -2|1 -2 O N—%Rz 0 1 2/3|-1/3 2/3 0
Rs —R; _O -7 -5|0 -1 1 0 -7 -5 0 -1 1
Ri—4R,[1 0 1/3] 4/3 -5/3 0 1 0 1/3| 4/3 -5/3 0
~ 0 1 2/3|-1/3 2/3 0|~ 0 1 2/3|-1/3 2/3 0
R3+7R, [0 O -1/3|-7/3 11/3 1 —3R3[ 0 O 1 7 -11 -3
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Ri — (1/3)Rs3
~ Ry — (2/3)R3

100-1 2 1
01 0(-5 8 2|=[l]AY
00 1| 7 -11 -3
1
2

-1 2
Al=|-5 8
7 —11 -3

Si la matriz A es equivalente en cuanto a renglones a la matriz I, entonces la matriz A tiene una matriz inversa y se
dice que es invertible. La matriz A no tiene matriz inversa si no es equivalente a | en cuanto a renglones.

1 3 4
EJEMPLO 29.7 Encuentre la inversa, si existe, de lamatrizA = | -2 -5 -3
1 4 9

1 3 4|1 0 0] 1 34/ 100

[All=]-2 -5 -3|0 1 0[~Ry+2R;|0 1 5/ 2 1 0
1 4 90 0 1] R3—R;y [0 1 5/-1 0 1

Ri—3R;|1 0 —-11|-5 -3 0
~ 01 5| 2 10
Rz —R, LO O 0j-3 -1 1

La matriz A es equivalente en cuanto a renglones a la matriz a la izquierda. Puesto que la matriz a la izquierda tiene un
rengldn con ceros, es equivalente a la matriz | en cuanto a renglones. Por lo tanto, la matriz A no tiene inversa.

Otra forma para determinar si la inversa de una matriz A existe, es que el determinante asociado con una matriz
invertible es diferente de cero, esto es, det A # 0 si A™* existe.

En las matrices de 2 X 2, la inversa puede encontrarse mediante un procedimiento especial:

. 1 -
SiA=| % 4w entonces Al=_— | %2 T2 45040 get A £ 0.
dy1 A detA| —ap ail

1. Encuentre el valor de det A. Si det A # 0, entonces la inversa existe.

Intercambie los elementos de la diagonal principal, intercambie las posiciones de a,; y a,,.

3. Madifique los signos de los elementos de la diagonal secundaria, es decir, reemplace a,, por —a,, y a,, por
—ay,.

4. Multiplique la nueva matriz por 1/det A. El producto es A~

N

29.5 ECUACIONES CON MATRICES

La ecuacion con matrices, AX = B tiene una solucidn si y solo si la matriz A" existe y la solucion es X = A™'B.

EJEMPLO 29.8 Resuelva la ecuacion con matrices [; _5] [X} = [ 12]

=31y 6|
.. |7 -5 1 _|3/11 -5/11 -1 -3 5
SlA—[2 _3] entonces A —[2/11 _7/11] 0 1| -2 7
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~1[-3 57[7 -5][x]_-1[-3 5712
1) -2 7]l2 =3]ly] 11|-2 7]l 6
—1[711 077X —1'76}

11| o -11]ly| 11|18

[1 0"x'__1‘—6]
0 1]ly] 11|18

x7] 6/11
Lyl [—18/11}

29.6 MATRIZ SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

Para resolver un sistema de ecuaciones utilizando matrices, se escribe una matriz particionada, la cual es la matriz de
los coeficientes a la izquierda aumentada por la matriz de constantes a la derecha.

Xx+2y+3z= 6
La matriz aumentada asociada con el sistema x —z= 0es
X—y—2=-4

1 2 3|6
A=1[1 0 -1] 0
1 -1 -1|-4

EJEMPLO 29.9 Utilice las matrices para resolver el sistema de ecuaciones siguiente:

Xo + X3 — 2X4 = -3
X1 + 2X2 — X3 = 2
2% +4% + X3 — 3= —2

Xp — 44Xy — TX3 — X4 = —19

Escriba la matriz aumentada para el sistema.

o 1 1 -2 -3
1 2 -1 0 0
2 4 1 3| -2
1 -4 -7 -1,-19

Exprese la matriz de la izquierda en su forma reducida de escal6n.

R [ 1 1 0| 2 1 1 0| 2
~Ri|0 1 2| -3 0 1 1 -2| -3
2 3| 2| "R3—2Rr,| 0 3 -3| -6
1 -4 -7 -1/-19| R,—R; |0 -6 —6 -1|-21
Ri—2R,[1 0 -3 4] 8] Ri+3Rs[1 0 0 1| 2
~ 01 2| 3| ~Ry—Rs |0 1 0 —1|-1
1/3)R; |0 0 1] -2 001 —1|-2
Ri+6R, |0 0 0 —13/-39| (1/3Rs|0 0 0 1| 3
Ri—Rs[1 0 0 0]-1
~R;+R4|0 1 0 0] 2
Rs+Rs|0 0 1 0] 1
000 1| 3
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A partir de la forma reducida de escaldn de la matriz aumentada, se pueden escribir las ecuaciones:
X, =-1%=2,%X%=1yx,=3.
Por lo tanto, la solucién del sistemaes (—1, 2, 1, 3).

X1 +2% — X3 =0
3X1+5X2 =1

0 1 2 -1|0 1 2 -1
1 R,—3R; |0 -1 3|1 —-R10 1 -3

i

X1 +5%3 =2 y Xo —3x3=—1 Porlotanto, x; =2-5x3 ¥y Xp = —1 + 3Xs.

EJEMPLO 29.10 Resuelva el sistema de ecuaciones:

1 2 -1
35 0

N

~Ri—2R;|1 0 5
0 1 -3

El sistema tiene un ndmero infinito de soluciones de la forma (2 — 5x;, —1 + 3X3, X3), donde X, €s un nimero real.

Problemas resueltos

29.1 Encuentre a) A + B, b), A — B, ¢) 3Ay d) 5A — 2B cuando

2 11 2 -3 4
-1 -1 4 -3 1 -2

T2 11 2 _3 4
3) A+B_[—1 1 4]+[—3 1 —2]

itew an o aten) Tl ool

2 11 2 -3 4
-1 -1 4| |-3 1 =2
2-2 1-(-3) 1-4 [0 4 -3
—1-(3) -1-1 4—-(2)] [2 -2 6
9 A= [ 2 1 1}:[ 32)  3(1) 3(1)}:[ 6 3 3}
-1 -1 4 3-1) 3(-1) 3(4) -3 -3 12

2 11 2 -3 4
o sa-zm-s] 2 1122 4]

SOLUCION

b) A—B

_[ 5(2) — 2(2) 5(1) —2(-3)  5(1) —2(4) }
S [5(-1)—2(-3) 5-1)-2(1) 54 —2(-2)

|6 11 -3
1 -7 24
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29.2  Encuentre, si existe, a) AB, b) BA 'y ¢) A? cuando

2
A=[3 2 1] y B=[3]

0
SOLUCION
2
a) AB=[3 2 1]|3|=[3(2) +2(3)+1(0)]=[12]
0

2 23) 2(2) 2(1) 6 4 2
b) BA=|3[[3 2 1]=[3@) 32 31| =1|9 6 3
0 0(3) 0(2) 0(1) 000

c) A?=[3 2 1][3 2 1];noesposible. A", n> 1, existe solamente en matrices cuadradas.

29.3  Encuentre AB, si es posible

2 1 0 -1 0
a) A= -3 4 y B=|4 0 2
L 1 6 8§ -1 7
-1 3
by A= | 4 _5] y B=|:g') 3]
L O 2
SOLUCION
2 1|0 -1 0
a) AB=| -3 4|4 0 2]|; noesposible.
1 6 8 -1 7

A es unamatrizde 3 X 2y B es de 3 X 3. Puesto que A tiene solamente dos columnas, s6lo puede multipli-
carse por matrices que tengan dos renglones, es decir, matrices de 2 X k.

-1 370, ~1(1) + 3(0) ~1(2) +3(7) -1 19
b) AB=| 4 -5 [0 7}: A1) +(5)0) AR +EHT) | = | 4 —27
0 2 0(1) + 2(0) 0(2) +2(7) 0 14

29.4  Escriba las matrices siguientes en forma reducida de escalon

0 1 3 1 -2 1 -1 4
2 -3 2 -3 -1
a) |2 3 -1 b)
a5 o 3 -5 3 -4 3
1 1 -1 2 5
SOLUCION
01 -3 Ro[2 3 —1] 2 3 -1 Ri—3R,[2 0 8
Q) |2 3 -1|~R|0 1 —3|~ 0 1 3|~ 01 -3
4 5 -2 45 —2| Rg—2R|0 -1 0 Rs+R, |0 0 -3
(1/2R. [1 0 4] R.—4Rs[1 0 O
~ 01 —3|~Ry+3R;[0 1 0
(-1/3Rs |0 0 1 0 0 1
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01 -3 1 00
La forma reducida de escalonde| 2 3 —1 es 0 1 ol.
4 5 -2 0 0O
1 -2 1 -1 4 1 -2 1 -1 4
b) 2 -3 2 -3 —-1|[~Ry,—2R;| O 1 0 -1 -9
3 5 3 -4 3 R; —3R; | O 1 0 -1 -9
-1 1 -1 2 5] R4+R; |0 -1 0 1 9
Ri+2R, {1 0 1 -3 -14
010 -1 -9
Rz—R, [0 0 0 O 0
Re+R, [0 0 0O O 0
1 -2 1 -1 47 1 01 -3 -14
. , 2 -3 2 -3 -1 010 -1 -9
La forma reducida de escal6n de 3 _5 3 _4 3 es 00 0 0 0
-1 1 -1 2 5| 000 O 0
29.5 Encuentre el inverso, si existe, de cada matriz.
(1 -1 0 32 1
a) A=[i _ﬂ b) B=|:_i _g} ¢gC=|1 0 —-1| dD=|10 -1
|6 —2 -3 0 1 2
SOLUCION
a) det A= ‘i _3‘ = —14 -3 =—17;det A # 0 por lo que A™?! existe.
4, —1[-7 -3 _ 717 3/17
1_ 4+ 1_
A —17[_1 2] °o A [1/17 —2/17]

Amenudo se utiliza la primera forma de la matriz ya que ésta reduce el nimero de calculos con fracciones
necesarios. Asimismo, facilita el trabajo con matrices en una calculadora grafica.

b) detB = ' 7? _2‘ =6—6 = 0. Puesto que det B = 0, B! no existe.
1 -1 0J/1 00 1 -1 0| 1 00
¢ [ClI]=|1 0 -1{0 1 0Of~|0 1 —-1/-1 1 O
6 -2 -3/0 0 1 0 4 -3/-6 01
[1 0 1] 0 1 0 1 0 0(/-2 -3 1
~l0 1 -1|-1 1 0|~|0 1 0/-3 =3 1| =[llC™Y
L0 O -2 -4 1 00 1|-2 -4 1
[—2 31
c'=|-3 31
-2 -4 1
32 1|1 0 O 10 -1j0 1 0 1 0 -1j0 1 0
dDjI]=|1 0 -1/0 1 0f|~|3 2 1|1 0 O|~|0 2 4|1 -3 0
01 2|0 01 01 2|0 01 01 2|0 01
1 0 =10 1 0O 10 -1j0 1 O
~|l0 1 20 01|~|0 1 20 0 1
0 2 4|1 -3 0 0 0 0|1 -3 -2

Puesto que la matriz que queda en la Gltima forma no es equivalente en cuanto a renglones a la matriz identidad I,
D no tiene inversa.
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-2 -1 0 3
Si A= 1 0 y B = 2 0|, resuelva cada ecuacién para X.

3 -4 4 1
aQ) 2X+3A=B b) 3A+6B=—3X

SOLUCION
a) 2X+3A=B.Porloque2X = -3A+ByX = —3A+}B.

3{—2 —1} 1{ 0 3} { 3+0  (3/2)+(3/2) } [
X=—2| 1 o0ol|+2] 2 o0|=]|E3/2)+1 0+0 =| -1/2
2 2| _ —13/2 11/2

3 -4 4 -1 (-9/2) -2 6+(—1/2)

b) 3A + 6B = —3X.Porloque —3X = 3A + 6By X = —A — 2B.

-2 -1 0o 3 240 1-6 2 -5
X=—| 1 o0|=-2| 2 o|=|-1-4 0+0|=|-5 0
3 —4 -4 -1 —3+8 4+2 5 6

. L, . . . —X+y=
Escriba la ecuacién con matrices AX = By utilicela para resolver el sistema _2))(( +>; B g
SOLUCION

A - X =B

HE=EE

—_1 1 X _ 4 _ —l l 71_1
—2 1][)/}_[0} A_[_z 1] porloque A =1

Bl R

La solucidn del sistema es (4, 8).

Resuelva cada uno de los sistemas de ecuaciones siguientes utilizando matrices.

a) x—2y+3z= 9 b) x+2y—-z=3

—X + 3y =4 X+ y =4
2x —by +5z2 = 17 2X—y+z=2
SOLUCION
1 -2 3| 9 1 -2 3] 9 10 9|19 1 0 9|19
a |-1 3 0|-4|~|0 1 3 5(~|0 13 5[~l01 35
2 -5 5|17 0 -1 -1|-1 0 0 2| 4 0 0 1| 2

1 00
~10 1 0
0 01

1
-1
2

3

-1
-1

A partir de la forma reducida de escalén de la matriz, se pueden escribir las ecuaciones:

Xx=1y=-1yz=2.
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El sistema tiene como solucién (1, —1, 2).

1 2 -1|3 1 2 -1, 3 1 2 -1 3
by |3 1 0|4 |~|0 -5 3/-5|~|0 -5 3|-5
2 0 -5 3|4 0 0 0] 1

2 -1 1
Puesto que el Gltimo renglon es producto de la ecuacion 0z = 1, la cual no tiene solucién, el sistema de
ecuaciones no tiene solucion.

Problemas propuestos

[2 -5 3 12 5 [2 —5/2 0 B
29.9 A—[O 71 B—[l 1 31 C—[o 5 _31 D=[7 3]
Efectle las operaciones indicadas:
a) B+C e) 3B +2C i) C—5A m) B?
b) B5A f) DA j) BC n) D(AB)
c) 2C—-6B g) AD k) (DA)B 0) A?
d) -—-6B hy C-B ) A2 p) DB+ DC

29.10

29.11

29.12

Encuentre el producto AB:

[0 -1 0 [ 2 1
a) A=14 0 2 y B=|-3 4
18 -1 7 L 1 6
1 -1 7 1 2
by A=|2 -1 8 y B=1(2 1 1
13 1 -1 1 -3 2
(1 2 3 [ 4 -6 3
c) A=|0 5 4 y B=| 5 4 4
13 —2 1 -1 0 1
[ 6
-2
d A=| ] y B=[10 12]
| 6

Resuelva los sistemas de ecuaciones utilizando una ecuacion con matrices de la forma AX = B.

a x— y=20 b) x+2y= 1 c) 15x+08y=23 d) 2x+3y=40
5x — 3y =10 5x — 4y = —23 0.3x — 0.2y =0.1 3x—2y= 8

Escriba cada una de las matrices en su forma reducida de escaldn.

[ 2 -1 -3 1 [2 5 3 3

d) 1 0 -2 1 d |3 2 49

|3 1 12 5 3 -2 4
102 40 1 20 -1 1
1115 1 1 31 2 3
D11 206 3 d) 1 -13 1 1
1 115 0 2 37 3 4
I ) 2 -1 3 1 1
1 2 1 1 0 -2 1 -3
d) 3 0 4 d) 1 2 -1 -4 3
-1 0 2 | 3 2 -2 3 1

www. FreelLibros.com



360 CAPITULO 29 MATRICES

29.13 Encuentre la inversa de cada una de las matrices si existe.

- [ 5 3 4 ]
a) g 12] e) -3 2 5
o L 7 4 6 ]
- (1 2 -1
b) _?1’ *g} nl2 3 2
- 14 -2 3]
2 01 -1 "3 2 a4
1 -1 0 2
c) 9 |5 3 3
0 -1 2 1 5 5 _2
-2 1 3 0 - -
13 0 1 2
d) -2 4 1 h)
5 1 _3 2 -3 1 3
L-1 3 -2 0
29.14 Resuelva utilizando matrices los sistemas siguientes:
a) X—2y +3z=-1 e) X1 + x3 =1
—X + 3y =10 5X, + 3Xo =4
2X — 5y +52 = -7 3X, — 4x3 = 4
b) x—=3y+ z= 1 ) 4 +3x% +17x3 =0
2X— y—2z= 2 5X; + 4%, +22%3 =0
X+2y—3z=-1 AXy + 2% +19%3 =0
c) X+ y—3z=-1 g) X1+ X2 +X3+ X4 =6
y—z= 0 2X1 + 3Xo — X4 =0
—X + 2y =1 —3X1 t4%X; + X3 +2x4 =4
Xp + 2% — X3+ X4 =0
d 4x- y+ bz=11 h) 3 — 2%y — 6x3 = —4
X+2y— z=5 —3Xy + 2%, +6x3 = 1
5x —8y +13z= 7 X1 — Xp —bXz3 = -3

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

299 a) :i _i g] i) no es posible
b) :100 _gg} i) noes posible
c) :ilé Ig :gg] k) [28 21 28]
N i) B ]
e) :12 _7/i 12} m) no es posible
f) [ 14 —14] n) [28 21 28]
g) no es posible 0) [g _gzg}
h) [j _2 :2} p) [38 —11 35]
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29.10

29.11

29.12

29.13

29.14

a)

a)

0)

e)

b)

d)

a)

<)
d)
€)
f

h)

3 -4 6 —21 15 11 2 14
10 16 by |8 —23 19 ) |21 20 24
26 46 4 7 5 1 -26 2

G5 b (=32 o (L1 d B3

10 0 1 10 240
01 -1 10
010 O b)
00 1 -1 00 001
L (00 000
é?g (1 0 0 1
d) 010 -1
001 001 2
[0 0 0 L
(10 2 0 -1 (1 0 0 1/5 -1
01 -1 0 2 f 010 -12/5 3
00 01 4 001 -35 2
00 00 O L0 0 O 0 0
[ -8 -2 7
[_g _13] e) 1—15 53 2 -37
26 1 19
T2 2 [ B -4 7
4l1 3 f)ﬁ 2. 7 -4
-16 10 -1
7 6 -5 1 -
1| 5 12 —19 11 1| 22 -16 18
Sl g -—-|-16 14 -11
18| 3 0 3 3 190 19 19 19
-1 12 -7 5 d
f 13 711 21 9 —4 7
1 11 3 3 0 3
— | -1 7 3 hy =
28| 5 14 10 6|-6 0 2 -2
L -9 -3 4 -1
(-1,3,2)

no tiene solucion

(2z — 1, z, ) donde z es un nimero real
(—z+ 3,z + 1, z) donde z es un namero real
(—4,8,5)

(0,0, 0)

(1,0,3,2)

no tiene solucion
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INDUCCION
MATEMATICA

30.1 PRINCIPIO MATEMATICO DE INDUCCION COMPLETA

Algunos enunciados estan definidos sobre un conjunto de enteros positivos. Con la finalidad de establecer la validez
de dicho enunciado, podria demostrarse para cada uno de los nimeros enteros positivos de interés de manera
independiente. Sin embargo, puesto que existe una infinidad de nidmeros de este tipo, mediante este procedimiento
caso por caso, nunca se podra demostrar que el enunciado es siempre valido. Es posible utilizar un procedimien-
to llamado induccién matematica para establecer la validez del estado de todos los enteros positivos.

Principio de induccién de matemética

Sea P(n) un enunciado que pueda ser verdadero o falso para cada entero positivo n. Si se satisfacen las dos condiciones
siguientes:

1. P(1) es verdadero, y
2. Siempre que n = k, P(k) sea verdadera implica que P(k + 1) es verdadera.

Por lo tanto, P(n) es verdadero para todos los nimeros n enteros positivos.

30.2 DEMOSTRACION DEL PRINCIPIO DE INDUCCION COMPLETA
La demostracién de un teorema o férmula mediante el principio de induccion completa implica dos pasos:

1. Lacomprobacion, por simple sustitucion, que el teorema propuesto o formula se verifica para los primeros va-
lores de n, enteros y positivos, por ejemplo, n = 1, n = 2, etcétera.

2. Lasuposicion de que el teorema o férmula, es cierto para n = k y, a continuacién, se demuestra que también se
verifica para el siguienten = k + 1.

Una vez que se hayan efectuado los pasos 1y 2, entonces se podra concluir que el teorema o formula es valido
para todos los enteros positivos mayores o iguales a a, el entero positivo del paso 1.

Problemas resueltos

30.1 Demuestre por induccién matematica que, para todos los enteros positivos n,

nin +1)
2

1+2+34.--4+n=

362
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SOLUCION

Paso 1. La férmula se verifica paran = 1, ya que

11+1)
1= = 1.
2

Paso 2. Se supone que la formula es valida para n = k. Entonces, sumando (k+1) a ambos miembros de la
ecuacion,

k(k + 1)
2

+(k+l)=(k+1)2(k+2)

142434 +k+k+1) =

que es el valor de n(n + 1)/2 cuando se sustituye n por (k + 1).

De aqui que, si la formula es cierta para n = k, se ha demostrado que también se verifica para el siguiente,
n =k + 1. Como la formula se verifica paran = 1, también se verificard paran = 1 + 1 = 2y, por la misma razén,
paran = 2 + 1 = 3,y asi sucesivamente. Es decir, se verifica para todos los valores de n, entero y positivo.

Demuestre, por el principio de induccion completa, que la suma de los n primeros términos de una progresién
o n .
aritméticaa,a +d,a+2d,--- es <2>[2a + (n — 1)d], es decir,

a+(a+d)+(a+2d)+--~+[a+(n—1)d]:g[2a+(n—1)d].

SOLUCION
Paso 1. Laformula se verificaparan = 1,yaquea = %[Za +(1-1d]=a

Paso 2. Supdngase que es valida para n = k. Entonces,
a+(a+d)+(a+2d)+--~+[a+(k—1)d]:g[2a+(k—1)d].

Sumando a los dos miembros de la Gltima ecuacion el término que ocupa el lugar (k + 1), que es igual a (a + kd),
se tiene

a+(a+d)+(a+2d)+--~+[a+(k—1)d]+(a+kd)=g[2a+(k—1)d]+(a+kd).

2 2d + kd + 2ka +
El segundo miembro de esta ecuacion es = ka + % - g +a+kd = k'd + kd > 2ka +2a
+1) + + +
_ kd(k 1)22a(k 1)=k21(2a+kd)

que es el valor de (n/2)[2a + (n — 1)d] cuando se sustituye n por (k + 1).

Por lo tanto, si la formula es cierta para n = k, se ha demostrado que también se verificaparan = k + 1. Como
la féormula se verifica paran = 1, también se verificard paran = 1 + 1 = 2y, por la misma razén, paran =2 + 1
= 3, y asi sucesivamente. Es decir, se verifica para todos los valores de n, entero y positivo.

Demuestre, por el principio de induccidon completa, que para todos los valores de n, entero y positivo, se
verifica
n(n +1)(2n +1
12+22+32+._.+n2: ( )6( )
SOLUCION

Paso 1. Laférmulaes valida paran = 1, puesto que

_ 10+ +1) _

12
6

1.
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Paso 2. Supoéngase que es cierta para n = k. Entonces,

_ k(k +1)(2k +1)
5
Sumando a ambos miembros de esta ecuacion el término que ocupa el lugar (k + 1), que es igual a (k + 1),

P+22+32 4. 4K

+ -
12+22+32+---+k2+(k+1)2:—k(k 1)6(2k Y

+ (k + 1)%.
k(k + 1)(2k + 1) + 6(k + 1)2

El segundo miembro de esta ecuacion es =

6
_ (k+ D)@K + k) + (6k +6)] _ (k +1)(k +2)(2k +3)
6 6

que es valor de n(n + 1)(2n + 1)/6 cuando se sustituye n por (k + 1).

Por lo tanto, si la formula es cierta para n = k, se ha demostrado que también se verificaparan = k + 1. Como
la formula se verifica paran = 1, también se verificara paran = 1 + 1 = 2y, por la misma razén, paran =2 + 1
= 3, y asi sucesivamente. Es decir, se verifica para todos los valores de n, entero y positivo.

Demuestre, por el principio de induccion completa, que para todos los valores de n, entero y positivo, se
verifica

1 1 n
+ + = ;
1.3 3-5 5-7+ +(2n—1)(2n+1) 2n+1

SOLUCION

Paso 1. La férmula se verifica paran = 1, ya que
1 1

1
2-D2+1) 2+1 3

Paso 2. Supongase que la formula es valida para n = k. Entonces,

1 1,1 N 1 ok
1-3 3.5 5.7 T(2k—1)@2k+1) 2k+1

Sumando a los dos miembros de la ecuacion anterior el término que ocupa el lugar (k + 1), que es igual a
_
(2k +1)(2k +3)
Entonces,
1 1 k 1
. + = + :
(k—1)(2k+1) (k+1)2k+3) 2k+1 (2k+1)(2k+3)

1 n 1 n 1 +
1.3 3.5 5.7
El segundo miembro de esta ecuacion es

k@k+3)+1 _ k+1
2k +1)(2k +3) 2k +3°

que es el valor de n/(2n + 1) cuando n se sustituye por (k + 1).

Por lo tanto, si la férmula es cierta para n = k, se ha demostrado que también se verificaparan = k + 1. Como
la formula se verifica paran = 1, también se verificara paran = 1 + 1 = 2y, por la misma razén, paran =2 + 1
= 3,y asi sucesivamente. Es decir, se verifica para todos los valores de n, entero y positivo.

Demuestre, por el principio de induccion completa, que a® — b® es divisible entre a + b, siendo n un nimero
cualquiera entero y positivo.

SOLUCION

Paso 1. El teorema se cumple paran = 1, ya que a*> — b?> = (a + b)(a — b).
Paso 2. Supongase que el teorema es cierto para n = k. Entonces,

a% — b% es divisible entre a + b.
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El objetivo es demostrar que a**? — b?*2 es divisible entre a + b. A partir de la identidad,
a2k+2 _ b2k+2 — aZ(a2k _ b2k) + bZk(aZ _ b2)

se deduce que a?*? — b?*2 es divisible entre a + b si lo es a?* — b*.

Por lo tanto, si la férmula es cierta para n = k, se ha demostrado que también se verificaparan = k + 1. Como
la férmula se verifica para n = 1, también se verificard paran = 1 + 1 = 2y, por la misma razon, paran =2 + 1
= 3, y asi sucesivamente. Es decir, se verifica para todos los valores de n, entero y positivo.

Demuestre la férmula del binomio,

nn—-1 nn—-1)---(n—r+2
(@+x)" =a"+na""x + ga”’zxz 4ot ( ). )a’"”lxr’1 4o X"
2! (r—21)

para todos los valores de n entero y positivo.

SOLUCION

Paso 1. Laférmula se verifica paran = 1.

Paso 2. Supdngase que es cierta para n = k. Entonces,

- -1 k—r+
(@ +x)F = a* + na*Ix + kk —1) 2,2 4ox kk—=1)- - (k=r+2) yri1 s S

2! (r—1)!

Multipliqgue ambos miembros por a + x. La multiplicacion del segundo miembro puede escribirse como:

ak+1+kakx+k(k_1)akflxz_'_”'_'_k(k_l)"'(k_r+2)ak7r+zxr—1+”.+ax
21 r—1)
Ayt ka g KD Ko 8) aen e
(r—2)! '
kk=1)---(k=r+2)  r1p g kk=1)---(k=T+3) \ 1151
+
o " T
KK—1) (k=T +3) | riprq[k—T+2
= ey
r—2)! S T
_ kA Dkk—=1)- (k=1 +3) 4 riz
(r—1) '

k

Puesto que,

el producto puede escribirse como,

k+1

n k+Dkk=1)- (k=1 +3) 4 riz

F K = gk+l e 4 Dakx o .
(a+x) a ( Jax + -1

o+ X

que es la formula del binomio cuando se sustituye n por k + 1.

Por lo tanto, si la formula es cierta para n = k, se ha demostrado que también se verificaparan = k + 1. Como
la férmula se verifica paran = 1, también se verificard paran = 1 + 1 = 2y asi sucesivamente. Es decir, se verifica
para todos los valores de n, entero y positivo.

Demuestre mediante el principio de induccién matematica que la suma de los angulos internos, S(n), de un
poligono convexo es S(n) = (n — 2)180°, donde n es el nimero de lados del poligono.
SOLUCION

Paso 1. Puesto que el poligono tiene al menos 3 lados, se comienzaconn = 3. Paran = 3, S(3) = (3-2)180° =
(1)180° = 180°. Lo anterior es valido ya que la suma de los angulos internos de un triangulo es 180°.

Paso 2. Suponga que para n = k, la fdrmula es valida. Entonces, S(k) = (k — 2)180° es vélida. Ahora considere
un poligono convexo de lados k + 1. Se puede dibujar una linea diagonal que forme un tridangulo con dos de los
lados del poligono. La diagonal también forma un poligono de k lados con los demas lados del poligono original.
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La suma de los angulos internos del poligono de (k + 1) lados, S(k + 1), es igual a la suma de los angulos internos
del triangulo, S(3), y a la suma de los angulos internos del poligono de k lados, S(k).

S(k + 1) = S(3) + S(k) = 180° + (k — 2)180° =[ 1 + (k — 2)]180° = [(k + 1) — 2]180°.

De aqui que, si la férmula es valida para n = k, es también valida paran = k + 1.
Puesto que la formula es valida para n = 3, y que siempre que sea valida paran = k, loseraparan = k + 1,
se puede deducir que sera valida para todos los enteros positivos n = 3.

Demuestre mediante induccién matematica que n®* + 1 = n? + n para todos los nimeros enteros positivos.

SOLUCION

Pasol. Paran=1,n+1=1+1=1+1=2yn?+n=1*+1=1+1=2Porlotanto,n*+1=n*+n
es valida cuandon = 1.

Paso 2. Suponga que el enunciado es valido para n = k. Por lo tanto, k® + 1 = k? + k es valida.

Paran=k+1, (k+1>°+1=k¥+3k2+3k +1+1=k>+3k?+3k+2

=K+ 2k + Kk +3k+2 = (K +2k) + (k + 1)k +2)

= (k% +2k?) + (k + D[(k + 1) +1]

= (K3 + 2k?) + [(k + 1) + (k + 1)]
Se sabe quen =1, por loque k = 1y k® + 2k? = 3. Por lo tanto, (k + 1)* + 1 = (k + 1) + (k + 1). De aqui que,
cuando el enunciado es valido para n = k, es también valido paran = k + 1.

Puesto que el enunciado es verdadero paran = 1y siempre que sea valido para n = k lo es también paran =
k + 1, el enunciado es valido para todos los nimeros n enteros positivos.

Problemas propuestos

Demuestre mediante el principio de induccién completa que se verifican las expresiones siguientes, siendo n un nimero
entero positivo.

30.9

30.10

30.11

30.12

30.13

30.14

30.15

30.16

30.17

1+3+5+---+(2n—1) =n?

n__
143484 g2t 5 !
13 +23 +33+_‘.+n3:n2(n+1)2
4

n-1 _ a(rn - 1)

, r#1
r—1

a+ar+ar’4...4ar

-

1 n
nn+1) n+1

.
C e
N
N

1
+ 4
34t T

w

(2n — 1)3"*1 +3

1.342.32+3.3%34+...4n.3"= 1

1 1 n
T =
811 " T@n_D@En+2) 6n+4a

-

1y
2.5 5.

0]

1 1 1 1 n(n + 3)

+ + P =
123 234 345 ThnrD0+2  dn+D0n+2)

a" — b" es divisible entre a — b, para n = entero positivo.
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30.18

30.19

30.20

30.21

30.22

30.23

30.24

30.25

30.26

30.27

30.28

30.29

30.30

a®1 + p?"~1 es divisible entre a + b, para n = entero positivo

1.2.3+2.3.4+.,,+n(n+1)(n+2):n(n+1)(n+2)(n+3)

4
1+2+224. 420 t=2"—1
(ab)" = a"b", para n = a entero positivo

n

<g>n: Z—n, para n = a entero positivo
n’ +n es par

n® + 5n es divisible entre 3

5" — 1 es divisible entre 4

4" — 1 es divisible entre 3

n(n + 1)(n + 2) es divisible entre 6

n(n + 1)(n + 2)(n + 3) es divisible entre 24

n+1l>n

2n>n+1
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3 1 FRACCIONES
PARCIALES

31.1 FRACCIONES RACIONALES
P(x)

Una fraccion racional en x es el cociente o®) de dos polinomios en x.
Por lo tant 73)(2 L fracci6 ional
or lo tanto, es una fraccion racional.
X3 +7x2 -4

31.2 FRACCIONES PROPIAS

Una fraccion propia es aquella en la que el grado del polinomio numerador es inferior al correspondiente del
polinomio denominador.

Por lo tanto: 2x—3 e +1 son fracciones propias
) X2 +5x +4 y x4 — 3x propias.

Una fraccion impropia esaquellaen laque el grado del polinomio numerador es igual o superior al correspondiente
del denominador

2x3 +6x2 —9

Por ejemplo, 312

es una fraccién impropia.

Efectuando la division, toda fraccidon impropia puede expresarse siempre como la suma de un polinomio y una
fraccion propia.

Por ejemplo 2046¢ -9 _ ox + 12 + 22X =38
' X2 — 3x +2 X2 —3x+2'

31.3 FRACCIONES PARCIALES

Toda fraccion propia a menudo se puede expresar como la suma de otras fracciones (denominadas fracciones
parciales), cuyos polinomios denominadores sean de grado inferior al del denominador de la fraccion dada.

EJEMPLO 31.1.

-5 _ -5 _ 2 . 1
X2-3x+2 (xX-1Dx-2) x—-1 x-2°
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31.5 TEOREMA FUNDAMENTAL 369

31.4 POLINOMIOS IDENTICOS

Si dos polinomios de grado n en la variable x son iguales en mas de n valores de x, los coeficientes de potencias
similares de x son iguales y los dos polinomios son idénticos. Si falta un término en cualquiera de los dos polinomios,
éste se puede escribir con un coeficiente igual a 0.

31.5 TEOREMA FUNDAMENTAL

Una fraccion propia puede escribirse como la suma de fracciones parciales siempre que se cumplan las reglas.

1. Divisores lineales distintos.
A cadadivisor lineal del polinomio denominador de la fraccion dada del tipo ax + b, le corresponde una fraccién

parcial de la forma A/(ax + b), siendo A una constante diferente de cero.
EJEMPLO 31.2.

X+4 A N B
x+7)(2x—-1) x+7 2x-—1

2. Divisores lineales multiples.
A cada divisor multiple del polinomio denominador de la fraccion dada del tipo ax + b elevado a la potencia p,
le corresponden p fracciones parciales de la forma,
A A, A
+ A S
ax +b (ax+b)2+ +(aerb)p

siendo A, A, ..., A, constantesy A # 0.

EJEMPLOS 31.3.

-1 A B
a) 5 = + 5
x+4) X+4 (x+4)
5% -2 A B C D E
b) =gttt ot —
$Bx+1)? x¥ x2 x (x+1)? x+1

3. Divisores cuadraticos distintos.
A cada divisor simple del polinomio denominador de la fraccion dada del tipo ax? + bx + ¢, le corresponde una
fraccion simple de la forma,
Ax +B
axz +bx+c

siendo A y B constantes que no son nulas simultdneamente.
Nota: Se supone que ax® + bx + ¢ no se puede descomponer en producto de dos factores lineales reales de
coeficientes enteros.

EJEMPLOS 31.4.

2) x¥*-3 A  Bx+C
x=2)+4) x—-2 x2+4
2x3 — 6 A Bx+C Dx +E

b) x(2x2+3x+8)(x2+x+l):; 2X2+3x+8 x2+x+1
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370 CAPITULO 31 FRACCIONES PARCIALES

4. Divisores cuadraticos multiples.

A cada divisor del polinomio denominador de la fraccion dada del tipo ax* + bx + ¢ elevado a la potencia p, le
corresponden p fracciones parciales de la forma

Aix + Bq Aox + B> n ApX + Bp
ax? +bx +ac  (ax? + bx + c)? (ax2 +bx +c)P

siendo A, B,, A, B,, ..., A, B constantes y A, B_ diferentes de cero.

EJEMPLOS 31.5.

X2 —4x+1 _Ax+B_Cx+D  Ex+F
@ +1P20+x+1) xX2+1 (x+1)% x2+x+1

31.6 DESCOMPOSICION EN FRACCIONES PARCIALES

Una vez que se ha determinado la forma para descomponer en fracciones parciales, el paso siguiente es encontrar
el sistema de ecuaciones que se tendra que resolver para obtener los valores de las constantes necesarias en la
descomposicion en fracciones parciales. La solucion del sistema de ecuaciones puede auxiliarse mediante el uso de
la calculadora grafica, especialmente cuando se utilizan los métodos matriciales que se estudiaron en el capitulo 29.

A pesar de que el sistema de ecuaciones esté formado por mas de tres ecuaciones, a menudo es muy sencillo
determinar el valor de una o mas variables o relaciones entre las variables que permitan al sistema reducirse a un
tamafio lo suficientemente pequefio que pueda resolverse por cualquier método sin ningun problema. Los métodos
estudiados en los capitulos 15 y 28 representan los procedimientos basicos utilizados.

X2 +3x+7

EJEMPLO 31.6 Efectle la descomposicion en fracciones parciales de m

Mediante al utilizacion de las reglas 2 y 3 de la seccion 31.5, el tipo de descomposicion es:

3 +3x+7 A B Cx+D
2 = + 2t
x—2%x2+1) x—2 (x—2° x2+1
I +3X+7  AX—2)(% +1) + B +1) + (Cx + D)(x — 2)°
(x — 2)%(x2 + 1) (x —2)?(x2 + 1)
32 +3x +7 = AC — 2Ax% + Ax — 2A + Bx? + B + Cx® — 4Cx? + Dx? + 4Cx — 4Dx + 4D

32 +3x+7=(A+C)+(—2A + B —4C + D)x* + (A + 4C — 4D)x + (—2A + B + 4D)

Igualando los coeficientes con los términos correspondientes de los dos polinomios y fijando el valor de los demas a
0, se obtiene el sistema de ecuaciones a resolver.

A+C=0
—2A+B—-4C+D =3
A+4C —4D =3
—2A+B+4D =7

Resolviendo el sistema, se obtienen los valores, A= —-1,B=5,C=1yD = 0.
Por lo tanto, la descomposicion en fracciones parciales es:

X +3x+7 -1 5 X

= + +
(x—22(x2+1) x—2 (x—22% x2+1

www. FreelLibros.com




31.1

31.2

31.3

PROBLEMAS RESUELTOS

Problemas resueltos

Descomponga en fracciones parciales

X+ 2 o X+2
2x2 —7x — 15 (2x +3)(x —5)°

SOLUCION

X+ 2 A B A(X—5)+B(@x+3) (A+2B)x+3B—5A

Sea X +3)X—5) 2x+3 x—5 _ (2x+3)x—5) (2x + 3)(x —5)

Hay que determinar las constantes A y B de forma que

X+2 _(A+2BX+3B_5A . L
(2x +3)(x — 5) (2x + 3)(x — 5)

0 X +2 = (A +2B)X + 3B — 5A.

371

Igualando los coeficientes de las potencias de x, se obtiene 1 = A + 2By 2 = 3B - 5A, las cuales, cuando se re-

suelven simultaneamente, dan como resultados A = —1/13, B = 7/13.

X+2 _—1/13 '7/13 -1 N 7
22 —7x—15 2x+3 x—-5 13(2x+3) 13(x—5)

De aqui que,

Otro método: x +2 = A(x —5) + B(2x + 3)
Para encontrar B, se hace que x = 5: 5+ 2=A(0)+ B(10 + 3),7 =13B,B = 7/13.

Para encontrar A, se hace que x = —=3/2: —3/2+ 2= A(—-3/2 -5) + B(0),1/2 = —13A/2,A = —1/13.

X2 +10x—-3 A B . C
X+ -9 x+1 x+3 x-3

SOLUCION
22 +10x =3 =A(X> —9) +BXx +1)(x —3) + C(x + )(x + 3)

Para encontrar A, sea x = —1: 2-10—-3=A(1-9), A=11/8.
Para encontrar B, sea x = —3: 18 -30—-3=B(—-3+1)(—3—-13), B =—-5/4.
Para encontrar C, sea X = 3: 18 +30 —3 =C(3 +1)(3 + 3), C =15/8.

D , 2x% +10x — 3 o 5 n 15

€ aqui que X+D02—9) 8x+1) 4(x+3) 8x-3)
22 +7x+23 A B c

xX—1(x+3?2 x—1 (x+3)2+x+3

SOLUCION
22 +7x +23 =A(x +3)2 + B(x — 1) + C(x — 1)(x + 3)

=AX? +6x +9) +B(x — 1) + C(x* + 2x — 3)
= Ax? + 6AX + 9A + Bx — B + Cx? + 2Cx — 3C
=(A+C)x°+(6A+B +2C)x + 9A —B —3C
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372 CAPITULO 31 FRACCIONES PARCIALES

Igualando los coeficientes de potencias similaresde x, A+ C=2,6A+B +2C=7y9A — B — 3C = 23.
Resolviendo el sistema, se obtiene A=2,B = —5,C =0.

2% +7x+23 2 5

D i que: = - .
€ aqut que X—1(x+3?2 x—1 (x+3)?

Otro método: 2x*> + 7x + 23 = A(x + 3> + B(x — 1) + C(x — 1)(x + 3)

Para encontrar A, se hace x = 1: 2+7+23=A1+ 3)2, A=2.

Para encontrar B, se hace x = —3: 18 — 21 +23 = B(—3 —1), B =-5.

Para encontrar C, se hace x = 0: 23 =2(3)> — 5(—1) + C(—1)(3), c=0.
X2 — 6x + 2 _A B C D

314 27" T 474 2 4=
X(x—27 X X (x—2)P% x-2

SOLUCION

X2 — BX +2 = A(x — 2)? + BX(x — 2)? + Cx? + DX?(x — 2)
= A(X? — 4x + 4) + Bx(x?> — 4x + 4) + Cx? + Dx?(x — 2)
= (B +D)x® + (A —4B + C — 2D)x* + (—4A + 4B)x + 4A

Igualando los coeficientes de potencias similaresdex,B + D =0,A— 4B +C — 2D =1, —4A + 4B = —6,
4A = 2. La solucién simultanea de estas cuatro ecuacioneses A =1/2,B= —-1,C = -3/2,D = 1.

De aqui que: w—i,l,i+i
qui que: Rx—27 22 x 2x—27 x-2

Otro método: X2 — 6x + 2 = A(X — 2)? + Bx(x — 2)* + Cx? + Dx*(x — 2)

Para encontrar A, se hace x = 0: 2 = 4A, A = 1/2. Para encontrar C, se hacex = 2: 4 — 12+ 2 =4C,C =
23/2.
Para encontrar By D, se hace x = cualquier valor excepto 0 y 2 (por ejemplo, seax = 1, x = —1).

Sea x = 1: 1-6+2=A1-22+B1-2°?+C+D(1-2) y (1)B-D=-2
Seax=-1: 1+6+2=A(-1-22-B(-1-2*+C+D(-1-2) y (2) 9B+3D = —6.

La solucién simultanea de las ecuaciones (1) y (2) esB = —1,D = 1.

X2 —4x —15
315 —————5—. Seay =X +2; entoncesx =y — 2.
x+2)

SOLUCION

X2 —4x—15 (y—2?—4(y—-2)—15 y>-8y—3

(x+2)° y y3
1.8 3 1 8 3

y ¥ ¥ x+2 (x+27? (x+2)
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7x% — 25x + 6 Ax +B C
31.6 = +
(—2x—1)(Bx—2) x2—2x—-1 3x-2
SOLUCION
7x2 —25x + 6 = (Ax +B)(3x — 2) + C(x* — 2x — 1)
= (3Ax? + 3Bx — 2Ax — 2B) + Cx?> —2Cx — C
= (3A + C)x? + (3B — 2A — 2C)x + (—2B — C)
Igualando los coeficientes de potencia similaresde x, 3A + C=7,3B—2A - 2C = —-25,-2B—-C =6.La
solucién simultanea de estas tres ecuacioneses A =1, B = —5,C = 4.
Lo 7x2 —25x + 6 x—5 4
De aqui que: = + .
(x2—2x—1)(3x—2) x2—2x—1 3x-2
2 _ 2 _
317 M —28 4x-—-28  Ax+B  Cx+D

= = +
X +x2 -6 (X+3)X2-2) x2+3 x2-2
SOLUCION

4x? — 28 = (AX + B)(x®> — 2) + (Cx + D)(x* + 3)
= (AX® + Bx? — 2Ax — 2B) + (Cx® + Dx? + 3Cx + 3D)
= (A +C) + (B +D)x? + (3C — 2A)x — 2B + 3D

Igualando los coeficientes de potencia similares de x,
A+C=0,B+D=4,3C—-2A=0,-2B +3D = -28.
Resolviendo las ecuaciones en forma simultanea, A=0,B=8,C=0,D = —4.

4x% — 28 8 4

De aqui que = _ )
X*+x2 -6 x2+3 x2-2

Problemas propuestos

Efectle la descomposicion en fracciones parciales de cada fraccion racional.

318 X+ 2 3113 10x2 +9x — 7 3118 5x2 + 8x + 21
' X2 —T7x +12 ' x+2)(x2-1) T+ x+6)(x+1)
319 12x +11 3114 X2 —9x—6 3119 5%3 4+ 4x% + 7x + 3
' X2 +x—6 ' x3 4+ x2 — 6X T +2x+ 22 —-x—1)
3110 -0 15 X 3120 %
' 2X2 +3x—2 ) X2 —4 ' x3—1
SL11 5X + 4 3116 3x* —8x+9 3191 7x3 +16x2 +20x + 5
X2+ 2x ' x-2)° ' (2 +2x + 2)?
3110 X 3117 3x3 + 10x2 + 27x + 27 3122 7x—9
T x2—-3x—18 ' x2(x + 3)° T (x+1)(x—3)
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31.23

31.24

31.25

CAPITULO 31 FRACCIONES PARCIALES

x+ 10
X(X —2)(x +2)
x—1
x2—1

X —2
X3 —x2 — 2x

126 e 1 1)

(2x + 1)(4x2 +9)

5x2 +3x +1 3129 x3
U@+ 4y

—2X+9
31.30

23 —x+3

(X2 +4)(x2 +1)

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

31.8

31.9

31.10

31.11

31.12

31.13

31.14

31.15

2X—1 Xx+2
2 3
4

X X+2

2/3 n 1/3
X—6 x+3

3 2 5
x+1 x—-1 x+2

3, 4 , 5
X—2 (x—2)?% (x—2)°
317 434 2 S
Tx X2 x+3  (x+3)7
2x+3 3
X2+x+6 x+1

31.16

31.18

2Xx—1 3x+1
+
X2+2x+2 x2—x-1

31.19

1 —x+1
+

31.20 Xx—1 x2+x+1

X+ 2
X2 +2x+2

4 8

x+1 x-—3

-5/2  3/2 1
+ +

X X—2 X+2

2X+1

3l2l (X2 +2x +2)?

31.22

31.23
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X +32 +x+1
(x +1)(x2 + 1)

31.25

31.26

31.27

31.28

31.29

31.30

1 2
- 4=
x—1 x+1
1 2 -3
—+—+—
X X—2 x+1
3 2x—1
X+2 x2+1
1 —2X
- 4
2x+1 4x2+9
AxX—1 —x+1
X2 +4 x2+1
X —4x

- 4+
X2 +4 (x2 +4)?

1oy x
X+1 (2 +1)>



TABLA DE LOGARITMOS

COMUNES

APENDICE
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N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 0000 0043 0086 0128 0170 0212 0253 0294 0334 0374
11 0414 0453 0492 0531 0569 0607 0645 0682 0719 0755
12 0792 0828 0864 0899 0934 0969 1004 1038 1072 1106
13 1139 1173 1206 1239 1271 1303 1335 1367 1399 1430
14 1461 1492 1523 1553 1584 1614 1644 1673 1703 1732
15 1761 1790 1818 1847 1875 1903 1931 1959 1987 2014
16 2041 2068 2095 2122 2148 2175 2201 2227 2253 2279
17 2304 2330 2355 2380 2405 2430 2455 2480 2504 2529
18 2553 2577 2601 2625 2648 2672 2695 2718 2742 2765
19 2788 2810 2833 2856 2878 2900 2923 2945 2967 2989
20 3010 3032 3054 3075 3096 3118 3139 3160 3181 3201
21 3222 3243 3263 3284 3304 3324 3345 3365 3385 3404
22 3424 3444 3464 3483 3502 3522 3541 3560 3579 3598
23 3617 3636 3655 3674 3692 3711 3729 3747 3766 3784
24 3802 3820 3838 3856 3874 3892 3909 3927 3945 3962
25 3979 3997 4014 4031 4048 4065 4082 4099 4116 4133
26 4150 4166 4183 4200 4216 4232 4249 4265 4281 4298
27 4314 4330 4346 4362 4378 4393 4409 4425 4440 4456
28 4472 4487 4502 4518 4533 4548 4564 4579 4594 4609
29 4624 4639 4654 4669 4683 4698 4713 4728 4742 4757
30 4771 4786 4800 4814 4829 4843 4857 4871 4886 4900
31 4914 4928 4942 4955 4969 4983 4997 5011 5024 5038
32 5051 5065 5079 5092 5105 5119 5132 5145 5159 5172
33 5185 5198 5211 5224 5237 5250 5263 5276 5289 5302
34 5315 5328 5340 5353 5366 5378 5391 5403 5416 5428
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

375
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APENDICE A TABLA DE LOGARITMOS COMUNES

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

35 5441 5453 5465 5478 5490 5502 5514 5527 5539 5551
36 5563 5575 5587 5599 5611 5623 5635 5647 5658 5670
37 5682 5694 5705 5717 5729 5740 5752 5763 5775 5786
38 5798 5809 5821 5832 5843 5855 5866 5877 5888 5899
39 5911 5922 5933 5944 5955 5966 5977 5988 5999 6010
40 6021 6031 6042 6053 6064 6075 6085 6096 6107 6117
41 6128 6138 6149 6160 6170 6180 6191 6201 6212 6222
42 6232 6243 6253 6263 6274 6284 6294 6304 6314 6325
43 6335 6345 6355 6365 6375 6385 6395 6405 6415 6425
44 6435 6444 6454 6464 6474 6484 6493 6503 6513 6522
45 6532 6542 6551 6561 6571 6580 6590 6599 6609 6618
46 6628 6637 6646 6656 6665 6675 6684 6693 6702 6712
47 6721 6730 6739 6749 6758 6767 6776 6785 6794 6803
48 6812 6821 6830 6839 6848 6857 6866 6875 6884 6893
49 6902 6911 6920 6928 6937 6946 6955 6964 6972 6981
50 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067
51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152
52 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235
53 7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316
54 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396
55 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474
56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551
57 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627
58 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774
60 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846
61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987
63 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122
65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189
66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254
67 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319
68 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382
69 8388 8395 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445
70 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506
71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567
72 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627
73 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686
74 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745
75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802
76 8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859
77 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971
79 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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APENDICE A TABLA DE LOGARITMOS COMUNES

377

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079
81 9085 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238
84 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289
85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9325 9330 9335 9340
86 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538
90 9542 9547 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586
91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633
92 9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680
93 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773
95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818
96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952
99 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
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APENDICE
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N 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

1.0 0.0000 0.0100 0.0198 0.0296 0.0392 | 0.0488 0.0583 0.0677 0.0770  0.0862
11 0.0953  0.1044 0.1133 0.1222 0.1310 | 0.1398 0.1484  0.1570 0.1655  0.1740
1.2 0.1823  0.1906 0.1989 0.2070 0.2151 | 0.2231  0.2311  0.2390 0.2469  0.2546
1.3 0.2624 0.2700 0.2776  0.2852  0.2927 | 0.3001 0.3075 0.3148 03221  0.3293
1.4 0.3365 0.3436  0.3507 0.3577 0.3646 | 0.3716 0.3784  0.3853 0.3920  0.3988
1.5 0.4055  0.4121 0.4187 0.4253 0.4318 | 0.4383 0.4447 0.4511 0.4574  0.4637
1.6 0.4700 0.4762 0.4824 0.4886  0.4947 | 0.5008 0.5068 0.5128 0.5188  0.5247
1.7 0.5306  0.5365 0.5423 0.5481 0.5539 | 0.5596  0.5653  0.5710 0.5766  0.5822
1.8 0.5878  0.5933 0.5988 0.6043 0.6098 | 0.6152 0.6206  0.6259 0.6313  0.6366
1.9 0.6419 0.6471 0.6523  0.6575 0.6627 | 0.6678 0.6729 0.6780 0.6831  0.6881
2.0 0.6931 0.6981 0.7031 0.7080  0.7130 | 0.71478 0.7227  0.7275 0.7324  0.7372
2.1 0.7419  0.7467 0.7514 0.7561  0.7608 | 0.7655  0.7701  0.7747  0.7793  0.7839
2.2 0.7885 0.7930 0.7975 0.8020 0.8065 | 0.8109  0.8154 0.8198 0.8242  0.8286
2.3 0.8329 0.8372 0.8416  0.8459  0.8502 | 0.8544  0.8587 0.8629 0.8671  0.8713
24 0.8755 0.8796 0.8838 0.8879  0.8920 | 0.8961 0.9002 0.9042 0.9083  0.9123
2.5 0.9163  0.9208 0.9243 0.9282 0.9322 | 0.9361 0.9400 0.9439 0.9478  0.9517
2.6 0.9555 0.9594 0.9632 0.9670 09708 | 0.9746 09783  0.9821 0.9858  0.9895
2.7 0.9933  0.9969 1.0006 1.0043 1.0080 | 1.0116 1.0152 1.0188  1.0225  1.0260
2.8 1.0296 1.0332 1.0367 1.0403 1.0438 | 1.0473  1.0508 1.0543 1.0578  1.0613
2.9 1.0647 1.0682 1.0716 1.0750 1.0784 | 1.0818 1.0852  1.0886  1.0919  1.0953
3.0 1.0986 1.1019 11053 11086 1.1119 | 1.1151 1.1184 11217 1.1249  1.1282
3.1 11314 11346 11378 11410 1.1442 | 11474 11506  1.1537 1.1569  1.1600
3.2 11632 11663 11694 11725 11756 | 11787 1.1817 11848 1.1878  1.1909
3.3 11939 11970 1.2000 1.2030 1.2060 | 1.2090 1.2119  1.2149 1.2179  1.2208
3.4 12238 12267 1.2296 12326  1.2355 | 1.2384  1.2413  1.2442  1.2470  1.2499
N 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
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N 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

3.5 12528  1.2556  1.2585  1.2613  1.2641 | 1.2669 1.2698 12726  1.2754  1.2782
3.6 12809 12837 1.2865 12892 12920 | 12947 1.2975 13002 1.3029  1.3056
3.7 13083  1.3110 1.3137 13164 13191 | 13218 1.3244 13271 1.3297 1.3324
3.8 1.3350 1.3376  1.3403  1.3429  1.3455 | 13481 1.3507 1.3533 1.3558  1.3584
3.9 13610 13635 1.3661 13686 13712 | 13737 13762 13788 1.3813  1.3838
4.0 1.3863  1.3888 1.3913 13938 1.3962 | 1.3987 1.4012 14036 1.4061  1.4085
4.1 14110 14134 14159 14183  1.4207 | 1.4231 1.4255 14279  1.4303  1.4327
4.2 14351 14375 14398 14422 14446 | 14469 14493 14516  1.4540  1.4563
4.3 14586  1.4609 1.4633 14656 1.4679 | 1.4702 1.4725 14748 14770 1.4793
44 14816  1.4839  1.4861 14884 14907 | 14929 14952 14974 14996  1.5019
4.5 15041 15063 15085 15107 1.5129 | 1.5151 15173 15195 15217  1.5239
4.6 15261 15282 15304 15326 15347 | 15369 15390 15412  1.5433  1.5454
4.7 15476 15497 15518 15539  1.5560 | 1.5581  1.5602  1.5623  1.5644  1.5665
4.8 15686  1.5707 15728 15748 15769 | 15790 15810 15831  1.5851  1.5872
49 15892 15913 15933 15953 15974 | 15994 1.6014 1.6034 1.6054 1.6074
5.0 1.6094 16114 1.6134 16154 16174 | 16194 1.6214 1.6233 1.6253  1.6273
5.1 16292 16312 1.6332 16351 1.6371 | 1.6390 1.6409 1.6429  1.6448  1.6467
5.2 1.6487 1.6506 1.6525  1.6544  1.6563 | 1.6582 1.6601 1.6620 1.6639  1.6658
5.3 1.6677 16696 1.6715 16734 16752 | 16771 1.6790 1.6808 1.6827  1.6845
5.4 16864 1.6882 1.6901 16919 1.6938 | 1.6956  1.6974  1.6993 1.7011  1.7029
55 17047  1.7066  1.7084 17102 1.7120 | 1.7138 1.7156 17174 1.7192 1.7210
5.6 17228 17246  1.7263 17281  1.7299 | 1.7317 1.7334 17352 1.7370  1.7387
5.7 1.7405 1.7422  1.7440 17457  1.7475 | 17492  1.7509  1.7527  1.7544  1.7561
5.8 17579  1.7596  1.7613 17630 1.7647 | 17664 1.7682  1.7699  1.7716  1.7733
5.9 17750 1.7766  1.7783 17800  1.7817 | 1.7834 1.7851  1.7867 1.7884  1.7901
6.0 17918 17934  1.7951  1.7967 1.7984 | 1.8001 1.8017 1.8034 1.8050 1.8066
6.1 1.8083 1.8099 1.8116 1.8132 1.8148 | 1.8165 1.8181  1.8197 1.8213  1.8229
6.2 1.8245 18262 18278 18294 18310 | 1.8326 1.8342 1.8358 1.8374  1.8390
6.3 1.8406 1.8421  1.8437 1.8453 1.8469 | 1.8485 1.8500 1.8516  1.8532  1.8547
6.4 1.8563 1.8579 18594 18610 1.8625 | 1.8641 1.8656  1.8672 1.8687  1.8703
6.5 18718 18733 18749 18764 18779 | 18795 1.8810 1.8825 1.8840  1.8856
6.6 18871 1.8886 1.8901 1.8916 1.8931 | 1.8946 1.8961 1.8976 1.8991  1.9006
6.7 19021 19036 19051 19066 19081 | 1.9095 1.9110 19125 1.9140 1.9155
6.8 19169 19184 19199 19213 19228 | 19242  1.9257 19272 1.9286  1.9301
6.9 19315 19330 19344 19359 19373 | 19387 1.9402 19416 1.9430  1.9445
7.0 19459 19473 19488 19502 19516 | 19530 1.9544 19559  1.9573  1.9587
7.1 1.9601 1.9615 1.9629 19643  1.9657 | 1.9671 1.9685 19699 19713  1.9727
7.2 19741 19755 19769 19782 19796 | 19810 1.9824 19838  1.9851  1.9865
7.3 19879  1.9892 19906 19920 19933 | 1.9947 1.9961 19974 1.9988  2.0001
7.4 2.0015 2.0028 2.0042 2.0055 2.0069 | 2.0082 2.0096 2.0109 2.0122 2.0136
7.5 2.0149 20162 2.0176 2.0189  2.0202 | 20215 2.0229 2.0242 2.0255  2.0268
7.6 2.0282  2.0295 2.0308 2.0321  2.0334 | 2.0347 2.0360 2.0373 2.0386  2.0399
7.7 2.0412  2.0425 2.0438 2.0451 2.0464 | 2.0477 2.0490 2.0503 2.0516  2.0528
7.8 2.0541  2.0554 2.0567 2.0580  2.0592 | 2.0605 2.0618 2.0631 2.0643  2.0665
7.9 2.0669 2.0681  2.0694 2.0707 2.0719 | 20732 2.0744 20757 20769  2.0782
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N 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

N 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

8.0 2.0794  2.0807 2.0819 2.0832 2.0844 | 2.0857 2.0869 2.0882  2.0894  2.0906
8.1 2.0919 2.0931 2.0943 2.0956  2.0968 | 2.0980 2.0992 2.1005 2.1017  2.1029
8.2 21041 21054 21066 21078  2.1090 | 2.1102 21114 21126 21138  2.1150
8.3 21163 21175 21187 21199 21211 | 21223 21235 21247 21258 @ 2.1270
8.4 21282 21294 21306  2.1318 21330 | 2.1342 21353 21365 21377  2.1389
8.5 21401 21412 21424 21436 2.1448 | 21459 21471 21483  2.1494  2.1506
8.6 2.1518 21529 21541  2.1552 21564 | 21576 2.1587  2.1599 21610 2.1622
8.7 2.1633 21645 21656  2.1668  2.1679 | 2.1691 21702 21713 21725 2.1736
8.8 21748 21759 21770 21782 21793 | 21804 21815 21827 21838  2.1849
8.9 21861 21872 21883 21894 21905 | 21917 21928 21939 21950 @ 2.1961
9.0 21972 21983 21994 22006 2.2017 | 22028 2.2039 22050 2.2061  2.2072
9.1 22083 22094 22105 22116  2.2127 | 22138 22148 22159 22170 22181
9.2 22192 22203 22214 22225 22235 | 22246 22257 22268  2.2279  2.2289
9.3 22300 22311 22322 22332  2.2343 | 22354 22364 22375 22386  2.2396
9.4 22407  2.2418  2.2428 22439  2.2450 | 2.2460 2.2471 22481  2.2492  2.2502
9.5 22513 22523  2.2534 22544  2.2555 | 22565 22576  2.2586  2.2597 = 2.2607
9.6 2.2618  2.2628  2.2638  2.2649  2.2659 | 22670 22680 2.2690 2.2701 22711
9.7 22721 22732 22742 22752  2.2762 | 22773 22783 22793 22803 22814
9.8 22824 22834  2.2844 22854 22865 | 2.2875 22885 22895 22905 22915
9.9 22925 22935 22946 22956  2.2966 | 2.2976 22986 22996 2.3006  2.3016
N 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

Si N = 10, In 10 = 2.3026 y escribimos N en notacion cientifica; entonces se usa In N = In[k - (10™)] = Ink + m In 10 = In k + m (2.3026),
donde 1= k < 10 y m es un entero.
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INDICE

Abcisa, 91 Corchetes, 13
Agrupamiento de términos, factorizado por, 32 Corrimientos, 92
Agrupamiento, simbolos de, 13 Cuadrado, 48
Agujeros, en la grafica, 235 de un binomio, 27
Algebra de un trinomio, 27
operaciones basicas del, 1 Cuadrantes, 91
teorema fundamental del, 215 Cuarta proporcional, 81
Antilogaritmo, 265, 266 Cubo de un binomial, 27
Asintotas, 235
horizontal, 235 Decimal, repeticion, 255
vertical, 235 Denominador, 1, 41
Axiomas de igualdad, 73, 74 Desigualdad condicional, 199
Desigualdad del valor absoluto, 199
Base de logaritmos, 263 Desigualdades, 199
Base de potencias, 4 absolutas, 199
Binomial, 12 condicionales, 199
Caracteristicas de un logaritmo, 264 de orden superior, 200
principios de, 199
Cero, 1 sentido de, 199
division entre, 1 signos de, 199
exponente, 49 solucién grafica de, 202
grado, 13 Desplazamientos, 92
multiplicacién por, 1 horizontal, 93
Ceros, 73, 214 vertical, 92
Circulo, 170 Determinantes, 323
Cociente, 1, 4, 15, 81 de orden n, 326
Cociente comun, 245 de segundo orden, 323
Coeficiente numérico, 12 de tercer orden, 324
adelantado, 214 expansion o valor de, 323, 324, 328
en la férmula del binomio, 304 propiedades de, 327
relacidn entre las raices y los, 152 solucién de ecuaciones lineales por, 323, 325,
Coeficientes, 12 328-329
Coeficientes del binomio, 304 Diferencia, 1
Cofactor, 328 comun, 245
Combinaciones, 289 de dos cuadrados, 33
Completando el cuadrado, 151 de dos cubos, 33
Constante, 89 tabular, 264
de proporcionalidad o de variacién, 82 Diferencia comun, 245
Continuidad, 216 Diferencia tabular, 264
Coordenadas rectangulares, 90 Discriminante, 151

383
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Dividendo, 1
Division, 1
de expresiones algebraicas, 15
de fracciones, 1, 4-5
de nimeros complejos, 69
de radicales, 60
entre cero, 1
sintética, 215
Division sintética, 215
Divisor, 1
Dominio, 89-90

e, base de los logaritmos naturales, 265
Ecuacion condicional, 73
Ecuacion cuértica, 75
Ecuacion clbica, 75
Ecuacién quintica, 75
Ecuaciones, 73
condicional, 73
con raices dadas, 222
cuadréticas, 75, 150
cuarticas, 75
clbicas, 75
defectuosas, 74
descomprimidas, 221
equivalentes, 74
grado de, 13
gréaficas de (véase Graficas)
identidad, 73
limites de las raices de, 217
lineales, 75
literal, 114
nimero de raices de, 216
quinticas, 75
radicales, 152
raices complejas de, 216
raices de, 73
raices irracionales de, 152
redundantes, 74
simultaneas, 137
sistemas de, 137
soluciones de, 73
tipo cuadrético, 153
transformacion de, 73-74
Ecuaciones con radicales, 152-153
Ecuaciones consistentes, 138
Ecuaciones cuadraticas, 150
de dos variables, 169
de una variable, 149
discriminante de, 151
formacidn de, a partir de raices dadas, 152
naturaleza de las raices de, 152
producto de las raices de, 152

simultaneas, 191-193
suma de raices, 152
Ecuaciones cuadraticas de dos variables, 169
circulo, 170
discriminante, 169
elipse, 173
hipérbola, 177
parabola, 171

Ecuaciones cuadraticas de una variable, 150-153

completando el cuadrado, 151

por el método de la raiz cuadrada, 150

por factorizacion, 150-151

por formula, 151-152

por métodos gréaficos, 152

soluciones de, 150-152
Ecuaciones cuadraticas simultaneas, 191
Ecuaciones de tipo cuadratico, 153
Ecuaciones defectuosas, 74
Ecuaciones dependientes, 138
Ecuaciones descomprimidas, 221
Ecuaciones equivalentes, 74
Ecuaciones exponenciales, 274
Ecuaciones inconsistentes, 138
Ecuaciones lineales, 114

consistentes, 138

dependientes, 138

de una variable, 114

homogéneas, 329

inconsistentes, 138

simultaneas, sistemas de, 137

solucién grafica de sistemas de, 138

solucién por determinantes de sistemas de,

323-329

Ecuaciones lineales homogéneas, 329
Ecuaciones lineales simultaneas, 137
Ecuaciones redundantes, 74
Ecuaciones simultaneas, 137, 191
Elemento de un determinante, 323
Eliminacion, 41
Elipse, 173-174
Enteros, 22
Escalamiento, 93
Esperanza matematica, 311
Eventos dependientes, 310
Eventos independientes, 310
Eventos mutuamente excluyentes, 311
Expansion del binomio, 303

férmula o teorema, 303

prueba de, para potencias enteras positivas,

365

Exponentes, 4, 48

aplicaciones, 280

cero, 49
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fraccionarios, 49

leyes de los, 4, 49-50
Exponentes fraccionarios, 49
Expresiones algebraicas, 12
Extremos, 81

Factor, 32
méaximo comun, 34
primo, 32
Factor monomial, 12
Factor primo, 32
ndmero, 32
polinomial, 32
Factorizacion, 32
Falla, probabilidad de, 310
Forma exponencial, 263
Forma fila-escaldn, 352
Férmula cuadratica, prueba de, 154-155
Férmulas, 74
Fracci6n impropia, 368
Fracciones, 4-5, 42-43
algebraicas racionales, 41
complejas, 43
equivalentes, 41
impropias, 368
operaciones con, 4-5
parciales, 368
propias, 368
reduccidn a los términos minimos, 41
signos de, 4
Fracciones complejas, 43
Fracciones equivalentes, 41
Fracciones parciales, 368
Fracciones propias, 368
Fronteras, inferior y superior, de raices, 217
Funcidn, 89
cuadrética, 75, 150-152
gréafica de, 90-95
lineal, 75, 128-131
notacion de, 90
polinomial, 214
Funcién lineal, 113
Funcidn racional, 235
graficado, 236-237
Funciones polinomiales, 214-234
ceros, 214-215
resolucion, 216

Grado, 13
de un monomio, 13
de un polinomio, 13
Gréficas, 90-95
con agujeros, 235

iNDICE

de ecuaciones, 90-95, 138, 167-178

de ecuaciones cuadraticas en dos variables, 191
de ecuaciones lineales en dos variables, 138

de funciones, 90-95

i, 67
Identidad, 73
matriz, 351
propiedad, 22
Impares, 311
indice de un radical, 58
reduccion de, 59
Induccién matematica, 362
Infinito, 246
Interés, 276-277
compuesto, 277
simple, 276
Interés compuesto, 277
Interés simple, 276
Interpolacion en logaritmos, 265
Interpolacidn lineal, 265
Irracionalidad, pruebas de, 78-79, 225

Ley distributiva de la multiplicacion, 3
Limite inferior o limite de las raices, 217
Linea recta, 128-131
Llaves, 13
Logaritmos, 263
aplicaciones de, 277-279
base de, 263
base natural de, 265
caracteristica de los logaritmos comunes,
264
leyes de, 263
mantisa de los lagaritmos comunes, 264
sistema natural de, 265
sistemas de logaritmos comunes, 264
tablas de logaritmos comunes, 375
tablas de logaritmos naturales, 378
Logaritmos comunes, 264
Logaritmos naturales, 265

Mantisa, 264
Matrices fila equivalentes, 352
Matriz, 349
identidad, 351
inversa, 352
multiplicacién, 350
multiplicacién escalar, 350
suma, 349
Matriz aumentada, 354
Matriz inversa, 352
Maximo factor comun, 33
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Mayor que, 2 operaciones algebraicas con, 68
Media aritmética, 247 parte imaginaria de, 67
Media arménica, 247 parte real de los, 67
Media de una proporcion, 81 sumay resta gréafica de, 69-70
Media geométrica, 247 Numeros complejos conjugados, 67
Media proporcional, 81 NUmeros imaginarios, 2, 67
Medias aritméticas, 247 Numeros irracionales conjugados, 60
Mejor compra, 82 Numeros naturales, 2, 22
Menor que, 2 NUmeros negativos, 1
Menores, 328 NUmeros positivos, 1
Minimo comun deniminador, 42 NUmeros reales, 1, 22
Minimo comdn multiplo, 34 representacion gréafica de, 2
Minuendo, 14
Monomial, 12 Operaciones elementales con filas, 351
Multinomial, 12 Operaciones, fundamentales, 1
Multiplicacién, 1, 14-15 Orden de los numeros reales, 2, 23
de expresiones algebraicas, 12 Orden de un determinante, 323, 324, 326
de fracciones, 4 Ordenada, 91
de nimeros complejos, 68 Origen, 2
de radicales, 60 de un sistema de coordenadas rectangulares, 90
por cero, 2
propiedad asociativa de, 3 Parébola, 171-172
propiedad conmutativa de la, 3 vértice de, 100
propiedad distributiva de la, 3 Paréntesis, 13
reglas de los signos de la, 3 Parte imaginaria de un nimero complejo, 67
Parte real de un nimero complejo, 67
Notacidn cientifica, 50 Pendiente, 128
Notacidn factorial, 288 Permutaciones, 288
Numerador, 1, 41 Permutaciones circulares, 289
Numero imaginario puro, 67 Polinomios, 12
Ndmero irracional, 2 factor de un, 32-35
Numero racional, 1, 22 grado de un, 75
Numeros, 2 idénticos, 369
complejos, 67 operaciones con, 13-15
conteo, 22 primos, 32
enteros, 22 relativamente primos, 34
enteros no negativos, 22 Polinomios iguales idénticos, 369
imaginarios, 67 Potencias, 4, 48
irracionales, 22 de binomios, 27, 303-309
literales, 13 logaritmos de, 263
naturales, 2, 22 Potencias enésimas perfectas, 59
negativos, 2 Precio unitario, 82
operaciones con nimeros reales, 1-5 Principal, 276
positivos, 2 Principio fundamental de conteo, 288
primos, 22 Probabilidad, 310
racionales, 22 binomial, 311
reales, 22 condicional, 311-312
representacion grafica de nimeros reales, 2 de eventos dependientes, 310
valor absoluto de, 2 de eventos independientes, 311
Numeros complejos, 67 de eventos mutuamente excluyentes, 311
conjugado de, 67 Producto, 1, 4, 14
iguales, 67 de raices de la ecuaci6n cuadrética, 150
imaginario puro, 67 Productos especiales, 27
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Programacién lineal, 203
Progresion, 245
aritmética, 245
armonica, 246
enésima o término general de una, 245
geomeétrica, 245-246
infinita, 246
Progresion aritmética, 248
Progresion armonica, 246
Progresion geométrica, 245-246
infinita, 246
Progresion geométrica infinita o serie, 246
Propiedad de cerradura, 22
Propiedad de densidad, 23
Propiedad de la completez, 23
Propiedad del orden, 23
Propiedad inversa, 22
Propiedades asociativas, 3
Propiedades conmutativas, 3
Proporcion, 81
Proporcional, 81
cuarta, 81
media, 81
tercera, 81
Proporcionalidad, constante de, 82
Punto, coordenadas de un, 91
Punto maximo, relativo, 101
aplicaciones, 103-106
Punto minimo, relativo, 101
aplicaciones, 103-106
Racionalizacion del denominador, 60
Radicales, 58
cambiando la forma de, 58-59
ecuaciones que involucran, 152-153
forma mas simple de, 59
indice u orden de, 58
multiplicacién y divisién de, 60-61
racionalizacion del denominador de, 60-61
reduccidn del indice de, 59
remocion de las potencias perfectas enésimas,
59
similares, 59
suma algebraica de, 59
Radicando, 58
Raices, 48, 73, 210
de ecuaciones cuadraticas, 150
de una ecuacién, 73
dobles, 151, 216
enésima principal, 58
enésimas, 58
enteras, 216
extrafias, 74
irracionales, 152

iNDICE

naturaleza de, de una ecuacidn cuadratica, 152
namero de, 216
racional, 216
Raices extrafias, soluciones, 74
Raices irracionales, 152
aproximacion, 218
Raiz doble, 151, 216
Raiz principal, 48
Rango de una funcién, 89
Razon, 81
comun, 245
Reciproco, 4
Rectas, 128
forma de interseccion, 131
forma de los dos puntos, 130
pendiente-forma de interseccion, 130
pendiente-forma puntual, 130
rectas horizontales, 128
rectas paralelas, 129
rectas perpendiculares, 129
rectas verticales, 129
Regla de Cramer, 323-326
Reglas de los signos de Descartes, 217-218
de una fraccion, 4
regla de Descartes, 217
reglas de los, 3
Relacion, 89
Repeticion de decimales, 255
Residuo, 15, 214
Resta, 1, 4, 14
de expresiones algebraicas, 12
de fracciones, 4, 42
de nimeros complejos, 68
de radicales, 59

Secciones conicas, 169-180
absolutas, 199
circulo, 170
elipse, 172
hipérbola, 177
parabola, 171
Sentido de una desigualdad, 199
Serie geométrica, infinita, 246
Series, 245
geométricas infinitas, 246
Signos, 3
Simbolos de agrupacion, 13
Simetria, 91
Sistema de coordenadas, rectangular, 90
Sistema numérico, real, 2
Sistemas de desigualdades, 199
Sistemas de ecuaciones, 137, 191
Sistemas de m ecuaciones con n incognitas, 329
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Solucion gréafica de ecuaciones, 138, 191 Teorema del factor, 215
Soluciones, 73 Teorema del residuo, 214
de sistemas de ecuaciones, 323, 329 Teorema del valor intermedio, 216
extrafias, 74 Teorema fundamental del algebra, 215
gréficas, 138, 191 Término, 12
triviales, no triviales, 329 de progresion, 245
Soluciones triviales, 329 de serie, 245
Sucesién(es). Véase Progresiones entero y racional, 13
Suma, 1 grado de, 13
de dos cubos, 33 parecidos o similares, 13
de expresiones algebraicas, 12 Término general o enésimo, 245
de fracciones, 4 Términos semejantes, 13
de nimeros complejos, 68 Triangulo de Pascal, 305
de radicales, 59 Trinomio, 12
de raices de una ecuacion cuadrética, 150 cuadrado de un, 27
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propiedad conmutativa de la, 3
reglas de los signos de la, 3 Valor absoluto, 2
Sustraendo, 14 Variable, 89
dependiente, 90
Tablas, 375, 378 independiente, 89
de logaritmos comunes, 375 Variable dependiente, 91
de logaritmos naturales, 378 Variable independiente, 89
Teorema de las raices enteras, 216 Variacion, 81-82
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