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UNIVERSIDADES PUBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID
PRUEBA DE ACCESO A LAS ENSENANZAS UNIVERSITARIAS
OFICIALES DE GRADO
Curso 2016/2017 JUNIO
MATERIA: MATEMATICAS 11

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberd escoger una de las dos opciones propuestas y
responder razonadamente a las cuestiones de la opcion elegida. Para la realizacién de esta prueba se puede utilizar
calculadora cientifica, siempre que no disponga de capacidad de representacion gréfica o de cédlculo simbdlico.
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Calificacién: Las preguntas 1* y 2* se valorardn sobre 3 puntos; las preguntas 3* y 4° sobre 2 puntos. Todas

las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

Tiempo: 90 minutos.

OPCION A

Ejercicio 1. Calificacién méxima: 3 puntos.
2x+ay+z=a,
Dado el siguiente sistema de ecuaciones < x —4y + (a + 1)2 =1, se pide:
4y —az =0,
a) (2 puntos) Discutirlo en funcién de los valores del pardmetro real a.

b) (0.5 puntos) Resolver el sistema paraa = 1.
¢) (0.5 puntos) Resolver el sistema para a = 2.

Solucién.
a. El sistema viene definido por dos matrices:
2 a 1 2 a 1 a
A=l1 -4 a+l A¥=|1 -4 a+l1 1 AcCcA*=>rgA*>2rg A
0 4 -a 0 4 -a O

Si el |A| #0=rgA=rg A*=n=3, el sistema seria compatible determinado, por lo tanto se discute el

tipo de solucién del sistema para los valores del parametro que anulan el determinante de la matriz de coeficientes.
2 a 1

Al=|1 —4 a+1=8a+0+4-(0-a® +8a+8)=a’ —4=o:{a =2
0 4 -a a=-2
Discusioén.
i. Sia#22, |A| #0=rg A=rg A¥=n =3, sistema seria compatible determinado.
2 -2 1
ii. Sia=-2 |[Al=0=>rgA<3. A=|1 -4 -I _4 =4#0=>rgA=2. Para estudiar el
0 4 2
2 -2 1 =2
rango de la matriz ampliada, A*=|1 -4 -1 1 |se parte del menor de orden dos distinto de
0 4 2 0
cero y se estudian sus menores orlados, de los dos posibles, solo que queda por estudiar el formado
2 -2 =2
porla1® 2*y4* columna. I -4 1|=-16#0=rgA*=3#rgA, sistema incompatible.
0 4 O
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2 2 1
i Sia=2,|A|=0=>r1gA<3. A=[1 -4 3 ‘(1) _44‘=4¢O:rgA=2.Paraestudiarel rango
0 4 -2
2 2 1 2
de la matriz ampliada, A*=|1 —4 3 1 |se parte del menor de orden dos distinto de cero y se
0 4 -20
estudian sus menores orlados, de los dos posibles, solo que queda por estudiar el formado por la 17,
2 2 2
2*y4*columna. 1 -4 1|=0=>rgA*=2=rg A #n =3, sistema compatible indeterminado.
0 4 0
b. Para a = 1. Segtn la discusion del apartado a, sistema compatible determinado, se puede resolver por el
método de Gauss o por el método de Cramer.
Meétodo de Gauss:
21 1 1 1 -4 2 :1 1 -4 2 : 1
1 -4 2 1| =12 1 1 1| =10 9 =3 : —-1| =
0 4 -1 070 4 —1: 0/l 4 -1 o))
1 -4 2 1 x—4y+2z=1 8 5
=0 9 -3 i -1[;:9y-3z=-1 ; z=i; x—4y+§=1; x—4y=—§; =l; {x—i=—§; x=-1
0 0 3 i 4) |3z=4 O loy-4=-1 oy=3 : 0 :
Solucién: (—l,l,ij
333
Método de Cramer:
|Al=m?-4 =1 -4=-3
1 1 1 2 1 1 2 1 1
1 -4 2 11 2 1 -4 1
X=|AX| 0 4 -1 _1 yz\Ay\zo 0 -1 _-1_1 Z=|AZ|= 0 4 0 -4 _4
|A| -3 =377 |4 -3 -3 377 |4 -3 -3 3
Solucién: (—l,l,ij
3°3
2x 4+ 2y + z = 2
c. Paraa=2,<{x — 4y + 3z = 1teniendo en cuenta la discusion del apartado a, sistema

4y - 2z = 0
compatible indeterminado de rango 2, por lo tanto solo tiene dos ecuaciones linealmente independientes. Se
seleccionan como independientes las ecuaciones que contienen los coeficientes del menor de orden dos distinto de
cero.

x — 4y + 3z 1
4y - 2z = 0
Para resolver el sistema se transforma una variable en pardmetro y se resuelve en funcidn de este, se toma
como pardmetro la variable cuyos coeficientes no formaron el menor de orden 2 (z = )») .

x — 4y = 1-3)
4y = 2
De la segunda ecuacion se despeja y y sumando las ecuaciones se despeja x.

x=1-A y:% z=A VAeR
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Ejercicio 2. Calificacién méxima: 3 puntos
Dados los puntos P(1, -2, 1), Q(-4, 0, 1), R(-3, 1, 2), S(0, -3, 0), se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a P, Q y R.
b) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de la recta r, que pasa por los puntos P y Q, y la recta s, que pasa

porRyS.
¢) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo formado por los puntos P, Q y R.
Solucién.
a. La minima determinacién lineal de un plano es un punto y dos vectores linealmente independientes y

paralelos al plano.
Con los puntos P, Q y R una determinacién lineal del plano que los contiene () puede ser:

P(1,-2,1) x-1 y=(-2) z-1
n=1PQ=(-4-1,0-(-2),1-1)=(-5,2,0) n=|-5 2 0 (=0
PR=(-3-1,1-(-2).2-1)=(-4,3,1) —4 3 1

Desarrollando el determinante por los elementos de la primera fila, operando y ordenando se obtiene la
ecuacion general del plano que se pide.

2 0 -5 0 -5 2
n= x—1)- +2)+ z—-1)=0
S (IS I (T e 1
m= 2(x —1)— (—5)(y+ 2)—7(Z—l)= 0
n=2x+5y-7z+15=0
b. Una forma de estudiar la posicién relativa de dos rectas es relacionarla con el rango de la matriz que
forman los vectores de direccién de ambas rectas y un vector formado por un punto de cada recta.
PR -4 3 1
P(1,-2,1) R=(-3,1,2) 7, s 2 0
s =< — S =4 — I =r1g —
RTlPQ=(-520) T lRS=(3-4-2) ¥ 5|7
RS 3 -4 =2
-4 3 1 -4 3 1
-5 2 0|=0=>rg -5 2 0 |<3
3 -4 -2 3 -4 -2
-4 3 1
5 0‘ =-2#0=rg -5 2 0 |=2 Lasrectas son coplanarias.
3 -4 -2
rg=2
— — r:Las rectas son secantes
PQ=k-RS
c. Area PQR = %‘ﬁ)xﬁ‘

Para calcular el producto vectorial R)Xﬁ , se puede tener en cuenta que son los coeficientes de la
ecuacién general del plano w calculado en el apartado a.
PQxPR =(2,5,-7)

Area PQR =%‘R)xﬁ‘ =%\/22 +52+ (—7)2 =%ﬁu2

Ejercicio 3: Calificacién mdxima: 2 puntos.
Se administra una medicina a un enfermo y t horas después la concentracién en sangre del principio activo viene

dada por c(t) =te V2 miligramos por mililitro. Determine el valor maximo de c(t) e indique en qué momento se

alcanza dicho valor maximo. Sabiendo que la maxima concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, sefiale si en algin
momento hay riesgo para el paciente.
Solucién.

La funcién tendra maximos relativos en aquellos puntos donde su primera derivada sea cero y su segunda
derivada sea negativa.
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c'(t)zl-e_t/2 +te V2 -(—ljz(l—ij-e_m
2 2

c(t)=0: (1—£]-e_t/220: 1-L-0: =2
2 2

En la resolucién de la ecuacién, hay que tener en cuenta que la parte exponencial nunca se anula

C”(t):(—l].e_t/z +(1_£j.e_t/2 .(_lj=(_l_l+£j.e_t/2 =(£_1j.e_t/2
2 2 2 2 2 4 4

<(2)= (g—lj Y2 = —%e_l _-! <0

2e

2)=2¢72% =2 2 074 mg/mL
€

La concentracién del farmaco es maxima a las dos horas de haberlo administrado, siendo el valor
méximo (0,74 mg/mL) inferior a la concentracién maxima que no entrafia riesgo para el paciente, por lo tanto, el
paciente no corre ningin riesgo.

Ejercicio 4: Calificacién mdxima: 2 puntos.
2
. +X+ .
Dada la funcién f (x) = X—Xzé, se pide:

a) (0.5 puntos) Determinar su dominio y asintotas verticales.

b) (0.5 puntos) Calcular Lim @

X—o0 X

5
¢) (1 punto) Calcular Lf (x)dx

Solucion.
a. D[f(x)]={xe R/x -2 #0}=R-{2}
Asintota vertical: recta de la formax=a/agDy Limf (x) = K
x—a 0
x = 2 es un candidato a asintota vertical.
. xX’+x+46 12
2 ixi6_12 a2 o
Ll'mx— =-= — x =2 es un asintota vertical. {*™2 5 X 0
x—2 X—2 0 . X“+x+6 12
Lim———————=— =+
x—2 X-2 O+

X2 +x+6 5 s
b. Lim PO g x=2 g XX X
X—o X X—>00 X X —>o0 x2—2x X—>°°X2
2
5 5X“+Xx+6
C. J‘Sf(X)dX—J;’?dX

Por ser el numerador de mayor grado que el denominador, se divide la fraccién. Utilizando el método de
Ruffini: 1 1 &

y, ", é X2+X+6_X+3+
1 3 12 x=2 x=2

5

2
2 Jax=| 2 43+ 12Lnx -2 | =
x=2 2 3

Ef(x)dx = Jj(x +3+

52 3?
:7+3~5+12Ln|5—2|—[7+3-3+12Ln|3—2|J:14+12Ln3
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OPCION B

Ejercicio 1. Calificacién médxima: 3 puntos.
Dadas las funciones f (x) = 2 y g(x) = sen (x), se pide:
X
. 2
a) (1 punto) Calcular Lim| f (x)——
x—0 g(x)
b) (0.75 puntos) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (Y2, 4).

¢) (1.25 puntos) Calcular el drea delimitada por la curva y = f(x) y larecta y = —x + 3.
Solucion.

0 0
(co—c0) _ (6} (5)
a. Ll’m(f(x)—ij = Ll'm(z __2 j - 2. Lim sen X — X = 9 Lim cosx—1 0

x—0 g(x) x—0\ X senXx x—0 X-sen X L'H  x—01-sen x +x-cos x L'H
. —sen X —sen X —sen 0 0
=2-Lim =2-Lim =2 =2 =0
x—>0cosx+1-c0sx+x-(—senx) x—0 2Cc0s X — X - sen X 2cos0—-0-sen0 2-0
b. La ecuacioén de la recta tangente a la funcién y = f(x) en el punto (Y2, 4) en forma punto-pendiente es:

ey

f(X)=£=2X_1 : f'(x)=—2x‘2=_—2; f’(lj: ~2 _ g
X

x> \2) (12
y—4:—8-(x—lj y=-8x+38
2
c. Se pide el area comprendida entre dos funciones (no es necesario

representar). Se empieza por calcular los puntos comunes entre las funciones
que serdn los limites de integracion.
2
== . v Y
x :Porigualaciéon —=-x+3
y=—x+3 X

2 X:1
x“=3x+2=0:
x=2

Para calcular el drea se hace la integral de la funcién que esta por encima menos la que esta por debajo,
en el caso de no saber la posicion relativa, se restan en cualquier orden y se hace la integral en valor absoluto.

2
’ 5 2 2 2
Area:j1 (—x+3—£]dx=(—%+3x—2Ln x} =[—27+3-2—2Ln2J—(—%+3-1—2Ln1J=%—2Ln2u2
X
1

Ejercicio 2. Calificacién médxima: 3 puntos
Dadas las matrices

1 2
P=|3 2
2 3

NS NS R
—
Il

se pide:
a) (1 punto) Determinar la matriz P!, inversa de la matriz P.
b) (1 punto) Determinar la matriz B!, inversa de la matriz B =P 'J"".
¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz A?, siendo A =PJP .
Solucion.

a. La inversa de una matriz es P~ = | | adJ P
El primer paso es calcular el determinante de la matriz, y comprobar que es distinto de cero, que es la
condicién necesaria y suficiente para que una matriz tenga inversa.
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1 21
detP=[3 2 2/=4+8+9-(4+1246)=21-22=-1%0
2 3 2
2 2 3 2 3 2
o Tho Thos
-2 -2 5 -2 -2 5) (-2 -1 2
. 2 1 1 1 1 2 ot
adjP =| — + - =l-1 0 1 (adjP)'=|-1 0 1 |=[-2 0 1
32 22 23 2 1 4 2 1 4 5 1 4
21 |t ot o2 - - -
+ - +
2 2 3 2 3 2
-2 -1 2 2 1 -2
1>‘1=|—I1)|(djp)t=i1 -2 0 1|={2 0 -1
5 1 -4 -5 -1 4
b. Teniendo en cuenta las siguientes propiedades de la matriz inversa:
e (A-By'=B"'.a"!
1
o W =a
| | | -1 0 0)(1 2 1 -1 -2 -1
B‘1=(P‘1-J‘1T =(J‘1T-(P‘1T =J.P=|0 2 0|3 2 2|=|6 4 4
0 0 1)l2 3 2 2 3 2
c. El determinante se calcula aplicando las siguientes propiedades de los determinantes:
o A" =|A|n
°© [a-B=al[8
‘A—l‘:i
A
) ) 2 -1 0 o
w2 =l =32 = (e =(IP|—|J|-ﬁ] SpP=fo 2 of =(2P =4
0 01
Ejercicio 3. Calificacién maxima 2 puntos
a) (1 punto) Determine la distancia entre las rectas
Xx+y-1=0
nh=X= =7 I =
! Y Y x—z+1=0

b) (1 punto) Obtenga el punto de corte de larecta s=x =2 —y =z—1 con el plano perpendicular a s, que
pasa por el origen.

Solucion.
a. Para calcular la distancia entre dos rectas, se necesita una determinacidn lineal (punto, vector) de cada
una de ellas.
X=A
A(0,0,0) X+y-1=0 4 B(0,1,1)
=EX=y=z:9_ I, = —— > =qy=1-A: §_
v=(1,1,1) X—z+1=0 i(1,-1,1)
z=1+A

La distancia entre dos rectas se puede calcular de varias formas, en mi
opinién la mds rdpida es como aplicacion del producto mixto y del médulo del
producto vectorial. Teniendo en cuenta que el volumen de un paralelepipedo es
(Area de la base)x(Altura), la altura es la minima distancia entre la recta por lo
que despejando y teniendo en cuenta las aplicaciones del producto mixto y del
mdbdulo del producto vectorial:

ra
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d(rl B r2) —h= Volur}nen paralelepipedo _ ABj (vﬁx u)
Area dela base |v X u|
ij ok
vxi=[1 1 1]=(20,-2) AB=b-a=(0,1,1)-(0,0,0)=(0,1,1)

I -1 1

dls —1)= 2B (V_Xu) _0.1,1)-(2,0,~2) :%:%u

[Vl J22+02+(—2)2 8
b. El punto P, se obtiene por interseccion del la recta s y un plano .

El plano w, teniendo en cuenta que es perpendicular a la recta s y que
contiene al punto O(0, 0, 0) se obtiene tomando como vector normal del plano al
vector de direccién de la recta s y particularizando la ecuacién del plano en el
punto O.

Para obtener una determinacién lineal de la recta s, hay que tener la
precaucién de expresar correctamente la ecuacion en su forma continua, ya que la

ey ,9

componente “y” de la ecuacion no esta correctamente ordenada

X=U
SEx:y—_lzzz—lz y=2-p o(,-11)
z=1+p

i=o=(0,-11)
T=
0(0,0,0)
Sustituyendo el punto O se calcula el pardmetro K.
0+0+0+K=0 K=0
n=x—-y+z=0

n=x-y+z+K=0

Conocida la ecuacién del plano se calcula las coordenadas de P

X=U
p= s= y=2—}l u_(z_u)+(l+u)zo 3A—-1=0
z=1+p
nzx—y+z=0
1
X=—
3
P= y=2—% DP(%,_sgj
z:1+l
3

Ejercicio 4. Calificacién maxima 2 puntos

l

Us)
—
=]

> | =

El 40% de los sabados Marta va al cine, el 30% va de compras y el 30% restante juega a videojuegos. Cuando va
al cine, el 60% de las veces lo hace con sus compafieros de baloncesto. Lo mismo le ocurre el 20% de las veces

que va de compras, y el 80% de las veces que juega a videojuegos. Se pide:

a) (1 punto) Hallar la probabilidad de que el préximo sdbado Marta no quede con sus compafieros de

baloncesto.

b) (1 punto) Si se sabe que Marta ha quedado con los compafieros de baloncesto, ;cudl es la probabilidad de

que vayan al cine?
Solucion.
Sucesos:
A=Vaalcine B=Vadecompras C=Juegaa videojuegos
Datos:
p(A)=0,40

p(D/A)=0,6

p(B)=030  p(C)=0,30
p(D/B)=02  p(C)=08

D = Queda con sus compafieros
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El problema se puede representar mediante un diagrama en arbol:

LD
plDva)
&
pla) D
2D
olE) plDVE
B
D
p(C] /D
plDvc)
C
D
a. El problema se resuelve mas facilmente por el complementario o contrario, se calcula la probabilidad de

que Marta que con sus compafieros y a continuacion su contrio
p(D)=pl(A~D)u(BND)uU(CND)]=p(AND)+p(BND)+p(CD)=
=p(A)-p(D/A)+p(B)- p(D/B)+p(C)- p(D/C)=0,4-0,6+0,3-0,2+0,3-0,8=0,54

Conocida la probabilidad de que Marta quede con sus compaiieros, se calcula la de que no quede
p(D)=1-p(D)=1-0,54 = 0,46 = 46%

b, p(C/D)= p(CAD) _ p(C)- p(c/D) _03-08 _ 04— 442%

p(D) p(D) 0,54






